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Rysunek 1: Perovskitowa struktura tlenków metali przej±ciowych (po lewej); jony metali otoczone s¡ okta-
edrami tlenowymi i tworz¡ sie¢ kubiczn¡. Widok orbitali d w otoczeniu kubicznym (po prawej); dublet
orbitali eg i tryplet orbitali t2g.

3.2 Wprowadzenie

Bezpo±redni¡ lub po±redni¡ motywacj¡ prac [1-11] s¡ zjawiska obserwowane w tlenkach metali przej±ciowych
o tzw. strukturze perovskitowej, jak na Rys. 1, w której jony metali zamkni¦te s¡ w oktaedrach tlenowym
tworz¡cych sie¢ kubiczn¡. Atomy metali przej±ciowych charakteryzuj¡ si¦ nie do ko«ca wypeªnion¡ powªok¡
d, co decyduje o ich wªasno±ciach chemicznych. Orbitale typu d posiadaj¡ orbitaln¡ liczb¦ kwantow¡ l = 2,
a wi¦c pi¦¢ mo»liwych stanów o okre±lonej warto±ci magnetycznej liczby kwantowej m. Wszystkie te stany
w przypadku izolowanego atomu metalu s¡ zdegenerowane, ale w przypadku atomu w otoczeniu kubicznym
multiplet ten rozpada si¦ na trzy stany o symetrii t2g, maj¡ce ni»sz¡ energi¦, i dwa stany eg o wy»szej energii,
por. Rys. 1. Pozostaje wi¦c w krysztale degeneracja orbitalna. Stany t2g zwyczajowo oznacza si¦ jako; |zx〉,
|yz〉 i |xy〉, a stany eg jako; |3z2 − r2〉 i |x2 − y2〉. Wygodn¡ konwencj¡ oznaczania orbitali t2g, stosowan¡ w
pracach [1-11], jest |a〉 ≡ |zx〉, |b〉 ≡ |yz〉 i |c〉 ≡ |xy〉 � jej sens stanie si¦ jasny pó¹niej.

Elektrony w tlenkach metali przej±ciowych mog¡ si¦ porusza¢ przede wszystkim poprzez przeskoki z
jonu metalu na tlen i vice versa, co wynika z przekrywania si¦ atomowych funkcji falowych. Elektrony te
podlegaj¡ tak»e odpychaniu kulombowskiemu, które na skutek zjawiska ekranowania w tego typu ukªadach
przyjmuje si¦ jako ±ci±le lokalne, tzn. elektrony oddziaªuj¡ ze sob¡ tylko je±li oba znajd¡ si¦ na tym samym
atomie. W okre±lonych przypadkach, które zale»¡ od struktury pasm elektronowych [30], oddziaªywania na
atomach tlenu nie s¡ istotne dla stanu podstawowego i opis ukªadu mo»na ograniczy¢ do samej sieci jonów
metali przej±ciowych, mi¦dzy którymi przeskok mo»liwy jest poprzez hybrydyzacj¦ z tlenami. Przypadek ten
dotyczy wszystkich prac [1-11]. Elektrony b¦d¡c na tym samym atomie, czyli w¦¹le sieci, mog¡ oddziaªywa¢
b¦d¡c w tym samym stanie orbitalnym i ró»nych stanach spinowych, wtedy mówimy o oddziaªywaniu U
Hubbarda, lub oddziaªywa¢ b¦d¡c w ró»nych stanach orbitalnych i wówczas oddziaªywanie kulombowskie
zale»y od kon�guracji spinowej elektronów poprzez oddziaªywanie wymienne Hunda JH i ulega obni»eniu o
JH dla dwóch jednakowych spinów [31]. Generyczny hamiltonian oddziaªywa« dla jonów metali przej±ciowych
ma posta¢,
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gdzie operator fermionowy d†iµσ tworzy elektron o spinie σ w orbitalu µ, a Si to operator spinu zde�niowany

jako Si= 1
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iµασα,βdiµβ . Warto±ci U i JH ró»ni¡ si¦ dla ró»nych metali przej±ciowych, ale sprz¦»enie JH

zawsze faworyzuje stan z maksymalnym spinem, co jest tre±ci¡ reguªy Hunda. Z kolei hamiltonian kinetyczny
mo»na zapisa¢ jako,

Ht = −
∑

〈i,j〉‖γ
σ

tγµν

(
d†iµσdjνσ + d†jνσdiµσ

)
, (2)

gdzie suma jest po najbli»szych s¡siadach 〈i, j〉, a amplituda przeskoku tγµν zale»y od kierunku γ̂ wi¡zania
〈i, j〉 oraz od pary orbitali pomi¦dzy którymi nast¦puje przeskok. Wynika to st¡d, »e orbitale istniej¡ w
przestrzeni rzeczywistej (w przeciwie«stwie do spinów) i ich przekrywanie zale»y od kierunku wi¡zania γ̂.
Na przykªad, w przypadku orbitali t2g, dla wi¡zania w kierunku â jedyne niezerowe amplitudy przeskoku to
tbb = tcc = t i, uogólniaj¡c, dla dowolnego kierunku γ̂ nie ma przeskoku mi¦dzy dwoma orbitalami γ. Wynika
to z ich symetrii oraz symetrii sieci kubicznej, któr¡ mo»na zmieni¢ np. poprzez dystorsje, jak równie» z
udziaªu orbitali tlenowych 2pπ w procesach przeskoku d− d.

W przypadku, kiedy oddziaªywania mi¦dzy elektronami s¡ silne i brak jest domieszkowania, zmieniaj¡cego
ilo±¢ elektronów na w¦zªach sieci, wtedy mo»liwa jest tzn. lokalizacja Motta [32], czyli przej±cie do stanu
izolatora jedynie na skutek korelacji mi¦dzy elektronami. Izolator taki mo»na opisa¢ modelem efektywnym,
w którym ªadunkowe stopnie swobody s¡ nieobecne. Ruch ªadunków mo»liwy jest tylko dzi¦ki wirtualnym
wzbudzeniom ªadunkowym prowadz¡cym do nadwymiany, kiedy elektron przeskakuje z jednego jonu metalu
na drugi (poprzez tlen) i wraca na to samo miejsce. Wyprowadzenie efektywnego modelu nadwymiany
sprowadza si¦ to do rozwini¦cia perturbacyjnego gdzie zaburzeniem jest hamiltonian kinetyczny Ht, a stany
niezaburzone to spinowo i orbitalnie zdegenerowane stany wªasne hamiltonianu Hint. W efekcie otrzymujemy
model oddziaªuj¡cych spinów i orbitali opisywany tzw. modelem Kugela-Khomskii'ego [31] postaci,

H =
∑
〈i,j〉

{
Ji,j

(
~Ti, ~Tj

)
~Si · ~Sj +Ki,j

(
~Ti, ~Tj

)}
, (3)

gdzie spin ~Si oznacza caªkowity spin na jonie metalu przej±ciowego wynikaj¡cy z zasady Hunda, ~Ti to ope-
ratory pseudospinowe opisuj¡ce orbitalne stopnie swobody, a Ji,j i Ki,j to pewne dwuliniowe funkcje tych
operatorów, zale»ne od kierunku wi¡zania 〈i, j〉. Dodatkowo, nale»y te» uwzgl¦dni¢ mo»liwe sko«czone sprz¦-
»enie spin-orbita λ na jonach metali przej±ciowych, które staje si¦ istotne dla orbitali t2g w przypadku metali
o wysokiej gªównej liczbie kwantowej, czyli np. o kon�guracji 4d i 5d. Sprz¦»enie takie mo»na doda¢ do ha-
miltonianu nadwymiany (3) jako wyraz λ

∑
i
~Si · ~Li, gdzie ~Li to operator kr¦tu wyra»aj¡cy si¦ przez skªadowe

~Ti [5], pod warunkiem »e λ� JH - w przeciwnym wypadku opis wysokospinowy wynikaj¡cy z hamiltonianu
(1) nie jest poprawny i trzeba zaczyna¢ od lokalnie spl¡tanych stanów spinowo-orbitalnych wynikaj¡cych z λ
[33].

Równanie (3) de�niuje wysoce nietrywialny kwantowy problem wielu ciaª, którego zªo»ono±¢ ro±nie ekspo-
nencjalnie z wielko±ci¡ ukªadu. Dodatkowym problemem jest te» to, »e oddziaªywania spinowo-orbitalne s¡
generycznie sfrustrowane, tzn. w klasycznym rozumieniu nie mo»na tak poukªada¢ spinów i orbitali, »e ka»de
wi¡zanie miaªo minimaln¡ energi¦, a stopnie swobody s¡ ze sob¡ spl¡tane, tzn. w opisie kwantowym nie mo»na
faktoryzowa¢ funkcji falowej na cz¦±¢ spinow¡ i orbitaln¡ [34]. �cisªe rozwi¡zanie (poza bardzo szczególnymi
przypadkami) jest wi¦c wykluczone, a podej±cia przybli»one s¡ ograniczone przez frustracj¦ i spl¡tanie. Nie-
mniej jednak, w pewnych granicach parametrów, mo»liwe jest okre±lenie przybli»onych wªasno±ci modelu
opisywanego równaniem (3), takich jak uporz¡dkowanie spinów i orbitali oraz podstawowych typów wzbu-
dze«. Znane s¡ np. zasady Goodenough-Kanamori, mówi¡ce, »e porz¡dkowi ferro/anyferromagnetycznemu
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Rysunek 2: Schemat mo»liwych stanów materii dla tlenków metali przej±ciowych w funkcji parametrów
mikroskopowych, odpychania kulombowskiego U i sprz¦»enia spin-orbita λ, mierzonych wzgl¦dem warto±ci
caªki przeskoku t . Wielko±ci te mo»na zmieni¢ dobieraj¡c odpowiednie metale przej±ciowe, od l»ejszych i
silnie skorelowanych 3d po ci¦»sze i wi¦kszym sprz¦»eniu spin-orbita 4d i 5d. Dodatkowym parametrem mog¡
by¢ czynniki sprawiaj¡ce, »e ukªad jest niecentrosymetryczny.

w danym kierunku odpowiada porz¡dek antyferro/ferro-orbitalny (czyli dla orbitali t2g parze spinów {↑↓} na
danym wi¡zaniu odpowiada para orbitali {c, c}, a parze spinów {↑↑} odpowiada para orbitali {a, b}). Jest to
jednak tylko przybli»ona zasada poniewa» silne spl¡tanie kwantowe mo»e j¡ uniewa»ni¢ [35].

Tlenki metali przej±ciowych s¡ obiektem intensywnych bada« ze wzgl¦du na wielo±¢ mo»liwych nietry-
wialnych zjawisk i stanów materii jakie mo»na w nich zaobserwowa¢. Wynika to z konkurencji mi¦dzy energi¡
kinetycznej ªadunków ∝ t a ró»nymi typami uporz¡dkowa« stabilnymi w granicy du»ych oddziaªywa« ∝ U .
Rys. 2 schematycznie przedstawia niektóre z tych stanów w funkcji oddziaªywania kulombowskiego U i sprz¦-
»enia spin-orbita λ wzgl¦dem amplitudy przeskoku t. Niska warto±¢ λ odpowiada metalom 3d [36] i takim
zwi¡zkom jak miedziowce lub pniktydki »elazowe, znane ze zjawisk nadprzewodnictwa wysokotemperaturo-
wego, czy manganity, w których obserwuje si¦ kolosalny magneto-opór. W zale»no±ci od siªy oddziaªywa«,
dla maªych U/t mo»emy otrzyma¢ nisko skorelowane stany typu metal, izolator pasmowy lub nadprzewodnik,
a dla wi¦kszych U/t izolatory skorelowane opisywane modelami spinowo-orbitalnymi typu (3). Z kolei dla
wi¦kszych warto±ci sprz¦»enia spin-orbita, odpowiadaj¡cym ci¦»szym metalom 4d i 5d, pojawiaj¡ si¦ tzw.
stany topologiczne w granicy niskich oddziaªywa« i porz¡dek topologiczny w granicy du»ego U/t � poniewa»
metale o wi¦kszej gªównej liczbie kwantowej maj¡ wi¦ksze orbitale które silniej si¦ przekrywaj¡, co efek-
tywnie zwi¦ksza t, potrzeba geometrycznej frustracji sieci »eby efektywnie uzyska¢ wysok¡ warto±¢ U/t [37].
Innym czynnikiem daj¡cym nowe uporz¡dkowania magnetyczne mo»e by¢ zªamana symetria odbicia wzgl¦-
dem punktu, która prowadzi do wyrazów typu ~Si × ~Sj , i w efekcie niekolinearnych, chiralnych porz¡dków
spinowych. Takim ukªadem ze zªaman¡ symetri¡ mo»e by¢ np. powierzchnia styku dwóch ró»nych tlenków.

Nowym sposobem na otrzymywanie interesuj¡cych zjawisk i uporz¡dkowa« jest tworzenie tlenków hybry-
dowych, czyli takich gdzie na przypadkowych w¦zªach sieci podstawione s¡ inne jony metali przej±ciowych.
W ten sposób mo»na tworzy¢ hybrydy gdzie skale energii oddziaªywa« kulombowskich, sprz¦»enia spin-orbita
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Rysunek 3: (a) Schematyczny widok ró»nych hybryd tlenkowych i typowych skal energii dla metali 3d,
4d i 5d, tzn. odpychanie kulombowskie, sprz¦»enie spin-orbita i rozszczepienie w polu krystalicznym. (b)
Rozrzedzenie orbitalne w wyniku domieszkowania tlenku typu 4d4 przez metal 3d3 � efektywnie orbitalny
stopie« swobody znika na domieszkowanym w¦¹le sieci. (c) Spinowo-orbitalny atomowy stan podstawowy dla
atomów 4d4 (lub 4d2) matrycy i domieszki 3d3.

i rozszczepienia w polu krystalicznym nie s¡ jednorodne przestrzennie, por. Rys. 3(a). Przykªadem hybryd
3d− 4d s¡ domieszkowane manganem warstwowe tlenki rutenu z rodziny Srn+1RunO3n+1 (n odpowiada licz-
bie warstw), gdzie zmiany wªasno±ci �zycznych silnie zale»¡ od n. Dla n → ∞, czyli zwi¡zku kubicznego,
domieszkowanie manganem prowadzi ukªad ze stanu metalicznego ferromagnetyka do antyferromagnetycz-
nego izolatora [38], podczas gdy dla n = 2 to samo domieszkowanie daje izolator z porz¡dkiem zygzakowym
� spin porz¡dkuj¡ si¦ w ferromagnetycznie wzdªu» zygzaków na pªaszczy¹nie [39]. Z kolei dla podobnej hy-
brydy 3d − 4d, jednowarstwowego tlenku Ca2RuO4, domieszkowanie chromem prowadzi do niekolinearnego
porz¡dku spinowego z tendencj¡ do ferromagnetyzmu oraz do nietypowej ujemnej rozszerzalno±ci cieplnej
w obszarze parametrów gdzie ukªad wykazuje porz¡dek spinowy i orbitalny [40]. Domieszkowanie tlenków
rutenu manganem w kon�guracji 3d3 ma szczególnie prost¡ interpretacj¦ w granicy silnych korelacji, kiedy
poprawny jest efektywny opis spinowo-orbitalny wedªug Hamiltonianu (3). Jest to efektywne rozrzedzenie
orbitalnych stopni swobody, jak pokazano na Rys. 3(b)-(c), o którym traktuj¡ prace [5] i [6]. Jony rutenu,
czyli matrycy, maj¡ kon�guracj¦ 4d4 zatem ich stan atomowy ma spin S = 1, zgodnie z reguª¡ Hunda, i
moment orbitalny L = 1, gdzie orbitalnym stopniem swobody jest podwójne obsadzenie (dublon) jednego
z orbitali t2g. Z kolei jony domieszki maj¡ kon�guracj¦ elektronow¡ 3d3, wi¦c ich stan atomowy to stan
z maksymalnym spinem S = 3/2. Poniewa» wszystkie orbitale s¡ zaj¦te przez jeden elektron, efektywnie
jony te nie maj¡ orbitalnych stopni swobody. W tym kontek±cie, domieszkowanie chromem 3d2 jest zupeªnie
innym przypadkiem, poniewa» analogicznie do jonów matrycy ma on spin S = 1 i moment orbitalny L = 1
realizowany przez zerowe obsadzenie (holon) jednego z orbitali t2g � por. Rys. 3(c). Nie wyst¦puje wi¦c
rozrzedzenie orbitalne, a jedynie ªadunkowe [7].

Zupeªnie innym typem uporz¡dkowania jest porz¡dek topologiczny. Odnosi si¦ on do ukªadów periodycz-
nych i jest widoczny tylko wtedy je±li obiegamy ukªad dookoªa. Na przykªad, obiegaj¡c powierzchni¦ sfery,
jak na Rys. 4(a1), nie widzimy nic szczególnego, bo ka»d¡ p¦tl¦ na jej powierzchni mo»na w sposób ci¡gªy
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Rysunek 4: Ilustracja zwi¡zku topologii z �zyk¡ materii skondensowanej; (a1-a3) topologiczna ró»nica mi¦dzy
sfer¡ a torusem zobrazowana przy pomocy p¦tli na ich powierzchni, (b1-b3) przykªady ciaª staªych w których
nietrywialna topologia stanu podstawowego przejawia si¦ poprzez metaliczne stany brzegowe.

±cisn¡¢ a» do punktu. Natomiast robi¡c to samo na powierzchni torusa, por. Rys. 4(a2-3), widzimy, »e
p¦tle mog¡ si¦ od siebie w sposób nietrywialny ró»ni¢; mo»emy obiega¢ torus n razy po wi¦kszym okr¦gu
i niezale»nie m razy po mniejszym i nie da si¦ przej±¢ w sposób ci¡gªy mi¦dzy p¦tlami o ró»nych (n,m).
Oznacza to, »e torus ma nietrywialn¡ pierwsz¡ grup¦ homotopii, w przeciwie«stwie do sfery. Wynika to
oczywi±cie z faktu, »e sfera i torus maj¡ inn¡ topologi¦. Ma to swoje konsekwencje w �zyce ciaªa staªego
� dla nieoddziaªuj¡cego hamiltonianu fermionowego przestrze« p¦dów peªni rol¦ p¦tli natomiast przestrze«
stanów wªasnych hamiltonianu powierzchni po której t¦ p¦tl¦ prowadzimy.

Fazy topologiczne mo»emy charakteryzowa¢ niezmiennikami topologicznymi, które przyjmuj¡ warto±ci
caªkowite, podobnie jak powierzchnie na Rys. 4(a) mo»emy scharakteryzowa¢ caªkami z krzywizny Gaussa
równymi co do warto±ci liczbie otworów w powierzchni (0 dla sfery, 1 dla torusa). Jest to swego rodzaju
kwantowanie, które ma konsekwencje w �zyce � na przykªad w kwantowym efekcie Halla, gdzie odpowiada
za liczb¦ stanów brzegowych i w efekcie kwantyzacj¦ przewodnictwa Halla. W zale»no±ci od podstawowych
(nieprzestrzennych) symetrii hamiltonianów, czyli symetrii odwrócenia czasu T , symetrii cz¡stka-dziura C i
chiralno±ci S (iloczyn T i C), oraz wymiaru ukªadu, mo»na sklasy�kowa¢ ich stany podstawowe jako zawsze
trywialne, nietrywialne z indeksem topologicznym Z (dowolna liczba caªkowita przy czym 0 to stan trywialny)
oraz z indeksem topologicznym Z2 (tylko 0 albo 1) [41]. Symetrie T (C) s¡ antyunitarne i ukªad mo»e ich nie
mie¢ wcale, mie¢ takie »e T 2 = 1 (C2 = 1), albo »e T 2 = −1 (C2 = −1). Z kolei chiralno±¢ (inaczej symetria
podsieci) jest unitarna, wi¦c ukªad mo»e j¡ mie¢ albo nie. W sumie daje to dziesi¦¢ kanonicznych klas symetrii
zwanych klasami Altlanda-Zirnbauera, dla których istnieje sze±¢ uniwersalnych przepisów na liczenie indeksów
topologicznych, chiralny i niechiralny indeks Z oraz dwa typy indeksu Z2 w wersji chiralnej niechiralnej.
Klasy�kacje te stosuj¡ si¦ do wszystkich hamiltonianów nieoddziaªuj¡cych fermionów, zarówno z przerw¡
energetyczn¡ (izolatory, nadprzewodniki nienodalne) jak i bez przerwy (póªmetale, metale i nadprzewodniki
nodalne) [42]. W przypadku istnienia przerwy energetycznej mówimy, »e jest ona chroniona topologicznie
je±li ukªad ma niezerowy indeks topologiczny � jest on zde�niowany w peªnej przestrzeni energii-p¦du. Z kolei
dla D-wymiarowych ukªadów bez przerwy mówimy, »e powierzchnia Fermiego o wymiarze d jest chroniona
topologicznie, je±li ma ona niezerowy ªadunek topologiczny � jest to indeks topologiczny zde�niowany na
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p-wymiarowej sferze otaczaj¡cej powierzchni¦ Fermiego w przestrzenie energii-p¦du, gdzie p = D − d.
Z istnieniem indeksów i ªadunków topologicznych wi¡»e si¦ bardzo wa»na wªa±ciwo±¢; korespondencja

mi¦dzy obj¦to±ci¡ i brzegiem. Mo»na w sposób ±cisªy pokaza¢, »e je±li ukªad ma brzeg (z pró»ni¡ lub innym
ukªadem) i jest topologicznie nietrywialny (jako ukªad periodyczny bez brzegu), to na tym brzegu pojawi¡
si¦ stany zamykaj¡ce przerw¦ energetyczn¡ lub ª¡cz¡ce punkty Fermiego w przestrzeni p¦dów . W ten sposób
mo»na pokaza¢, »e ka»da zmiana indeksu topologicznego ukªadu musi si¦ wi¡za¢ z zamkni¦ciem przerwy,
je±li ukªad j¡ ma, lub otwarcia jej, je±li jej nie ma [43]. Poniewa» indeks jest dany liczb¡ caªkowit¡, to maªe
zaburzenie nie jest w stanie go zmieni¢, o ile nie zmienia symetrii ukªadu, wi¦c nie jest te» w stanie zamkn¡¢ lub
otworzy¢ przerwy. Na tym polega topologiczna ochrona przerwy lub powierzchni Fermiego. Symetri¡ te mog¡
by¢ nieprzestrzenne (T ,C i S) jak i przestrzenne, zwi¡zane z symetriami krysztaªu takimi jak symetria odbicia
lustrzanego, odbicia wzl¦dem punktu lub obrotu wzgl¦dem osi, co dodatkowo komplikuje klasy�kacj¦ stanów
topologicznych [44]. Przykªadowe ukªady topologiczne i ich stany brzegowe pokazane s¡ na Rys. 4(b1-3);
(b1) � trójwymiarowy izolator topologiczny Bi2Se3 z metalicznymi tzw. helikalnymi stanami brzegowymi [45],
(b2) � krystaliczny izolator topologiczny chroniony przez symetri¦ odbicia lustrzanego, stanami brzegowymi
s¡ fermiony Diraca [46], (b3) � topologiczny póªmetal Weyla TaAs z tzw. ªukami Fermiego b¦d¡cymi stanami
brzegowymi [47].

Ogólne klasy�kacje stanów topologicznych istniej¡ tylko dla ukªadów fermionowych bez oddziaªywa«,
niemniej przepisy na liczenie indeksów topologicznych dziaªaj¡ tak»e w obecno±ci oddziaªywa«, poniewa»
s¡ zde�niowane przez jednocz¡stkow¡ funkcj¦ Greena. Symetrie T , C i S tak»e mo»na uogólni¢ dla ukªadu
z oddziaªywaniem. Mo»na wi¦c pokaza¢ nietrywialno±¢ topologiczna generycznego ukªadu fermionowego, z
tym »e nie musi si¦ to przekªada¢ na obecno±¢ stanów brzegowych, poniewa» oddziaªuj¡ca funkcja Greena
mo»e mie¢ nie tylko bieguny ale te» zera [43]. W tym sensie wi¦c oddziaªywania mo»e efektywnie sprawi¢,
»e ukªad topologiczny stanie si¦ trywialny, cho¢ dotyczy to tylko spektrum jednocz¡stkowego. Nieco innym
przypadkiem jest hamiltonian typu (3), gdzie nie ma fermionowych stopni swobody, a jedynie oddziaªuj¡ce
spiny i orbitale. W takim przypadku mówimy o porz¡dku topologicznym, który jest pewnym uporz¡dkowa-
niem nielokalnym maj¡cym wpªyw na degeneracj¦ stany podstawowego. Je±li nie jest jasne na czym polega
ten porz¡dek, to w modelach jednowymiarowych o topologicznej nietrywialno±ci ukªadu mo»e ±wiadczy¢ pa-
rzysta degeneracja w tzw. spektrum spl¡tania [48]. Inn¡ metod¡ szukania porz¡dku topologicznego w tego
typu ukªadach jest narzucenie tzw. skr¦conych warunków brzegowych [49] i badanie fazy Berry'ego stanu
podstawowego w funkcji skr¦cenia.

3.3 Omówienie wyników

Niekolinearny porz¡dek magnetyczny stabilizowany przez �uktuacje orbitalne

Prace [1-2] dotycz¡ egzotycznych faz spinowo-orbitalnego modelu Kugela-Khomskii'ego (3) dla silnie skore-
lowanych tlenków metali przej±ciowych z kon�guracj¡ elektronow¡ d9 na jonach metali przej±ciowych. Efek-
tywnie oznacza to pojedyncz¡ dziur¦ w multiplecie orbitali d, a wi¦c spin S = 1/2 i orbitalne stopnie swobody
realizowane przez dziur¦ zajmuj¡c¡ jeden z orbitali eg, zatem pseudospin orbitalny T = 1/2. Rozwa»ane s¡
modele na sieciach kubicznych dwu- [1] i trójwymiarowych [2], maj¡cych zastosowanie do opisu zwi¡zków
miedziowych, odpowiednio K2CuF4 i KCuF3 (o analogicznej strukturze jak rozwa»ane tu tlenki). Bada-
nie tych zwi¡zków jest jako±ciowo prostsze, jako »e wystarczy ograniczy¢ si¦ do modelu spinowo-orbitalnej
nadwymiany, poniewa» sprz¦»enie spin-orbita nie wyst¦puje. Najwa»niejszym wynikiem obu tych prac jest
odkrycie faz z niekolinearnym porz¡dkiem magnetycznym, takich jak na Rys. 5(c-d). Mechanizmem, który
stabilizuje taki porz¡dek s¡ spl¡tane �uktuacje spinowo-orbitalne na wi¡zaniach sieci. Mechanizm taki nie
byª znany wcze±niej i jego opis jest zasadnicz¡ cz¦±ci¡ prac [1-2].

Fazy niekolinearne zaobserwowano na spinowo-orbitalnych diagramach fazowych otrzymanych metod¡
klastrowego pola ±redniego (metoda Bethego-Peierlsa-Weissa), pokazanych na Rys. 5(a-b). Parametrami s¡:
warto±¢ pola krystalicznego Ez wzgl¦dem staªej nadwymiany J = 4t2/U (t jest amplitud¡ przeskoku pomi¦-
dzy par¡ orbital |3z2 − r2〉 wzdªu» osi c), gdzie dodatnia warto±¢ Ez oznacza, »e stany orbitalne |x2 − y2〉
maj¡ ni»sz¡ energi¦ ni» |3z2 − r2〉, a ujemna »e jest odwrotnie oraz warto±¢ η = JH/U , czyli stosunku
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Rysunek 5: Najwa»niejsze wyniki dla spinowo-orbitalnego modelu Kugela-Khomskii'ego w dwóch i trzech
wymiarach. Diagramy fazowe w funkcji pola krystalicznego Ez/J i sprz¦»enia Hunda η = JH/U dla; (a)
dwóch i (b) trzech wymiarów. (c) Artystyczny widok stanu podstawowego w fazie ortho-AF w dwóch wy-
miarach, strzaªki to spiny, okr¦gi i kokardki to orbitale |3z2 − r2〉 i |x2 − y2〉, a elipsy to singlety spinowe.
(d) Schemat porz¡dku magnetycznego w fazach striped-AF i canted-A-AF w trzech wymiarach, strzaªki to
spiny.

staªej Hunda JH do oddziaªywania Hubbarda U . Gªówne fazy magnetyczne to fazy z porz¡dkiem antyfer-
romagnetycznym (AF) we wszystkich kierunkach, oznaczanej jako G-AF w ukªadzie trójwymiarowym, fazy
z porz¡dkiem ferromagnetycznym we wszystkich kierunkach (FM) oraz w przypadku trójwymiarowym faza
która jest ferromagnetyczna w pªaszczyznach ab i antyferromagnetyczna w kierunku c (A-AF). W przypadku
tych faz sprawdza sie reguªa Goodenough-Kanamori, a wi¦c porz¡dek orbitalny w kierunkach wi¡za« antyfer-
romagnetycznych jest ferro-orbitalny i vice versa � por. Rys. 5(a). Wyj¡tkiem jest tu faza FMz w ukªadzie
dwuwymiarowym, gdzie orbitale nie alternuj¡ mimo porz¡dku ferromagnetycznego. Wida¢ wi¦c, »e o ten-
dencji do ferromagnetyzmu decyduje wielko±¢ η, z kolei o tym jaka jest polaryzacja orbitalna decyduje Ez.
Te relatywnie proste fazy, których istnienie mo»na przewidzie¢ w granicy klasycznej, nie s¡ jednak jedynymi.
W sytuacji kiedy skale energii konkuruj¡ i ukªad nie mo»e si¦ zdecydowa¢ na »adne proste uporz¡dkowanie,
pojawiaj¡ si¦ fazy z silnymi �uktuacjami kwantowymi, jak faza singletowa PVB lub wªa±nie z uporz¡dko-
waniem niekolinearnym opisane na czerwono na diagramach 5(a-b). S¡ to odpowiednio, faza ortho-AF w
ukªadzie dwuwymiarowym i oraz fazy ortho-G-AF, canted-A-AF i striped-AF w trójwymiarowym schema-
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tycznie pokazane na Rys. 5(c-d).
W pracy [1] wykazano, »e stan podstawowy w fazie ortho-AF, Rys. 5(c), w granicy klasycznej skªada si¦ z

wzajemnie prostopadªych s¡siaduj¡cych spinów i wszystkich orbitali w stanie |3z2−r2〉. Stan ten jest ubrany
we �uktuacje kwantowe maj¡ce posta¢ maj¡ce posta¢ singletów sprz¦»onych z par¡ lub z pojedynczym orbi-
talem |x2−y2〉. Niekolinearna kon�guracja spinowa w tym przypadku zwi¡zana jest ze spl¡taniem spinowych
i orbitalnych stopni swobody na wi¡zaniach sieci, co mo»na udowodni¢ poprzez rozwini¦cie perturbacyjne.
Przyjmuj¡c wyraz oddziaªywania z polem krystalicznym Ez, a wi¦c hamiltonian czysto orbitalny, za ±rodek
rozwini¦cia, a reszt¦ hamiltonianu (zawieraj¡c¡ spiny) za zaburzenie, mo»na pokaza¢, »e w pierwszym rz¦-
dzie otrzymuje si¦ efektywne oddziaªywania spinowe mi¦dzy drugimi s¡siadami na sieci kwadratowej. Dwie
podsieci s¡ wi¦c rozprz¦»one i porz¡dkuj¡ si¦ antyferromagnetycznie, jedna niezale»nie od drugiej. Stan or-
bitalny pozostaje niezaburzony. W drugim rz¦dzie pojawiaj¡ si¦ �uktuacje orbitalne, takie jak na Rys. 5(c),
oraz efektywne oddziaªywania czterospinowe, które sprz¦gaj¡ dwie podsieci w ten sposób, »e po zaniedbaniu
�uktuacji s¡siednie spiny orientuj¡ si¦ do siebie prostopadle.

Mechanizm ten, opisany w pracy [1], jest nowym, nieopisanym wcze±niej, sposobem otrzymania niekoline-
arnego porz¡dku magnetycznego, który nie wymaga silnych efektów relatywistycznych, a wi¦c ci¦»kich metali
przej±ciowych. Warunkiem s¡ silne �uktuacje orbitalne, które w tym przypadku wynikaj¡ z blisko±ci orbital-
nego przej±cia fazowego od uporz¡dkowania ferro-orbitalnego w fazie AF do alternuj¡cych orbitali w fazie FM.
Podobny efekt mo»na te» zaobserwowa¢ w ukªadzie trójwymiarowym, gdzie realizuje si¦ faza ortho-G-AF,
b¦d¡ca trójwymiarowym analogiem fazy ortho-AF [2], oraz fazy canted-A-AF i striped-AF pokazane na Rys.
5(d). Wszystkie one pojawiaj¡ si¦ jako niekolinearne fazy przej±ciowe pomi¦dzy fazami o konwencjonalnym
porz¡dku magnetycznym. Na przykªad, b¦d¡c na diagramie 5(b) w fazie G-AF po lewej, korelacje spinowe
s¡ antyferromagnetyczne we wszystkich kierunkach, a orbitale s¡ spolaryzowane jako |3z2− r2〉. Zwi¦kszaj¡c
η zmieniamy korelacje spinowe w pªaszczyznach ab na ferromagnetyczne i orbitale na cz¦±ciowo alternuj¡ce
przechodz¡c przez faz¦ ortho-G-AF. Zwi¦kszaj¡c dalej η zamieniamy wszystkie korelacje spinowe na ferroma-
gnetyczne, czyli wi¡zania w kierunku c musz¡ si¦ przeorientowa¢ o 180 stopni. To przeorientowanie odbywa
si¦ poprzez faz¦ canted-A-AF, por. Rys. 5(d), gdzie k¡t mi¦dzy spinami wzdªu» kierunku c zmienia si¦ w
sposób ci¡gªy od 180 do 0 stopni przy zwi¦kszaniu η. Proces ten mo»na opisa¢ poprzez podobne rozwini¦cie
perturbacyjne jak w przypadku fazy ortho-AF, z tym, »e ±rodkiem rozwini¦cia jest cz¦±¢ hamiltonianu nad-
wymiany stabilizuj¡ca alternuj¡ce orbitale [2]. Z kolei faz¦ striped-AF, tak»e na Rys. 5(d), mo»na otrzyma¢
poprzez to samo rozwini¦cie co ortho-AF, z tym, »e dla dodatniego pola krystalicznego Ez, a wi¦c stanu
ze spolaryzowanymi orbitalami |x2 − y2〉. Efekt rozwini¦cia jest wi¦c zupeªnie inny, korelacje spinowe s¡
we wszystkich kierunkach ujemne, ale pojawia si¦ odchylenia od k¡ta 180 stopni mi¦dzy s¡siednimi spinami
wzdªu» jednego kierunku sieci i w efekcie porz¡dek z czterema podsieciami magnetycznymi. Prace [1-2] s¡
wi¦c istotnym wkªadem w zrozumienie zªo»ono±ci mo»liwych uporz¡dkowa« spinowych i orbitalnych w tlen-
kach metali przej±ciowych z zaniedbywalnym sprz¦»eniem spin-orbita, które mimo to okazuj¡ si¦ nietrywialne.

Model spinowo-orbitalny z porz¡dkiem topologicznym i spontaniczn¡ dimeryzacj¡

Jeszcze bardziej nietypowym porz¡dkiem charakteryzuje si¦ jednowymiarowy model spinowo-orbitalny SU(2)⊗
XY opisany po raz pierwszy przez Kumara [50] w kontek±cie separacji spinowo-orbitalnej. Model ten ma ge-
neryczn¡ posta¢ równania (3) ze spinami S = 1/2 i pseudospinami orbitalnymi T = 1/2, b¦dziemy wi¦c
mówi¢ zarówno o spinach w gór¦ i w dóª jak i o orbitalach 'w gór¦' i 'w dóª'. Kumar pokazaª, »e dla ukªadu
z otwartym brzegiem mo»na zde�niowa¢ transformacj¦ unitarn¡ U , która w sposób ±cisªy rozdziela spinowe
i orbitalne stopnie swobody. Efektem tej transformacji jest to, »e spiny staj¡ si¦ polem cechowania przycze-
pionym do orbitali i po transformacji znikaj¡ caªkowicie z hamiltonianu. W artykule [50] nie ma natomiast
odpowiedzi na pytanie co si¦ dzieje, je±li ukªad ma periodyczny brzeg. Okazuje si¦ to niezwykle interesuj¡ce
� w pracy [3] udaªo si¦ pokaza¢, »e transformacja U nadal prowadzi do niemal caªkowitej separacji spinów
i orbitali, ale spiny zaabsorbowane jako pole cechowania przez orbitale pojawiaj¡ si¦ na ostatnim wi¡zaniu
ª¡cz¡cym ostatni i pierwszy w¦zeª ªa«cucha. Pojawiaj¡ si¦ jako bardzo specy�czny, nielokalny operator,
który prowadzi do porz¡dku topologicznego i wzbudze« topologicznych. Gªówn¡ warto±ci¡ pracy [3] jest wi¦c
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Rysunek 6: Jako±ciowe wyniki dla spinowo-orbitalnego modelu SU(2) ⊗XY bez (a-b) i z wyrazem Heisen-
berga (c-d) dla oddziaªywa« mi¦dzy spinami. (a) Schemat rozszczepienia spinowo-orbitalnego realizowanego
transformacj¡ U . Pocz¡tkowy pier±cie« spinowo-orbitalny (góra) rozszczepia si¦ na cz¦±¢ czysto orbitaln¡
(lewo) i czysto spinow¡ (prawo). (b) Schemat stanu podstawowego. Stany o okre±lonej liczbie orbitali 'w
gór¦' (puste kóªka) i 'w dóª' (peªne kóªka) tworz¡ orbitalne morze Fermiego (suma po orbitalach). Ka»dy
taki stan ubrany jest w pr¡dy spinowe K1,2, pªyn¡ce przez podukªad orbitali 'w gór¦' i 'w dóª'. (c) Schemat
wi¡za« spinowych pomi¦dzy dwoma podukªadami (dwie nogi drabiny) w modelu SU(2)⊗XY z wyrazem He-
isenberga traktowanym perturbacyjnie, gdzie N = L/2, a L to wielko±¢ caªego ukªadu. Zaznaczono wi¡zania
ª¡cz¡ce w¦zeª l = 4 podukªadu z orbitalami 'w gór¦' z w¦zªami podukªadu z orbitalami 'w dóª. Ich nasycenie
koloru odpowiada sile efektywnych wi¡za« Jij (zawsze Jij ≥ 0). (d) Macierz efektywnych wi¡za« spinowych
Jij dla L = 16, znaczenie kolorów jak w panelu (c).

odkrycie porz¡dku topologicznego w ukªadzie silnie oddziaªuj¡cym, który daje si¦ rozwi¡za¢ w sposób ±cisªy.
W wyniku dziaªania nielokalnego wyrazu brzegowego na podukªad spinów generowane s¡ cykliczne prze-

suni¦cia, tzn., ka»dy spin na w¦¹le z orbitalem 'w gór¦' ('w dóª') przesuwa si¦ w prawo na najbli»szy w¦zeª z
orbitalem 'w gór¦' ('w dóª'), przy czym caªkowita ilo±¢ orbitali 'w gór¦' ('w dóª') jest dobr¡ liczb¡ kwantow¡.
Z kolei podukªad orbitali odczuwa te cykliczne pr¡dy jako efektywne pole magnetyczne przepªywaj¡ce przez
zamkni¦ty ªa«cuch � pier±cie«. Schemat tego specy�cznego rozszczepienia spinowo-orbitalnego spowodowa-
nego przez transformacj¦ U pokazany jest na Rys. 6(a), a schematyczny widok stanu podstawowego |Ψ〉
z porz¡dkiem topologicznym na Rys. 6(b). W stanie tym poªo»enie poszczególnych orbitali 'w gór¦' i 'w
dóª' �uktuuje w morzu Fermiego w ten sposób, »e ±rednio ka»dy orbital 'w gór¦' ma za s¡siada orbital 'w
dóª'. Jednocze±nie w ka»dym ze stanów skªadowych tej superpozycji s¡ pr¡dy spinowe o kwazip¦dzie K1 i K2

pªyn¡ce przez podukªady 'w gór¦' i 'w dóª'. Porz¡dek spinowy w stanie |Ψ〉 jest wi¦c caªkowicie nielokalny i
polega na zamkni¦tej topologii periodycznego ªa«cucha � st¡d jest to porz¡dek topologiczny [3].

Minimaln¡ energi¦ stanu podstawowego |Ψ〉 otrzymujemy kiedy K = K1 +K2 = 0, a najni»sze wzbudzenia
dla K 6= 0, przy czym energia tych wzbudze« jest kwadratowa w K a przerwa energetyczn¡ mi¦dzy nimi skaluje
si¦ jak L−3, gdzie L to wielko±¢ ukªadu. Wzbudzenia takie mo»na nazwa¢ wzbudzeniami topologicznymi, w
odró»nieniu od wzbudze« orbitalnych, których przerwa skaluje si¦ jak L−1. W przypadku otwarcia ªa«cucha
stany rozszczepione przez K zapadaj¡ sie do pojedynczego multipletu o degeneracji 2L. Wida¢ wi¦c, »e
w modeluSU(2) ⊗ XY topologia decyduje o degeneracji d stanu podstawowego, która dla du»ych ukªadów
wynosi d ' 2L+1/L w przypadku zamkni¦tego ªa«cucha i d = 2L dla otwartego. W przypadku izolatorów
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topologicznych taka zmiana degeneracji wynika z obecno±ci stanów brzegowych o zerowej energii. Model
SU(2)⊗XY nie jest jednak modelem swobodnych fermionów i nie ma stanów jednocz¡stkowych, wi¦c trudno
w jego kontek±cie mówi¢ o stanach brzegowych. Niemniej topologicznie chroniona degeneracja i porz¡dek
nielokalny spinów s¡ tu wyznacznikiem porz¡dku topologicznego.

Model SU(2)⊗XY ma do±¢ szczególn¡ posta¢, w której nie wyst¦puj¡ oddziaªywania mi¦dzy samymi spi-
nami, a jedynie oddziaªywania mi¦dzy par¡ spin-orbital na s¡siednich w¦zªach. Naturalnym jest wi¦c pytanie
co si¦ stanie, je±li dodamy do niego zaburzenie polegaj¡ce na dodatkowych oddziaªywaniach Heisenberga
mi¦dzy spinami i jakie to da uporz¡dkowanie [4]. Kluczow¡ kwesti¡ jest tu przedstawienie czysto spino-
wego hamiltonianu zaburzenia w bazie zde�niowanej przez transformacj¦ U , która powoduje rozszczepienie
spinowo-orbitalne jak na Rys. 6(a), oraz wyprowadzenie jego efektywnej postaci poprzez rachunek zaburze«
w podobnym duchu jak w pracach [1-2]. W efekcie tego podej±cia otrzymujemy stan podstawowy, w którym
wyst¦puje zdimeryzowany porz¡dek magnetyczny � korelacje 〈~Si~Si+1〉 mi¦dzy s¡siednimi spinami alternuj¡
mi¦dzy wysok¡ a nisk¡ warto±ci¡. Jest to jeden z zasadniczych wyników pracy [4], który jest nietrywialny,
poniewa» w wyj±ciowym hamiltonianie wszystkie wi¡zania maj¡ tak¡ sam¡ siª¦. Nietypowy porz¡dek magne-
tyczny wynika tu wprost z �uktuacji orbitalnych, podobnie jak w przypadku modelu Kugela-Khomskii'ego
[1-2]. Fluktuacje te prowadz¡ do efektu znanego w kontek±cie oddziaªywania elektron-fonon jako dimeryzacja
Peierlsa [4], tu jednak dzieje si¦ to w zerowej temperaturze.

Mechanizm dimeryzacji w modelu SU(2)⊗XY z wyrazem Heisenberga ma zwi¡zek ze specy�cznym dzia-
ªaniem transformacji U na spinowe stopnie swobody. Pod jej dziaªaniem spiny staj¡ si¦ niejako przyczepione
do orbitali, wi¦c delokalizacja orbitali poci¡ga za sob¡ tak»e delokalizacj¦ spinów. Spiny nie s¡ ju» przyna-
le»ne do w¦zªów sieci, ale do poªo»enia pierwszego, drugiego, trzeciego, itd. orbitalu 'w dóª'. W ten sposób
otrzymujemy efektywny hamiltonian spinowy postaci Heff =

∑
i,j Jij

~Si~Sj , gdzie na skutek delokalizacji or-
bitali sprz¦»enia Jij nie dotycz¡ tylko najbli»szych s¡siadów, lecz s¡ one rozmyte tak, jak pokazano na Rys.
6(c) i 6(d). Mamy wi¦c na Rys. 6(c) podukªad spinów {~S1, ~S2, . . . , ~SN} przyczepiony do orbitali 'w gór¦'
(gdzie N = L/2) oraz podukªad spinów {~SN+1, ~SN+2, . . . , ~S2N} przyczepiony do orbitali 'w dóª' przedsta-
wione jak dwie nogi drabiny. Dominuj¡ce sprz¦»enia Jij to te na szczeblach drabiny � gdyby stan orbitalny
byª klasycznym stanem Néela, to byªyby to jedyne sko«czone Jij . Na skutek �uktuacji orbitali pojawiaj¡
si¦ te» sprz¦»enia dla dalszych s¡siadów na ró»nych nogach drabiny oraz sprz¦»enia wzdªu» nóg dla najbli»-
szych s¡siadów, których nie pokazano na Rys. 6(c) � wszystkich warto±ci Jij dla ukªadu wielko±ci L = 16
przedstawiono na Rys. 6(d) (obecno±¢ sko«czonych J1,N wynika tu z periodycznych warunków brzegowych).
Dominuj¡ce sprz¦»enia s¡ na antydiagonali macierzy J i dla stanu podstawowego spinów niezªym przybli»e-
niem jest uwzgl¦dnienie tylko tych wyrazów w hamiltonianie efektywnym Heff . Uporz¡dkowanie spinów jakie
wtedy dostajemy w bazie �zycznej, po wykonaniu odwrotnej transformacji U , to stan zdimeryzowany, gdzie
na ka»dym nieparzystym wi¡zaniu mamy 〈~Si~Si+1〉 < 0, natomiast na wi¡zaniach parzystych 〈~Si~Si+1〉 = 0.

Rozwa»ania perturbacyjne maj¡ ograniczone zastosowanie w granicy termodynamicznej L → ∞, ponie-
wa» przerwa energetyczna w ukªadzie (otwartym) zanika jak L−1. Do opisu du»ych ukªadów potrzebne wi¦c
byªy obliczenia numeryczne wychodz¡ce poza ograniczenia rachunku zaburze«. Najbardziej odpowiedni¡
metod¡ dla ukªadów jednowymiarowych jest metoda renormalizacji macierzy g¦sto±ci (DMRG) [51], pozwa-
laj¡ca w tym przypadku na obliczenia dla maksymalnej wielko±ci ukªadu L = 600. Obliczenia te wykazaªy, »e
nieco wbrew intuicji perturbacyjnej istnieje ci¡gªe kwantowe przej±cie fazowe mi¦dzy ukªadem z zerowym a
dodatnim (antyferromagnetycznym) sprz¦»eniem Heisenberga mi¦dzy spinami. Co ciekawe, dla zamkni¦tego
ªa«cucha realizowany jest stan rezonuj¡cy, b¦d¡cy superpozycj¡ dwóch ekwiwalentnych stanów zdimeryzo-
wanych, który nie ªamie symetrii translacyjnej ukªadu i który podlega spontanicznemu ªamaniu symetrii
w granicy L → ∞. Z kolei efektem perturbacyjnym, lecz wy»szego rz¦du ni» Heff , jest dimeryzacja stanu
orbitalnego, b¦d¡ca konsekwencj¡ dimeryzacji spinów, obserwowana w obliczeniach DMRG [4]. Wszystkie te
egzotyczne efekty kwantowe obserwuje si¦ jedynie dla antyferromagnetycznego sprz¦»enia Heisenberga, pod-
czas gdy dla sprz¦»enia ferromagnetycznego stan podstawowy spinów jest trywialny (klasyczny). Dla efektu
dimeryzacji potrzebne wi¦c jest spl¡tanie spinowych i orbitalnych stopni swobody.
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Niejednorodne modele spinowo-orbitalne; rozrzedzenie orbitalne i ªadunkowe

Do tej pory rozwa»ane modele spinowo-orbitalne dotyczyªy ukªadów jednorodnych i bez sprz¦»enia spin-
orbita. Mimo tej pozornej prostoty udaªo si¦ otrzyma¢ interesuj¡ce uporz¡dkowania spinowe i orbitalne,
ª¡czenie z porz¡dkiem topologicznym w jednym wymiarze. Interesuj¡c¡ perspektyw¡ wydaj¡ si¦ wi¦c ukªady
hybrydowe, takie jak warstwowe tlenku rutenu 4d4 domieszkowane manganem w kon�guracji 3d3. Domiesz-
kowanie takie, jak stwierdzono we wprowadzeniu, stanowi rozrzedzenie orbitalnych stopni swobody, pokazane
na Rys. 3(b) i 7(a).

W granicy silnych korelacji efektywny model spinowo-orbitalny typu (3) dla wi¡za« ª¡cz¡cych jony d4, a
wi¦c hamiltonian matrycy, jest znany. Zawiera on oddziaªuj¡ce spiny S = 1 i pseudospiny orbitalne T = 1,
opisuj¡ce dublon w jednym z trzech orbitali t2g, jak na Rys. 3(c). Z kolei dla wi¡za« hybrydowych, pomi¦-
dzy jonami matrycy d4 a domieszkami d3, hamiltonian nadwymiany opisuj¡cy oddziaªywania mi¦dzy par¡
spin-pseudospin S = T = 1 a pojedynczym spinem S = 3/2 nie byª wcze±niej znany. Wyprowadzenie go
jest jednym z gªównych wyników pracy [5], której tematem jest zmiana porz¡dku spinów i orbitali na skutek
domieszkowania w matrycy o do±¢ typowym porz¡dku spinowo-orbitalnym znanym jako C-AF, pokazanym
na Rys. 7(a). Rozwa»ania te dotyczyªy zarówno pojedynczej domieszki jak i sko«czonego domieszkowania z
periodycznym rozmieszczeniem domieszek. Dla przypadków tych wyznaczono diagramy fazowe zawieraj¡ce
ró»ne uporz¡dkowanie spinowo-orbitalne wokóª domieszek w funkcji parametrów mikroskopowych modelu,
takie jak na Rys. 7(c). Z kolei praca [6] jest rozszerzeniem tych rozwa»a« na inne kon�guracje i koncentracje
domieszek, których nie uwzgl¦dniono wcze±niej. Podsumowuj¡c, prace [5-6] pokazuj¡ jak poprzez czysto ma-
gnetyczn¡ domieszk¦ mo»na wpªywa¢ zarówno na porz¡dek magnetyczny jak i orbitalny, co stanowi inspiracj¦
dla grup do±wiadczalnych.

Wi¡zania hybrydowe wokóª domieszek w sposób istotny ró»ni¡ si¦ od wi¡za« w matrycy. W przypadku
wi¡za« w matrycy procesy wirtualne prowadz¡ce do oddziaªywa« spinowo-orbitalnych anga»uj¡ wzbudzenia
ªadunkowe zwi¡zane z oddziaªywaniem U , tzn. najni»sze stany wzbudzone d3 − d5 pary jonów d4 − d4

maj¡ przerw¦ energetyczn¡ rz¦du U . W przypadku wi¡za« hybrydowych par jonów 3d3 − 4d4 przerwa do
najbli»szych stanów wzbudzonych nie jest dana przez U , ale przez energi¦ jonizacji Ie b¦d¡ca goª¡ ró»nic¡
energii mi¦dzy poziomami d manganu i rutenu, wynikaj¡c¡ cho¢by z ró»nych gªównych liczb kwantowych.
Jak pokazano w pracy [5], ta goªa ró»nica energii w stanach wzbudzonych 3d4 − 4d3 jest dodatkowo ubrana
przez ró»nice w oddziaªywaniu Hubbarda i Hunda pomi¦dzy jonami 3d3 i 4d4. Otrzymujemy wi¦c skal¦
energii wzbudze« ªadunkowych ∆ = Ie + 3(U1 − U2) − 4(JH1 − JH2 ), gdzie U1(2) i JH1(2) to oddziaªywanie

Hubbarda i Hunda dla jonów 3d3(4d4). Staªa nadwymiany J dla wi¡za« matrycy jest wi¦c dana tak jak
zwykle przez Jhost ∝ t2host/U2, gdzie thost jest amplitud¡ przeskoku pomi¦dzy jonami 4d4 (w rzeczywisto±ci
jest to iloczyn dwóch amplitud przeskoku, z rutenu na tlen i z tlenu na ruten). Z kolei dla wi¡za« hybrydowych
staªa nadwymiany to Jimp ∝ t2imp/∆, gdzie timp jest amplitud¡ przeskoku pomi¦dzy jonami 4d4 a 3d3. Dla
wi¡za« matrycy dodatkowym parametrem decyduj¡cym o tendencji do ferro/antyferromagnetyzmu jest, tak
jak w przypadku modelu Kugela-Khomskii'ego dla jonów d9 [1-2], parametr ηhost = JH2 /U2. Dla wi¡za«
hybrydowych analogicznym parametrem jest ηimp = JH1 /∆.

Rysunek 7(c) przedstawia diagram, otrzymany z pomini¦ciem �uktuacji kwantowych, w funkcji Jimp/Jhost

oraz ηimp (przy ustalonym ηhost = 0.1). Pojedyncza domieszka umieszczona na w¦¹le sieci, w którym wcze-
±niej byª dublon matrycy w orbitalu c, sprz¦ga si¦ swoim spinem albo ferro albo antyferromagnetycznie do
otaczaj¡cych j¡ spinów matrycy (fazy FM lub AF, AF') i jednocze±nie albo polaryzuje orbitale matrycy 'do
siebie' (fazy FM i AF), albo jest przez nie ignorowana (faza AF'). Polaryzacja orbitali matrycy mo»liwa jest
wtedy, gdy Jimp jest odpowiednio du»e w porównaniu do Jhost, przy czym zale»y to te» od ηimp. Wynika to
z tego, »e orbitale matrycy celuj¡ce w stron¦ domieszki efektywnie zwi¦kszaj¡ wymian¦ kinetyczn¡ mi¦dzy
jonami 4d4 a 3d3. W pracy [5] pokazano, »e przypadku sko«czonego domieszkowania generycznie pojawia si¦
tak»e faza po±rednia pomi¦dzy fazami FM i AF, gdzie spin domieszki jest sfrustrowany, tzn. poªowa wi¡za«
hybrydowych jest ferro a poªowa antyferromagnetyczna. Faz¦ tak¡ oznaczamy jako FS (frustrated spin).

Innym typem domieszkowania ukªadu 4d4 z porz¡dkiem C-AF jest domieszkowanie jonami 4d2, jak na
Rys. 7(b). W tym przypadku zarówno matryca jak i domieszka s¡ opisywane lokalnymi spinami S = 1 i
orbitalnymi pseudospinami T = 1, jednak ªadunek zwi¡zany z orbitalnym stopniem swobody jest inny. W
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Rysunek 7: Górna cz¦±¢ rysunku pokazuje domieszkowanie izolatora Motta z jonami metalu przej±ciowego w
kon�guracji 4d4 ze spinowo-orbitalnym porz¡dkiem C-AF z alternuj¡cymi orbitalami a i c (zielone ksztaªty).
(a) Rozrzedzenie orbitalne poprzez domieszk¦ d3 (tylko spin S = 3/2, du»a strzaªka) i (b) rozrzedzenie
ªadunkowe poprzez domieszk¦ d2 (taki sam spin S = 1 jak matryca i moment orbitalny L = 1 realizowany
przez holon w orbitalu zaznaczonym na szaro). Wi¡zania Jimp domieszki z matryc¡ (wi¡zania hybrydowe)
zaznaczone na czerwono a wi¡zania Jhost wewn¡trz matrycy na czarno. W cz¦±ci dolnej po lewej, (c) klasyczny
diagram fazowy dla pojedynczej domieszki d3 na w¦¹le matrycy gdzie dublon byª w orbitalu c; ramka oznacza
zmian¦ stanu orbitalnego lub spinowego wokóª domieszki. W cz¦±ci dolnej po prawej pokazano �uktuacje
orbitalne na wi¡zaniu hybrydowym d2 − d4 z korelacjami spinowymi; (d) antyferromagnetycznymi i (e)
ferromagnetycznymi. Elipsa w stanie po±rednim oznacza delokalizacj¦ dublonu na skutek oddziaªywania
Hunda.

przypadku jonów matrycy mamy dublony, czyli podwójne obsadzenia, w orbitalach a, b lub c, a w przy-
padku domieszki s¡ to holony, czyli brak elektronu. Mówimy wi¦c w tym przypadku nie o rozrzedzeniu
orbitalnym ale ªadunkowym. Wi¡zania hybrydowe mi¦dzy jonami matrycy a domieszki w granicy nadwy-
miany wymagaj¡ wyprowadzenia, podobnie jak w przypadku domieszkowania 3d3, co jest jednym z wyników
pracy [7]. Najbardziej interesuj¡cym efektem rozrzedzenie ªadunkowego jest pojawienie si¦ w hamiltonianie
spinowo-orbitalnym wokóª domieszki wyrazów typu parowania orbitalnego τ+

iγτ
+
jγ , które s¡ nieobecne w ukªa-

dzie niedomieszkowanym oraz które nie pojawiaj¡ si¦ w przypadku domieszkowania 3d3. Przez operatory
~τiγ nale»y rozumie¢ trzy macierze Pauliego na w¦¹le i, które dla wi¡zania w kierunku γ = a dziaªaj¡ w
przestrzeni stanów orbitalnych |b〉 i |c〉, tak jakby to byªy stany spinu S = 1/2, i analogicznie dla innych
kierunków γ. Konsekwencj¡ obecno±ci wyrazów parowania jest to, »e 'magnetyzacja orbitalna', czyli caªko-
wita ilo±¢ dublonów/holonów w orbitalach a, b i c w ukªadzie nie jest dobr¡ liczb¡ kwantow¡, podobnie jak
w hamiltonianie nadprzewodnika caªkowita liczba elektronów nie jest dobr¡ liczb¡ kwantow¡. Fluktuacje
kwantowe w sektorze orbitalnym s¡ wi¦c lokalnie zwi¦kszone na skutek domieszkowania, co w zale»no±ci od
wyj±ciowego uporz¡dkowania matrycy mo»e mie¢ lub nie mie¢ wpªywu na globalny porz¡dek orbitalny, jak
pokazano w pracy [7]. Innym skutkiem parowania orbitalnego τ+

iγτ
+
jγ jest to, »e przypadku jednowymiaro-

wym dla sektora orbitalnego otrzymujemy model to»samy z nadprzewodnikiem typu p lub modelem Kitaeva
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Rysunek 8: Rozrzedzenie orbitalne w granicy kwantowej. (a) Diagram fazowy w funkcji Jimp/Jhost i ηimp

otrzymany dla klastra 8 w¦zªów (b) z periodycznymi warunkami brzegowymi, bez sprz¦»enia spin-orbita.
Strzaªki symbolizuj¡ warto±¢ lokalnej magnetyzacji 〈Szi 〉, elipsoidy warto±¢ lokalnej polaryzacji orbitalnej �
pªaski dysk le»¡cy w pªaszczy¹nie oznacza dublon w orbitalu c, dysk o osi obrotu w kierunkach â, b̂ oznacza
dublon w orbitalach a, b, z kolei elipsoid sferyczny oznacza, »e wszystkie trzy orbitale s¡ jednakowo zaj¦te,
czyli brak polaryzacji. Po prawej (c)-(d) ewolucja stanów QFSa1 i QFSa2 w funkcji rosn¡cego sprz¦»enia spin-
orbita λp na atomach matrycy. Strzaªki pionowe to 〈Szi 〉, strzaªki w pªaszczy¹nie symbolizuj¡ znak korelacji
spinowych 〈Sxi Sxj 〉 (strzaªki w kierunku a) i 〈Syi S

y
j 〉 (strzaªki w kierunku b), kolor elipsoidów oznacza warto±¢

lokalnego sprz¦»enia spin-orbita 〈~Li~Si〉.

[52]. Taki model znany jest ze swojego topologicznie nietrywialnego stanu podstawowego, co sugeruje, »e
stan orbitalny w jednowymiarowym modelu d4 − d2 te» mo»e by¢ topologiczny � mo»liwo±¢ ta jest tematem
pracy [11], która b¦dzie omawiana pó¹niej. Jest to do±¢ nieoczekiwany i interesuj¡cy aspekt rozrzedzenia
ªadunkowego.

Przykªadowy wirtualne proces prowadz¡cy do wyrazów parowania pokazany jest na Rys. 7(d); zakªadamy
wi¡zanie w kierunku a, wi¦c dozwolone s¡ tylko przeskoki z orbitali b na b i z c na c. W kon�guracji
pocz¡tkowej caªkowite spiny na jonach d2 i d4 s¡ zwrócone do siebie przeciwnie a dublon i holon s¡ w
orbitalach c. Jest to wi¦c kon�guracja wi¡zania antyferromagnetyczna i ferro-orbitalna. W wirtualnym stanie
wzbudzonym jeden z elektronów tworz¡cych dublon rekombinuje z holonem i w efekcie nie ma ani dublonu ani
holonu. Wracaj¡c do stanu podstawowego mo»na albo odwróci¢ poprzedni proces albo przesun¡¢ elektron
z orbitalu b domieszki z powrotem na orbital b matrycy. W tym drugim przypadku wracamy do stany
podstawowego w którym holon i dublon zostaªy jednocze±nie przesuni¦te z orbitali c na orbitale a. W j¦zyku
pseudospinów orbitalnych ~τia oznacza to, »e na pocz¡tkowy stan podstawowy zadziaªaª operator parowania
orbitalnego τ+

iaτ
+
ja. Oczywi±cie, w przypadku wi¡zania hybrydowego mo»liwe s¡ te» inne procesy wirtualne,

pokazane na Rys. 7(e), w wyniku których otrzymujemy wyrazy przeskoku orbitalnego τ+
iaτ
−
ja oraz wyrazy

diagonalne τziaτ
z
ja, oba obecne tak»e na wi¡zaniach matrycy.

Rozrzedzenie orbitalne w granicy kwantowej

Rozrzedzenie orbitalne ma jeszcze ciekawszy charakter kiedy rozwa»amy je w obecno±ci �uktuacji kwanto-
wych. Najbardziej zaawansowanym wynikiem pracy [5] jest zatem peªny, kwantowy diagram fazowy dla
domieszkowania x = 1/8 otrzymany poprzez diagonalizacj¦ klastra o 8 w¦zªach z jedn¡ domieszk¡ i pe-
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riodycznymi warunkami brzegowymi, Rys. 8(a-b) oraz ewolucja poszczególnych faz w obecno±ci sprz¦»enia
spin-orbita na atomach 4d4 matrycy, Rys. 8(c). W przypadku diagramu 8(a) sprz¦»enie to jest nieobecne,
wi¦c caªkowita magnetyzacja M =

∑
i〈Szi 〉 jest dobr¡ liczb¡ kwantow¡. Inn¡ dobr¡ liczb¡ kwantow¡ jest caª-

kowita liczba dublonów Na,b,c w orbitalach a, b i c matrycy. Poszczególne fazy na diagramie 8(a) maj¡ wi¦c
dobrze okre±lone M oraz {Na, Nb, Nc}, a granice faz s¡ wyznaczone przez przeci¦cia najni»szych poziomów
energetycznych. Na Rys. 8(a) zaznaczone reprezentatywne dla danej fazy kon�guracje spinowo-orbitalne;
strzaªki symbolizuj¡ lokaln¡ magnetyzacj¦ 〈Szi 〉, a elipsoidy ±redni¡ lokaln¡ g¦sto±¢ dublonów w orbitalach
a, b i c, wi¦c strzaªka bez elipsoidu oznacza domieszk¦. Dªugo±ciom póªosi elipsoidów w kierunkach a, b i c
odpowiada obsadzenie orbitali a, b i c w taki sposób, »e je±li póªo± w danym kierunku γ ma zerow¡ dªugo±¢, to
znaczy, »e zaj¦ty jest orbital γ. Na przykªad, je±li elipsoida wygl¡da jak pªaski dysk w pªaszczy¹nie klastra,
to oznacza to dublon niemal wyª¡cznie w orbitalu c, natomiast elipsoida niemal sferyczna oznacza, »e dublon
nie preferuje »adnego orbitalu. Istnieje pewne podobie«stwo otrzymanych kon�guracji do faz z diagramu kla-
sycznego 7(c), np. uªo»enie orbitali wokóª domieszki w fazach QAFc1 i QAFc2 przypomina to, które byªo w
fazie AF'. Ogólnym wnioskiem, jaki mo»emy wysnu¢ z diagramu 8(a) jest to, »e jest on jako±ciowo podobny
do diagramów otrzymanych w granicy klasycznych dla niewielkiej koncentracji domieszek [5], a �uktuacje
kwantowe s¡ najistotniejsze w fazach FS, gdzie usuwaj¡ frustracj¦ i s¡ odpowiedzialne za polaryzacj¦ spinu
domieszki.

W pracy [5] zaprezentowano tak»e ewolucj¦ reprezentatywnych kon�guracji z diagramu 8(a) dla rosn¡cych
warto±ci sprz¦»enia spin-orbita λ na atomach matrycy. Ewolucj¦ tak¡ dla dwóch faz FS pokazano na Rys.
8(c-d). Kolor elipsoidów oznacza lokaln¡ warto±¢ wyrazów spin-orbita 〈~Li~Si〉, przy czym przesuni¦cie od
czerwieni do �oletu oznacza wzrost tej wielko±ci. Dla obu faz wybrano takie warto±ci λ = λp rosn¡ce wraz
z p, przy których nast¦puje istotna zmiana kon�guracji spinowej lub orbitalnej. Ze wzgl¦du na sprz¦»enie
spin-orbita liczby kwantowe M i Na,b,c nie s¡ zachowane wi¦c rozró»nienie faz z diagramu 8(a) staje si¦
umowne. Uniwersaln¡ granic¡ du»ego λ s¡ singlety spinowo-orbitalne na ka»dym atomie matrycy i resztkowy
moment magnetyczny domieszki. Interesuj¡cym faktem jest to, »e lokalne 〈~Li~Si〉 dla umiarkowanego λ ma
nietrywialn¡ zale»no±¢ przestrzenn¡, np. w fazie QFSa2 w¦zªy 4 i 6 maj¡ wyra¹nie ni»sze warto±ci 〈~Li~Si〉
ni» pozostaªe w¦zªy. Innym ciekawym efektem, który wida¢ np. dla fazy QFSa2 przy λ = λ2, jest to, »e dla
niektórych wi¡za« korelacje spinowe w osi z (pionowe strzaªki) maj¡ inny znak ni» w osiach x i y (strzaªki w
pªaszczy¹nie klastra). Oznacza to, »e w analogicznym ukªadzie ale ze przy spontanicznie zªamanej symetrii
porz¡dek spinowy b¦dzie niekolinearny, podobnie jak to miaªo miejsce w modelu Kugela-Khomskii'ego dla
metali d9 [1-2]. Tutaj jednak mechanizm jest bardziej konwencjonalny � symetria SU(2) spinów jest zªamana
explicite przez wyrazy sprz¦»enia spin-orbita w hamiltonianie.

Magnetyczne fazy zygzakowe w modelu podwójnej wymiany

Problem mo»liwych uporz¡dkowa« spinowo-orbitalnych w hybrydowych tlenkach metali przej±ciowych jest
nietrywialny nie tylko w granicy izolatora skorelowanego, gdzie efektywnie nie ma ju» ªadunkowych stopni
swobody, ale te» w kontek±cie tzw. mechanizmu podwójnej wymiany [53-54]. Hamiltonian podwójnej wy-
miany otrzymujemy zakªadaj¡c, »e cz¦±¢ ªadunków ulega lokalizacji daj¡c porz¡dek magnetyczny i poprzez
oddziaªywanie Hunda wpªywa na energi¦ elektronów niezlokalizowanych, opisywanych przez hamiltonian ki-
netyczny Ht (2). Model tego typu badano w publikacji [8] w kontek±cie dwuwarstwowych tlenków rutenu
4d4 domieszkowanych manganem 3d3. Jest to wi¦c przypadek, który w granicy izolatora nazywali±my rozrze-
dzeniem orbitalnym. Celem pracy [8] jest, mi¦dzy innymi, wyja±nienie obserwowanej eksperymentalnie fazy
magnetycznej z porz¡dkiem zygzakowym [39], gdzie na pªaszczy¹nie spiny porz¡dkuj¡ si¦ równolegle wzdªu»
zygzaków i wzór ten powtarza si¦ te» w pªaszczy¹nie poni»ej, jak pokazano na Rys. 9(a). Gªównym wynikiem
pracy [8] jest wykazanie stabilno±ci ró»nych faz zygzakowych w obszarze parametrów w którym konkuruj¡ ze
sob¡ korelacje ferro i antyferromagnetyczne. Co wi¦cej, fazy zygzakowe pozostaj¡ stabilne tak»e w obecno±ci
dystorsji oktaedrycznych oraz oddziaªywania kulombowskiego mi¦dzyorbitalnego U ′. Bardzo ciekaw¡ cech¡
tych faz jest to, »e mechanizm ich powstawania jest czysto kinetyczny i wynika z kierunkowo±ci orbitali t2g
� dzi¦ki powstawaniu zygzakowych zgi¦¢ elektrony mog¡ zamkn¡¢ si¦ w 'orbitalnych molekuªach' i w ten
sposób obni»y¢ swoj¡ energi¦ kinetyczn¡ w stosunku do propagacji po liniach prostych.
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Rysunek 9: (a-c) Schematyczny widok faz magnetycznych dla dwupªaszczyznowego ukªadu d4 z domieszko-
waniem d3, otrzymane w ramach mechanizmu podwójnej wymiany; (a) zygzak z2, (b) faza paskowa st i (c)
faza szachownica c2. Podwójn¡ lini¡ zaznaczono wi¡zania na których mo»liwe s¡ przeskoki w ramach jednej
domeny magnetycznej po zaznaczonych orbitalach. (d) Jednowymiarowe domeny magnetyczne w fazach za-
gzakowych zn i w fazie paskowej st odwzorowane na ukªady o geometrii drabiny; nogi drabiny odpowiadaj¡
stanom orbitalnym a i b, na czarno zaznaczono w¦zªy sieci po których mo»liwe s¡ przeskoki z amplitud¡ −t
(ªuki), na czerwono w¦zªy na które przeskok w pªaszczy¹nie jest niemo»liwy. Lini¡ falist¡ zaznaczono oddzia-
ªywanie kulombowskie mi¦dzyorbitalne U ′. (e) Diagram fazowy dla faz zn i st w funkcji domieszkowania x
i amplitudy przeskoku mi¦dzy pªaszczyznami tĉ,aa = tĉ,bb (w stosunku do amplitudy w pªaszczyznach t) w
przypadku JH →∞, czyli kiedy nie ma przeskoku mi¦dzy przeciwnymi domenami magnetycznymi.

Model podwójnej wymiany rozwa»any w pracy [8] zawiera trzy orbitale t2g na ka»dym w¦¹le sieci, przy
czym atomy matrycy maj¡ po cztery elektrony, a domieszek trzy, tak jak na Rys. 3(c). Zakªadamy, »e orbitale
xy (czyli c) s¡ zawsze pojedynczo obsadzone i elektrony, które je zajmuj¡, ulegaj¡ lokalizacji i uporz¡dkowaniu
magnetycznemu, natomiast elektrony na pozostaªy orbitalach yz i zx (czyli b i a) mog¡ porusza¢ si¦ swobodnie
zgodnie z hamiltonianem Ht (2). O uporz¡dkowaniu zlokalizowanych spinów ~Si, gdzie i numeruje w¦zªy sieci,
zakªadamy, »e jest kolinearne i czysto klasyczne tak, »e oddziaªywanie Hunda mi¦dzy spinami ~Si a elektronami
w¦drownymi posta¢; JHSzi s

z
i , przy czym ~si to operator spinu tych elektronów. Wybór osi kwantyzacji spinu

jako z oczywi±cie nie zmniejsza ogólno±ci modelu je±li porz¡dek spinów {~Si} jest kolinearny i spiny te nie
do±wiadczaj¡ �uktuacji kwantowych, co jest przyj¦tym tu zaªo»eniem. Oddziaªywanie pomi¦dzy spinami ~Si
jest w takim przypadku zredukowane do JAFS

z
i S

z
j , gdzie {i, j} to s¡siednie w¦zªy sieci (i JAF jest dodatnie).

Operator szi jest form¡ dwuliniow¡ operatorów kreacji d†iγσ i anihilacji diγσ dla elektronów w¦drownych na

orbitalach γ = a, b o spinie σ =↑, ↓. Ma on posta¢ szi = 1
2

∑
γ=a,b(d

†
iγ↑diγ↑ − d

†
iγ↓diγ↓). Dla elektronów d†iγσ

otrzymujemy wi¦c hamiltonian kwadratowy parametryzowany przez klasyczne zmienne Szi = ± 1
2 zde�niowane

dla ka»dego w¦zªa sieci. Naszym zadaniem jest znale¹¢ takie uporz¡dkowanie spinów Szi , który dla zadanej
warto±ci domieszkowania x (czyli ilo±ci elektronów d†iγσ) i warto±ci sprz¦»enia JAF spinów Szi daje minimaln¡
energi¦.

Podobny problem optymalizacji zostaª rozwi¡zany przez Dagotto i wspóªautorów dla tlenków manganu
w pracy [54]. Najogólniejsz¡ metod¡ rozwi¡zania go jest klasyczna symulacja Monte-Carlo w zmiennych
Szi . Niemniej jednak, ze wzgl¦du na siln¡ tendencj¦ ukªadu do separacji faz w pracy [8] wykorzystano
metod¦ wariacyjnych funkcji falowych, tzn. badano okre±lone, zadane z góry, uporz¡dkowania spinów Szi i
sprawdzano, która ma najni»sz¡ energi¦ dla zadanej warto±ci x i JAF. Uporz¡dkowania te to proste fazy
FM i AF oraz fazy po±rednie maj¡ce posta¢ albo antyferromagnetycznych zygzaków o dªugo±ci segmentu
n, oznaczone jako zn, albo prostych pasów st, albo faz typu szachownica cn, z kwadratowymi domenami
magnetycznymi wielko±ci n × n. Fazy z2, st i c2 pokazane s¡ na Rys. 9(a-c). Nie jest trudno przewidzie¢,
»e faza FM b¦dzie stabilna w granicy JAF → 0, kiedy dominuje energia kinetyczna elektronów, natomiast
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Rysunek 10: Diagramy fazowe modelu podwójnej wymiany w funkcji domieszkowania x oraz wymiany ma-
gnetycznej JAF dla sko«czonej warto±ci JH = 100t. (a) Diagramy dla tĉ,aa(bb) = 0.8t dla ukªadu bez dystorsji
(góra i skala JAF/t po lewej) oraz z dystorsj¡ przechylenia oktaedrów (pokazane we wstawce) o niewielki k¡t
θ = 10◦ (dóª i skala JAF/t po prawej). (b) Diagram fazowy bez dystorsji dla pojedynczej pªaszczyzny, czyli
tĉ = 0 oraz (c) � analogiczny diagram z oddziaªywaniem kulombowskim mi¦dzyorbitalnym U ′ = 10t. Fazy
bez opisu to zygzaki zn lub szachownice cn o wysokich warto±ciach n.

faza AF dla JAF → ∞, gdy wa»niejsza jest wymiana magnetyczna zlokalizowanych spinów. Nietrywialnym
pytaniem jest jaka faza realizuje si¦ pomi¦dzy tymi dwoma skrajnymi przypadkami.

Istotnym czynnikiem wpªywaj¡cym na stabilno±¢ faz o charakterze jednowymiarowych jest kierunkowo±¢
orbitali; przeskok elektronu w kierunku â(b̂) mo»liwy jest tylko po orbitalach b(a). Dla du»ej warto±ci JH
wzgl¦dem t (a taka sytuacja nas interesuje) elektrony o zadanym spinie szi znajduj¡ si¦ prawie wyª¡cznie w
domenach o tym samy spinie Szi poniewa» przeskok do przeciwnej domeny kosztuje energi¦ JH . W granicy
JH → ∞ mo»emy wi¦c fazy typu zygzak traktowa¢ jako zbiór niezale»nych podukªadów ±ci±le jednowymia-
rowych i pojedynczy zygzak lub pasek odwzorowa¢ na drabin¦, jak na Rys. 9(d). Nogi drabiny odpowiadaj¡
orbitalom a i b w ten sposób, »e ka»dy szczebel to pojedynczy w¦zeª sieci dwuwymiarowej. Dla fazy st z
pasami w kierunku b̂ przeskoki na drabinie mo»liwe s¡ tylko wzdªu» nogi a. Zginaj¡c pasy w zygzaki zmie-
niamy orbitale po których mo»na przeskakiwa¢, tak jak pokazano na Rys. 9(d). W przypadku najkrótszego
zygzaka z2, dla ka»dej domeny magnetycznej otrzymujemy efektywnie zbiór niezale»nych molekuª dwuato-
mowych, utworzonych na s¡siednich w¦zªach sieci z dobrze okre±lon¡ polaryzacj¡ orbitaln¡ � jest wi¦c to faza
z porz¡dkiem orbitalnym. Praca [8] zawiera diagram fazowy dla takich faz jednowymiarowych, w którym
parametrami jest domieszkowanie x i warto±¢ amplitudy przeskoku tĉ mi¦dzy dwiema pªaszczyznami ukªadu
� Rys. 9(e). Diagram ten pokazuje, »e faza z2 jest stabilna w do±¢ szerokim przedziale domieszkowania wokóª
x = 0.5 w przypadku gdy amplituda tĉ jest równa amplitudzie przeskoku w pªaszczyznach t. Przedziaª ten
przesuwa si¦ w kierunku x = 0, je±li zmniejszamy warto±¢ tĉ i dla tĉ = 0, czyli niezale»nych pªaszczyzn, faza
z2 zaczyna si¦ od zerowego domieszkowania, czyli wysokiej g¦sto±ci elektronowej. Ma to zwi¡zek z konkuren-
cj¡ mi¦dzy molekuªami orbitalnych tworz¡cymi si¦ w pªaszczy¹nie, a w kierunku ĉ. Konsekwencj¡ istnienia
drugiej pªaszczyzny jest te» obecno±¢ faz z porz¡dkiem antyferromagnetycznych w kierunku ĉ, takich jak np.
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st-AFc, które jednak wyst¦puj¡ w w¡skich przedziaªach domieszkowania.
Powy»sze rozwa»ania dotycz¡ tylko faz jednowymiarowych, czyli zygzaków i pasów. Generyczny przy-

padek dwuwymiarowy jest jednak bogatszy, poniewa» zawiera przeskoki mi¦dzy domenami magnetycznymi,
zawsze obecne dla sko«czonego JH , oraz fazy o charakterze dwuwymiarowym, czyli AF, FM i cn. Dodat-
kowo, mo»liwy jest opisu ukªadu z dystorsjami oktaedrycznymi, które umo»liwiaj¡ hybrydyzacj¦ orbitali na
wi¡zaniach sieci. W pracy [8] rozwa»ano kooperatywny obrót oktaedrów tlenowych w pªaszczy¹nie lub prze-
chylenie oktaedrów wzgl¦dem osi prostopadªej do pªaszczyzny, przy czym ten pierwszy przypadek okazuje si¦
by¢ trywialny � ukªad z dystorsj¡ rotacyjn¡ jest w tym przypadku to»samy z ukªadem bez »adnej dystorsji.
Dystorsja przechylenia jest z kolei nietrywialna i ma wpyw na diagramy fazowe ukªadu, co obrazuje Rys.
10(a), gdzie pokazano diagramy dla k¡ta przechylenia θ = 0 oraz θ = 10◦ otrzymane dla tĉ,aa(bb) = 0.8t i
wzgl¦dnie du»ego JH = 100t. Na diagramach widzimy okno pomi¦dzy fazami FM i AF w którym realizuj¡
si¦ fazy zygzakowe zn i faza pasowa st. Fazy te musz¡ jednak konkurowa¢ z fazami typu szachownica cn,
które narastaj¡ od doªu jako przedªu»enie fazy FM. Ze wzgl¦du na podobne struktury pasmowe szczególnie
silna jest konkurencja (praktycznie degeneracja) mi¦dzy fazami z2 i c2 w obszarze domieszkowania x = 0.5 z
tym, »e dzieje si¦ tak jedynie dla θ = 0, a efekt znika w obecno±ci dystorsji.

W przypadku ukªadu pojedynczej pªaszczyzny, czyli tĉ,aa(bb) = 0, diagram bez dystorsji pokazano na Rys.
10(b). Zgodnie z zachowaniem zaobserwowanym na diagramie jednowymiarowym 9(e), faza z2 przesuwa si¦
w kierunku zerowego domieszkowania, ale podobnie jak wcze±niej nadal silnie konkuruje z faz¡ szachownicy
c2. W tym przypadku jednak udaªo si¦ znale¹¢ inny mechanizm zwi¦kszaj¡cy stabilno±¢ fazy zygzakowej z2
� oddziaªywanie mi¦dzyorbitalne U ′ (zgodnie z ogólnym hamiltonianem (1), U ′ = U − 5

2JH), takie jak sche-
matycznie przedstawiono na Rys. 9(d). Diagram dla pojedynczej pªaszczyzny z oddziaªywaniami U ′ = 10t

pokazano na Rys. 10(c). W obecno±ci oddziaªywa« mi¦dzy elektronami d†iγσ model staje si¦ problemem
wielu ciaª, a wi¦c jest nierozwi¡zywalny, wyniki otrzymano zatem poprzez ±cisª¡ diagonalizacj¦ sko«czonych
ukªadów i przy zaªo»eniu JH →∞, oznaczaj¡cym, »e elektrony nie opuszczaj¡ swoich domen magnetycznych.
Przy takim zaªo»eniu poprawne jest uwzgl¦dnienie wyª¡cznie oddziaªywa« mi¦dzyorbitalnych, ze wzgl¦du na
nieobecno±¢ elektronów z przeciwnym spinem. Jak wida¢, fazy typu szachownica na diagramie 10(c) prak-
tycznie nie wyst¦puj¡, a kolejno±¢ faz zygzakowych w oknie pomi¦dzy obszarami FM i AF jest podobna jak
w omówionym wcze±niej przypadku bez oddziaªywa«. Pewn¡ ciekawostk¡ jest to, »e poza do±¢ oczywistymi
porz¡dkami magnetycznymi i orbitalnymi realizowanymi przez te kon�guracje zygzakowe, w fazie z3 zaob-
serwowano tak»e porz¡dek ªadunkowy, tzn. optymalne wypeªnienie zygzaka jest alternuj¡ce, 2 elektrony w
ka»dym parzystym segmencie i 1 w ka»dym nieparzystym. Oznacza to mo»liwo±¢ pojawienia si¦ w fazie
z3 nieznikaj¡cej polaryzacji elektrycznej, czyli porz¡dku ferroelektrycznego. Innym efektem, wspólnym dla
wszystkich diagramów 10(a-c) jest egzotyczne przej±cie metal-izolator pomi¦dzy faz¡ st, która jest metaliczna,
a faz¡ z2 w której elektrony s¡ caªkowicie zlokalizowane. Obywa si¦ ono poprzez kaskad¦ faz zygzakowych
których dªugo±¢ segmentu rozbiega si¦ gdy zbli»amy si¦ do fazy st. Jest to do±¢ nietypowe przej±cie, od
izolatora molekularnego do jednomiarowego metalu, poprzez rozrost molekuª, czyli segmentów zygzaka.

Podsumowuj¡c, praca [8] pokazuje w jak interesuj¡cy sposób mo»e si¦ zmieni¢ porz¡dek spinowo-orbitalno-
ªadunkowy matrycy d4 w obecno±ci domieszek d3 w granicy cz¦±ciowo zlokalizowanych elektronów, tzn. zloka-
lizowanych ale tylko dla jednego sektora orbitalnego. Jest ona wa»na tak»e pod tym wzgl¦dem, »e otworzyªa
drog¦ do nietypowych faz topologicznego póªmetalu w obecno±ci uporz¡dkowania magnetycznego zygzako-
wego, czyli swoistego poª¡czenia magnetyzmu z materi¡ topologiczn¡ w pracy [9].

Topologiczne fazy póªmetalu w ukªadach z zygzakowym porz¡dkiem magnetycznym

Publikacja [9] jest obszernym studium mo»liwych stanów topologicznych w ukªadach z porz¡dkiem zygzako-
wym z2 i z3, których stabilno±¢ w domieszkowanych tlenkach d4 udowodniono wcze±niej [8]. W pracy [9]
pokazano, »e kon�guracje te w funkcji oddziaªywania Hunda i sprz¦»enia spin-orbita mog¡ mie¢ fazy topolo-
gicznie chronionego póªmetalu z punktami Diraca. W przypadku zygzaka z2 punkty te maj¡ wspóªistniej¡ce
ªadunki topologiczne ró»nego typu przy czym wynika to z jednoczesnej obecno±ci wielu symetrii w ukªadzie,
w tym symetrii niesymor�cznej � w tym przypadku odbicia lustrzanego z przesuni¦ciem o poªow¦ wektora
sieci. W przypadku zygzaka z3 symetria ta, przy udziale dodatkowego mechanizmu opisanego w pracy [8],
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Rysunek 11: Elektroniczne diagramy fazowe dla ukªadów z zygzakowymi uporz¡dkowaniami magnetycznymi
i ich schematyczny widok. (a) i (b) Diagramy dla ukªadów z2 z wypeªnieniem 3/4 i z3 z wypeªnieniem 1/2, na
zielono fazy topologicznego póªmetalu z punktami Diraca. (c) i (d) Widok uporz¡dkowania magnetycznego
z2 i z3, kolorowe obszary to domeny magnetyczne z spinami do góry (pomara«czowy) lub w dóª (niebieski),
maªe kwadraty symbolizuj¡ w¦zªy sieci. Przerywane linie to linie odbicia lustrzanego m1 i m2, czarne kropki
to centra inwersji, a wektor ~t to przesuni¦cie tworz¡ce razem z odbiciem m2 symetri¦ niesymor�czn¡ �
odbicie z przesuni¦ciem. Dziaªanie tej symetrii obrazuj¡ czerwone kropki. Komórki elementarne zaznaczono
jasnoniebiesk¡ ramk¡.

prowadzi do podwójnych punktów Diraca, czyli liniowego zetkni¦cia pasm z degeneracj¡ d = 4. Jest to lokalna
dyspersja odpowiadaj¡ca dyspersji relatywistycznej cz¡stki o spinie S = 3/2. Za ka»dym razem obecno±¢ ªa-
dunków topologicznych manifestuje si¦ przez obecno±¢ topologicznie chronionych stanów brzegowych. Wyniki
te s¡ wa»ne z punktu widzenia fundamentalnego jak i praktycznego, poniewa» w czasie powstania pracy [9]
nie opisano w literaturze zbyt wielu realistycznych ukªadów w których wspóªistniej¡ porz¡dek magnetyczny,
topologicznie chronione fazy póªmetalu i symetrie niesymor�czne.

Zasadnicze wyniki publikacji [9] to rozstrzygni¦cie, po pierwsze, czy punkty Diraca s¡ chronione topolo-
gicznie i po drugie, jakie symetrie s¡ zaanga»owane w t¦ ochron¦ i co si¦ dzieje, je±li je zªamiemy. Mechanizm
ochrony topologicznej przy udziale symetrii odbicia lustrzanego jest znany (wyst¦puje np. w grafenie) i
istniej¡ tabele z klasy�kacjami niezmienników topologicznych, jakie mo»na otrzyma¢ w zale»no±ci od klasy
Altlanda-Zirnbauera hamiltonianu, wymiaru przestrzennego i relacji komutacji mi¦dzy operatorem odbicia a
symetriami odwrócenia czasu i cz¡stka-dziura [56]. Na etapie powstawania pracy [9] nie byªy natomiast znane
klasy�kacje stanów topologicznych chronionych przez symetrie niesymor�czne. Nawet dzi± takie klasy�kacje
istniej¡ tylko dla ukªadów z przerw¡ energetyczn¡ [57], podczas gdy prace dotycz¡ce konkretnych ukªadów
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(c)(b)(a)

Rysunek 12: Pasma energetyczne w fazach póªmetalu topologicznego. (a) Ukªad z2 z punktami Diraca w
linii odbicia z przesuni¦ciem k1 = π dla wypeªnienia pasm 3/4 (pokazano pasma o dodatniej energii, pasma
s¡ symetryczne wzgl¦dem energii zerowej). (b) Ukªad z3 z podwójnym punktem Diraca, tak»e w linii odbicia
z przesuni¦ciem, k1 = 0. Punkt ten ewoluuje w okr¡g (c) dla sko«czonego δ, dodatkowego wyrazu przeskoku
w hamiltonianie, który zachowuje wszystkie symetrie ukªadu.

bez przerwy istniej¡ [58], ale brak jest na razie kompletnej klasy�kacji. Aspekt niesymor�czny jest wi¦c tu
szczególn¡ warto±ci¡ dodan¡.

W rozwa»anym w pracy [9] modelu zygzakowym zakªada si¦, »e elektrony w ukªadzie dwuwymiarowym
przeskakuj¡ poprzez orbitale xz i yz odczuwaj¡c oddziaªywanie Hunda JHSzi s

z
i ze spinami Szi elektronów

zlokalizowanych na orbitalach xy. Dodatkowo, podlegaj¡ one tak»e oddziaªywaniu spin-orbita w postaci
anizotropowej λSzi l

z
i , gdzie l

z
i = i(d†i,a,σdi,b,σ − d

†
i,b,σdi,a,σ), b¦d¡cego projekcj¡ peªnego oddziaªywania spin-

orbita na podprzestrze« orbitali xz(a) i yz(b). Oba te oddziaªywania zachowuj¡ spin σ elektronów w¦drow-
nych d†i,γ,σ, który jest zatem dobr¡ liczb¡ kwantow¡. Efektywnie wi¦c problem sprowadza si¦ do hamiltonianu
swobodnych i bezspinowych fermionów w którym oddziaªywanie Hunda JH wchodzi jako potencjaª chemiczny
modulowany przestrzennie przez Szi , natomiast sprz¦»enie spin-orbita λ to przeskok mi¦dzy orbitalami a i b
na tym samym w¦¹le sieci z amplitud¡ modulowan¡ przez Szi .

Dla ukªadów zygzakowych z2 i z3 wyznaczono elektroniczne diagramy fazowe w funkcji JH i λ, pokazane na
Rys. 11(a) i 11(b). Okazaªo si¦, »e stany topologiczne (zielone obszary na diagramach) mo»na zaobserwowa¢
dla ukªadu z2 przy wypeªnieniu 3/4 oraz ukªadu z3 wypeªnionego w poªowie i pojawiaj¡ si¦ one w fazie
póªmetalu, czyli takiej w której przerwa energetyczna zamyka si¦ w izolowanych punktach w przestrzeni p¦du
� punktach Diraca. Punkty te poªo»one s¡ w liniach wysokiej symetrii w przestrzeni odwrotnej; ich poªo»enia
zaznaczono diagramach jako ~k = (k1, k2). W przypadku zygzaka z2 jest to albo linia k1 = π (gªówna cz¦±¢
fazy topologicznej dla JH < t) albo linia k2 = 0 (mniejsze cz¦±ci przylegaj¡ce do fazy izolatora). Z kolei dla
zygzaka z3 punkty Diraca s¡ zawsze w linii k1 = 0. Warto±ci pozostaªych skªadowych ~k s¡ funkcj¡ parametrów
JH i λ. Na przykªad, w ukªadzie z2, b¦d¡c w gªównej fazie póªmetalu i zwi¦kszaj¡c λ, przesuwamy punkty
Diraca po linii k1 = π a» zlej¡ si¦ w punkcie o wysokiej symetrii ~k = (π, 0) dla λ = t i, dalej zwi¦kszaj¡c λ,
ponownie si¦ rozdziel¡ ale ju» w linii k2 = 0. Dalsze zwi¦kszanie λ powoduje, »e punkty te znów zlewaj¡ si¦
ze sob¡ w innym punkcie wysokiej symetrii, ~k = (0, 0), po czym pojawia si¦ przerwa energetyczna i przej±cie
do izolatora. Podobnie w ukªadzie z3, b¦d¡c na przek¡tnej diagramu fazowego (JH = λ) i id¡c prostopadle
do niej przez faz¦ póªmetalu, zmieniamy warto±¢ k2 od 0 do π przy staªej warto±ci k1 = 0. Oznacza to, »e
punkty Diraca przemieszczaj¡ si¦ od punktu o wysokiej symetrii ~k = (0, 0) do ~k = (0, π) po linii k1 = 0.

Schematyczny widok ukªadów z2 i z3 pokazano na Rys. 11(c) i 11(d), gdzie zaznaczono tak»e komórki
elementarne, zwi¡zane z nimi kierunki na sieci â1 i â2 (odpowiadaj¡ kwazip¦dom k1 i k2) oraz symetrie
przestrzenne. Symetriami tymi s¡; odbicie lustrzane wzgl¦dem linii m1, odbicie lustrzane z przesuni¦ciem ~t
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Rysunek 13: Pasma energetyczne i stany brzegowe dla ukªadu z2. (a) Pasma dla k1 = π o ustalonych
warto±ciach wªasnych operatora odbicia z przesuni¦ciem; Rt = +1 dla czerwonych linii i Rt = −1 dla
czarnych, k2 = k0 oznacza poªo»enie punktu Diraca. (b) Pasma energetyczne dla Rt = +1 dla dwóch
pªaszczyzn odbicia z przesuni¦ciem; k1 = 0 dla czerwonych linii i k1 = π dla czarnych. Linia przerywana
na wykresach (a-b) to energia Fermiego dla punktów Diraca. (c) i (d) Spektra energetyczne dla ukªadów
póªotwartych w kierunku odpowiednio â2 i â1, gdzie ka»da kropka to stan o danej energii i kwazip¦dzie
w kierunku równolegªym do brzegu ukªadu. (e) i (f) Spektra dla ukªadów póªotwartych w kierunku â2 ze
zªaman¡ symetri¡; (e) odbicia z przesuni¦ciem ale zachowan¡ inwersj¡ i (f) odwrócenia czasu. Intensywno±¢
koloru czerwonego/zielonego kropki oznacza lokalizacj¦ stanu na lewym/prawym brzegu ukªadu.

oraz symetria odbicia wzgl¦dem punktu, czyli inwersja. Odbicie z przesuni¦ciem jest tzw. symetri¡ niesy-
mor�czn¡, czyli tak¡, która skªada si¦ z operacji grupy punktowej oraz przesuni¦cia o wektor, który nie jest
wielokrotno±ci¡ »adnego z wektorów sieciowych â1,2. W naszym przypadku dla obu ukªadów ~t = â2/2 i jest
to kierunek równolegªy do linii odbicia m2. Schemat dziaªania tej operacji przedstawiono na Rys. 11(c) i
11(d) na przykªadzie ewolucji jednego w¦zªa sieci. Rysunki te nie przedstawiaj¡ orbitalnych stopni swobody �
poniewa» przeskoki w kierunku â(b̂) mo»liwe s¡ tylko po orbitalach b(a), a odbicia lustrzane m1,2 zamieniaj¡
â na b̂ i vice versa, konieczne jest zamienienie ze sob¡ orbitali a i b w operacji odbicia. Innym typem symetrii
jest symetria podsieci lub chiralno±¢ S polegaj¡ca na zamian¦ domen magnetycznych w komórce elemen-
tarnej. Mo»na to osi¡gn¡¢ poprzez przesuni¦cie o wektor ~s = â1/2, poniewa» jest o uªamek przesuni¦cia
sieciowego, chiralno±¢ S tak»e jest symetri¡ niesymor�czn¡.

W przestrzeni p¦du hamiltoniany H~k dla ukªadów z2 i z3 s¡ reprezentowane przez macierze o wymiarach
odpowiednio 8 × 8 i 16 × 16. Podobnie reprezentowane s¡ operatory symetrii, odbicia R (wzgl¦dem m1) i
odbicia z przesuni¦ciem (wzgl¦dem m2) Rt, przy czym ten drugi operator zawiera w sobie nieusuwaln¡ za-
le»no±¢ od k2 ze wzgl¦du na przesuni¦cie ~t. Dziaªanie tych operatorów na hamiltonian polega na odwracaniu
znaku kwazip¦du prostopadªego do linii odbicia, czyli R†Hk1,k2R = Hk1,−k2 oraz Rt†Hk1,k2Rt = H−k1,k2 .
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Linie wysokiej symetrii k1(2) = 0, π odpowiadaj¡ wi¦c pªaszczyznom odbicia m2(1) i w tych obszarach prze-

strzeni p¦du operatory Rt(R) komutuj¡ z hamiltonianem H~k, co oznacza, »e pasmom energetycznym En(~k)
mo»na przypisa¢ liczby kwantowe odpowiadaj¡ce warto±ciom wªasnym Rt(R). Z kolei symetria chiralna S
dla ukªadów póªwypeªnionych speªnia zale»no±¢ S†H~kS = −H~k, czyli antykomutuje z hamiltonianem dla

dowolnego ~k, i podobnie jak Rt zawiera w sobie nieusuwaln¡ zale»no±¢ od k1 ze wzgl¦du na przesuni¦cie ~s.
Nieusuwalna zale»no±¢ od kwazip¦du oznacza, »e nie da si¦ zde�niowa¢ komórki elementarnej, która by si¦
odwzorowywaªa sama w siebie pod dziaªaniem operatorów Rt lub S [9].

Wykresy pasm energetycznych z punktami Diraca dla ukªadów z2 i z3 przedstawiaj¡ Rys. 12(a) i 12(b).
Bardzo interesuj¡c¡ cech¡ ukªadu z3 jest to, »e jego punkty Diraca maj¡ poczwórn¡, a nie podwójn¡ de-
generacj¦, a pasma energetyczne wokóª tych punktów maj¡ posta¢ czterech sto»ków Diraca stykaj¡cych si¦
wierzchoªkami. Sto»ki te mo»na rozdzieli¢ bez zªamania jakiejkolwiek symetrii ukªadu dodaj¡c do hamilto-
nianu dodatkowe wyrazy przeskoku δ [9] i otrzymuje si¦ wtedy powierzchni¦ Fermiego w postaci podwójnie
zdegenerowanych okr¦gów jak na Rys. 12(c). Z kolei dla zygzaka z2 punkty Diraca maj¡ bardziej konwen-
cjonaln¡ posta¢ i przypominaj¡ punkty Diraca zaobserwowane w grafenie [55].

W przypadku punktów Diraca le»¡cych w linii odbicia z przesuni¦ciem mo»na si¦ spodziewa¢, »e to jest
wªa±nie symetria, która je chroni przed hybrydyzacj¡ i otwarciem przerwy. Na Rys. 13(a) wida¢, »e tak
istotnie jest w przypadku zygzaka z2; pokazano tam pasma energetyczne otrzymane dla k1 = π, których
kolor odpowiada dwóm warto±ciom wªasnym operatora Rt. Warto zauwa»y¢, »e tak pokolorowane pasma
maj¡ okres nie 2π lecz 4π, co wynika z niesymor�cznego charakteru symetrii Rt [9]. Punkty Diraca na Rys.
13(a) pojawiaj¡ si¦ jako przeci¦cie pasm o ró»nych warto±ciach wªasnych Rt, co ±wiadczy o tym, »e s¡ one
chronione przez t¦ symetri¦. Jak wynika z ogólnej teorii [56], punkt Diraca ma w takim przypadku ªadunek
topologiczny MZ , który objawia si¦ poprzez stany brzegowe w ukªadzie z otwartym brzegiem. Stany takie
wida¢ jako kolorowe pasma na Rys. 13(c), gdzie ukªad otwarto w kierunku â2, ale zachowano symetri¦
translacyjn¡ w kierunku â1. Pasma te maj¡ podwójn¡ degeneracj¦ wynikaj¡c¡ z tego, »e jeden stan jest
zlokalizowany na lewym a drugi na prawym brzegu ukªadu. �¡cz¡ one ze sob¡ punkty Diraca (na Rys. 13(c)
nakªadaj¡ si¦ one na siebie) o przeciwnych ªadunkach topologicznych i w tym przypadku maj¡ one przerw¦
i sko«czon¡ dyspersj¦. Brak pªaskiego pasma, obserwowanego np. w grafenie [55], wynika z tego, »e brzeg
ukªadu nie jest niezmienniczy wzgl¦dem symetrii Rt � ªatwo jest si¦ przekona¢, »e w dwóch wymiarach nie
jest to mo»liwe dla »adnego brzegu.

Na Rys.13(d) pokazano spektrum dla ukªadu z2 otwartego w kierunku â1, w wi¦c przypadek komplemen-
tarny do 13(d). Widzimy teraz oba punkty Diraca poª¡czone dwoma niezdegenerowanymi stanami brzego-
wymi bezpo±rednio oraz jednym stanem brzegowym przez granic¦ strefy Brillouina. Ten trzeci stan brzegowy
±wiadczy o dodatkowym ªadunku topologicznym punktów Diraca. Jego istnienie mo»na pokaza¢ obserwuj¡c
pasma energetyczne w podukªadach jednowymiarowych o ustalonych k2, czyli prostopadªych do linii odbicia
z przesuni¦ciem, które pokazano na Rys. 13(b). Dla ka»dego takiego podukªadu Rt stanowi symetri¦ odbicia
wzgl¦dem ±rodka symetrii i ka»dy z nich ma przerw¦, za wyj¡tkiem tych przechodz¡cych przez punkty Diraca
dla k2 = ±k0. Jak udowodniono w pracy [59], mog¡ wi¦c one mie¢ nietrywialny indeks topologiczny Z≥,
zwi¡zany z inwersj¡, który wyra»a si¦ jako ró»nica w liczbie obsadzonych stanów o zadanej warto±ci wªasnej
operatora inwersji mi¦dzy punktami wysokiej symetrii k1 = 0 i k1 = π. Na Rys. 13(c) pokazano takie
stany w funkcji k2, przy czym ró»ne kolory pasm odpowiadaj¡ punktom k1 = 0 i k1 = π. Wida¢, »e dla
k2 < k0 warto±¢ indeksu Z≥ jest niezerowa poniewa» liczba linii czerwonych i czarnych pod powierzchni¡
Fermiego jest ró»na. Dla k2 = k0 nast¦puje topologiczne przej±cie fazowe do fazy trywialnej gdzie indeks Z≥
znika. Punkty Diraca stanowi¡ zatem granice faz trywialnych i nietrywialnych topologicznie dla jednowy-
miarowych podukªadów prostopadªych do linii odbicia z przesuni¦ciem. Jest to konsystentne z pojawieniem
si¦ dodatkowego stanu brzegowego na Rys. 13(d) dla k2 < k0 i dla k2 > 2π − k0.

Ostatnim ªadunkiem topologicznym, jaki mo»na przypisa¢ punktom Diraca w ukªadzie z2 jest indeks Z2

zwi¡zany z jednoczesn¡ obecno±ci¡ inwersji i symetrii odwrócenia czasu [60]. Jego istnienie mo»na stwierdzi¢
ªami¡c symetrie odbicia lustrzanego R i odbicia z przesuni¦ciem Rt ale zachowuj¡c ich iloczyn, czyli wªa±nie
inwersj¦. Okazuje si¦, »e to nie otwiera przerwy energetycznej, a jedynie przesuwa punktu Diraca poza
lini¦ k1 = π. Spektrum ukªadu póªotwartego ze stanami brzegowymi pokazano na Rys. 13(e). Nie byªoby
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Rysunek 14: (a) Pasma energetyczne w linii k1 = 0 dla zygzaka z3 oraz (b) mechanizm powstawania wie-
lokrotnie zdegenerowanych punktów Diraca (lub ogólniej Fermiego). Pasma maj¡ ustalone warto±ci wªasne
operatora odbicia z przesuni¦ciem; Rt = +1 (czerwone linie) i Rt = −1 (czarne linie), pokazano przypadek
zerowego i sko«czonego δ.

ich bez trzeciego ªadunku topologicznego Z2 w punktach Diraca, który jest w stanie przetrwa¢ zªamanie
symetrii Rt. Innym przykªadem zªamanej symetrii jest zªamanie symetrii odwrócenia czasu. Rys. 13(f)
pokazuje spektrum ukªadu póªotwartego, w którym si¦ to staªo bez ªamania pozostaªych symetrii. Jak
wida¢, otwiera si¦ in�nitezymalna przerwa, która zamykaj¡ niezdegenerowane stany brzegowe ª¡cz¡ce dolne
pasma z górnymi. Spektrum przypomina klasyczny przypadek dwuwymiarowego izolatora topologicznego z
niezerow¡ liczb¡ Cherna lub ukªadu z kwantowym efektem Halla.

Powy»sze rozwa»ania dotyczyªy wyª¡cznie fazy magnetycznej z2. Stan topologicznego póªmetalu dla
kon�guracji z3 jest odmienny ze wzgl¦du na symetri¦ chiraln¡ S obecn¡ dla póªwypeªnienia, co wpªywa na
mo»liwe ªadunki topologiczne powierzchni Fermiego. Okazuje si¦, »e podwójne punkty Diraca znajduj¡ce si¦ w
linii odbicia z przesuni¦ciem k1 = 0 mo»na w sposób ci¡gªy i bez ªamania »adnej symetrii ukªadu przeksztaªci¢
w okr¦gi Fermiego przecinaj¡ce lini¦ k1 = 0 w czterech zwykªych punktach Diraca, jak wida¢ na Rys. 14(a).
Okr¦gi takie maj¡ ªadunek topologiczny Z2 wynikaj¡cy z jednoczesnej obecno±ci symetrii odbicia wzgl¦dem
punktu i symetrii cz¡stka dziura [60]. Efekt polegaj¡cy na transformacji wielokrotnych punktów Diraca w
okr¦gi Fermiego nie byª opisany w »adnej wcze±niejszej pracy dotycz¡cej ukªadów topologicznych. Co wi¦cej,
udaªo si¦ tak»e opisa¢ ukryt¡ symetri¦ nieunitarn¡, która pozwala na istnienie wielokrotnych punktów Diraca
dla δ = 0.

Charakterystyczn¡ cech¡ symetrii niesymor�cznej takiej jak Rt jest to, »e w linii symetrii, w tym przy-
padku k1 = 0, pasma o okre±lonej warto±ci wªasnej Rt maj¡ okres nie 2π lecz 4π. Z drugiej strony, poniewa»
peªny hamiltonian ma okres 2π, pasma te nie mog¡ by¢ od siebie niezale»ne � musz¡ si¦ od siebie ró»ni¢
najwy»ej o przesuni¦cie 2π. Tak te» jest na Rys. 14(a). Dodatkowo, w przypadku zygzaka z3 w punkcie
δ = 0, okazuje si¦, »e mimo pasm które maj¡ okres 4π wyznacznik hamiltonianu w ka»dej podprzestrzeni
wªasnej Rt ma wci¡» okres 2π, czyli pasma s¡ 4π-okresowe, ale ich iloczyn jest ju» 2π-okresowy. Mamy
wi¦c do czynienia z pewn¡ symetri¡ hamiltonianu dla δ = 0, która jednak dotyczy nie tyle samego operatora
ale jego wyznacznika. Z tego powodu jest ona nieunitarna, jak pokazana w pracy [9]. Maj¡c wiedz¦, »e
wyznacznik ma okres 2π, mo»na ªatwo wyja±ni¢ mechanizm powstawania wielokrotnych punktów Diraca, lub
bardziej ogólnie, dowolnych wielokrotnych przeci¦¢ pasm na poziomie Fermiego. Mechanizm ten pokazano
na Rys. 14(b). W podprzestrzeni o zadanej warto±ci operatora odbicia z przesuni¦ciem (lub innej symetrii
niesymor�cznej rz¦du dwa) mamy wi¦c punkt Fermiego dla k = k0, przy czym jego pochodzenie i degene-
racja mo»e by¢ dowolne. Z powodu wªasno±ci wyznacznika powtarza si¦ on dla k = k0 + 2π w tej samej
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podprzestrzeni, cho¢ jego degeneracja i dyspersja mo»e by¢ inna. W drugiej podprzestrzeni pasma ró»ni¡ si¦
jedynie o przesuni¦cie o 2π, wi¦c k0 i k0 + 2π nadal s¡ punktami Fermiego tyle, »e s¡ one zamienione. Teraz,
bior¡c obie przestrzenie jednocze±nie, widzimy od razu, »e dostajemy w k0 i k0 + 2π zwielokrotnione punkty
Fermiego.

Opisany wy»ej mechanizm jest, z fundamentalnego punktu widzenia, warto±ci¡ dodan¡ pracy [9]. Opiera
si¦ on cz¦±ciowo na symetrii niesymor�cznej ukªadu i dla zygzaka z3 odpowiada nie tylko za podwójne
(czyli o degeneracji d = 4) punkty Diraca dla póªwypeªnienia, ale tak»e za istnienie punktów Diraca o
degeneracji d = 3 dla potencjaªu chemicznego µ =

√
2t2 + J2

H + λ2. Wspóªistniej¡ one jednak ze zwykª¡,
jednowymiarow¡ i niezdegenerowan¡ powierzchni¡ Fermiego [9]. Mo»na wi¦c oczekiwa¢, »e w innych ukªadach
o niesymor�cznym porz¡dku magnetycznym tak»e uda si¦ zaobserwowa¢ egzotyczne fazy póªmetalu Diraca.

Topologiczne fazy w niejednorodnym modelu Kitaeva

W pracy [7] pokazano, »e domieszkowanie matrycy d4 metalem d2 mo»e prowadzi¢ w granicy nadwymiany
do hamiltonianu z orbitalnymi wyrazami τ+

iγτ
+
jγ wokóª domieszek, gdzie ~τiγ to pseudospin orbitalny τ = 1/2,

a τ±iγ to operatory podnoszenia/opuszczania τziγ . Oprócz tego na ka»dym wi¡zaniu, zarówno matrycy jak
i wokóª domieszek, pojawiaj¡ si¦ te» wyrazy τ+

iγτ
−
jγ i τziγτ

z
jγ . Dla ukªadu jednowymiarowego, np. wzdªu»

γ = a, mamy wi¦c efektywnie hamiltonian modelu Heisenberga typu XXZ na wi¡zaniach matrycy i typu
XY Z na wi¡zaniach wokóª domieszek.

W jednym wymiarze operatory pseudospinowe ~τi mo»na z ªatwo±ci¡ odwzorowa¢ na bezspinowe fermiony
poprzez transformacj¦ Jordana-Wignera. W ten sposób wyrazy τ+

i τ
−
i+1 staj¡ si¦ wyrazami przeskoku po-

mi¦dzy najbli»szymi s¡siadami, a wyrazy τ+
i τ

+
i+1 wyrazami parowania, takimi jak w nadprzewodniku typu p

Kitaeva [52]. Z kolei je±li wyrazy diagonalne τzi τ
z
i+1 zast¡pimy przez ±redniopolowe hiτzi (z punktu widzenia

fermionów jest to rozszczepienie Hartree), to otrzymamy lokalny potencjaª chemiczny, ró»ny dla atomów
matrycy i domieszek. Otrzymujemy zatem niejednorodny model naprzewodnika Kitaeva, schematycznie
przedstawiony na Rys. 15(a), gdzie atomom matrycy przypisana jest jedna amplituda przeskoków t0 i jeden
potencjaª chemiczny µ0, a atomom domieszek, czyli centrom parowania, przypisane s¡ amplitudy przeskoku
ti, parowania ∆i oraz potencjaª chemiczny µi, gdzie i = 1, . . . , N numeruje domieszki. Model ten jest nieco
bardziej ogólny od tego, co mo»na dosta¢ z hamiltonianu spinowo-orbitalnego opisuj¡cego matryc¦ d4 z do-
mieszkami d2, poniewa» wszystkie domieszki s¡ tam takie same, ale nale»y pami¦ta¢, »e sektor orbitalny
jest sprz¦»ony z �zycznymi spinami S = 1. Je±li wi¦c interesuje nas efektywny problem czysto orbitalny,
to po wy±redniowaniu po mo»liwej niejednorodnej kon�guracji spinowej (o ile jest to uzasadnione sªabym
spl¡taniem spinów i orbitali), domieszki mog¡ si¦ efektywnie od siebie ró»ni¢.

Hamiltonian niejednorodnego nadprzewodnika pokazany na Rys. 15(a) stanowi punkt wyj±cia pracy [10],
której zagadnieniem s¡ mo»liwe stany topologiczne w takim ukªadzie. Motywacj¡ jest to, »e jednorodny model
Kitaeva [52] ma nietrywialnie topologicznie stan podstawowy o ile tylko µ0 < 2t0. Nietrywialno±¢ ta prowadzi
w ukªadzie o otwartych brzegach do tzw. stanów Majorany zlokalizowanych na ka»dym z tych brzegów. Stany
takie maj¡ zerow¡ energi¦, wi¦c w ukªadzie, który jest nadprzewodnikiem nie sposób odró»ni¢ który jest sta-
nem elektronowym, a który dziurowym. S¡ one interesuj¡ce ze wzgl¦du na to, »e s¡ topologicznie chronione
i potencjalnie mog¡ sªu»y¢ do implementacji qubitów odpornych na dekoherencj¦, które mogªyby by¢ wyko-
rzystane w komputerze kwantowym. Obecno±¢ stanów Majorany w rzeczywistym ukªadzie �zycznym po raz
pierwszy stwierdzono w pracy [61], gdzie badano nanodruty indowo-antymonowe sprz¦»one z nadprzewodni-
kiem typu s. Pytanie o stany topologiczne niejednorodnego modelu Kitaeva jest wi¦c uzasadnione poniewa»,
po pierwsze, rzeczywiste ukªady cz¦sto s¡ niejednorodne, a po drugie ukªad spinowo-orbitalny, z którego
ten model si¦ wywodzi mógªby stanowi¢ platform¦ do otrzymywania stanów Majorany realizowanych przez
orbitalne stopnie swobody. Najwa»niejszym wynikiem pracy [10] jest znalezienie analitycznych wyra»e« dla
stwierdzenia, czy ukªad wielko±ci L, w którym jest N domieszek jest topologicznie nietrywialny, przy czym
wa»nym wynikiem jest te» wprowadzenie zmiennym pozwalaj¡cych na znaczn¡ redukcj¦ liczby parametrów
modelu i odsªaniaj¡cych ukryt¡ symetri¦ Lorentza faz topologicznych, zobrazowan¡ na Rys. 15(b). Udaªo si¦
w ten sposób pokaza¢, »e nawet ukªad z caªkowitym nieporz¡dkiem rozmieszczenia domieszek ma niezerowy
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(a)

(b)

Rysunek 15: Ukªad niejednorodnego nadprzewodnika jednowymiarowego efektywnie realizowany przez roz-
rzedzenie ªadunkowe i mechanizm parowania orbitalnego. (a) Schematyczny widok ukªadu, czerwone kulki to
atomy matrycy d4 a niebieskie to domieszki d2 b¦d¡ce centrami parowania. Amplituda przeskoków mi¦dzy
atomami matrycy to t0. Mi¦dzy atomami domieszki a matrycy mo»liwy jest przeskok z amplitud¡ ti i paro-
wanie z amplitud¡ ∆i, gdzie i = 1, . . . , N to numer domieszki. Atomy matrycy i domieszek maj¡ potencjaªy
chemiczne, odpowiednio µ0 i µi. (b) Artystyczny widok ukrytej symetrii Lorentza fazy topologicznej ukªadu,
faza ta jest stabilna wzgl¦dem zmiany parametrów ti i ∆i na ka»dej domieszce pod warunkiem, »e nie zmienia
si¦ warto±¢ r2

i = t2i −∆2
i , czyli parametry te caªy czas le»¡ na hiperbolach o promieniach ri.

obszar w przestrzeni parametrów, w którym realizuje si¦ stan topologiczny, przy czym dzieje si¦ tak nawet
dla niewielkiej koncentracji domieszek rz¦du 2%. Potwierdzeniem takiego stanu rzeczy s¡ zaobserwowane
stany Majorany w ukªadzie z otwartymi brzegami [10].

Niejednorodny model Kitaeva w jednym wymiarze nale»y do tej samej klasy symetrii co model jednorodny,
tzn. ma symetri¦ odwrócenia czasu T , cz¡stka-dziura C, a wi¦c tak»e symetri¦ chiraln¡ S = T C. Z ogólnej
klasy�kacji stanów topologicznych wiadomo, »e mo»e on mie¢ nietrywialny indeks topologiczny Z, w jedym
wymiarze dany przez tzn. liczb¦ nawini¦¢. Mo»na j¡ zde�niowa¢ w nast¦puj¡cy sposób; w bazie wªasnej
operatora S hamiltonian Hk modelu w przestrzeni p¦du (zakªadaj¡c symetri¦ translacyjn¡ ukªadu z dowoln¡
komórk¡ elementarn¡) ma posta¢ blokowo-antydiagonaln¡ z dwoma blokami danymi przez macierze uk i u†k.
Wyznacznik macierzy uk jest liczb¡ zespolon¡ i zadaje odwzorowanie z jednowymiarowej strefy Brillouina,
czyli sfery jednowymiarowej, na pªaszczyzn¦ zespolon¡. Odwzorowanie takie mo»e by¢ nietrywialne w sensie
grup homotopii, tzn. wektor ~vk dany przez cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ wyznacznika uk mo»e si¦ obróci¢ o
k¡t n2π podczas jednego obiegu strefy Brillouina, gdzie n to dowolna liczba caªkowita. Nietrudno odgadn¡¢,
»e n jest to»same z indeksem topologicznym Z. W przypadku rozwa»anego modelu wyznacznik uk dany jest
wyra»eniem detuk ∝ A + B cos k + iC sin k, gdzie A, B i C to staªe rzeczywiste, a i to jednostka urojona.
Zmieniaj¡c k od 0 do 2π mamy wi¦c trzy mo»liwo±ci, albo wektor ~vk nie wykona ani jednego obrotu, albo
obróci si¦ jeden raz w kierunku zgodnym lub przeciwnym do ruchu wskazówek zegara. Te dwa ostatnie
przypadki daj¡ stan topologiczny i zachodz¡ je±li tylko |A| < |B| i C 6= 0. Otrzymanie ±cisªych i zamkni¦tych
wyra»e« na wspóªczynniki A, B i C w funkcji parametrów modelu, czyli parametrów matrycy {µ0, t0} oraz
domieszek {µi, ti,∆i}Ni=1, a tak»e poªo»e« domieszek pi w komórce elementarnej wielko±ci L, jest centralnym
wynikiem pracy [10].

Wyra»enia na A, B i C s¡ na tyle proste, »e mo»na je przytoczy¢ w peªnej formie. Najwi¦ksze uproszczenie
daje parametryzacja hiperboliczna dla domieszek, tzn. dla ka»dej domieszki i kªadziemy ti = ri coshφi i ∆i =
ri sinhφi, przy czym parametryzacja ta poprzez kontynuacj¦ analityczn¡ pokrywa caª¡ pªaszczyzn¦ ti −∆i

za wyj¡tkiem diagonali |ti| = |∆i|, które stanowi¡ analogie sto»ków ±wietlnych. Przy takiej parametryzacji
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Rysunek 16: Obszary stabilnie topologiczne (na niebiesko z gradientem lub na czarno), czyli takie w których
|A| < 1, w funkcji parametru matrycy µ0/t0 oraz pojedynczego zredukowanego parametru domieszek yi ≡
yimp. Diagramy (a) i (b) � du»a koncentracji domieszek, pojedyncza domieszka w komórce elementarnej
o wielko±ci L = 2, 3 � niebieski gradient oznacza warto±¢ |A| zgodnie ze skal¡, w »óªtym obszarze |A| > 1.
Diagramy (c-f) � maªa koncentracja domieszek, domieszkowanie 2%. (c) Uporz¡dkowane domieszki z dwiema
odlegªo±ciami mi¦dzy s¡siednimi domieszkami d12 = 40 i d21 = 60. (d) Ukªad z binarnym nieporz¡dkiem, dla
danej pary s¡siednich domieszek odlegªo±¢ 40 lub 60 jest losowa z tym samym prawdopodobie«stwem. (e)
Ukªad z caªkowitym nieporz¡dkiem poªo»e« domieszek w komórce elementarnej wielko±ci L = 1000 i (f) ten
sam ukªad z losowym znakiem parametru yi = ±yimp. Wyniki dla ukªadów z nieporz¡dkiem s¡ u±rednione
po 1000 realizacjach nieporz¡dku. Wykresy (c-f) skªadaj¡ si¦ wyª¡cznie z czarnych i biaªych punktów.

otrzymujemy wspóªczynniki B = cosh(2
∑
i φi) i C = sinh(2

∑
i φi) jako zale»ne wyª¡cznie od sumy k¡tów φi,

natomiast wspóªczynnik A zale»y od promieni ri, poªo»e« domieszek pi oraz parametrów matrycy. Zale»no±ci
te da si¦ jednak zredukowa¢ do bezwymiarowego parametru yi, zwi¡zanego z ka»d¡ domieszk¡ i, którego
posta¢ to, yi = t0(µi/r

2
i − µ0/t

2
0)/
√

4− µ2
0/t

2
0 oraz do jednego bezwymiarowego parametru η0 okre±laj¡cego

matryc¦, η0 = arccos[µ0/(2t0)]. Wspóªczynnik A mo»na teraz zapisa¢ poprzez dziaªania na macierzach
trójk¡tnych M1 i M2 oraz macierzy diagonalnej Y, jako A = cos(Lη0) + Tr{(1 − 2M1Y)−1MT

2 Y}, gdzie
nieznikaj¡ce elementy macierzy to; (M1)ij = sin(η0dij) i (M2)ij = sin[η0(L − dij)] dla j > i oraz Yii = yi.
Macierze M1,2 zale»¡ od rozkªadu przestrzennego domieszek poprzez odlegªo±ci dij ≡ pj − pi mi¦dzy i-t¡ a
j-t¡ domieszk¡, jest wi¦c w nich pewna interferencja stanów jednocz¡stowych zlokalizowanych mi¦dzy dwiema
domieszkami, a 1/η0 mo»na traktowa¢ jako efektywn¡ dªugo±¢ Fermiego matrycy.

Jak wida¢ wprost z postaci wspóªczynników A, B i C, ukªad który jest w stanie topologicznym mozna
mody�kowa¢ na niesko«czenie wiele sposobów i nadal w nim pozostanie. W szczególno±ci, B i C zale»¡ tylko
od sumy φi, wi¦c mo»na dowolnie mody�kowa¢ N − 1 k¡tów pod warunkiem, »e zmiany te skompensujemy
tym jednym k¡tem, którego nie mody�kowali±my. Mamy wi¦c symetrie typu Lorentza na ka»dej pªaszczy¹nie
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ti −∆i zwi¡zanej z domieszk¡ i, co zobrazowano na Rys. 15(b). Odkrycie takich symetrii fazy topologicznej
jest istotnym i nietrywialnym wynikiem pracy [10], który daje wkªad do fundamentalnego zrozumienia faz
topologicznych, a tak»e mo»e mie¢ znaczenie w ukªadach z nieporz¡dkiem. Inn¡ nietrywialn¡ symetri¡ jest
symetria skalowania µi i r2

i na ka»dej domieszce przez dowoln¡ staª¡ αi, która to operacja nie zmienia
parametrów yi, ani oczywi±cie k¡tów φi.

Pytanie o stan topologiczny ukªadu sprowadza si¦ do pytanie o warto±ci A, B i C, które wci¡» zale»a od
wielu zmiennych. Analiz¦ tego zagadnienia mo»na upro±ci¢, je±li zauwa»ymy, »e zawsze mamy B ≥ 1. W
takim razie je±liA < 1 i k¡ty φi nie sumuj¡ si¦ do zera, to ukªad zawsze b¦dzie w stanie topologicznym. Obszar
w przestrzeni parametrów gdzie A < 1 nazywamy wi¦c obszarem stabilnym topologicznie. Maj¡c ogólny wzór
na A mo»emy teraz bada¢ takie obszary dla ró»nych kon�guracji domieszek. Nale»y tu zauwa»y¢, »e z postaci
wspóªczynnika A wynika, »e dla yi ≡ 0 zawsze mamy A ≤ 1 niezale»nie od wszystkich innych zmiennych.
Rys. 16(a-b) przedstawia obszary topologiczne dla pojedynczej domieszki o parametrze y1 = yimp dla L = 2
i L = 3, a wi¦c du»ej koncentracji domieszek. Widzimy, »e wraz ze zwi¦kszaniem si¦ komórki elementarnej
obszar topologiczny ulega fragmentacji, a fragmenty te zawsze rozci¡gaj¡ si¦ wokóª linii, wzdªu» których
A = 0. Nieprzekraczaln¡ granic¡ ka»dego obszaru topologicznego jest zawsze punkt µ0 = 2t0, b¦d¡cy
zarazem granic¡ fazy topologicznej jednorodnego modelu Kitaeva.

Na Rys. 16(c-f) pokazano ewolucj¦ obszaru topologicznego dla koncentracji domieszek 2% przy zwi¦k-
szaj¡cym si¦ nieporz¡dku ich poªo»enia, ale przy tych samych parametrach yi ≡ yimp na ka»dej domieszce,
za wyj¡tkiem 16(f), gdzie znak yi jest zmienn¡ losow¡. Rys. 16(c) odnosi si¦ do ukªadu uporz¡dkowanego,
gdzie odlegªo±ci mi¦dzy najbli»szymi domieszkami alternuj¡ mi¦dzy warto±ciami d12 = 40 i d21 = 60, jest to
wi¦c ukªad zdimeryzowany z dwiema domieszkami w komórce elementarnej. Obszar topologiczny jest silnie
poci¦ty w pionie na w¡skie nogi rozci¡gaj¡ce si¦ w du»ym zakresie yimp. Na Rys. 16(d) w tym samym ukªa-
dzie wprowadzamy Poissonowski nieporz¡dek binarny polegaj¡cy na tym, »e odlegªo±ci mi¦dzy najbli»szymi
domieszkami przyjmuj¡ z tym samym prawdopodobie«stwem warto±¢ 40 lub 60 tak, »e caªkowita ilo±¢ odle-
gªo±ci dªugich i krótkich jest taka sama. Wspóªczynnik A u±redniamy po wielu realizacjach nieporz¡dku i na
podstawie 〈A〉 wyznaczamy obszar topologiczny. Wida¢ w nim pewne podobie«stwo do przypadku uporz¡d-
kowanego z tym, »e niektóre z jego nóg s¡ obci¦te w osi pionowej i pojawia si¦ subtelny wzór interferencyjny,
który sprawia, »e niektóre cz¦±ci tego obszaru staj¡ si¦ podziurawione, podobnie jak dywan Sierpi«skiego,
zbiór Cantora, czy inne struktury fraktalne. Zwi¦kszaj¡c dalej nieporz¡dek otrzymujemy obszar pokazany na
Rys. 16(e), gdzie domieszki rozmieszczone s¡ caªkowicie losowo, z zastrze»eniem, »e nigdy ze sob¡ nie s¡sia-
duj¡. Jak wida¢, nie ma ju» pionowych nóg, a granice obszaru w pionie wydaj¡ si¦ nie zale»e¢ od µ0. Wzór
interferencyjny jest wyra¹ny i przypomina wiele nakªadaj¡cych si¦ paraboli, których wierzchoªki wydaj¡ si¦
skupia¢ dla kilku wyró»nionych warto±ci µ0, co prawdopodobnie ma zwi¡zek z tworzeniem si¦ fal g¦sto±ci
ªadunku mi¦dzy domieszkami dla wybranych warto±ci potencjaªu chemicznego matrycy. Wida¢ te» asyme-
tri¦ obszaru wzgl¦dem dodatnich i ujemnych yimp, przy czym asymetria ta znika, je±li poza nieporz¡dkiem
poªo»e«, zmieniamy losowo znak yimp na ka»dej domieszce. Przypadek ten przedstawia Rys. 16(f), gdzie
obszar topologiczny kurczy si¦ nieco w pionie a wzór interferencyjny ma posta¢ dªugich i cienkich palców fazy
trywialnej wchodz¡cych w ten obszar. Co ciekawe, subtelny charakter obszarów topologicznych 16(e-f) nie
zale»y silnie od koncentracji domieszek; jedynie szeroko±¢ obszaru ro±nie wraz ze spadkiem ich koncentracji
poniewa» liczba domieszek N to jednocze±nie maksymalna pot¦ga yimp w wyra»eniu na wspóªczynnik A.

W pracy [10] udaªo si¦ zatem otrzyma¢ ciekawe analityczne wªa±ciwo±ci niejednorodnego modelu Kitaeva,
ª¡cznie z ukrytymi symetriami fazy topologicznej, a tak»e nietrywialne wyniki numeryczne dla faz topolo-
gicznych ukªadów z silnym nieporz¡dkiem. Okazaªo si¦, mi¦dzy innymi, »e w dowolnie nieuporz¡dkowanym
ukªadzie mo»na dosta¢ stany topologiczne, a wi¦c i stany Majorany w ukªadzie otwartym, o ile warto±ci para-
metrów domieszek yi s¡ odpowiednio bliskie zera. Jest to nietrywialny warunek pewnego rezonansu mi¦dzy
domieszkami a matryc¡, który zachodzi gdy t20µi ≡ (∆2

i − t2i )µ0.

Zwi¡zek niejednorodnego modelu Kitaeva z rozrzedzeniem ªadunkowym

Opisany powy»ej model wywodzi si¦ z ukªadu spinowo-orbitalnego z rozrzedzeniem ªadunkowym, czyli ukªadu
d4 domieszkowanego metalem d2. Model spinowo-orbitalny jest jednak bogatszy ni» model Kitaeva poniewa»
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Rysunek 17: (a) Schemat ukªadu 8 w¦zªów z jedn¡ domieszk¡ d2 na w¦¹le i = 1 i siedmioma atomami
matrycy d4 na w¦zªach i = 2, . . . , 8. Parametry domieszki to ∆ i J1, a matrycy U2 i J2. Konwencja koloru
wi¡za« 〈i, i+ 1〉 jest utrzymana na wykresach (b-d). (b) Korelacje spinowe 〈~Si~Si+1〉 w stanie podstawowym
w funkcji η = J2/U2 w obszarze antyferromagnetycznej (wykres po lewej) i ferromagnetycznej (wykres po
prawej) matrycy. (c) i (d) Analogiczne wykresy dla kowariancji spinowo-orbitalnych Czzi,i+1 i C+σ

i,i+1, gdzie
σ = − dla wi¡za« matrycy i σ = + dla wi¡za« hybrydowych wokóª domieszki.

orbitale mog¡ by¢ spl¡tane ze spinami. W celu zbadania kiedy to spl¡tanie mo»na zaniedba¢ i czy model
czysto orbitalny mo»e da¢ stan topologiczny przy takich parametrach, jakie wynikaj¡ z nadwymiany, powstaªa
praca [11]. Rozwa»ano tam peªny model spinowo-orbitalny dla pojedynczej domieszki i siedmiu atomów
matrycy. Schemat takiego ukªadu przedstawia Rys. 17(a), gdzie U2 i J2 oznacza oddziaªywania Hubbarda
i Hunda na atomach matrycy, J1 to oddziaªywanie Hunda na domieszce, a ∆ to charakterystyczna energia
wzbudze« dla wi¡zania hybrydowego mi¦dzy domieszk¡ a matryc¡, analogiczna do tej, jak¡ otrzymujemy
przy rozrzedzeniu orbitalnym [7]. Gªównym wynikiem pracy [11] jest pokazanie, »e je±li η = J2/U2 jest
wystarczaj¡co du»e, to porz¡dek spinowy matrycy staje si¦ ferromagnetyczny a spl¡tanie mi¦dzy spinami i
orbitalami niewielkie. W tym obszarze parametrów mo»emy wi¦c oddziaªywania spinowe zast¡pi¢ przez ich
±rednie w stanie ferromagnetycznym i korzystaj¡c z wyników pracy [10] stwierdzi¢, czy model czysto orbitalny
jest nietrywialny topologicznie.

Na Rys. 17(b) pokazano korelacje spinowe dla najbli»szych s¡siadów w stanie podstawowym otrzyma-
nym przez ±cisª¡ diagonalizacj¦. Jak wida¢, ju» od η ' 0.09 matryca staje si¦ ferromagnetyczna, cho¢
wi¡zanie hybrydowe pozostaje antyferromagnetyczne. Nale»y wi¦c sprawdzi¢, czy takie wi¡zanie nie ge-
neruje wysokiego spl¡tania spinowo-orbitalnego w ukªadzie. W tym celu wyliczono kowariancje spinowo-
orbitalne Czzi,i+1 i C+σ

i,i+1 na wi¡zaniach. Ich posta¢ to: Czzi,i+1 = 〈~Si~Si+1τ
z
i τ

z
i+1〉 − 〈~Si~Si+1〉〈τzi τzi+1〉 oraz

C+σ
i,i+1 = 〈~Si~Si+1τ

+
i τ

σ
i+1〉 − 〈~Si~Si+1〉〈τ+

i τ
σ
i+1〉 + c.c., gdzie σ = ±, przy czym wynika ona z tego jakie wy-

razy znajduj¡ si¦ w hamiltonianie spinowo-orbitalnym. Zerowa warto±¢ tych kowariancji oznacza, w pewnym
uproszczeniu, »e funkcj¦ falow¡ ukªadu mo»na faktoryzowa¢ na cz¦±¢ orbitaln¡ i spinow¡. Zachowanie tych
wielko±ci w funkcji η pokazano na Rys. 17(c) i 17(d). Okazuje si¦, »e niezerowe kowariancje niediagonalne
C+σ
i,i+1 na wi¡zaniach matrycy s¡ tylko dla σ = − a dla wi¡za« hybrydowych tylko dla σ = +, wi¦c tylko
takie kowariancje znajduj¡ si¦ na Rys. 17(d). Jak wida¢, obszar antyferromagnetyczny dla niskiego η ce-
chuje si¦ relatywnie wysokimi kowariancjami, wi¦c nie mo»na w nim oddzieli¢ spinów od orbitali. Z drugiej
strony, w obszarze ferromagnetycznym, kowariancje s¡ o rz¡d wielko±ci ni»sze i, szczególnie dla wi¡za« ma-
trycy, zanikaj¡ szybko wraz ze wzrostem η. Nieco wy»sze spl¡tanie utrzymuje si¦ dla wi¡za« hybrydowych,
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ale mo»na oczekiwa¢, »e im mniejsza koncentracja domieszek, tym efekt ten b¦dzie sªabszy, poniewa» stan
ferromagnetyczny matrycy b¦dzie efektywnie tªumiª �uktuacje spinów.

Po wy±redniowaniu spinów model czysto orbitalny zostaª w pracy [11] rozwi¡zany poprzez przybli»enie
Hartree-Focka dla wyrazów τzi τ

z
i+1 zapisanym poprzez fermiony Jordana-Wignera. W ten sposób ukªad zo-

staª odwzorowany na niejednorodny model Kitaeva, a nast¦pnie stwierdzono jego topologiczn¡ nietrywialno±¢
korzystaj¡c z wcze±niejszych wyników [10]. Praca [11] pokazuje zatem, »e model spinowo-orbitalny z rozrze-
dzeniem ªadunkowym mo»e w pewnym obszarze mie¢ topologiczny stan orbitalny i, co za tym idzie, orbitalne
stany Majorany na brzegach. Jest to nowa idea w kontek±cie ukªadów topologicznych i stanowi gªówn¡
warto±¢ tej publikacji.

3.4 Podsumowanie

W pracach [1-11] pokazano nietrywialne przypadki uporz¡dkowa« spinowych, orbitalnych i topologicznych w
modelach opisuj¡cych zªo»one i silnie skorelowane tlenki metali przej±ciowych. W modelu spinowo-orbitalnym
dla tlenków metali o kon�guracji d9, czyli modelu Kugela-Khomskii'ego [1-2], otrzymano niekolinearne fazy
magnetyczne, których stabilno±¢ nie wynika ze sprz¦»enia spin-obita, a jedynie z silnych �uktuacji orbitalnych
i spl¡tania spinowo-orbitalnego. Z drugiej strony, w pracy [3] otrzymano ±cisªy porz¡dek topologiczny w jedno-
wymiarowym modelu spinowo-orbitalnym, który wynika z nietrywialnej separacji spinów i orbitali w ukªadzie
periodycznym. Z kolei badania tego samego ukªadu w obecno±ci dodatkowego sprz¦»enia Heisenberga mi¦-
dzy spinami [4] pokazaªy obecno±¢ kwantowego przej±cia fazowego polegaj¡cego na spontanicznej dimeryzacji
ukªadu. Dimeryzacja ta zachodzi przede wszystkim w sektorze spinowym na skutek �uktuacji orbitalnych.
Jest wi¦c to mechanizm pokrewny do tego, jaki daje fazy niekolinearne w modelu Kugela-Khomskii'ego.

Prace [5-7] skupiaj¡ si¦ na modelach tlenków d4 domieszkowanych metalami d3 lub d2. Pierwszy z tych
przypadków, to rozrzedzenie orbitalne [5-6], poniewa» domieszka efektywnie pozbawiona jest orbitalnych
stopni swobody, natomiast drugi to rozrzedzenie ªadunkowe [7], poniewa» domieszka ma orbitalne stopnie
swobody, ale realizowane przez zerowe, a nie podwójne obsadzenie jednego z orbitali t2g. W pracy [5]
pokazano mody�kacj¦ porz¡dku spinowo-orbitalnego matrycy d4 na skutek rozrzedzenia orbitalnego w ró»-
nych zakresach parametrów mikroskopowych modelu, zarówno w granicy klasycznej jak i kwantowej, tak»e
z uwzgl¦dnieniem sprz¦»enia spin-orbita na atomach matrycy. Otrzymano, mi¦dzy innymi, fazy z nieko-
linearnym porz¡dkiem magnetycznym [5] oraz silne mody�kacje porz¡dku matrycy nawet dla niewielkich
domieszkowa« [5-6]. Z kolei w przypadku rozrzedzenia ªadunkowego [7] pokazano, »e domieszki s¡ ¹ródªem
wyrazów parowania orbitalnego i zbadano wpªyw tych wyrazów na porz¡dek orbitalny matrycy w granicy
kwantowej. Okazaªo si¦, »e zwi¦kszaj¡ one �uktuacje orbitalne w ukªadzie i mog¡ drastycznie zmieni¢ upo-
rz¡dkowanie matrycy, podobnie jak w przypadku rozrzedzenia orbitalnego. Prace [5-7] stanowi¡ jeden z
nielicznych wkªadów teoretycznych do niezwykle interesuj¡cego kierunku bada« jakim s¡ hybrydowe tlenki
metali przej±ciowych. Co wi¦cej, s¡ one inspiracj¦ do dalszych bada« do±wiadczalnych ukªadów z rozrzedze-
niem orbitalnym lub ªadunkowym.

Nieco inny aspekt tlenków hybrydowych i rozrzedzenia ªadunkowego poruszaj¡ publikacje [10] i [11],
gdzie pokazano, »e w jednym wymiarze ukªad d4 z domieszkowaniem d2 mo»na powi¡za¢ z niejednorodnym
modelem Kitaeva [11], a model ten ma fazy nietrywialnie topologicznie [10], tak»e w przypadku caªkowitego
nieporz¡dku domieszek. Powi¡zanie jednego modelu z drugim jest mo»liwe pod warunkiem, »e spl¡tanie
spinowo-orbitalne jest niewielkie, co dzieje si¦ w przypadku ferromagnetycznej fazy matrycy [11]. Z drugiej
strony, wyniki otrzymane dla modelu Kitaeva s¡ bardziej ogólne i pokazuj¡ ukryte symetrie fazy topologicznej,
polegaj¡ce, mi¦dzy innymi, na transformacjach Lorentza w lokalnej przestrzeni parametrów domieszek. Prace
[10-11] stanowi¡ wi¦c zarówno wkªad w zrozumienie fundamentalnych wªa±ciwo±ci faz topologicznych, jak i
postulat istnienia orbitalnych stanów Majorany w ukªadach spinowo-orbitalnych.

Innym poª¡czeniem �zyki stanów topologicznych z tlenkami hybrydowymi i porz¡dkiem spinowo-orbitalnym
s¡ prace [8] i [9]. Pierwsza z nich skupia si¦ na kwestii stabilno±ci faz z zygzakowym porz¡dkiem magne-
tycznym w ukªadzie dwupªaszczyznowym d4 domieszkowanym jonami d3, a wi¦c przypadku rozrzedzenia
orbitalnego. Ukªad badano poprzez model podwójnej wymiany, gdzie elektrony na jednym z orbitali ulegaj¡
lokalizacji i oddziaªuj¡ swymi spinami, poprzez oddziaªywanie Hunda, z elektronami na pozostaªych orbita-
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lach, które pozostaj¡ w¦drowne. Pokazano w pracy [8], »e ró»nego typu fazy zygzakowe s¡ stabilne dzi¦ki
procesowi tworzenia si¦ molekuª orbitalnych, które przy pewnej g¦sto±ci elektronowej pozwalaj¡ na obni»enie
energii kinetycznej w ukªadzie. Dzieje si¦ tak w obszarze parametrów modelu gdzie jednorodna faza fer-
romagnetyczna konkuruje z faz¡ antyferromagnetyczn¡, a wi¦c energia kinetyczna elektronów w¦drownych
jest porównywalna z wymian¡ magnetyczn¡ zlokalizowanych spinów. Z kolei praca [9] skupia si¦ na aspek-
cie topologicznym elektronów w¦drownych, które poruszaj¡c si¦ w±ród spinów uporz¡dkowanych zygzakowo,
oddziaªuj¡ z nimi poprzez oddziaªywanie Hunda i poprzez sprz¦»enie spin-orbita. Okazuje si¦, »e zmieniaj¡c
te dwa parametry mo»emy otrzyma¢ stany metaliczne, izoluj¡ce i stany póªmetalu, przy czym te ostatnie s¡
topologicznie nietrywialne. Ich nietrywialno±¢ wynika z obecno±ci topologicznie chronionych punktów Diraca.
Mog¡ to by¢ punkty o wy»szej degeneracji ni» podwójna, a ochrona topologiczna mo»e si¦ wi¡za¢ z obecno±ci¡
wi¦cej ni» jednego ªadunku topologicznego. �ródªem tych nietypowych cech faz topologicznego póªmetalu
jest niesymor�czny charakter zygzakowego porz¡dku magnetycznego � ma on symetri¦ odbicia z przesuni¦-
ciem o poªow¦ wektora sieciowego. Dodatkowo, symetria ta ma tendencj¦ do sklejania punktów Diraca w
punkty o wielokrotnej degeneracji, w co zaanga»owana jest dodatkowa symetria, b¦d¡ca jednak nieunitarna
(ani nie antyunitarna), dziaªaj¡ca na poziomie wyznacznika hamiltonianu. Praca [9] przyczynia si¦ wi¦c do
fundamentalnego zrozumienia faz topologicznych z symetriami niesymor�cznymi, co nie jest jeszcze tematem
wyeksploatowanym. Mo»e te» ona stanowi¢ inspiracj¦ dla grup do±wiadczalnych poszukuj¡cych materiaªów
jednocze±nie topologicznych i magnetycznych.

Prace [1-11] stanowi¡ zwarty ci¡g tematyczny skupiony na ró»nych egotycznych typach uporz¡dkowa«, w
tym topologicznych, w modelach opisuj¡cych silnie skorelowane tlenki metali przej±ciowych, zarówno czyste
jak i hybrydowe, czyli domieszkowane innym metalami przej±ciowymi. Zawieraj¡ one wyniki nowe, znacz¡ce
i niepublikowane wcze±niej, dlatego stanowi¡ one warto±¢ dodan¡ w swojej dziedzinie.

4 Pozostaªe osi¡gni¦cia

Dla tzw. modelu kompasów, czyli modelu zlokalizowanych pseudospinów opisuj¡cych kierunkowe oddzia-
ªywania orbitalne w silnie skorelowanych izolatorach, przeprowadzono wyczerpuj¡c¡ analiz¦ specy�cznych
dla tego modelu dyskretnych symetrii, wªasno±ci stanu podstawowego i wielko±ci termodynamicznych [15].
Wielko±ci te badano metodami ±cisªej diagonalizacji sko«czonych ukªadów, wykorzystuj¡c algorytm Lanczosa
oraz metod¦ KPM, czyli metod¦ wielomianów Czebyszewa. Przeprowadzono tak»e analiz¦ miar spl¡tania
kwantowego w funkcji parametru modelu przy przej±ciu przez kwantowy punkt krytyczny. W celu wykorzy-
stania symetrii do zmniejszenia efektywnego wymiaru przestrzeni Hilberta sformuªowano ci¡g transformacji
pseudospinowych, które po pierwsze prowadz¡ do blokowo-diagonalnej formy hamiltonianu oraz, po drugie,
pokazuj¡ ukryt¡ symetri¦ ukªadu (opisan¡ tak»e w osobnej pracy [17]). Te wyniki s¡ zasadnicze z punktu
widzenia fundamentalnych wªa±ciwo±ci modelu kompasów oraz innym modeli o podobnych symetriach, które
cz¦sto opisuj¡ ukªady inne ni» izolatory silnie skorelowane z degeneracj¡ orbitaln¡ � s¡ to modele dla np. dla
sieci nadprzewodz¡cych lub zimnych atomów. Maj¡ one tak»e zwi¡zek z topologicznie chronionymi qubitami.

Pokrewnymi modelami s¡ plakietkowe modele kompasów dla ukªadów o geometrii drabinki [12-13]. Maj¡
one podobne, lokalne symetrie wi¦c tak»e dla nich udaªo si¦ wyprowadzi¢ odpowiednie transformacje spinowe,
przez które mo»na te modele poª¡czy¢ adiabatycznie, zmieniaj¡ parametry modelu, z jednowymiarowym
modelem kompasów dla spinów S = 1/2 [19,21] lub S = 1 lub ze sob¡ nawzajem [13]. Modele te s¡
sfrustrowane i wykazuj¡ silne spl¡tanie kwantowe przede wszystkim wtedy gdy pojawia si¦ nieporz¡dek, albo w
stanie podstawowym [13] albo w niskich stanach wzbudzonych [12]. Prace [12-13] s¡ istotne wªa±nie ze wzgl¦du
na to, »e pokazuj¡ fundamentalny zwi¡zek mi¦dzy frustracj¡, nieporz¡dkiem a spl¡taniem kwantowym na
stosunkowo prostych przykªadach.

Nieco inne zagadnienia poruszono w pracach [14,22], gdzie rozwa»ano problem propagacji pojedynczego
ªadunku w ukªadzie typu model kompasów przy u»yciu wariacyjnej metody klastrowej (VCA). Jest to pro-
blem, który ma zwi¡zek z polaronami orbitalnymi poniewa» poruszaj¡ce si¦ ªadunek ci¡gnie za sob¡ chmur¦
wzbudze« (czyli polaron) w modelu kompasów, który opisuje stopnie swobody typu orbitalnego. Gªównym
wynikiem jest tu fakt, »e dziura w modelu kompasów (a tak»e jego uogólnionej wersji, która zawiera model
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dla orbitali eg) mo»e si¦ porusza¢, ale nie dzi¦ki �uktuacjom w stanie uporz¡dkowanym, jak to ma miejsce
w antyferromagnetyku, ale z powodu �uktuacji które tworzy sama obecno±¢ dodatkowego ªadunku. Wyniki
te s¡ wa»ne ze wzgl¦du na mo»liwe wªa±ciwo±ci transportu w izolatorach silnie skorelowanych z porz¡dkiem
orbitalnym.
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