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Notacja

Publikacje w ramach cyklu opatrzone sg przedrostkiem H, pozostate publikacje, ktorych spis

zostat umieszczony w 5. oznaczone sg przedrostkiem D, publikacje w trakcie recenzji X. Odnosniki

do publikacji, ktérych nie bytem wspétautorem nie posiadajg przedrostka. Ich spis znajduje si¢ na

koricu Autoreferatu.

4.3. Omowienie celu naukowego i osiagnietych wynikow

4.3.1.

Wstep

Najwigkszymi osiggnieciami cyklu z bibliometrycznego punktu widzenia sa: odkrycie rezonan-

sowej struktury fraktalnej w zderzeniach niesymetrycznych kinkéw w modelu ¢8 [H4] oraz odkrycie
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mechanizmu rezonansu pomiedzy falg a oscylonem prowadzgca do kreacji par kink-antykink [H3].
Nalezy podkresli¢, ze ciggu ostatnich kilku lat bardzo wzrosto zainteresowanie modelami z niesy-
metrycznymi kinkami [1-6].

Z mojego punktu widzenia najciekawszym, niestety stosunkowo stabo znanym, ale potencjalnie
waznym odkryciem byto ujemne cisnienie promieniowania (UCP) w kontekscie defektow topo-
logicznych. Pierwszy przyktad tego zjawiska zostat znaleziony w trakcie doktoratu [D1,D2]. Co
prawda artykut [D4] zostat opublikowany juz po doktoracie, jednak zawiera w duzej czesci materiat
zawarty w rozprawie i nie zostat ujety jako czes¢ cyklu habilitacyjnego. Jako czes¢ cyklu uwzgled-
nione zostaty publikacje [H1,H6,H9], ktére zawierajg inny, istotnie rézny mechanizm UCP. Warto
tez wspomnied, ze kolejny artykut dotyczacy tego problemu [X1] prezentuje jeszcze inny mechanizm.
Niestety praca znajduje si¢ wcigz na etapie recenzji.

Ostatnim odkrytym przeze mnie, cho¢ jeszcze wcigz stabo zbadanym, efektem jest niemonoto-
niczna relaksacja gtebokich modéw oscylacyjnych na skutek przechodzenia wyzszych harmonicz-
nych przez prog masy [H8]. Podobny efekt zostat rowniez zauwazony w [X2,X3].

Poniewaz czes¢ efektow ma charakter uniwersalny, niniejsze omdwienie zostato podzielone
wedtug efektéw i mechanizméw. Nie do korica bedzie to zatem omdwienie poszczegdlnych prac,
gdyz kazdy z artykutow skupia sie na jednym modelu, w ktorym mozna zaobserwowac kilka réznych
zjawisk.

Po krétkim wstepie opisze wyniki dotyczace relaksacji solitondw na przyktadzie promieniowa-
nia modu oscylacyjnego poprzez wyzsze harmoniczne. W szczegélnosci omowione zostanie nowo
odkryte zjawisko przyspieszenia relaksacji na skutek wynurzania si¢ drugiej harmonicznej powyzej
progu masy. W kontekscie skyrmionéw opiszg promieniowanie kompaktonéw i ograniczenia przy-
blizenia zwanego modem Derricka. Porusze rowniez zagadnienie modow kwazinormalnych. Kolejna
cze$¢ dotyczy¢ bedzie ujemnego cisnienia promieniowania poprzez sprzezenie pomigdzy kanatami
o roznych relacjach dyspersji. Najwazniejszy przyktad opisuje role jakg cisSnienie promieniowania
moze odgrywac¢ w przypadku uktadu wielu defektéw topologicznych, takich jak kinki i $cianki
domenowe w jedno i wielowymiarowym modelu ¢®. Ostatnia czesé dotyczy¢ bedzie silnie nielinio-
wych efektow pojawiajacych sie w kontekscie zderzen, anihilacji i kreacji par kink-antykink oraz

roli jaka struktura spektralna matych drgan odgrywa w kontekscie tych zjawisk.

Rola defektow i solitonow w fizyce

Solitony w fizyce matematycznej staty sie niezwykle popularne za sprawg modeli catkowal-
nych. Dzieki catkowalno$ci mozna znaleZ¢ interesujgce, nietrywialne rozwigzania analitycznie bez
koniecznosci odwotywania si¢ do metod perturbacyjnych, ktére wielokrotnie okazywaty si¢ za-
wodne. Pomimo swoich ogromnych zalet, modele catkowalne sa w pewien sposéb ograniczone do
opisu najprostszych, wyidealizowanych zjawisk. Przyktadowo, w tego typu modelach, zderzenia po-
miedzy solitonami sg jedynie catkowicie elastyczne, a sektor fal czy matych drgan jest praktycznie

catkowicie odseparowany od solitonowych stopni swobody.
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Wraz z pojawieniem si¢ szybszych komputerow i rozwojem numerycznych technik obliczenio-
wych, catkowalnos¢ stracita czgsciowo swoje uprzywilejowane znaczenie i zaczgto badac intensyw-
nie modele niecatkowalne. Metody numeryczne dostarczyty narzedzi do kontrolowania obliczen
perturbacyjnych a takze do znajdowania ciekawych rozwigzan bedacych daleko poza zasiggiem
metod analitycznych. I wtasnie takie potaczenie metod numerycznych i analitycznych stanowi pod-
stawe moich metod badawczych. W badaniach skupiam sie gtéwnie na modelach niecatkowalnych
i problemach, ktére czgsciowo mozna badac¢ analitycznie. Jesli chodzi o tematyke to przewazajg
modele proste i wielokrotnie badane, w ktérych wystepuja niejednokrotnie uniwersalne, cho¢ nie-
trywialne efekty. Pomimo, iz modele te byty w centrum zainteresowania badaczy przez wiele dekad,
to udato mi si¢ znaleZ¢ kilka ciekawych, nieznanych wczesniej efektow. Co wigcej, czesé z tych od-
kry¢ mozna zastosowaé réwniez w przypadku innych, bardziej skomplikowanych modeli majacych

wigkszy zwigzek z rzeczywistoscig.

4.3.2. Relaksacja

Niektore solitony, zwane defektami topologicznymi, na mocy twierdzenia Derricka, sg stacjo-
narnymi rozwigzaniami réwnan pola, czesto minimalizujacymi energi¢ przy danym tadunku to-
pologicznym. Zaburzone solitony oddajg energi¢ i asymptotycznie dazg do rozwigzan o najnizszej
energii. Proces pozbywania sie nadmiarowej energii nazywa si¢ procesem relaksacji i ma ogromne
znaczenie w fizyce. W przypadku modeli, dla ktorych energia jest catkg ruchu, proces relaksacji po-
lega na wypromieniowaniu energii do nieskoniczonosci. Analizujgc promieniowanie mozna poznac
wiele wtasciwosci obiektu, ktory to promieniowanie wysyta.

W modelach, badanych przeze mnie, najwicksza role odgrywa struktura spektralna matych
drgan. Przy zatozeniu, ze zaburzenie jest bardzo mate, zasadnym wydaje sie uzycie technik per-
turbacyjnych. Analizujac stabilno$¢ obiektéw rozwigzuje sie rownania zlinearyzowane, podobne do
réwnania Schrodingera, z tg tylko roznica, ze zamiast energii mamy do czynienia z pewng funkcjg
czestosci (np. w?). Tak samo jak w przypadku réwnania Schrodingera, spektrum rozwiazari podzie-
lone jest na mody zwiazane i rozproszeniowe. Jak sama nazwa wskazuje, mody rozproszeniowe
opuszczajg okolice solitonu bardzo szybko. Predkos¢ grupowa fal, v, = dw/dk, w przypadku ma-
sowego pola typu Kleina-Gordona k?* = w? + m? dla ¢ = 1) réwna jest vg, = k/w, co oznacza,
7ze najwolniej okolice solitonu opuszczaé beda fale o matym wektorze falowym k — 0. Innym
wyjatkiem sg tak zwane mody rezonansowe, zwane rowniez modami kwazinormalnymi lub po pro-
stu kwazimodami. Sg to mody, ktére dos¢ dtugo pozostajg w poblizu Zrédta potencjatu. Zanikajg
eksponencjalnie w czasie. Matematycznie spetniajg warunek fali wychodzacej, czym tamig hermi-
towskos$¢ operatora liniowego (analogu hamiltonianu w réwnaniu Schrodingera). Z tego powodu
opisywane sg jako rozwigzania o zespolonej czestosSci. Mozna je rowniez opisywaé jako bieguny
funkcji Greena lub punkty gdzie Wroriskian zanika (rozwigzania przestajg by¢ niezalezne). Inng
wazng klasg rozwigzan sg mody zwigzane, ktore w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen oscyluja

ze statg czestoscig i amplitudg. Po uwzglednieniu wyzszych rzedow mody te zanikajg w czasie. W
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przypadku niektérych solitonéw, szczegdlnie defektéw o wyzszym niz jeden tadunku topologicznym,
mozliwe sg réwniez mody niestabilne o urojonych czestoSciach, prowadzacych do zaburzen nara-
stajacych w czasie. W efekcie np. worteks o liczbie nawinigé dwa rozpada sie na dwa worteksy o

liczbie nawinigeé¢ rownej jeden.

Promieniowanie modow oscylacyjnych

Jak wspomnieliSmy powyzej, mody oscylacyjne sg szczegolnymi rozwigzaniami zlinearyzowa-
nych rownan wokot solitonu. Uwzgledniajac jedynie pierwszy rzad rachunku zaburzen, mody te
pozostaja zwigzane wiecznie i oscylujg ze statg czestoscia i amplituda. Modele opisujace solitony sg
jednak nieliniowe i poprawki wyzszych rzedéw powinny by¢ uwzgledniane. Takim sztandarowym
przyktadem, badanym w literaturze [7], jest zanik modu oscylacyjnego w teorii 1+1 wymiarowego

pola skalarnego ¢* opisanym lagranzjanem o gestosci

(¢ -1). M

N —

e Lo _
L=507 - 58~ U@). U©)=

Model posiada dwie préznie ¢, = 1. Soliton wystepujacy w tym modelu ¢g(x) = tgh x posiada
jeden mod oscylacyjny o czestosci w = V3 < m (parametr masowy m = U’ (¢vqc) bede czesto
nazywat masa matych drgar, masa zaburzenia, masa fali lub po prostu masa pola; w modelu ¢*
numeryczna warto$s¢ m = 2). Na skutek nieliniowego sprzezenia z modami ze spektrum ciggtego po-
wstaje promieniowanie o czestosci 2w > m unoszgce energie z modu oscylacyjnego, powodujac jego
zanik. Zanik ten mozna bardzo prosto wyznaczy¢ biorgc pod uwage, ze sam mod ma energi¢ pro-
porcjonalng do kwadratu amplitudy E ~ A2. Fala powstata na skutek nieliniowego (kwadratowego)
sprzezenia ma amplitude réwniez rzedu a ~ A?, ale strumien energii unoszony przez te fale jest
juz proporcjonalny do czwartej potegi amplitudy modu oscylacyjnego co prowadzi do nastepujacej
relacji: ,

‘fl—f ~ At~ ddit = A(r) ~ 1712, )
Doktadny wspétczynnik obliczony byt w pracy [7]. W mojej pierwszej pracy [D1], jeszcze w cza-
sie doktoratu, badatem doktadniej t¢ relacje uwzgledniajac miedzy innymi odpowiednie warunki
poczatkowe. Na bardzo ciekawy problem natknelismy sie badajac zmodyfikowany model ¢* [HS].
Modyfikacja polegata na wprowadzeniu warunkéw brzegowych Neumana ¢(0,t) = H oraz zaweze-
niu dziedziny do x € (—o0,0]. Rozwigzania stacjonarne spetniajacy powyzszy warunek mozna byto
otrzymaé przesuwajac soliton (kink) w odpowiednie miejsce ¢g(x) = tgh(x—Xp). Mozna powiedzied,
7ze odpowiednie rozwigzania stacjonarne byty fragmentami kinku. Modyfikacja ta wprowadzata tez
istotne zmiany jesli chodzi o mod oscylacyjny. Aby warunki nie zostaty zaktécone, mate drgania
o(x,t) = ¢pp(x) + n(x,t) muszg spetniaé¢ warunek brzegowy n,(0,7) = 0. W efekcie czestosé drgan
modu oscylacyjnego ulega zmianie i, w zaleznosci od parametru H, moze przyjmowac wartosci od
0 do m = 2. Gdy czestos¢ spadnie ponizej m/2 to drgania o czestoSci 2w < m réwniez nie moga sig¢

propagowac. Zanik modu oscylacyjnego powodowany jest dopiero poprzez sprzgzenie z trzecig har-
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moniczng, ktére pojawia sie trzecim rzedzie rachunku zaburzen. Zalezno$¢ czasowg mozna opisac
jako

dE dA*

— ~ =A%~ = A ~ YA 3

7 7 (1) (6))
Sytuacja moze si¢ oczywiscie powtarzaé, gdy wyzsze harmoniczne znajda si¢ pod progiem masy.

Jesli przez n oznaczymy pierwszg propagujaca sie¢ harmoniczng to

A ~ 1T dla 2 cw< )
n+1 n

Sam proces jest jednak jeszcze bardziej skomplikowany. Trudnoscig w potwierdzeniu tej zaleznosci
jest obecno$¢ wolno propagujacych si¢ modéw na progu masy, ktore przy generycznych danych

poczatkowych pojawiaja sie praktycznie zawsze i zazwyczaj zanikaja jak ¢~1/2

. Moga one jednak sie
sprzega¢ zaréwno z modami oscylacyjnymi jak i wyzszymi harmonicznymi.

Najciekawszym wynikiem naszej pracy byto odkrycie niemonotonicznej relaksacji. Zmiana pa-
rametrow modelu takich jak warunek brzegowy ¢,(0,f) = H nie jest jedynym sposobem obnizenia
czestosci oscylacji modu. Rowniez nieliniowo$ci mogg obnizy¢ czestos¢ drgan, tak jak ma to miej-
sce w przypadku oscylatora anharmonicznego. Mod oscylacyjny, ktéry w przyblizeniu liniowym ma
czesto$¢ nieco wiekszg niz m/2, moze zostaé wzbudzony na tyle silnie, ze jego czestosé obnizy sie
ponizej m/2. Wowczas rowniez druga harmoniczna schodzi ponizej progu masy i nie moze si¢ pro-

~1/4 Prowadzi on jednak do obnizenia

pagowac. Zanik takiego modu poczatkowo jest wolny A(t) ~ ¢
amplitudy, a co za tym idzie do wzrostu czestosci. W pewnym momencie czestos¢ przekracza war-
tos¢ m/2, a druga harmoniczna wynurza si¢ ponad prég masy i zaczyna si¢ propagowaé. Szybkosé
relaksacji wzrasta Rys. la). Daleko od solitonu takie przejScie moze zostaé zaobserwowane jako
nagty rozbtysk promieniowania Rys. 1c).

Nalezy zaznaczy¢, ze opisany przez nas mechanizm jest generyczny i nie ogranicza si¢ jedynie
do tego prostego modelu. Obserwowalismy podobne zachowanie w przypadku modu oscylacyjnego
skyrmionu (praca w arXiv [X2]) i w przypadku pola zewngtrznego [X3]. Pracujemy obecnie réwniez
nad pewnym uproszczonym modelem — wahadtem sprz¢zonym z polem Kleina-Gordona, gdzie duzo
tatwiej mozna kontrolowaé¢ dane poczgtkowe i sprzezenie pomiedzy modami, a takze obserwowaé

wiele przejs¢ w trakcie jednej ewolucji.

Mody rezonansowe na przyktadzie skyrmionow

Uogodlniony model Skyrmego mozna zapisaé jako
L=Lo+ Lo+ Lo+ L ©)

gdzie indeksy oznaczajg potege pochodnych pola U € SU(2), przy czym Ls, = Lo + L4 jest orygi-
nalnym modelem Skyrmego. Ly = —2oU(U) jest potencjatem.
W pracy [H7] badalismy radialne wzbudzenia modelu BPS Lgps = L+ Lo. W tym podmodelu

klasyczne energie wigzan skyrmionow o duzej liczbie barionowej sg réwne zeru. Oryginalny model
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Rysunek 1: (@) Ewolucja modu oscylacyjnego (¢) promieniowanie zmierzone w duzej odlegtosci oraz widmo
mocy (b) i (d). Wida¢ wyraznie moment przejscia, gdy druga harmoniczna nagle zaczyna si¢ propagowac.
Kolor fioletowy na (b) i (d) oznacza widmo przed przejsciem, kolor zielony po. wp - czgstos¢ wyznaczona z
linearyzacji.

Skyrmego miat problem odwrotny, gdyz energie wiazan byty zbyt duze. Model BPS ma jeszcze jedng
bardzo wazng wtasnosé. W przypadku pola o symetrii symetrii sferycznej
U =477, ©6)

gdzie 7i jest wersorem radialnym, a 7; macierzami Pauliego, rownanie opisujace profil skyrmionu

&(r) mozna sprowadzi¢ do réwnania pierwszego rzedu. Réwnania pola zapisane w nowej zmiennej

polowej y
(e 5 sin2e (7)
==& =si
X 7 7 sin
maja niezwykle prosta postac.
2r?
"= +— VU, 8
X B ®)

gdzie B i [ - pewne state. Ponadto dla szerokiej klasy potencjatéw mozna znale7¢ statyczne rozwia-
zania w postaci analitycznej (B i [ pewne state). Taka klasa, badana przez nas w omawianej pracy,
byty potencjaty typu

U = x*. ©)

Dla 0 < a < 1 rozwigzaniem statycznym jest kompakton. Dosy¢ zaskakujacym przypadkiem jest

przypadek gdy a = 1. Pelne réwnania ruchu sa liniowe w zmiennej y. W szczegélnosci rownanie
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opisujgce profil skyrmionu, jest liniowe a jego rozwigzanie przyjmuje bardzo prostg postaé

23

xs(r) = ge* (10)

Dla r — oo zlinearyzowany potencjat generowany przez skyrmion (formalnie potencjat nie zalezy
od ys(r) a posiada jedynie czton zwigzany z zatozong symetrig) réwniez dgzy do nieskoriczonosci.
Model posiada nieskoriczenie wiele stanéw zwigzanych. Jednak, ze wzgledu na liniowy charakter
modelu, mody te ani nie promieniujg ani nie oddziatujg ze sobg w zaden sposob.

Dla a > 1 statyczne rozwigzania daza do zera potegowo yg ~ r—o/(@=D,

Zlinearyzowany potencjat (zalezny juz od ys) w nieskonczonosci zanika. Dla warto$ci parametru
a bliskich 1 potencjat poczatkowo wyglada bardzo podobnie jak w przypadku a = 1, ale w pewnej
odlegtosci osigga maksimum (prog), po ktérym spada monotonicznie do zera. Stany zwigzane z
przypadku a =1 stajg si¢ modami rezonansowymi, przy czym, te stany, ktorych czestosci znajduja
si¢ ponizej progu sg bardzo waskie. Mody znajdujace sie powyzej progu zanikajg bardzo szybko.

Mody rezonansowe mogg by¢ istotne zaréwno z punktu widzenia kwantyzacji jak i (w przybli-
zeniu klasycznym) tzw. rezonansow Ropera, ktorego rozpad prowadzi do emisji pionu [8]. Pewna
niezwykta cecha rezonansu w modelu bez potencjatu (dla m = 0) byta badana w [9]. W trakcie ewo-
lucji, po pewnym czasie, gdy rezonans zanikt eksponencjalnie do bardzo matej amplitudy schemat
zaniku zmieniat si¢ dramatycznie. Zamiast eksponencjalnie zanikajgcych drgan zaobserwowano
ogon zanikajgcy potegowo. Byt to efekt nieliniowy.

W pracy badaliSmy rowniez dynamike, rozwigzujac rownania petne ruchu dla warunkéw
poczatkowych odpowiadajacych Scisnietemu skyrmionowi a nastgpnie poréwnywalismy wyniki
(np. spektrum mocy) z analizg struktury spektralnej matych drgarn. Najwiekszym wyzwaniem byto
jednak znalezienie modéw kwazinormalnych, rozwiazujagc numerycznie zlinearyzowane rownania.
Opracowalismy w tym celu wtasng metode wzorowang na tzw. foliacjach hiperbolicznych. Nasza
metoda byta bardziej dostosowana do potencjatu, dzieki czemu btedy obliczeniowe byty mniejsze.

W przypadku duzych zaburzen czgstos¢ drgan ulegata zmianie. Dla a > 1 czesto§¢ malata wraz

z amplituda zaburzenia, w przypadku kompaktonéw (a < 1) czgstos$¢ rosta wraz z amplituda.

Relaksacja kompaktonow

Jednym z aspektow pracy [H7] byta analiza zatozenia twardej powierzchni (hard wall limit) dla
kompaktonéw. Kompaktony sa to solitony, ktére maja scisle zwarty nosnik (ys ~ (R — r)%/ (-a)
dla r — R7). Poza granicg kompaktonu r > R pole osigga Scisle warto$¢ prézniowg ys = O.
Mate drgania wokot prézini sa opisywane przez rownania nieliniowe i zazwyczaj przy rozwaza-
niach sg pomijane. Zaktada sig, ze istniejg jedynie mody, ktére gtadko znikaja na powierzchni.
Takie ograniczenie wprowadza dyskretyzacje spektrum matych drgan. Jednak fizycznie, powierzch-
nia kompaktonu nie jest sztywna powtoka. Réwnania ruchu nie zakazujg jej przemieszczania sig.
Faktem jest natomiast, ze zlinearyzowane réwnania przestajg mie¢ sens w poblizu powierzchni.

Dla dowolnie matej amplitudy zaburzenia istnieje waska powtoka, wewnatrz ktorej zaburzenie jest
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wigksze niz rozwigzanie, wokot ktérego sie zaburza. Wyjatek stanowig zaburzenia odpowiednio
szybko znikajace przy powierzchni. W przypadku dowolnego zaburzenia zatozenie to nie jest praw-
dziwe. Nasze symulacje numeryczne potwierdzity, ze z powierzchni kompaktonu odrywaja si¢ fale,
ktore nastepnie propaguja si¢. Opisywane one sg rownaniami nieliniowymi. Wewnatrz kompak-
tonu pozostaja drgania z dyskretnego spektrum wyznaczonego przez warunek twardego brzegowe.
‘W przypadku kompaktonu zatem jego powierzchnia dziata jak filtr pozostawiajacy wewnatrz jedynie
drgania o okreslonej czgstosci. Widmo mocy rozwigzan petnego nieliniowego réwnania czgstko-
wego dla warunkéw poczatkowych odpowiadajgcych Scisnigtemu kompaktonowi pokazato, ze w

wewnatrz kompaktonu faktycznie dominuja czestosci otrzymane z przyblizenia twardego brzegu.

Mod Derricka

Defekty topologiczne zawdzigczaja swojg stabilnosé zaréwno tadunkowi topologicznemu jak i
réwnowadze pomiedzy czescig kinetyczng i potencjalng energii. Gdy soliton ulega jednorodnemu
Scisnigciu lub rozciggnigciu x — Ax jego energia wzrasta. Szczegétowo o tym mowi twierdze-
nie Derricka [10]. Czegsto korzysta sie z uproszczenia polegajacego na zatozeniu, ze pod wptywem
zaburzenia soliton reaguje sztywno kurczac si¢ i rozciggajgc jednorodnie. Wprowadzajac zmienng
kolektywnag, g(f) opisujaca stopieri tego $cisniecia x — x/(1+¢(t)) oraz catkujac gestosé lagrangianu
mozna otrzymac pewien efektywny lagrangian dla zmiennej g(¢). Ograniczajac si¢ do wyrazéw kwa-
dratowych w g mozna otrzymac lagranzjan oscylatora harmonicznego oscylujgcego z pewng cha-
rakterystyczng czgstoscia w zalezng jedynie od pewnych globalnych wtasciwosci solitonu. Majgc

dany profil solitonu ¢(x) mozna tatwo otrzymaé profil modu Derricka

X

d
np(x) = _d_q¢ (1+ 7

)‘ = x¢’(x). an
q=0
Tego typu drgania w literaturze czesto uznaje si¢ za drgania wtasne.

Z oczywistych wzgledow jest to jedynie przyblizenie, ktore bardzo czgsto nie musi by¢ dobrze
uzasadnione. Wiadomo, ze drgania wtasne sa zwigzane raczej z modami oscylacyjnymi, ktérych
soliton nie musi posiada¢, moze posiadac jeden lub wiele, nawet nieskonczenie wiele. Czasami
taki mod mozna dos¢ tatwo utozsamic¢ z tzw. modem ksztattu shape mode, ktory zmienia ksztatt
solitonu w taki sposob, ze wydaje si¢ jakby soliton byt Sciskany. Przyktadem takiego modu moze
by¢ znany mod oscylacyjny kinku w ¢* oscylujacy z czestosciag w = V3, ktérego profil dany jest
jako mo(x) = tgh(x)/ cosh(x). Mod Derricka za$ oscyluje z czestoscia wp = /12/(x% - 6) ~ V3.101 i

ma profil 7(x) = x/ cosh(x). Dodatkowo mozna pokazaé, ze te mody przekrywajg sic w 98%. Widac
zatem, ze jako przyblizenie taka prosta analiza czasami moze miec sens.

Jako kontrprzyktad moze postuzy¢ inny niezwykle czgsto badany model — model sinus-Gordona.
Soliton nie ma zadnego modu oscylacyjnego, jednak mod Derricka istnieje i jego czgstos¢ wynosi
wp = 2V3/n ~ 11027 i jest 10% powyzej progu masy w tym modelu. W pracy badaliSmy row-

niez model double sinus-Gordona, ktory jest blisko spokrewniowny z modelem sG, ale zawiera

T. Romariczukiewicz — 9 —



Wplyw matych zaburzen ... 15 grudnia 2017

pewien dodatkowy czton, tamigcy catkowalnosé. Dla pewnych parametréw modelu, mod oscyla-
cyjny istnieje i1 moze by¢ powigzany z modem Derricka. Dla innych parametrow nie ma modow
oscylacyjnych. Probowalismy réwniez powigzaé¢ mod Derricka z modem rezonansowym, ktory udato
nam sie znalez¢ dla niektorych parametréw modelu. Jednak réznice czestosci byty zbyt duze.
Mody Derricka czesto rozwaza si¢ w kontekscie skyrmionéw. Obiekty te zachowujg sie dosé
sztywno, a rownania moga stwarza¢ pewne problemy obliczeniowe. Ponadto drgania takie sg zwia-
zane z drganiami w modelu kroplowym nukleonu traktujacym materie jadrowsa jako Scisliwg ciecz
(giant monopole vibrations). W zaleznosci od parametru a modelu (9) mozna byto bada¢ modele
posiadajgce rozwigzania kompaktonowe lub zwykte skyrmiony. W przypadku kompaktonéw mod
Derricka bardzo dobrze pasowat do najnizszego modu oscylacyjnego. Zwykte skyrmiony, dla nie-
ktérych wartosci parametru a, posiadaty réwniez mod oscylacyjny, ktérego czgstos¢ byta zblizona
do czegstosci modu Derricka. Gdy parametr a byt zwiekszany, mod oscylacyjny zamieniat si¢ w
mod rezonansowy. Czg$¢ rzeczywista tego modu byta rowniez zblizona do czgsto$ci modu Derricka.
Jednak prosta analiza oparta jedynie na zmiennej kolektywnej zwigzanej ze Sciskaniem solitonu nie

dawata zadnych informacji o czasie zycia modu rezonansowego.

4.3.3. Cisnienie promieniowania

Najczgsciej badanymi zagadnieniami dotyczacymi ewolucji solitonéw sg procesy relaksacji, zde-
rzenia solitonow lub problem rozpraszania fal na solitonie. W teorii rozpraszania najczegsciej roz-
waza si¢ jedynie przyblizenie liniowe zaktadajac, ze soliton jest na tyle ciezkim obiektem, ze mozna
go potraktowaé jako obiekt stacjonarny. Bardzo ciekawe, niekiedy wrecz sprzeczne z intuicjg, oka-

zaty sie wyniki badan dotyczace ruchu solitonu pod wptywem fali.

Modele z wieloma polami

W moje pierwszej publikacji [D1] oraz w [D2, D4] pokazalismy, ze jesli kink w modelu ¢*
wystawiony jest na dziatanie promieniowania to zaczyna przyspieszac. Zaskoczeniem byt jednak
zwrot tego przyspieszenia. Soliton odczuwat ujemne cisnienie promieniowania (UCP) i zaczynat
poruszac si¢ w strone zZrodta promieniowania zamiast, jak podpowiadataby intuicja, by¢é popycha-
nym przez falg. Kluczem do zrozumienia tego efektu byta bezodbiciowos¢ potencjatu generowanego
przez kink oraz transfer energi do wyzszych i szybszych modow na skutek nieliniowosci. Mecha-
nizm UCP w przypadku modelu ¢* byt pierwszym jaki udato nam sie znalezé. Nie jest to jednak
ani najprostszy ani najpowszechniejszy mechanizm. Soliton musi by¢ prawie catkowicie przezroczy-
sty dla promieniowania w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen. Jest to niezwykle rzadka cecha.
Przyktadowo, potencjat Poschl-Tellera V(x) = Vysech®x jest bezodbiciowy jedynie dla dyskretnych
gtebokosci Vy = —n(n + 1),n € N. Sama bezodbiciowos¢ w pierwszym rzedzie rachunku zaburzen tez
nie gwarantuje, ze w modelu wystepuje UCP. Przyktadowo soliton w modelu sinus-Gordona jest
przezroczysty, ale poniewaz jest doktadnie przezroczysty w kazdym rzedzie rachunku zaburzen, fala

nie moze przekazaé solitonowi zadnego pedu. Ponadto, ze wzgledu na swdj nieliniowy charakter
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Rysunek 2: Schemat rozpraszania dla modelu dwukomponentowego w przypadku UCP. Fala padajaca za-
znaczona jest na pomarariczowo. Nadmiar pedu przy duzym wspdtezynniku |Ti2| moze powodowaé UCP
wywierane na soliton.

UCP w modelu ¢* nie mozna stosowaé zwyktej superpozycji. Dodanie drugiej fali, o innej czestosci,
moze doprowadzi¢ do sttumienia, a nie wzmocnienia efektu.

Ogdlnie, podstawag ujemnego ci$nienia promieniowania jest przekazanie energii do szybszych,
tzn. niosacych wiecej pedu, kanatéw rozproszeniowych. W przypadku ¢* byty to fale o wiekszej
czestosci, a energia byta przekazywana na skutek nieliniowosci. Jednak w przypadku chocby dwu-

komponentowego pola opisanego przyktadowo lagranzjanem typu

1 1
L= 2 P10 @1 + 53;1(/)23“(/”2 - U(¢1,92) 12)

mozliwosci jest wiecej. Juz w rzedzie lintowym, fala padajaca na soliton moze zamienié si¢ na
inng fale o tej samej czgstosci, ale o innym wektorze falowym. Proces ten mozna scharakteryzowac
podajac wspétczynniki przejscia i transmisji do réznych kanatéw (A;, k1) = {(Rin,Tin kn)}-
Gestos¢ pedu niesiona przez fale w danym sektorze jest rowna £ = —¢¢;, co po usrednieniu po
czasie daje strumien pedu przeptywajacy przez powierzchnie (P;) ~ %k2A2, gdzie A jest amplitudg

fali, a k jej wektorem falowym. Sita jaka jest wywierana na soliton wynosi

1
F=A D (O + R, =T ) K 13)
n

Z powyzszego wzoru widaé, ze jesli wspotczynniki odbicia sg niewielkie, a wspotczynnik transmisji
do komponentu, o wigkszym wektorze falowym bedzie dostatecznie duzy, to mozliwe jest ujemne
ci$nienie promieniowania (Rys. 2). W przypadku pdl masywnych opisywanych réwnaniem Kleina-
Gordona (k, = yJw? — m?2) warunek ten sprowadza sie do rozpraszania z pola o wiekszej masie do
pola o mniejszej.

Jako pierwszy przyktad tego opublikowaliSmy wyniki dotyczace dwukomponentowego uprosz-

czonego modelu bedacego sprzezeniem modelu ¢* z polem Kleina-Gordona [HI]:

1 1
U(gr,d2) = 5(9] = 1) + Sm’e; + k(@ = Dpa, (14)

gdzie k < 1 jest statg sprzezenia, a m masg pola Kleina-Gordona ¢g, ktéra moze by¢ dowolnie mo-

dyfikowana. Masa pola opisujacego model ¢ jest réwna 2. Z prostych rozwazari mozna stwierdzig,
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7e fala poruszajaca si¢ poczatkowo w drugim komponencie, po rozproszeniu na solitonie bedzie
wywiera¢ dodatnie ciSnienie promieniowania gdy m < 2. Dla m > 2 sprawa nie jest oczywista i
dopiero iloSciowe poréwnanie wspotczynnikoéw rozpraszania daje odpowiedZ. W powyzszym przy-
padku rachunek zaburzen juz w pierwszym rzedzie pokazuje, ze gdy m > 2 to fala ¢ wywotuje
ujemne cisnienie promieniowania. Niestety w pierwszym rzedzie rachunku pojawia si¢ osobliwo$¢
gdy m — 2.

Przyspieszenie znalezione z rozwigzan pet-

nego nieliniowego uktadu rownan ruchu

) ' _r%u.mer'lca‘l_ dflta —_—
(Rys. 3) pokazuje dobrg zgodnos¢ z przyblizeniem 150 analiical prediction - - - -
linilowy poza obszarem gdy m =~ 2. Zmierzone IMM//\\
. . - bliz _9 T
przyspieszenie zmienia zwrot w poblizu m = 2, = \
. S 0 c————————
co oznacza, ze nawet bardzo uproszczona ana- £ \.( /
§-05 g
liza daje poprawne jakoSciowe przewidywania. ® \ /
-1 !
. , v
Mechanizm ten mozna stosunkowo tatwo sl ;
uogdlni¢ na inne modele majace bardziej bez- 2

posrednie zastosowanie w fizyce. Przedstawili-
smy wstepne wyniki numerycznych symulacji Rysunek 3: Zaleznosé przyspieszenia kinku w zalez-
dla worteksow w modelu Goldstone’a i abe- nosci od parametru m dla fali ¢g o czestosci w = 3.5.
lowym modelu Higgsa. Worteksy odczuwaty

ujemne cisSnienie promieniowania, gdy padajaca

fala miata wigkszg mase niz pola, do ktérych byta rozpraszana.

W pracy [H6] pokazano kilka fizycznych przyktadéw, gdzie powyzej opisany mechanizm moze
mie¢ miejsce.

W osrodku, w ktorym wystepuje dwéjtomnosé, fale elektromagnetyczne propaguja sie¢ z roznymi
predkosciami, zaleznymi od polaryzacji. Gdy fala o jednej polaryzacji E; = Eyo cos(wt + kyz) pada
na cienka warstwe, w ktorej os jest obrécona o kat 6 wzgledem reszty osrodka, jej polaryzacja efek-
tywnie ulega obréceniu. Po przejsciu, ma juz dwie sktadowe. Cisnienie promieniowania wywierane

przez zmiane polaryzacji mozna zapisa¢ bardzo prostym wzorem:
ny — ny
Pz = €0 |Exol [PO + Pj cos (—a)L)] 15)
c

gdzie €g przenikalnos¢ dielektryczna prézni, P; polaryzacje osrodkéw bedace funkcjami wspétczyn-
nikéw zatamania n; i kata 6. Okazuje sie, ze UCP powinno dac si¢ zaobserwowacé przyktadowo
w ciektym krysztale SCB, nawet dla Swiatta widzialnego. Mozna tak dobra¢ parametry, ze dla
warstewki o grubosci L = 0.1mm UCP moze mie¢ do$¢ sporg wartosé, stanowiacg kilka procent
cisnienia, jakie wywotywatoby promieniowanie padajace na doskonate lustro.

Ujemne ci$nienie promieniowania moze by¢ tez wywierane w przypadku wielokanatowego roz-
praszania na w uktadach dwuwymiarowych. Korzystajac z prawa zachowania pedu P, = —VT,

gdzie P jest gestoscig pedu, mozna otrzymac site jaka promieniowanie wywiera na rozpraszajacy
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potencjat
Ve

F=- lim Te, Rd?, (16)

R—co -
gdzie T tensorem energii-pedu, a kreska oznacza usrednianie po czasie, r,? oznaczajg wspotrzedne
biegunowe. W przypadku n-kanatowego rozpraszania, dla kazdej fali parcjalnej ¢ mozna znalezé
n X n wymiarowg unitarng macierz rozpraszania Sy. Wéwczas site mozna wyrazi¢ poprzez bardzo
proste wyrazenie:
F=F,+iF,=-4) {A'S] KS;A-ATKA}, (17)
¢

gdzie A = (Aq,...,A,)T amplitudy fali padajacej oraz K = diag(ky,...,k,) - macierz wektoréw
falowych. Taka sita (dodatnie cisnienie promieniowania) dziata, przyktadowo, na solenoid w efekcie

Aharonova-Bohma. W tym przypadku mozna znalezé doktadng analityczng postaé sity (2 = 1):
Fap = Fy +iFy, = —4|A*k(e727® — 1), (18)

gdzie @ jest strumieniem pola magnetycznego wewnatrz solenoidu. Warto tez zwroci¢ uwage, ze
oprocz sity popychajacej do przodu (dodatnie cisnienie promieniowania) wystgpuje rowniez sita
popychajgca solenoid w kierunku poprzecznym. Jest ona skutkiem ztamania symetrii odbiciowej
poprzez wyroznienie kierunku, w ktéorym ptynie prad w solenoidzie.

W duzym uproszczeniu, rozpraszanie na strunach kosmicznych mozna opisaé jako dwukanatowe

rozpraszanie Aharonova-Bohma z dodatkowym cztonem sprzggajacym z polem cechowania
.02 2 2
(V+1A7) p—Kp=0, 19

gdzie o9 jest macierza Pauliego. Sprzezenie to odpowiedzialne jest za przemiany pomiedzy barionami
i leptonami. Przypuszcza si¢, ze proces ten miat szczegélne znaczenie w fazie zdominowanej przez
tarcie pod koniec ery Wielkiej Unifikacji. Na skutek réznicy mas pomigdzy leptonami i hadronami,
mozna si¢ spodziewac, ze wystepowato ujemne ci$nienie promieniowania przyspieszajgce struny,
zmniejszajac efektywnie odczuwane przez nie tarcie.

Ostatnim przyktadem omawianym w pracy jest rozpraszanie neutronow na worteksie w dwuwy-
miarowym modelu XY. Na skutek sprzezenia pomigdzy spinem i polem magnetycznym, efektywna
masa neutronu ulega rozszczepieniu na dwie wartosci. W wyniku rozpraszania na worteksie, ulega

obrotowli spin neutronu, co moze prowadzi¢ efektywnie do pojawienia si¢ UCP.

Asymetryczne Scianki domenowe i zanik prozni pod wptywem promieniowania.

Ciekawa konsekwencja ujemnego (i dodatniego) cisnienia promieniowania jest ewolucja defek-
téw w modelach z asymetrycznymi prézniami [H9]. Jak wspomnielismy wczesniej, tego typu modele
cieszg si¢ obecnie dos¢ sporym zainteresowaniem [1-6]. Model sinus-Gordona ma nieskoriczenie

wiele nierozréznialnych prézni z grupa symetrii Z. Model ¢* posiada dwie identyczne préznie (sy-
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Rysunek 4: Schemat rozpraszania w modelu #%. Po lewej stronie dodatnie cisnienie promieniowania, po
prawej ujemne. Fala padajaca oznaczona jest kolorem pomarariczowym.

metria Zy). W przypadku, gdy potencjat jest wielomianem typu U ~ [](¢ — ¢;)* préinie ¢; nie
muszg mie¢ takich samych wtasnosci. W szczegolnosci wszystkie nie moga mie¢ identycznych mas.

Najprostszy taki model (¢°) opisany jest potencjatem

1
U(g) = 5¢*(¢" = 1)". (20)

Model ten posiada trzy proznie: dwie ¢ = £1, wokdét ktorych mate drgania majg mase réwng my = 2
oraz ¢ = 0, wokdt ktorej mate drgania majg mase réwna mo = 1. Statyczne kinki interpolujace
pomiedzy sgsiednimi prézniami sg stabilne. Ich profile nie sg jednak symetryczne.

W Swietle poprzednich naszych rozwazan mozna spodziewac sig, ze fale padajgce na defekt od
strony, gdzie mate drgania maja wieksza mase beda wywiera¢ ujemne ci$nienie promieniowania
(Rys. 4). Fala nadbiegajgca od strony prozni, wokét ktorej drgania maja mniejszg mase, bedzie
powodowaé dodatnie cisnienie promieniowania. Efekt ten zostat potwierdzony obliczeniami anali-
tycznymi, ktore bardzo dobrze zgadzajg sie z symulacjami numerycznymi. W efekcie kazda fala, o
dowolnej czestosci powoduje, ze kink zaczyna przyspiesza¢ w strong prozni ¢ = £1. Co wigcej, wynik
ten pochodzi ze zlinearyzowanej teorii, wiec efekty pochodzace od fal o réznych czestosciach bedg
sig sumowaé. Mozna zatem uogolnié: kazde mate zaburzenie bedzie popychac soliton w kierunku
prozni o wigkszej masie.

W konkluzjach mozna posunaé si¢ nawet dalej. W uktadzie statycznych defektow, kazde za-
burzenie bedzie powodowato, ze domeny zawierajgce prozni¢ o mniejszej masie bedg sie rozrastac.
Spowoduje to czestsze kolizje pomigdzy kinkami. Zderzenia kinkow prowadza czesto do anihila-
cji i powstania duzej ilosci promieniowania, ktore bedzie przyspiesza¢ i doprowadzaé¢ do jeszcze
czestszych zderzen. Jest to przyktad reakcji taricuchowej. Efekt ten zostat potwierdzony symula-
cjami numerycznymi. Gdy uktad kinkéw byt pozostawiony bez zaburzenia oddziatywania statyczne
pomigdzy nimi byty na tyle stabe, ze w trakcie dtugiej ewolucji nie zaobserwowano zadnego istot-
nego ruchu Rys. 5 (a). Gdy jednak doprowadziliSmy do zderzenia dwoéch kinkéw, promieniowanie

powstate w jego wyniku, doprowadzito do kolejnych zderzer. Cata struktura bardzo szybko sig¢
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Rysunek 5: Przyktadowa ewolucja statycznych kinkéw w modelu ¢%: (a) bez zaburzenia, (b) reakcja taricu-
chowa zderzen, (c) zanikanie prézni ¢ = +1 pod wptywem losowych fluktuacji. Przyktady ewolucji kolistych

domen w 2+1d: bez zaburzenia: (d)—(e), z losowymi fluktuacjami: (f)—(g).

rozpadta i pozostata préznia ¢ = 0 wypetniona promieniowaniem i oscylonami, bedacymi po-
zostatoSciami par kink-antykink Rys. 5 (b). Taki sam efekt przyniosto dodanie zlokalizowanego
zaburzenia gaussowskiego lub wypetnienie przestrzeni losowymi fluktuacjami Rys. 5 (c).

W wyzszych wymiarach poszczegélne domeny oddzielone sg Sciankami domenowymi. Za-
mkniete Scianki domenowe nie sg stabilne. Na skutek napiecia powierzchniowego koliste lub kuliste
Scianki domenowe zapadajg si¢. Sita Sciskajaca takie domeny, w przeliczeniu na jednostke dtugosci
(lub powierzchni) Scianki, jest odwrotnie proporcjonalna do promienia F ~ 1/R [11]. W symulacjach
sprawdzili§my, ze faktycznie wszystkie koliste $cianki si¢ zapadaja, w przypadku, gdy w uktadzie
nie ma dodatkowego zaburzenia, Rys. 5(d—e). Mechanizm opisany powyzej dziata rowniez w przy-
padku wielowymiarowych S$cianek domenowych. Cisnienie promieniowania losowych fluktuacji
powoduje, ze Scianki zawierajace proznie ¢ = =1 zapadajg si¢ szybciej. Mate domeny zamykajgce
proznie ¢ = 0 zapadaja si¢ wolniej. Duze domeny, o rozmiarach powyzej pewnej krytycznej wartosci
Rerir ~ 1/{A?%), beda rosnaé, Rys. 5(fF—g). Jest to zatem bardzo efektywny mechanizm powodujacy
zanik domen, w ktérych mate zaburzenia maja wigkszg mase (¢ = £1). W wyniku ewolucji na sku-

tek matych fluktuacji, préznia posiadajaca drgania o najmniejszej masie (¢ = 0) jest preferowana.
Jest to, swego rodzaju, ztamanie symetrii modelu. Powyzszy mechanizm, odpowiednio wogélniony,
moze daé¢ odpowiedZ na pytanie, dlaczego we WszechS§wiecie nie obserwuje si¢ ani Scianek do-

menowych ani pozostatosci po takich Sciankach, pomimo, iz sadzi sie, ze powinny tworzy¢ sie¢ w
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duzych ilosciach na skutek mechanizmu Kibbla-Zurka [12].

Oscylony

W naszych pracach wielokrotnie przewijat si¢ watek oscylonow. Kilka podstawowych wta-
snosci tych obiektow zostato opisanych w pracy [H2]. Jednym z oryginalnych wynikéw byto za-
obserwowanie ujemnego cisnienia promieniowania réwniez w przypadku tych nietopologicznych
obiektow. Oscylony sg skomplikowanymi obiektami, ktorych profil oscyluje w czasie. W zalezno-
$ci przyspieszenia od czestosci padajacej fali, pojawiato sie wiele pikow rezonansowych. Sugeruje
to, ze oddziatywanie oscylonu z promieniowaniem jest bardzo nietrywialne. Ze wzgledu na duzg
ztozonos$¢ problemu, nie udato si¢ nam opracowaé zadowalajgcego opisu tego zjawiska. Pewnym
krokiem w kierunku zrozumienia ciSnienia promieniowania w przypadku obiektéw zaleznych od
czasu jest praca [X1].

Inny ciekawy wynik opublikowany w [H2] dotyczyt zderzern pomiedzy kinkiem i oscylonem.
W pewnym sensie mozna na ten proces patrze¢ jako na co$§ posredniego pomiedzy zderzeniami
defektow a rozpraszaniem fali na solitonie. Oscylon jest silnie nieliniowym obiektem i jest dos$¢
dobrze zlokalizowany, z wyjatkiem promieniujgcych ogonéw. Moze posiadaé¢ dosS¢ spora energie
porownywalng z masg samego kinku. Z drugiej jednak strony nie jest catkowicie stabilny, nie
spetnia rownari Bogomolnego oraz nie posiada tadunku topologicznego. Podczas zderzen moze
przekazac czes¢ energii wtasnych oscylacji kinkowi, powodujac, ze kink po zderzeniu bedzie poruszat

si¢ szybciej.

4.3.4. Efekty silnie nieliniowe pod wpltywem promieniowania

Pokazalismy, ze fale padajgc na soliton wywieraja pewng site, ktdra przyspiesza soliton jako
catos¢. Nie jest to jednak jedyny efekt jaki fala moze wywiera¢ na soliton. W [X1] pokazalismy,
ze fala padajaca moze by¢ absorbowana przez soliton wektorowy w jednym sektorze. W drugim
za$ interakcja prowadzi do emisji wymuszonej. W efekcie struktura solitonu ulega zmianie. Inny,
podobny przyktad zostat opisanym w [D3], jako czes¢ mojej pracy doktorskiej. Kink w modelu ¢4,
a raczej mod oscylacyjny kinku, absorbowat energi¢ z fali na skutek rezonansu parametrycznego.

Amplituda modu mogta wzrosnaé na tyle, ze dochodzito do kreacji pary kink-antykink.

Kreacja poprzez oscylon

Sytuacja nieco sie¢ komplikuje, gdy fale biegnace z naprzeciwka zderzaja si¢ w prozni, w
miejscu gdzie nie ma zadnego defektu. Nie ma wéwczas modu oscylacyjnego, ktéry mogtby powoli
gromadzi¢ energi¢ i doprowadzi¢ do kreacji nowych defektéw. Jednak w Srodku masy tworzy sie
obszar o zwigkszonej gestosci energii. Takie lokalne zwigkszenie gestosci energii moze prowadzic
do powstania oscylonu [H3]. Oscylony sa obiektami stabilizowanymi przez nieliniowosci, ktére
posiadajg bardzo dtugi, praktycznie nieskoriczony czas zycia. Bardzo powoli rozptywaja si¢ i im maja

mniejsza amplitude tym sa bardziej zdelokalizowane. W trakcie ewolucji wypromieniowuja energie,
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a podstawowa czesto$é ich drgari rosnie oraz w przypadku jednowymiarowego modelu ¢?, zbliza sie
od dotu do progu masy. W pewnym sensie oscylony sa bardzo zblizone do oddychaczy (breathers)
znanych z modelu sinus-Gordona, z ta jednak roznica, ze promieniujag i powoli zanikajg. Taki
oscylon utworzony w Srodku masy zderzajacych sie fal moze stanowic zalgzek, ktéry w podobny
sposéb jak mod oscylacyjny kinku gromadzi energi¢ i moze doprowadzi¢ do kreacji pary kink-
antykink. Tak jak w przypadku opisanym w [D3], tak i w tym, proces kreacji jest chaotyczny. Istotng
roznicg jest natomiast nieliniowy charakter oscylonu. Aby opisa¢ najwazniejsze cechy dynamiki

mozna przyjaé, ze pole mozna zapisaé jako

A1)
cosh(x/xq)

+ &(x,1) 21

gdzie A - amplituda oscylonu, xgo jego szerokos$¢, & pole opisujace padajacag fale. Po catkowaniu po

zmiennej przestrzennej, efektywny lagranzjan przyjmuje nastepujacg postac

Leff =La+ Lg + Ling, (22)
gdzie
.2 1 2
Leps ~ A —(4+—2)A2—7TA3——A4 (23)
3x; 3

a czes¢ odpowiedzialng za oddziatywanie fali i oscylonu jest
Lint = a(DA(1) + BOA® + y()A + O(A%) + O(£%) 24)

gdzie a, B,y to pewne funkcje zwiagzane z padajaca falag zawierajaca cztony zalezne od czasu ~
cos wt.

Efektywne réwnanie zawiera czesto$¢ podstawowg Qo = /4 + 1/(3x(2)), ktora jest wieksza niz
prog masy m = 2, lecz na skutek nieliniowosci jest obnizona do warto$ci ponizej m. Daje to
pewne ograniczenie na minimalng amplitude wzbudzenia przy statym xg. Poprzez oddziatywanie z
padajacg falag amplituda oscylonu moze wzrosnac (rowniez na skutek rezonansu parametrycznego).
Po przekroczeniu pewnej krytycznej warto$ci nagromadzona energia moze zosta¢ uwolniona w
postaci pary kink-antykink. Ten uproszczony obraz dos¢ dobrze odtwarza wiele cech petnego procesu

teoriopolowego.

4.3.5. Rola matych drgan w zderzeniach solitonow

Fizycy lubig zderzac rézine rzeczy. Zderzajac czgstki, takie jak elektrony czy hadrony, mozna
bardzo duzo si¢ dowiedzie¢ o ich strukturze i wtasnosciach. Nie inaczej jest z solitonami. Istnieje,
co prawda, pewna klasa modeli, w ktorych zderzenia sg doskonale elastyczne. Predkosci po zderze-
niu sg doktadnie takie same jak przed, a trajektorie solitonow sg jedynie lekko przesunigte. Dzieje

si¢ tak w modelach catkowalnych opisywanych przez réwnania takie jak rownanie sinus-Gordona

T. Romariczukiewicz — 17 —



Wplyw matych zaburzen ... 15 grudnia 2017

czy réwnanie KdV. Oczywiscie w modelach niecatkowalnych zderzenia nie sg juz elastyczne. W
ich trakcie moze dochodzi¢ do emisji promieniowania unoszgcego energie. Solitony, z definicji, sg
obiektami stabilnymi i mato wrazliwymi na réznego rodzaje zaburzenia. Jednak wynikiem zderze-
nia moze by¢ zmiana struktury solitonéw lub catkowita ich anihilacja. Jednym z najciekawszych
wynikéw badari byto odkrycie struktury rezonansowej [13,14]. Okazato sie, ze w modelu ¢* kink
i antykink po pierwszym zderzeniu moga zawrdcié, zderzy¢ si¢ ponownie a nastgpnie oddali¢ do
nieskoriczonosci. Na diagramie zaleznosci predkosci koricowej od predkosci poczatkowej mozna
zaobserwowacl catg, praktycznie nieskoriczong, strukture tzw. okien dwudbiciowych. Kazde okno
ma swoj charakterystyczny czas powrotu bedacy catkowitg wielokrotnoscig pewnej statej wielko-
$ci. Takich powrotéw i zderzen moze by¢ znacznie wiecej. Kazde okno dwuodbiciowe otoczone
jest przez dwie struktury okien tréjodbiciowych, kazde okno tréjodbiciowe otoczone jest przez dwie
struktury okien czteroodbiciowych itd. Pojawia si¢ bardzo charakterystyczna struktura fraktalna.
Pomiedzy oknami i ponizej pewnej krytycznej predkosci v = 0.18 para kink-antykink wigze si¢ two-
rzac tzw. bion, blisko spokrewniony z oscylonem. Powyzej v = 0.26 defekty po zderzeniu oddalajg
si¢ swobodnie do nieskoriczonosci po pierwszym odbiciu.

Wyjasnienie tej sytuacji okazato si¢ stosunkowo proste. Defekty, podczas zderzen, przekazujg
energie do modow oscylacyjnych. Energia ta moze zosta¢ wypromieniowana lub w sprzyjajacych
warunkach oddana z powrotem do translacyjnych stopni swobody solitonéw. Dodatkowym fak-
tem, przemawiajgcym za tym wyjasnieniem byto to, ze charakterystyczny czas pomigdzy kolejnym
zderzeniami zawsze byt wielokrotnoscia okresu wtasnie modu oscylacyjnego.

Od momentu odkrycia struktura ta przyciggata uwage wielu badaczy, tworzono modele efek-
tywne opisujace zderzenia w oparciu o zmienne kolektywne, takie jak wzajemna odlegtos¢ so-
litonéw czy wzbudzenie modu oscylacyjnego. Badano tez rowniez inne modele takie jak double
sine-Gordon [15] czy sprzezone nieliniowe rownanie Schrodingera [16-18], ktére sg niecatkowal-
nymi wersjami znanych modeli catkowalnych. Struktura rezonansowa pojawiata sie praktycznie
zawsze, gdy solitony posiadaty mod oscylacyjny, czasami zanikata gdy modéw byto zbyt duzo.
Utarto si¢ jednak przekonanie, ze istnienie modu jest warunkiem koniecznym istnienia okien wie-

loodbiciowych.

Mody pomigdzy solitonami

W kontekscie powyzszych badarn, ogromnym zaskoczeniem byto, gdy zaobserwowaliSmy po-

dobna strukture fraktalna w niepozornym modelu ¢% opisywanym przez gestosé lagrangianu [HA]J:
1 1 2

L=50i—tr-50" (0" -1). (25)

Statyczne defekty, interpolujgce pomiedzy dwiema sposrdd trzech prézni {—1,0,1}, sg asymetryczne
1+tghx
d(x) ==+ \/ — (26)
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Rysunek 6: Dwa typy zderzeri (tych samych kinkéw) w modelu ¢%: (a) (1,0) + (0,1) oraz (b) (0,1) + (1,0).
Lewa kolumna pokazuje poczatkowe ustawienie kinkéw, prawa zaleznos¢ pola w $rodku masy ¢(0,t) w
zaleznosci od czasu i poczatkowej predkosci. W pierwszym przypadku (a) widoczna skomplikowana struktura
rezonansowa.

Defekty te wygodnie jest oznacza¢ wartosciami prézni poczatkowej i koricowej. Przyktadowo (—1,0)
oznacza kink taki, ze ¢(—o0) = —1 i ¢(c0) = 0. Zderzenie typu (1,0) + (0,1) moze zakoniczyé sie
anihilacja pary lub odbiciem. Te dwa scenariusze przeplatajg sie tworzac strukture fraktalng (Rys.
6 a).

Kolejnym ciekawym faktem byto to, ze zderzajgc defekty przy innym ustawieniu np. (0,1)+(1,0),
ktorego efektem koricowym moze byé anihilacja lub odbicie (0,-1) + (=1,0), struktury takiej nie
zaobserwowalismy (Rys. 6 b).

Analiza matych drgan wykazata, ze kinki nie

N posiadaja zadnych moddéw oscylacyjnych, zatem

L L 1 w $wietle poprzednich badan, struktury fraktal-
( nej nie powinno si¢ zaobserwowac¢ w zadnym

N I Q 1 przypadku. Kluczem do zrozumienia okazata sig¢
i C 1r asymetria defektow. Nie tylko same kinki, ale

réwniez zlinearyzowany potencjat, przez nie ge-

nerowany, byt asymetryczny. Przy jednym usta-

lens641 2 5 4 5 6 7 s o 10  Wieniupojawiata sie jama potencjatu, gdzie mo-

Log 10(e1* ¢ gty juz tworzyé sie mody oscylacyjne. Przy od-

. ) Lo wrotnym ustawieniu zamiast jamy pojawiata sie
Rysunek 7. Widmo mocy drgarni pola uwiezio- ] . ) ] o
. . . gorka potencjatu i mody nie mogty sie pojawic.
nego pomiegdzy solitonami (lewy panel), struk- . T
3 . . . Charakterystyczny czas pomigdzy odbiciami byt
tura spektralna drgan pomigdzy solitonami jako . . o
. . . . wielokrotnoscig okresu najnizszego modu przy
funkcja odlegtosci pomiedzy defektami (prawy ) )
N pewnej odlegtosci (Rys. 7).
anel).
P Przedstawiony przez nas mechanizm nie wy-
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maga istnienia modu oscylacyjnego, lecz jedynie pewnej asymetrii defektow i jest stosunkowo
ogdlny. W ostatnich latach wzrosto zainteresowanie modelami, w ktorych wystepuja niesyme-
tryczne kinki i w wielu pracach pojawity sie informacje o zaobserwowaniu struktury rezonansowe;j

powstatej na skutek opisanego przez nas mechanizmu.

Zderzenie z brzegiem

W pracy [H8] wprowadzona zostata modyfikacja modelu ¢*. Dziedzina zostata zawezona do
pétosi x € (—o0,0] oraz zostaty wprowadzone warunki brzegowe Nuemanna ¢,(0,7) = H.
Takie uktady z brzegiem majg spore za-

stosowanie w fizyce. Czasami mogg pojawicé

si¢ po redukcji wymiarowej, po uwzglednieniu

e odpowiednich symetrii, a czasami sg istotng

wtasnosciag modelu (np. uwzgledniajac pole
o5t ] magnetyczne). Dla H = 0 odtwarzany jest
' | model ¢* zawezony do rozwiagzan parzystych
. - ‘ ‘ ¢(—x) = ¢(x). Modyfikacja H # 0 wprowa-

dza zmiang struktury rozwigzan stacjonarnych.

Rysunek 8: Statyczne rozwigzania dla modelu z brze- Dla 0 < H < 1 dwa rozwigzania mozna ta-

giem dla H =1/2. two znalezé przesuwajac kink z modelu ¢?, tak
aby spetnione byty zadane warunki brzegowe
j—x tgh(x — XO)|x:0 = H. Rozwigzanie ozna-
czane ¢1 z Xo > 0 odpowiada lokalnemu minimum energii i jest rozwigzaniem stabilnym. Rozwig-
zanie z Xo < 0 (ozn. ¢9) jest niestabilne i przy niewielkich perturbacjach powraca do rozwigzania ¢;
lub trzeciego statycznego rozwigzania ¢s = — ctgh(x + X1), przy czym X; < 0 (Rys. 8). Rozwigzanie
to ma najnizsza energie.

Rozwigzania dla H < 0 mozna otrzymaé z symetrit H - —H i ¢ — —¢.

Gdy H — 1 prog energetyczny E[¢2] — E[¢1] dazy do zera i nawet niewielka perturbacja moze
doprowadzi¢ do przeskoku z ¢; do ¢3. Wigze sie to z emisjg kinku, co jest zgodne z zasadg
zachowania energii E[¢2] — E[¢s] > M (gdzie M = 4/3 jest masg solitonu) oraz zasadg zachowania
tadunku topologicznego (¢3(x) — 1 podczas gdy ¢1(x) — —1 dla duzych —x).

Rozwigzanie ¢3 nie posiada modow oscylacyjnych, natomiast ¢; posiada doktadnie jeden mod,
ktérego czestos¢ zmienia si¢ od 2 dla H = 0 do 0 dla H — 1. Profil mozna tatwo otrzymac biorgc
kombinacje liniowa rozwigzan rownania Schrodingera dla potencjatu Poschl-Tellera spetniajaca
warunek brzegowy n’(x = 0) = 0.

Nasze zainteresowanie tym modelem wigzato si¢ przede wszystkim ze zderzeniami solitonéw z
takim brzegiem. Dla H = 0 odtwarzana byta sytuacja znana z modelu ¢*. Ze wzgledu na symetrie
(H,¢9) — (—H,—¢) badane byty jedynie zderzenia antykinku z brzegiem opartym na prézni —1. Dla
H < 0 brzeg miat postaé ¢pp = —¢3. Ze wzgledu na prég energetyczny, przy niewielkich predkosciach
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nie dochodzito do petnego zderzenia i kink odbijat si¢ prawie catkowicie elastycznie od bariery
potencjatu. Gdy predkos¢ antykinku byta dostatecznie duza, soliton zderzat si¢ z brzegiem. W
wyniku takiego zderzenia antykink mogt zostaé pochtoniety przez brzeg zmieniajac strukture brzegu
K+®3 — O} ! lub mogt zostaé odbity K +®3 — Og+K g Predkosci, dla ktérych wystgpowaty rozne
scenariusze tworzyty strukture fraktalnag podobna do tej znanej z ¢*. Dla malejacych H struktura
ta, w sposob ciagty zawezata sie, czasami otwieraty sie i zamykaty nowe okna wielo-odbiciowe.
Ponadto cata struktura zawezata sie, az zanikata dla H = —1, co wiazato sie z zanikiem rozwigzania
typu ¢1 (Rys. 9).
W przypadku gdy H > 0 brzeg miat po-
sta¢ ¢; i posiadat mod oscylacyjny. Rowniez

final state 0(0,¢) [ 11 NN T

1 o5 o o5 1 w tym przypadku zaobserwowano ciagta zmiang

struktury okien wieloodbiciowych. Tym razem
jednak struktura konczyta sie dla coraz mniej-
szych predkosci. Dla H > 0.6 pojawiat si¢ drugi
mechanizm, ktéry mozna symbolicznie zapi-
sac jako K + ®; — K + oF — (KK) + @3, gdzie
(KK) moze oznaczaé pare antykink—kink lub (to-

initial velocity v;

pologicznie rownowazny) oscylon. Emisja kinku

0 0s © jest szczegdlnie tatwa przy H — 1, gdyz wtedy

zanika praktycznie bariera energetyczna. Tego

Rysunek 9: Koricowy stan ¢(0,T) po zderzeniu. typu scenariusz pojawia si¢ dla duzego H prak-

tycznie w catym zakresie predkosci poczatko-

wej zderzen. Co wigcej, czasami emitowany kink

moze zderzy¢ si¢ z odbitym antykinkiem, co prowadzi do powstania drugorzedowej struktury frak-
talne;j.

W pracy tej badalismy tez mozliwos¢ emisji kinku z brzegu poprzez wzbudzenie modu oscyla-
cyjnego. Dla H — 1 wzbudzenie nie musiato by¢ duze i dla przypadku danych poczgtkowych typu
#(x,0) = ¢1(x) + Anp(x),é:(x,0) = 0 bardzo dobrym przyblizeniem byta zaleznosé Ao, = 2V1 - H
pomiedzy krytyczng amplituda A., a polem H. np jest profilem modu oscylacyjnego brzegu.

Wielokomponentowe pole i zderzenia wielociatowe

Zderzenia kinkéw badalismy réwniez w modelu dwéch pol ¢, sprzezonych oddziatywaniem
typu
Uini($1,92) = —K 4765 @7)

Dla k¥ < 1 energia w tym modelu jest ograniczona z dotu. Dla x < —1 potencjat teoriopolowy

posiada jedno minimum ¢; = ¢2 = 0. W tym przypadku nie wystepuja defekty topologiczne. Dla

loznaczenia symboliczne; gwiazdka oznacza wzbudzenie, K jest swobodnym antykinkiem; ®@; jest rozwigzaniem typu

bi
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—1 < k < 1 uktad posiada cztery préznie (¢1,¢2) = (£1,+1)/ V1 — k. Mozliwe jest wtedy pojawienie
sie¢ 12 rodzajow defektéw topologicznych taczacych poszczegélne proznie. Istotne sg jednak jedynie
dwa. Wszystkie pozostate mozna odtworzy¢ poprzez proste symetrie ¢; < ¢9 lub ¢; — —¢;. Jeden
kink jest kinkiem podwéjnym ¢1(x) = ¢a(x) = tgh(x)/ V1 — , posiada on tadunek topologiczny Q =
(1,1). Z symetrii mozna odtworzy¢ trzy inne rozwiazania tego typu. Drugi, interpolujacy pomigdzy
prézniami (—=1,1)/ V1 -k — (1,1)/ V1 — «, posiada profil zblizony do tghx w pierwszym sektorze, a
w drugim ma ksztatt zblizony do sechx, o réznej wysokosci, zaleznej od statej sprzgzenia «. Niesie
ze sobg tadunek topologiczny réwny Q = (1,0). Rozwiazan tego typu jest tacznie osiem.

Mate drgania, wokot podwéjnego kinku, mozna podzieli¢ na dwie grupy. Zaburzenia nietamiagce
symetrii ¢; = ¢ opisywane sg przez takie samo rownanie jak drgania wokét kinku w modelu
¢*. Zaburzenia tamiace symetrie spetniaja réwnanie Schrodingera dla potencjatu Poschl-Tellera
o gtebokosci zaleznej od statej sprzezenia x. W granicy « — 1 kink posiada nieskoriczenie wiele
modow oscylacyjnych. Dla k¥ < 0 pojawia si¢ mod niestabilny, ktérego wzbudzenie prowadzi do
rozpadu (1,1) — (1,0) + (0,1).

Kinki drugiego rodzaju Q = (1,0), dla ktérych nie znaleZliSmy analitycznej postaci, posiadajg
tylko jeden mod oscylacyjny.

Oprocz zderzen podwdjnych kinkéw (np. takich o tadunku topologicznym (—1,-1) + (1,1)), ktore
odtwarzaja znang z modelu ¢4 fraktalng strukturg rezonansowg, w modelu tym mogg wystgpié

catkiem nowe rodzaje zderzen. Przyktadem moga by¢ nastepujgce scenariusze Rys. 10:

(1,0) + (-1,0) @ odbicie,
(0,1)+(0,-1) () przewr6t,

(1,0) + (-1,0) — (28)
(0,0) ([I) anihilacja i powstanie oscylonu,

(-L,-D)+(1,1) (@V) odbicie ze zmiang typu.

W przypadku zderzen podwdjnego kinku nalezy jeszcze dodatkowo wzigé pod uwage jego stabilnosé.
Niektore zderzenia zachodzg na tyle szybko, ze rozpad nastepuje dopiero w trakcie zderzenia. Przy
wolnych zderzeniach rozpad moze nastgpi¢ wczesniej. W takiej sytuacji problem bardziej przypomina
problem zderzenia trzech ciat. W pracy przedstawiliSmy diagramy fazowe na ptaszczyznie predkosé-

stata sprzezenia k, pokazujgce zakres parametréw dla réznych scenariuszy zderzen.

Metody numeryczne

Ze wzgledu na tematyke, oprécz metod analitycznych gtéwng metodg badawczg byty obliczenia
numeryczne. Najczesciej wigzaty si¢ one z rozwigzywaniem rownan ewolucji czasowej (gtéwnie hi-
perbolicznych rownan rozniczkowych czastkowych), poszukiwaniem statycznych rozwigzan (uktady
zwyczajnych rownan rozniczkowych), modow oscylacyjnych, rozproszeniowych i rezonansowych
(problemy wtasne). W rownaniach ewolucji poczatkowo stosowatem proste metody dyskretyzacji

pochodnych przestrzennych i czasowych, biorac pod uwage jedynie najblizsze punkty. Z czasem jed-
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Rysunek 10: Przyktady zderzen typu (1,0) + (—1,0). Na wykresach zaznaczono zera topologiczne.

nak siggatem po coraz bardziej zaawansowane metody np. dyskretyzacje przestrzenna na podstawie
pieciu punktéw sprzezong z metodg Rungego-Kutty w czasie. Czasami nawet tego typu metody
byty niewystarczajace. W pracy [H4], ze wzgledu na bardzo mata predkos¢ zderzer i dtugi czas
ewolucji korzystaliSmy z metod spektralnych do obliczania pochodnych przestrzennych. Za ewolu-
cje czasowa odpowiadaty metody symplektyczne, gwarantujace zachowanie pewnej wielkosci, blisko
zwigzane] z energia. Metody spektralne czesto tez stosowatem w celu poszukiwania rozwiazan sta-
cjonarnych. Za najwigksze wyzwania, numeryczne oprdécz wspomnianej juz pracy [H4], uwazam
poszukiwanie modow rezonansowych w [H7] i [X2], ewolucje czasowa (metoda split-step drugiego
rzedu) i rozwiazywanie uktadu rownan zwyczajnych ze skomplikowanymi warunkami brzegowymi
w [X1] oraz poszukiwanie potencjatu zlinearyzowanego posiadajgcego mody rezonansowe odpo-
wiadajace rezonansom Ropera i odtwarzajacego zadane fizyczne wlasnosci nukleonéw (potaczenie
wielu metod minimalizaciji, poszukiwania miejsc zerowych i rozwiazywania réwnan rézniczkowych

dla probleméw dwupunktowych w jednej procedurze numerycznej) [X2].

4.3.6. Podsumowanie
Za najwazniejsze osiagniecia cyklu uwazam:
e odkrycie niemonotonicznej relaksacji gltebokich modow oscylacyjnych;

e odkrycie ujemnego cis$nienia promieniowanie w kontekscie defektow topologicznych, ze szcze-
golnym uwzglednieniem roli jaka promieniowanie odgrywa podczas ewolucji uktadow defek-

tow;

e odkrycie nowego mechanizmu tworzenia sie fraktalnych struktur rezonansowych podczas

zderzen kinkow na skutek sprzezenia z modami powstatymi pomiedzy kinkami.
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5. Omodwienie pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych

W trakcie doktoratu opublikowatem trzy prace [D1-D3] z czego jedng jako materiat konferen-
cyjny [D2]. Prace [D1,D2] przedstawiajg wstegpne wyniki dotyczgce ujemnego cisnienia promienio-
wania w modelu ¢* i byty punktem poczatkowym do napisania pracy [D4] oraz motywacja do
poszukiwania innych mechanizméw ujemnego cisnienia promieniowania.

Po doktoracie zaangazowatem sie w prace dotyczace statycznych wtasciwosci skyrmionéw [DS5-
D8]. Poczatkowo moja rola ograniczata si¢ do sprawdzania wynikéw analitycznych i wykonywania
obliczenn numerycznych. Z czasem, gdy dowiadywatem si¢ wigcej na temat skyrmionow, moj wktad
w pracg rost, co zaowocowato pracami dotyczacymi dynamiki [H7] i [X2]. Warto wspomniec, zZe
ostatnia praca, pomimo, zZe wciaZ w na etapie recenzji otrzymata pozytywna opini¢ recenzenta
JHEP i zostata odestana celem dokonania matych poprawek (ujednolicenie notacji i prezentacji

oraz precyzyjniejszym wyjasnieniem niektorych fragmentow).
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5.2. Szczegétowe omowienie pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych

5.2.1. Prace opublikowane w czasie doktoratu

Relaksacja

Moja pierwsza praca [D1] skupiata si¢ na problemie relaksacji modu oscylacyjnego kinku w
modelu ¢*. Gtéwnym celem pracy byta weryfikacja przewidywari opublikowanych w pracy [7].
Powtorzone zostaty obliczenia analityczne ale rowniez zostaty dodane pewne nowe wyniki. Naj-
wazniejszym wktadem byto zbadanie bardziej fizycznych warunkow poczatkowych. Zaktadajac, ze
mod oscylacyjny jest wzbudzony w konkretnym momencie ¢t = 0 pokazane zostato, ze nie tylko
jedna czestos¢ wraz z wyzszymi harmonicznymi jest wzbudzana. Poniewaz transformata Fouriera
funkcji Heaviside’a zawiera wszystkie czgstosci, cate spektrum powinno by¢ brane pod uwage.
Najwazniejsze okazaty si¢ czgstosci blisko progu masy, ktore najdtuzej zostawaty w poblizu kinku.

W zasadzie szybkosé zaniku modu oscylacyjnego opisana w [7] (A(r) ~ t~/2) zostata potwier-
dzona ale z zastrzezeniem, ze w praktyce bardzo trudno przygotowac takie waruki poczatkowe,
ktore wzbudzaty by jedynie mod oscylacyjny i jego harmoniczne. W ogélnym przypadku wzbudzone
zostang réwniez inne mody, szczegolnie te blisko progu masy, ktére zanikajg w podobny sposéb co

mod oscylacyjny ~ /2

Ujemne cisnienie promieniowania ¢*

Druga czes¢ pracy [D1] skupiata si¢ na ruchu wzbudzonym przez padajgca na kink fale. Byta to
pierwsza praca wspominajaca o ujemnym cisnieniu promieniowania w przypadku ¢*. Zostato zapro-
ponowane analityczne wyjasnienie i zostaty przeprowadzone symulacje numeryczne. Doktadniejsza

analizyza tego problemu zostata przedstawiona w [D2,D4].
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SpodziewalisSmy si¢, ze fala ulegnie rozproszeniu i sam soliton zostanie popchnigty przez fale
tak, jak mate obiekty moge by¢ popychane przez cisnienie promieniowania. W symulacjach nume-
rycznych zaobserwowaliSmy dziwne zachowanie. Pod wptywem fali, soliton zamiast przyspieszacé
zgodnie z kierunkiem, w ktorym poruszata sie¢ fala, zaczat przyspiesza¢ w strong jej Zrodta. Zjawisko
to nazwali§my ujemnym ci$nieniem promieniowania (UCP). Liniowa analiza pokazata, ze soliton
jest przezroczysty dla promieniowania. Fale przechodzace przez soliton nie posiadajg czeSci odbitej,
a oddziatywanie sprowadza si¢ jedynie do zmiany fazy fali. Gdyby wzia¢ pod uwage jedynie pierw-
szy rzad rachunku zaburzen to soliton nie mogtby by¢ poddawany zadnej sile. Model opisywany
jest jednak przez rownanie nieliniowe i kluczem do zrozumienia zachowania solitonu jest analiza
w drugim rzedzie rachunku zaburzeri. Na skutek nieliniowosci pojawiajg si¢ fale o czestosciach
dwa razy wigkszych niz czestos¢ fali padajacej. Fale o wyzszych czestoSciach poruszaja si¢ szybciej
i niosg wiecej pedu. Po przejsciu przez kink, na skutek nieliniowego rozpraszania, fala niesie wiecej
pedu niz przyniosta fala padajaca. Poniewaz catkowity ped uktadu musi by¢ zachowany, zatem kink
musi zaczaé przyspiesza¢ w strone Zrodta. Sita dziatajgca na soliton, ktorej Zrédtem jest opisany
mechanizm jest proporcjonalna do czwartej potegi amplitudy fali padajacej. Obliczenia numeryczne
okazaty si¢ by¢ w bardzo dobrej zgodzie z obliczeniami analitycznymi.

Nalezy jednak podkresli¢, ze bezodbiciowy potencjat, jaki jest generowany przez soliton w mo-
delu ¢* jest rzadkoscia. Modyfikujac model, dodajac cztony rzedu ésmego zaobserwowalismy, ze
kink przestaje by¢ przezroczysty i efekty odbicia pochodzace z pierwszego rzedu rachunku zaburzen,
szybko zaczynaja dominowaé. Pojawita si¢ sita popychajaca soliton proporcjonalna do kwadratu
amplitudy fali padajacej. Przy niewielkim zaburzeniu moglismy jednak zaobserwowaé UCP powy-
zej pewnej krytycznej amplitudy, kiedy to rozpraszanie nieliniowe dawato wigkszy efekt, niz to,
wynikajgce z najnizszego rzegdu rachunku zaburzen.

Warto réwniez dodag, ze inny model, w ktérym wystepuje potencjat bezodbiciowy, model sinus-
Gordona (sG) jest modelem catkowalnym i mozna catkowicie odseparowac promieniowanie od
solitonowych stopni swobody. W efekcie kinki w modelu sG sa catkowicie przeZroczyste dla pro-
mieniowania i nie odczuwajg z jego strony zadnej sity. Jest to wynik analityczny i doktadny. Mozna
powiedzie¢, ze w modelu sG kinki sg przeZroczyste dla promieniowania w kazdym rzedzie rachunku

zaburzen.

Kreacja na kinku

Kink poddany dziataniu fali podlega nie tylko ci§nieniu promieniowania. Ciekawe jest jak pro-
mieniowanie wptywa na wewnetrzne wtasciwosci kinku. Naturalnym kandydatem jest mod oscy-
lacyjny, ktéry moze by¢é wzbudzany przez padajacg fale. Aby przyjrze¢ sie doktadniej wzbudzeniu
tego modu przez promieniowanie, umiesciliSmy kink w polu fali padajacej z obu stron, tak aby soli-
ton pozostat w jednym miejscu, a tym samym stanowit tatwiejszy obiekt do badania [D3]. Stosujac
ponownie teori¢ zaburzeri okazato sig¢, ze mod oscylacyjny wzbudzany jest poprzez tzw. rezonans pa-

rametryczny opisywany przez réwnanie Mathieu, z pewnym dodatkowym cztonem wymuszajacym.
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Rezonans parametryczny pojawia sie, gdy czestoS¢ wymuszenia zbliza si¢ do catkowitej wielokrot-
nosci czestosci podstawowej drgar. Poniewaz fale o czestosci réwnej czestosci drgan modu oscyla-
cyjnego nie mogg si¢ propagowac, pierwszym i najsilniejszym rezonansem jest rezonans zwigzany
z czestoScig dwukrotnie wiekszg od czgstosci modu oscylacyjnego. Amplituda wzbudzenia dodat-
kowo jest ograniczana przez promieniowanie samego modu. Gdy jednak jego amplituda przekroczy
pewng warto$¢ krytyczna, moze nastgpi¢ kreacja i emisja pary kink-anktykink. W miejscu, gdzie
wcezesniej znajdowat sie kink pozostaje antykink. Taki proces jest bardzo chaotyczny i w przestrzeni
parametrow, takich jak amplituda i czgstos¢ fali, granica oddzielajgca obszary kreacji od obszarow

zwyktego wzbudzenia przejawia wtasciwosci fraktalne.

5.2.2. Statyczne wtasciwosci solitonow

Oprocz dynamiki w prostych modelach teoriopolowych nasze badania skupiaty si¢ rowniez na

statycznych wtasnosciach solitondw, w bardziej skomplikowanych modelach.

Zawezone modele Skyrmego

W pracy [D3] badalismy uproszczony model baby Skyrmego opisany lagrazianem
1(1 > o . S
L= (E(ﬁmﬁ X 0,¢)* + uZV(¢3)) . ¢eR’, 4l=1 29)

Tak otrzymany sektor jest catkowalny w 2+0 wymiarach (rozwigzania statyczne) oraz posiada
pewne cechy catkowalnosci w 2+1 wymiarach. Celem pracy byto zbadanie, za jakie wtasciwosci
skyrmionéw odpowiedzialny jest ten wtasnie podsektor. Ze wzgledu na catkowalnos¢ wigkszosc
wynikéw mozna byto otrzymac analitycznie. W przeciwienstwie do innego, czgsto badanego w li-
teraturze uproszczenia, w ktérym pomija si¢ czton potencjalny, w naszej pracy byt on niezwykle
wazny. Poniewaz nie znany jest ,jedynie stuszny” potencjat, przebadane zostato kilka typowych
potencjatow. Wyniki nastepnie zostaty skonfrontowane z wynikami w petnym modelu baby Skyr-
mego. Okazato sig, ze zarowno topologiczne jak i geometryczne wtasciwosci skyrmionow sg dobrze
opisywane juz na poziomie uproszczonego modelu. Energie skyrmionéw rowniez sg odtwarzane z
sensowng doktadnoscig. Szczegolnie duza zgodnos$¢ uzyskuje, sig, gdy czton potencjalny jest domi-
nujacy. W pracy zostato réwniez pokazane, ze nie mogg istniec¢ topologicznie trywialne rozwiazania
typu Q-Ball.

Magnetotermodynamika baby skyrmionéw BPS

Kolejnym aspektem naszych prac byty wtasciwosci magnetotermodynamiczne materii skyrmio-
nowej [D7] w modelu baby Skyrme sprzgzonym z polem cechowania. Wprowadzajac asympotycznie
state pole magnetyczne, tak naprawde wprowadza si¢ pewna modyfikacje warunkoéw brzegowych.
Co wazne, modyfikacja ta nie tamie wtasciwosci BPS. Innym wynikiem pracy byto to, ze cisnienie
mozna wprowadzi¢ poprzez modyfikacje superpotencjatu. Wyznaczone zostaty podstawowe wtasno-

Sci materii skyrmionowej, takie jak rownanie stanu, Scisliwo§s¢ magnetyczna, magnetyzacja. Jednym
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z najciekawszych rezultatow pracy byto stwierdzenie, ze materia skyrmionowa zachowuje sie jak

ferromagnetyk.

Topologiczne przejscia fazowe

Zewnetrzne pole magnetyczne lub ci$nienie zmienia nie tylko wtasnosci samych solitonéw. W
pewnych warunkach moga pojawic si¢ rozwigzania, ktére nie byty mozliwe w przypadku pdl swo-
bodnych. W pacy [D8] badane byto istnienie rozwigzan w modelu z potencjatem posiadajacym dwie
préznie. W modelu takim moze wystapi¢ faza bezsolitonowa, o niskiej gestosci i faza solitonowa o
wysokiej gestosci. Wyznaczona zostata granica pomiedzy fazami na ptaszczyznie (H, P) dla réznych

elektromagnetycznych statych sprzezenia.

Hopfiony

Badalismy rowniez model Skyrmego-Faddeeva-Niemiego w granicy silnego sprzgzenia. W ta-
kiej granicy mozna zaniedba¢ standardowy czton kinetyczny. Czton czwartego rzedu jest obowigz-
kowy, ze wzgledu na argument Derrika o istnieniu defektéw topologicznych. Pozbycie si¢ cztonu
kinetycznego zwieksza symetrie modelu. Dla jednoprozniowego potencjatu zostaty znalezione dwa
rodzaje rozwigzan: zlokalizowane kompaktony i zanikajgce w nieskonczonosci hopfiony. Kompak-

tony spetniaja réwnanie Bogomolnego a ich energie skaluja sie jak |Q]"/?

, gdzie Q jest indeksem
Hopfa. Powyzej pewnej minimalnej wartosci |Q| mogg istnie¢ rozwiazania niekompaktonowe, kt6-
rych energia skaluje sie liniowo z tadunkiem |Q|. Przebadane byty réwniez inne potencjaty (np.
dwuprozniowy). Wyniki otrzymane w przyblizeniu silnego sprzgzenie zostaty réwniez porownane z

wynikami numerycznymi dla petnego modelu.

5.2.3. Kontynuacja prac z cyklu habilitacyjnego

Natura oscylonu

W trakcie badan zwigzanych z modelem z brzegiem [H8] zauwazyliSmy jedng bardzo intrygu-
jaca wtasnosc. Pod wptywem zderzen brzeg typu ¢; byt wzbudzany. Mozna sie byto tego oczywiscie
spodziewad, poniewaz tego typu rozwigzanie posiada mod oscylacyjny. Oscylacje jednak byty row-
niez widoczne dla rozwigzania typu ¢s. ZidentyfikowaliSmy je jako oscylon zwigzany z brzegiem.
Amplituda oscylacji byta SciSle powigzana z czgstoscig, ktorej warto$¢ byta ponizej progu masy.
Gdy jednak H przekroczyto pewna krytyczng oscylonu nie dato sie wytworzyé. Réwniez w przy-
padku gdy brzeg posiadat mod oscylacyjny nie dato si¢ zaobserwowaé oscylonu. Wyniki te staty
si¢ inspiracjg do napisania kolejnej pracy [X3] (niestety jeszcze wcigz na etapie recenzji).

Badamy w niej powigzania pomigedzy oscylonem i modem oscylacyjnym w prostym modelu
z zewngtrznym potencjatem. Pokazalismy, ze zmieniajac adiabatycznie parametry uktadu w taki
sposob, ze mod oscylacyjny przestaje istnie¢, w szczegolnych przypadkach oscylacje pozostajg. Jest
to zatem transformacja modu oscylacyjnego w oscylon. Transformacja w drugg strone jest réwniez

mozliwa. Gdy zewnetrzny potencjat jest odpychajacy, pojawia sie krytyczna amplituda ponizej, ktorej
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oscylon przestaje istnie¢. Promieniujgc oscylon zbliza sie do tej krytycznej amplitudy i pojawiajg
si¢ silne modulacje zwiastujgce rozpad oscylonu. Podobne zjawiska sa obserwowane w przypadku
oscylonéw w wielowymiarowych modelach. W zaleznos$ci od parametréw uktadu raz oscylon a raz

mod oscylacyjny jest naturalny atraktorem dla badanych danych poczatkowych.

Oddzialywanie solitonow z promieniowaniem w sprzezonym, nieliniowym rownaniu Schrodingera

Badalismy réwniez jeszcze inny mechanizm powstawania ujemnego ci$nienia promieniowa-
nia [X1]. Niezwykle czgsto badanym modelem, w ktory pojawiajg si¢ solitony, jest sprzezone (dwu-
komponentowe) nieliniowe rownanie Schrodingera. Rownanie to moze efektywnie opisywaé od-
dziatujace kondensaty Bosego-Einsteina (BEC), a takze impulsy Swietlne w Swiattowodach wy-
kazujacych dwoéjtomnosé. Szczegdlnie w pierwszym przypadku, w eksperymentach, mozna stosun-
kowo tatwo dobiera¢ rézne parametry réwnania. Dla pewnych parametrow nieliniowe rownanie
Schrodingera jest catkowalne i znane sg doktadne rozwigzania. W takich jednak przypadkach
oddziatywanie migdzy promieniowaniem a solitonami jest trywialne i nie prowadzi do przekaza-
nia pedu. Dla innych parametrow mozna jednak zaobserwowaé bardzo ciekawe oddziatywania. W
przeciwienstwie do wczesniej badanych przez nas solitonéw topologicznych, solitony w tym modelu
posiadaja nietrywialng zaleznosé fazy od czasu ¢; ~ e!%’|y;|. Poza szczegdlnymi przypadkami,
czestosci ; sg rézne dla réznych komponentéw. Fala o czesto$ci —w, poruszajgca si¢ w pierwszym
sektorze, padajac na soliton ulega rozdzieleniu na cztery sktadowe {-w,2Q; — w,Qy — Q1 + w}.
Moze sie zdarzyé, ze rozproszona fala, w drugim komponencie, bedzie niosta wiecej pedu. Na so-
liton bedzie wtedy dziatato ujemne cisnienie promieniowania. Nalezy zaznaczy¢, ze takie ujemne
cisnienie promieniowania moze dziata¢ jedynie na soliton wektorowy, posiadajgcy niezerowe skta-
dowe w obu sektorach. Ciekawym wynikiem jest rowniez to, ze soliton pochtania padajaca fale,
co powoduje wzrost jego amplitudy w sektorze, w ktorym pada fala. W drugim sektorze wystepuje
natomiast wymuszona emisja, powodujgc, ze soliton w drugim komponencie ulega zmniejszeniu.

Praca obecnie jest w trakcie recenzji.

Rezonanse Ropera

W kontekscie modow kwazinormalnych badaliSmy réwniez najbardziej ogélny model Skyrmego,
zawierajacy cztony zerowe, kwadratowe, czwartego i szostego rzedu w pochodnych pola. Motywacja
byto znalezienie fizycznych parametrow, pozwalajaca opisaé znane trzy rezonanse Ropera (1440,
1710, 1880 MeV). Wszystkie trzy majg zblizong szerokos¢ Breita-Wignera (250, ~300, ~300 MeV).
Przebadalismy kilka, najczesciej uzywanych potencjatow, oraz réznych parametrow modelu. Nie-
stety, zaden z badanych przez nas potencjatéw nie prowadzit do skyrmionéw, dla ktérych pierwsze
trzy mody miatyby choéby w przyblizeniu te samg szerokos¢.

Poniewaz poszukiwanie modéw rezonansowych jest bardzo trudnym zadaniem z numerycznego
punktu widzenia, a potencjat teoriopolowy moze by¢ praktycznie dowolny, zdecydowali§my sie na
nieco inne podejscie. Mody rezonansowe stosunkowo tatwo znajduje sie w przypadku gdy potencjat

zlinearyzowany V posiada analityczne rozwiazania. Dla potencjatéw typu V(r) = 2/r? + 6V, gdzie
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oV jest potencjatem odcinkami ptaskim, udato nam sie znaleZzé mody rezonansowe odpowiadajace
rezonansom Ropera. Opracowali§my rowniez procedure odtwarzania petnego potencjatu teoriopo-
lowego ze zlinearyzowanego potencjatu V. Podobna procedura byta wczesniej stosowana w duzo
prostszym modelu [19]. Petny model posiadat dodatkowo jeszcze kilka wolnych parametrow, ktore
nalezato dobra¢ razem z parametrami potencjatu, tak aby mozna byto odtworzy¢ inne fizyczne
wilasciwosci nukleondw, takie jak energia czy promien tadunku. Ostatecznie udato nam si¢ znalezé
kilka potencjatow, ktore prowadzity do zadowalajacych rezultatow. Jest to pierwsze tego typu podej-
$cie do problemu. Prawdopodobnie w przysztosci bedziemy chcieli uzyska¢ duzo lepsze wyniki dla
innej klasy potencjatéow V, by¢ moze uda si¢ wowczas dostaé jeszcze wieksza zgodnosé z danymi

eksperymentalnymi.

Prace w trakcie przygotowania

Obecnie zaangazowany jestem w kilka projektow, ktorych realizacja jest bliska ukoriczenia. Z
P. Forgacsem i A. Lukacsem badamy ujemne cisnienie promieniowania w przypadku worteksow w
modelu Goldstone’a. W modelu tym wystepuja dwa rodzaje matych zaburzeri: mod Goldstonea, o
zerowej masie, zmieniajacy faze pola zespolonego oraz masywne zaburzenia zmieniajgce amplitude
pola. Ich interakcja prowadzi, miedzy innymi do ujemnego cisnienia promieniowania. Zebralismy
spory materiat numeryczny oraz posiadamy pewne zrozumienie od strony analitycznej. Worteksy
w tym modelu formalnie posiadajg jednak nieskoriczong mase, co objawia si¢ ich nieniutonowska
dynamika. Potrafimy policzy¢ site i zmierzy¢ przyspieszenie (zmienne w czasie), jednak ze wzgledu
na problem nieskoriczonej masy trudno te dane uzgodnié. Czestos¢, dla ktoérej przyspieszenie i sita
zmieniaja znak zgadzaja sie z bardzo dobrg doktadnoscig. Aby lepiej zrozumieé ten problem badamy

réwniez uproszczong wersje dynamiki na przyktadzie pewnej klasy kinkéw o nieskoriczonej masie.

Do tej pory wszystkie prace dotyczace zderzen kinkéw i rezonansowej struktury fraktalne sku-
platy si¢ na modach oscylacyjnych wokot solitonu, a od czasu naszej pracy [H4] rowniez na
modach tworzacych sie pomiedzy solitonami. Z P. Doreyem postanowiliSmy zbadac jeszcze jeden
mechanizm powstawania takiej struktury. Dodajac nowy czton do potencjatu z modelu ¢* udato
nam sie otrzymac¢ model, w ktérym soliton zamiast modu oscylacyjnego posiada mod rezonan-
sowy. Wiasnosci tego modu mozna w tatwy sposob kontrolowaé poprzez pewien parametr (€). Gdy
€ = 0 czas zycia modu staje sie nieskoriczony, a model przechodzi w standardowy model ¢*. Gdy
€ > 0 zlinearyzowany potencjat wokdét zera jest bardzo zblizony do potencjatu Poschl-Tellera, ta-
kiego jaki wystepuje w modelu ¢*. Jednak w pewnej odlegtosci potencjat ulega obnizeniu i mod,
ktéry odpowiada modowi oscylacyjnemu dla przypadku € = 0 moze tunelowaé. Najwazniejszym
otrzymanym przez nas wynikiem jest to, ze strukture rezonansowa mozna zaobserwowaé rowniez
w przypadku, gdy zamiast modu oscylacyjnego jest mod kwazinormalny. Okna rezonansowe jednak
zamykaja sie w miare jak skraca si¢ czas zycia modu, az przy pewnej warto$ci € cata struktura

zanika. Ponadto, réwniez minimalna predkos¢ poczatkowa, pozwalajaca na oddalenie si¢ solitonow
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po zderzeniu wzrasta. Mod rezonansowy pochtania czgs¢ energii, ale zamiast oddawac ja kinkom
wypromieniowuje jg do nieskoriczonosci. Jest o bardzo efektywny mechanizm, prowadzacy do ani-

hilacji defektéw nawet przy duzych predkosciach.

Niedawno ukazata sie praca [20], w ktdrej autorzy twierdza, ze pewne wtasnosci modelu ¢*
mozna zaobserwowac¢ w odpowiednio wygietych wstazkach grafenowych. Sg dwie préznie (wstazka
wygieta w gore lub w dot). Wyniki, opierajgce si¢ na symulacjach molekularnych pokazaty, ze
w takich wstazkach moga istnieé¢ zagiecia, ktére bardzo przypominaja kinki z modelu ¢*. Mozna
badac¢ zderzenia kinkéw i inne wtasciwosci dynamiczne. Nawigzali§my blizszy kontakt z autorami.
Po glebszej analizie okazato sie, ze kinki w grafenie sa jednak bardziej skomplikowane i do ich
opisanie nie wystarczy zwykte réwnanie ¢*. Wystepuja np. dwa rodzaje kinkéw o tadunku topo-
logicznym Q = 1. Jeden z nich, o nieco nizszej energii, ma niesymetryczny przekréj. Co ciekawe,
w symulacjach numerycznych mozna byto zaobserwowac ujemne ciSnienie promieniowania. Efekt
ten byt widoczny jedynie w przypadku fal o polaryzacji poprzecznej w ptaszczyznie wstazki. Fale
wzbudzane podtoznie i poprzecznie do ptaszczyzny wstazki powoduje dodatnie ci$nienie promienio-

wania. Prace wcigz trwaja.

Obecnie prowadzimy prace majace na celu gtgbsze zrozumienie relaksacji gtebokich modéw
i btyskow promieniowania podczas przejscia harmonicznych przez prog masy. Aby maksymalnie
uprosci¢ wszelkie rozwazania i mie¢ mozliwos¢ opisu analitycznego skonstruowali§my uproszczony
model typu modelu Lamba: czgstka punktowa opisywana rownaniem wahadta matematycznego

sprzezona z polem Kleina-Gordona. Uktad ten mozna opisa¢ réwnaniami:
H+Q?%sin(H — H) + u¢(0,1) = 0, (30)

b —dxx+ =0,  ¢x(0,1) = HQ). @D

Przy braku sprzezenie p = 0, wahadto matematyczne moze oscylowaé¢ dowolnie matg czgstoscig
0 < w < Q. Znane sg doktadne analityczne rozwigzania. W granicy w — 0 pod progiem masy m =1
znajduje si¢ nieskonczenie wiele harmonicznych. Poprzez sprzgzenie u # 0 energia z wahadta jest
wypromieniowywana. W efekcie zmniejsza si¢ amplituda i rosnie czgsto$¢. Kolejne harmoniczne
wychodzg ponad prog masy. Ze wzgledu na prostotg modelu czg$¢ wynikow jesteSmy w stanie
otrzymac analitycznie.

Prace wcigz trwaja.
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