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1. WstÍp

Trzy z poúród czterech oddzia≥ywaÒ elementarnych (oddzia≥ywanie elektromagne-
tyczne, s≥abe oraz silne) sπ przez wspó≥czesnπ fizykÍ teoretycznπ opisywane w jÍzyku
kwantowej teorii pola. Niechlubnym wyjπtkiem pozostaje oddzia≥ywanie grawitacyj-
ne, którego kwantowanie wciπø napotyka na liczne problemy, sprawiajπc, øe po≥π-
czenie mechaniki kwantowej z teoriπ grawitacji Einsteina pozostaje od blisko 100 lat
jednym z nierozwiπzanych zagadnieÒ fizyki teoretycznej. Oprócz ewidentnych pro-
blemów wynikajπcych z braku danych eksperymentalnych1, sformu≥owanie w pe≥ni
spójnej teorii kwantowej grawitacji napotyka na szereg wyzwaÒ teoretycznych. Pod-
stawowy problem zastosowania standardowych technik teorii pola do kwantowania
ogólnej teorii wzglÍdnoúci (OTW) zwiπzany jest z perturbacyjnπ nierenormalizo-
walnoúciπ takiego sformu≥owania [1, 2]. Sprawia to, øe rachunek zaburzeÒ wokó≥
jakiegokolwiek rozwiπzania klasycznego OTW moøe byÊ co najwyøej traktowany ja-
ko teoria efektywna, stosowalna dla ograniczonego zakresu energii znacznie niøszych
od tzw. energii Plancka (E ⌧ Ep =

p
h̄c2/G), przy której ewentualne efekty kwan-

towe majπ istotne znaczenie.2 W rezultacie panuje przekonanie, øe kwantowa teoria
grawitacji powinna byÊ sformu≥owana w sposób nieperturbacyjny i niezaleøny od
klasycznego t≥a.
1Istnieje przekonanie, øe efekty kwantowej grawitacji powinny byÊ widoczne dla skal energii

rzÍdu tzw. energii Plancka: Ep ⇡ 1.2 ⇥ 1019 GeV, która przekracza o 15 rzÍdów wielkoúci obecne
moøliwoúci eksperymentalne. Pewnym wyjúciem z tego impasu mogπ byÊ ewentualne przewidywania
dotyczπce wp≥ywu efektów kwantowych na ewolucjÍWszechúwiata lub subtelne w≥asnoúci zwartych
obiektów astrofizycznych, co potencjalnie umoøliwia obserwacyjne potwierdzenie albo falsyfikacjÍ
niektórych teorii kwantowej grawitacji.
2Paradoksalnie, z uwagi na dostÍpne obecnie energie eksperymentalne (por. przypis 1) sformu-

≥owanie perturbacyjne moøna uwaøaÊ za niezwykle dok≥adne, jednakøe z uwagi na nierenormalizo-
walnoúÊ nie moøe ono stanowiÊ teorii fundamentalnej opisujπcej oddzia≥ywanie grawitacyjne.
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Wsród najbardziej rozpowszechnionych podejúÊ do problemu kwantowania teo-
rii grawitacji moøna wymieniÊ pÍtlowπ grawitacjÍ kwantowπ (ang. Loop Quantum
Gravity) [3], opartπ na kanonicznym kwantowaniu (hamiltonowskiego sformu≥owa-
nia) OTW z wykorzystaniem opisu grawitacyjnych stopni swobody przy uøyciu pÍtli
Wilsona i holonomii koneksji. Innym popularnym podejúciem jest teoria strun [4],
w której grawitacyjne stopnie swobody pojawiajπ siÍ w sposób naturalny, jednakøe
odbywa siÍ to kosztem wprowadzenia (nieskoÒczonej) liczby nowych stopni swobo-
dy, nowych symetrii (supersymetria) i dodatkowych wymiarów nieobserwowalnych
eksperymentalnie. Istnieje równieø szereg innych podejúÊ, wúród których wymieniÊ
moøna m.in.: modele pian spinowych (ang. Spin Foam Models), pÍtlowπ kosmologiÍ
kwantowπ (ang. Loop Quantum Cosmology), geometriÍ nieprzemiennπ (ang. Non-
commutative Geometry), teoriÍ zbiorów przyczynowych (ang. Causal Sets), grupowπ
teoriÍ pola (ang. Group Field Theory), kwantowy rachunek Regge (ang. Quantum
Regge Calculus), teoriÍ grawitacji Horavy-Lifshitza (ang. Horava-Lifshitz Gravity)
i wiele innych sformu≥owaÒ (przeglπdowe omówienie róønych podejúÊ do problemu
kwantowania grawitacji oraz zwiπzków miedzy nimi moøna znaleüÊ np. w [5]).
Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji (ang. Causal Dynamical Trian-

gulations), bÍdπcy przedmiotem badaÒ opisanych w niniejszym autoreferacie, naleøy
do grupy sformu≥owaÒ opartych na próbie zastosowania nieperturbacyjnych metod
konwencjonalnej kwantowej teorii pola w odniesieniu do OTWEinsteina, przy uøyciu
minimalnej iloúci dodatkowych za≥oøeÒ odnoúnie struktury przyczynowo-skutkowej
czasoprzestrzeni. Inspiracjπ dla takiego sformu≥owania jest hipoteza tzw. asymp-
totycznego bezpieczeÒstwa (ang. asymptotic safety) sformu≥owana pod koniec lat 70
XX w. przez S. Weinberga [6], który zaproponowa≥ rozszerzenie pojÍcia renormalizo-
walnoúci na rachunek nieperturbacyjny.3 Zgodnie z hipotezπWeinberga, w potencjal-
nie nieskoÒczenie wymiarowej przestrzeni parametrów kwantowej teorii grawitacji4

istniejπ nietrywialne ultrafioletowe punkty sta≥e przep≥ywu grupy renormalizacji, de-
finiujπcego zachowanie efektywnych sta≥ych sprzÍøenia przy przechodzeniu do coraz
wyøszych skal energii. Asymptotyczne bezpieczeÒstwo zak≥ada, øe Natura dopuszcza
jedynie takie trajektorie przep≥ywu, które w pobliøu ultafioletowych punktów sta-
≥ych leøπ na skoÒczenie wymiarowej hiperp≥aszczyünie (w przestrzeni parametrów
teorii). SkoÒczony wymiar hiperp≥aszczyzny krytycznej okreúla liczbÍ tzw. istotnych
sta≥ych sprzÍøenia i pozwala na poprawne sformu≥owanie wysokoenergetycznej gra-
nicy teorii dla dowolnie duøej skali.
Hipoteza asymptotycznego bezpieczeÒstwa znajduje potwierdzenie w badaniach

równaÒ przep≥ywu grupy renormalizacji kwantowej teorii grawitacji [10, 11, 12, 13,
14, 15], które wskazujπ na istnienie ultrafioletowych punktów sta≥ych i skoÒczony
(zazwyczaj do trzech) wymiar podprzestrzeni krytycznych. Badania te sπ jednak
z koniecznoúci oparte o pewne uproszczenia (duøa, lecz skoÒczona liczba parame-
trów teorii branych pod uwagÍ). Istnieje wiÍc potrzeba w pe≥ni nieperturbacyjnego
sformu≥owania uwzglÍdniajπcego wszystkie potencjalnie dostÍpne stopnie swobody.
Naturalnπ inspiracjπ jest tutaj sieciowa chromodynamika kwantowa (ang. Lattice
Quantum Chromodynamics), odnoszπca wielkie sukcesy w opisie nieperturbacyj-
nego reøimu oddzia≥ywaÒ silnych. UjÍcie sieciowe jest oparte na metodologii ca≥ek
3Istniejπ przyk≥ady perturbacyjnie nierenormalizowalnych kwantowych teorii pola realizujπcych

hipotezÍ asymptotycznego bezpieczeÒstwa Weinberga, np. nieliniowy model sigma O(N) [7, 8, 9].
4NieskoÒczona iloúÊ sta≥ych sprzÍøenia wynika z nieskoÒczonej iloúci ”counterterms” w nie-

renormalizowalnym sformu≥owaniu perturbacyjnym kwantowej wersji OTW, kwantowe dzia≥anie
efektywne moøe wiÍc co do zasady zawieraÊ dowolnie wiele cz≥onów zgodnych z symetriami teo-
rii. Zamiast o przestrzeni moøliwych parametrów (sta≥ych sprzÍøenia) teorii kwantowej grawitacji
moøna alternatywnie mówiÊ o przestrzeni moøliwych dzia≥aÒ jπ opisujπcych.
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po trajektoriach wprowadzonej przez R. Feynmana, w której amplituda kwantowa
jest okreúlona przez sumÍ po wszystkich moøliwych trajektoriach ≥πczπcych stan
poczπtkowy i koÒcowy, waøonπ czynnikiem fazowym zaleønym od wartoúci klasycz-
nego dzia≥ania policzonego dla danej trajektorii. Pomimo, øe klasyczna trajektoria
jest tylko jednπ z (nieskoÒczenie) wielu moøliwych, amplituda kwantowa jest zdomi-
nowana przez trajektorie ”bliskie” klasycznej (norma jest wyraøona w jednostkach
dzia≥ania, czyli sta≥ej Plancka h̄). Definicja ca≥ki po trajektoriach wymaga wprowa-
dzenia dyskretyzacji dzia≥ania. Moøna to zrobiÊ przybliøajπc ciπg≥π czasoprzestrzeÒ
Minkowskiego, w której ”øyjπ” kwantowe pola, regularnπ sieciπ o sta≥ej a. Sta≥a a
wprowadza przy okazji naturalnπ regularyzacjÍ sformu≥owania sieciowego w postaci
ultrafioletowego ”cut-oÄu” ⇠ 1/a, który moøna usunπÊ w granicy ciπg≥ej a ! 0.
Sieciowe sformu≥owanie kwantowej teorii pola moøna uogólniÊ na przypadek teorii

grawitacji, w której klasyczne dzia≥anie OTW opisuje geometryczne stopnie swobo-
dy. Wymaga to zamiany regularnej sieci bÍdπcej dyskretyzacjπ p≥askiej czasoprze-
strzeni Minkowskiego na bardziej skomplikowanπ sieÊ bÍdπcπ dyskretyzacjπ kwanto-
wej geometrii. Najprostsza moøliwa dyskretyzacja polega na triangulacji z≥oøonej z
(czterowymiarowych) sympleksów. Istotne jest przy tym, øe w przypadku kwantowej
grawitacji rolÍ trajektorii w ujÍciu ca≥ki Feynmana pe≥ni sama geometria czasoprze-
strzeni.5W úlad za tym (formalna) ca≥ka po geometriach [g],6 moøe byÊ zdefiniowana
jako suma po (wszystkich moøliwych) triangulacjach T :

ZQG =

Z
DM[g] eiSHE [g]

! ZCDT ⌘

X

T

e
iSR[T ]

. (1)

We wzorze (1) SR[T ] jest dzia≥aniem Hilberta-Einsteina

SHE[g] =
1

16⇡G

Z
d
4
x
p
�g(R� 2⇤) (2)

dla triangulacji T , wyznaczonym przy uøyciu metody obliczania krzywizny rozma-
itoúci symplicjalnych zaproponowanej przez T. Regge [16] (krzywizna triangulacji
zaleøy od lokalnych deficytów kπtowych). Powyøsze ujÍcie jest w oczywisty sposób
nieperturbacyjne (wszystkie, nawet ”najmniej klasyczne” triangulacje wchodzπ do
sumy po trajektoriach), niezaleøne od t≥a (øadne klasyczne rozwiπzanie nie jest od-
górnie narzucane, lecz geometria wokó≥ której zachodzπ kwantowe fluktuacje pojawia
siÍ w sposób dynamiczny) i inwariantne ze wzglÍdu na zmiany uk≥adu wspó≥rzÍdnych
(triangulacje z natury abstrahujπ od uk≥adu wspó≥rzÍdnych, gdyø wszystkie geome-
tryczne stopnie swobody sπ zakodowane w relacji sπsiedztwa sympleksów). Naleøy
równieø podkreúliÊ, øe wprowadzona dyskretyzacja z linkami o skoÒczonej d≥ugoúci
a jest jedynie zabiegiem technicznym i co do zasady nie zak≥ada siÍ, øe kwantowa
czasoprzestrzeÒ jest dyskretna. Podobnie jak w przypadku zwyk≥ej sieciowej teo-
rii pola, wysokoenergetyczna (ultrafioletowa) granica ciπg≥a jest okreúlona poprzez
granicÍ d≥ugoúci linków a ! 0. Granica ta jest zazwyczaj zwiπzana z ciπg≥ym (tzn.
wyøszym niø pierwszego rzÍdu) przejúciem fazowym, w którym nieskoÒczona d≥u-
goúÊ korelacji umoøliwia jednoczesne zbieganie sta≥ej sieci a ! 0 i rozmiarów sieci
N ! 1 w taki sposób, øe fizyczna d≥ugoúÊ aN pozostaje sta≥a, zaú wartoúci obser-
wabli wyraøone w jednostkach fizycznych sπ skoÒczone i dobrze okreúlone. Zgodnie z
5Ewentualne uwzglÍdnienie dodatkowych pól materii ”øyjπcych” w kwantowej czasoprzestrzeni

wymaga dodatkowej dyskretyzacji dzia≥ania dla tych pól. W takim przypadku trajektoria uwzglÍd-
nia dodatkowo odpowiednie konfiguracje pól.
6Formalnie [g] oznacza klasÍ równowaønoúci tensorów metrycznych g z uwagi na dyfeomorfizmy

opisujπce identyczne geometrie.
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zasadπ korespondencji, poprawne sformu≥owanie sieciowe powinno równieø pozwoliÊ
na odtworzenie niskoenergetycznej (podczerwonej) granicy teorii kwantowej grawi-
tacji, zgodnej z Ogólnπ Teoriπ WzglÍdnoúci.

2. Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji

Opisane powyøej sieciowe sformu≥owanie teorii kwantowej grawitacji oparte na feyn-
manowskiej ca≥ce po trajektoriach moøna w praktyce zrealizowaÊ na róøne sposo-
by. Grupa modeli zwanych Dynamicznymi Triangulacjami opiera konstrukcjÍ roz-
maitoúci symplicjalnej (triangulacji) na elementarnych blokach (typach symplek-
sów) o ustalonych w≥asnoúciach geometrycznych - por. rys. 1. Cztero-(wymiarowy)-
sympleks jest uogólnieniem trójkπta do wyøszej liczby wymiarów. Kaødy 4-sympleks
sk≥ada siÍ z 5 werteksów (0-sympleksów), 10 linków (1-sympleksów), 10 trójkπtów (2-
sympleksów) i 5 tetraedrów (3-sympleksów). Zak≥ada siÍ przy tym, øe 4-sympleksy
sπ p≥askie (wnÍtrze kaødego sympleksu jest czÍúciπ przestrzeni Minkowskiego lub
przestrzeni Euklidesowej, w zaleønoúci od typu sygnatury metryki czaso-przestrzeni
branej pod uwagÍ). W ogólnoúci sympleksy nie muszπ byÊ symetryczne, np. d≥ugo-
úci poszczególnych linków, a co za tym idzie tworzπce je trójkπty i tetraedry mogπ
siÍ róøniÊ. W zaleønoúci od kszta≥tu (symetrii) sympleksów moøe istnieÊ jeden lub
wiÍcej typów elementarnych bloków z których budowane sπ triangulacje. Elemen-
tarne bloki (4-sympleksy) sπ nastÍpnie ”sklejane” ze sobπ wzd≥uø trójwymiarowych
úcian (tetraedrów) tworzπc ciπg≥π dyskretyzacjÍ kwantowej geometrii. Tak zbudowa-
na triangulacja ma w ogólnoúci niezerowπ krzywiznÍ, która jest skupiona na trójkπ-
tach (2-sympleksach) i jest jednoznacznie okreúlona przez ich liczbÍ koordynacyjnπ
- deficyt kπtowy zaleøy wy≥πcznie od liczby (i ewentualnie typu 4-sympleksów) ma-
jπcych wspólny trójkπt. Konstrukcja ta sprawia, øe dzia≥anie Regge SR wystÍpujπce
we wzorze (1) ma niezwykle prostπ formÍ, bÍdπcπ liniowπ kombinacjπ kilku global-
nych parametrów charakteryzujπcych triangulacjÍ (liczby sympleksów i trójkπtów
okreúlonego typu).7

t

t+
1
2

t+1R3

R3

R3

84,1<

t

t+
1
2

t+1R3

R3

R3

83,2<

Rysunek 1: Elementarne bloki czterowymiarowego modelu CDT: po lewej sympleks (4, 1),
po prawej sympleks (3, 2).

7Uøywajπc toøsamoúci topologicznych moøna uøyÊ innych globalnych parametrów triangulacji,
np. liczby sympleksów okreúlonego typu i liczby werteksów, por. wzór (4).
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Wczesne modele Dynamicznych Triangulacji, zwane dziú Euklidesowymi Dy-
namicznymi Triangulacjami (ang. Euclidean Dynamical Triangulations, w skrócie
EDT), zak≥ada≥y euklidesowπ (lokalna symetria SO(4)) sygnaturÍ metryki czaso-
przestrzeni. W ujÍciu euklidesowym wszystkie 4-sympleksy by≥y równoboczne i iden-
tyczne (by≥ tylko jeden elementarny blok, z którego ”sklejano” triangulacje). Niestety
tak sformu≥owany model nie prowadzi≥ do zadawalajπcych wyników. Kierunek czasu
nie by≥ w øaden sposób wyróøniony, gdyø liczono na ”odbudowanie” czasu w sposób
w pe≥ni dynamiczny. Dwu-wymiarowy ”toy-model” czystej grawitacji [17, 18, 19]
oraz grawitacji sprzÍøonej z prostymi polami materii [20, 21, 22] by≥ moøliwy do
rozwiπzania w sposób analityczny, jednak pokazywa≥ on niekanoniczne skalowanie
czasu i przestrzeni. Badania modelu EDT w czterech wymiarach by≥y prowadzone
przy uøyciu symulacji numerycznych [23, 24, 25]. Symulacje te pokaza≥y, øe istnie-
jπ dwie fazy kwantowej geometrii, jednak øadna z nich nie przypomina klasycznej
4-wymiarowej przestrzeni opisywanej przez Ogólnπ TeoriÍ WzglÍdnoúci. W dodat-
ku powyøsze fazy sπ rozdzielone przejúciem fazowym pierwszego rzÍdu [26, 27], co
uniemoøliwia zdefiniowanie granicy ciπg≥ej. Ostanie próby ”oøywienia” modelu EDT
poprzez wprowadzenie dodatkowej sta≥ej sprzÍøenia zwiπzanej z nietrywialnπ miarπ
w ca≥ce Feynmana [28, 29] nie doprowadzi≥y do konkluzywnych wyników. Najpraw-
dopodobniej problem leøy w samej (od poczπtku euklidesowej) definicji modelu EDT,
co prowadzi do potencjalnie nieograniczonych fluktuacji sk≥adowej konforemnej [30]
czyniπc powyøsze sformu≥owanie üle okreúlonym.
Remedium na problemy modelu EDT stanowi≥a propozycja sformu≥owania lo-

rentzowskiego (lokalna symetria SO(3;1)) zaproponowana pod koniec lat 90-tych
XXw. przez J. Ambjørna, J. Jurkiewicza i R. Loll [31, 32]. Pomys≥ opiera≥ siÍ na
wprowadzeniu dodatkowej struktury przyczynowo-skutkowej, zgodnej z globalnπ hi-
perbolicznoúciπ czaso-przestrzeni. Sformu≥owanie to jest dzisiaj znane pod nazwπ
modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji (ang. Causal Dynamical Triangula-
tions, w skrócie CDT). Zgodnie z twierdzeniem R. Gerocha kaøda globalnie hiperbo-
liczna czasoprzestrzeÒM moøe byÊ topologicznie podzielona na warstwy przestrzen-
ne (powierzchnie Cauchyego) ⌃ parametryzowane globalnym czasem w≥asnym T :
M = ⌃ ⇥ T . Poniewaø zmiany topologii warstw przestrzennych prowadzi≥yby naj-
prawdopodobniej do z≥amania przyczynowoúci, model Kauzalnych Dynamicznych
Triangulacji zak≥ada, øe topologia poszczególnych powierzchni Cauchy’ego ⌃ jest
identyczna i z góry ustalona. Powyøsze za≥oøenia powodujπ istotne ograniczenie kla-
sy topologii i geometrii (triangulacji) wchodzπcych do ca≥ki po trajektoriach (1). W
CDT kaøda warstwa przestrzenna parametryzowana (w ujÍciu sieciowym) ca≥kowitπ
wspó≥rzÍdnπ czasowπ t jest zbudowana z identycznych równobocznych tetraedrów o
sta≥ej d≥ugoúci linków przestrzennych as. Sπsiednie warstwy o wspó≥rzÍdnej czaso-
wej t oraz t±1 sπ po≥πczone 4-sympleksami, zawierajπcymi dodatkowe linki czasowe
o sta≥ej d≥ugoúci at, ”sklejonymi” ze sobπ w ten sposób, øe równieø wszystkie po-
wierzchnie Cauchy’ego pomiÍdzy czasem t a t±1 majπ za≥oøonπ topologiÍ ⌃. Moøna
pokazaÊ, øe wystarczy w tym celu uøyÊ dwóch typów 4-sympleksów (elementarnych
bloków) zwanych odpowiednio sympleksami (4, 1) oraz (3, 2) - liczby w nawiasach
oznaczajπ odpowiednio liczbÍ werteksów w czasie t oraz w czasie t ± 1. O ile war-
stwy przestrzenne o ca≥kowitej wspó≥rzÍdnej czasowej t sπ z≥oøone jedynie z tetra-
edrów bÍdπcych ”podstawπ” sympleksów (4, 1), o tyle warstwy sparametryzowane
nieca≥kowitym czasem t sπ tworzone zarówno z tetraedrów powsta≥ych z przeciÍcia
hiperpowierzchniπ sta≥ego czasu w≥asnego sympleksów typu (4, 1), jak i z pryzmatów
utworzonych z przeciÍcia sympleksów typu (3, 2) - por. rys. 1. Powyøsze sformu≥owa-
nie jest w pe≥ni lorentzowskie (sygnatura metryki (�,+,+,+)): linki przestrzenne
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sπ powiπzane z linkami czasowymi relacjπ

a
2
t = �↵ a

2
s , ↵ > 0 , (3)

zaú 4-sympleksy sπ czÍúciπ przestrzeni Minkowskiego z dobrze okreúlonπ strukturπ
stoøków úwietlnych. Dzia≥anie Regge-Hilberta-Einsteina dla tak okreúlonej triangu-
lacji przyjmuje postaÊ [33]:

SR = � (0 + 6�)N0 + 4

�
N(4,1) +N(3,2)

�
+� N(4,1) , (4)

gdzie N(4,1), N(3,2) i N0 oznaczajπ odpowiednio liczbÍ sympleksów (4, 1), sympleksów
(3, 2) oraz werteksów w danej triangulacji, zaú 0, � i 4 sπ bezwymiarowymi go≥ymi
sta≥ymi sprzÍøenia. 0 jest proporcjonalna do odwrotnoúci sta≥ej Newtona G, � jest
g≥ównie zwiπzana ze wspó≥czynnikiem asymetrii linków przestrzennych i czasowych
↵ zdefiniowanym we wzorze (3) (symetrycznemu przypadkowi ↵ = 1 odpowiada
� = 0), zaú 4 jest proporcjonalna do sta≥ej kosmologicznej ⇤.
Konstrukcja Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji oparta na foliacji czasoprze-

strzeni pozwala na dokonanie dobrze zdefiniowanego obrotu Wicka, w wyniku które-
go lorentzowki globalny czas w≥asny przechodzi w czas urojony: t(L) ! t

(E) = �it
(L)

i w konsekwencji dostajemy przestrzeÒ o metryce z sygnaturπ (+,+,+,+). Zamiana
metryki polega na analitycznym przed≥uøeniu parametru asymetrii ↵ ! �↵ (por.
wzór (3)), w wyniku której linki czasowe przechodzπ w linki przestrzennopodobne
(a2t = ↵ a

2
s , ↵ > 0),8 zaú 4-sympleksy stajπ siÍ czÍúciπ przestrzeni euklidesowej.

Obrót Wicka powoduje teø przejúcie dzia≥ania lorentzowskiego w dzia≥anie eukli-
desowe: S(L)

R ! S
(E)
R = �iS

(L)
R . Odbywa siÍ to poprzez analityczne przed≥uøenie

sta≥ych sprzÍøenia 0, � i 4 bÍdπcych funkcjami parametru asymetrii ↵, co jed-
nak nie zmienia globalnej postaci dzia≥ania Regge w równaniu (4).9 W efekcie, po-
czπtkowe sformu≥owanie kwantowej teorii grawitacji w postaci (zdyskretyzowanej)
feynmanowskiej ca≥ki po geometriach T

(L) przechodzi po obrocie Wicka w model
statystyczny opisujπcy (euklidesowe) geometrie T (E):

ZCDT =
X

T (L)

e
iS

(L)
R

[T (L)]
����!
↵!�↵

ZCDT =
X

T (E)

e
�S

(E)
R

[T (E)]
. (5)

Naleøy podkreúliÊ, øe pomimo dokonanego obrotu Wicka struktura triangulacji ”pa-
miÍta” o narzuconej foliacji czasoprzestrzeni i, jak to juø zosta≥o wspomniane, klasa
(euklidesowych) triangulacji T (E) uwzglÍdnionych w równaniu (5) jest inna niø klasa
triangulacji wystÍpujπcych w modelu Euklidesowych Dynamicznych Triangulacji.
Po dokonaniu obrotu Wicka (5), model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji

moøe byÊ badany metodami Monte Carlo, które umoøliwiajπ numeryczne oszacowa-
nie wartoúci oczekiwanych (jak równieø funkcji korelacji) obserwabli

hOi =
1

Z

X

T

O[T ]e�SR[T ] =
X

T

O[T ]P(T ) ⇡
1

NMC

NMCX

i=1

O[T (i)] (6)

na podstawie duøej liczby (NMC) statystycznie niezaleønych triangulacji T genero-
wanych z boltzmanowskim rozk≥adem prawdopodobieÒstwa

P(T ) =
1

Z
e
�SR[T ]

. (7)

8Z uwagi na przyjÍtπ lorentzowskπ sygnaturÍ (�,+,+,+) stosujÍ konwencjÍ, w której prze-
strzennopodobne sπ interwa≥y o kwadracie wiÍkszym od zera.
9Zamiana dzia≥ania sprowadza siÍ w praktyce do odpowiedniego potraktowania pierwiastków

wystÍpujπcych we wzorach na sta≥e sprzÍøenia jako funkcji zmiennej zespolonej ↵. Co prawda
postaÊ funkcyjna zaleønoúci 0, � i 4 od parametru ↵ przed i po obrocie Wicka jest inna, lecz
dzia≥anie SR jest nadal liniowπ kombinacjπ tych sta≥ych sprzÍøenia, identycznπ jak w równaniu (4).
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Mechanizm generowania triangulacji, który opiera siÍ na odpowiednio zaadapto-
wanym algorytmie Metropolisa-Hastingsa [34, 35], umoøliwia przejúcie od jednej
konfiguracji sympleksów do innej przy uøyciu zestawu lokalnych ruchów (tworzπ-
cych, usuwajπcych lub modyfikujπcych sympleksy w okreúlonym miejscu triangu-
lacji). W czterowymiarowym modelu CDT algorytm numeryczny wykorzystuje ze-
staw siedmiu ruchów, które sπ kauzalne (zachowujπ foliacjÍ i topologiÍ triangulacji)
oraz ergodyczne (dowolna triangulacja o danej topologii moøe byÊ osiπgniÍta z in-
nej triangulacji o identycznej topologii przez wykonanie serii ruchów). Dodatkowo
prawdopodobieÒstwo P (TA

M
�! TB) akceptacji danego ruchuM , powodujπcego zmia-

nÍ triangulacji TA na triangulacjÍ TB, spe≥nia warunek tzw. równowagi szczegó≥owej

P (TA)P (TA
M
�! TB) = P (TB)P (TB

M̄
�! TA) , (8)

gdzie M̄ jest ruchem przeciwnym (tzn. zmieniajπcym triangulacjÍ TB na triangulacjÍ
TA). Warunek ten zapewnia, øe prawdopodobieÒstwo pojawiania siÍ triangulacji
P(T ) dπøy do stanu stacjonarnego zgodnego z równaniem (7).
Funkcja rozdzia≥u CDT okreúlona we wzorze (5) zaleøy od wartoúci go≥ych sta-

≥ych sprzÍøenia ZCDT = ZCDT (0,�,4) oraz dodatkowo od wyboru (ustalonej)
topologii czasoprzestrzeniM. W praktyce wygodnie jest badaÊ w≥aúciwoúci modelu
CDT dla okreúlonej objÍtoúci triangulacji N4 = N(4,1) + N(3,2), którπ moøna ≥atwo
kontrolowaÊ w symulacjach numerycznych.10 Liczba moøliwych triangulacji roúnie
(w wiodπcym rzÍdzie) wyk≥adniczo z rozmiarem triangulacji: ZCDT / exp(c

4N4),
przy czym wyk≥adnik c

4 zaleøy od wartoúci sta≥ych sprzÍøenia i (z uwagi na pod-
wiodπce poprawki) od rozmiaru triangulacji. Ten wyk≥adniczy wzrost jest t≥umiony
przez cz≥on kosmologiczny w dzia≥aniu Regge (4), zaleøny od sta≥ej 4 sprzÍøonej do
N4. Tym samym (w wiodπcym rzÍdzie) ZCDT / exp((c

4�4)N4) i badajπc zachowa-
nie modelu dla okreúlonej objÍtoúci naleøy odpowiednio ustaliÊ 4 ⇡ 

c
4(0,�, N4).

Podsumowujπc, typowa symulacja Monte Carlo jest przeprowadzana dla okreúlonego
zestawu parametrów - wybranej topologiiM, objÍtoúci triangulacji: N4 oraz warto-
úci sta≥ych sprzÍøenia 0, � i 4 ⇡ 

c
4(N4,0,�). NastÍpnie naleøy przeprowadziÊ

analizÍ efektów skoÒczonego rozmiaru (zaleønoúci wyników od N4) dokonujπc, o ile
to moøliwe, interpolacji do granicy nieskoÒczonej objÍtoúci N4 ! 1.

3. Cel prac stanowiπcych osiπgniÍcie naukowe

Feynmanowska ca≥ka po trajektoriach (funkcja rozdzia≥u) modelu Kauzalnych Dy-
namicznych Triangulacji zaleøy od szeregu parametrów (sta≥ych sprzÍøenia oraz wy-
branej topologii czasoprzestrzeni). W zaleønoúci od wyboru tych parametrów moøna
zaobserwowaÊ rozmaite fazy kwantowej geometrii o istotnie róønych w≥asnoúciach
fizycznych. Badania struktury fazowej sπ istotne zarówno z punktu widzenia okre-
úlenia podczerwonej granicy CDT (zgodnie z zasadπ korespondencji powinna istnieÊ
faza semiklasyczna, w której geometria dynamicznie tworzonego t≥a odpowiada roz-
wiπzaniom OTW), jak i poszukiwania granicy ultrafioletowej (zgodnie z hipotezπ
asymptotycznego bezpieczeÒstwa granica ciπg≥a powinna byÊ zwiπzana z przejúciem
fazowym wyøszego rzÍdu).
10ObjÍtoúÊ triangulacji jest ustalana poprzez wprowadzenie do dzia≥ania dodatkowego cz≥onu, np.

✏(N4� N̄4)2, sprawiajπcego, øe liczba sympleksów fluktuuje wokó≥ zadanej N̄4 z amplitudπ zaleønπ
od parametru ✏. Wp≥yw tego cz≥onu moøna nastÍpnie usunπÊ podczas analizy danych. CzÍsto
zamiast ustalania objÍtoúci N4 ustala siÍ objÍtoúÊ N(4,1), jednak dla danego wyboru parametrów
0 i � stosunek N4/N(4,1) fluktuuje wokó≥ sta≥ej wiÍc metoda ustalania objÍtoúci w wiÍkszoúci
przypadków nie ma znaczenia.
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Poczπtkowe badania czterowymiarowego modelu CDT by≥y prowadzone dla usta-
lonej sferycznej topologii warstw przestrzennych ⌃ = S

3 oraz periodycznych czaso-
wych warunków brzegowych T = S

1 (ze wzglÍdów praktycznych w badaniach nu-
merycznych dokonuje siÍ zazwyczaj kompaktyfikacji wspó≥rzÍdnej czasowej). Tym
samym globalna topologia by≥a ustalona jako M = S

3
⇥ S

1. Najwaøniejsze wyni-
ki tych badaÒ (przed pracami stanowiπcymi osiπgniÍcie naukowe przedstawione w
niniejszym autoreferacie) zosta≥y podsumowane poniøej.
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Rysunek 2: Stary diagram fazowy czterowymiarowego modelu CDT ze sferycznπ topologiπ
przestrzennπ ⌃ = S
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Rysunek 3: Typowe profile objÍtoúci przestrzennych nt ⌘ N(4,1)(t) w róønych fazach CDT
dla sferycznej topologii przestrzennej ⌃ = S

3.

Poczπtkowo zaobserwowano istnienie trzech faz geometrii [36, 37], nazwanych fa-
zami A, B oraz C - por. diagram fazowy na rys. 2. Faza A charakteryzuje siÍ podzia-
≥em czasoprzestrzeni na szereg niewielkich, nieskorelowanych ze sobπ ”wszechúwia-
tów” (ang. baby universes) - por. rys. 3 przedstawiajπcy typowy rozk≥ad objÍtoúci
warstw przestrzennych triangulacji w funkcji wspó≥rzÍdnej czasowej nt ⌘ N(4,1)(t)
(liczba równobocznych tetraedrów tworzπcych warstwÍ przestrzennπ jest proporcjo-
nalna do jej fizycznej objÍtoúci). Efektywny wymiar czasoprzestrzeni w fazie A wy-
nosi oko≥o dwóch.11 Faza ta jest odpowiednikiem fazy ”rozga≥Ízionych polimerów”
11Geometria kwantowej czasoprzestrzeni zdyskretyzowana przez triangulacje ma cechy fraktalne
i wymiar efektywny moøe siÍ istotnie róøniÊ od wymiaru topologicznego. Efektywny wymiar moøna
definiowaÊ np. przy uøyciu wymiaru HausdorÄa DH lub wymiaru spektralnego Ds.
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(ang. branched polymers) obserwowanej uprzednio w modelu EDT. W fazie B nastÍ-
puje kolaps geometrii triangulacji do pojedynczej warstwy przestrzennej o niezwykle
wysokim wymiarze efektywnym (dπøπcym do nieskoÒczonoúci wraz ze zwiÍkszaniem
rozmiaru triangulacji) - por. rys. 3. Faza ta jest odpowiednikiem fazy ”skolapso-
wanej” (ang. crumpled) obserwowanej uprzednio w modelu EDT. Nietrywialnym
wynikiem, charakterystycznym dla CDT, jest istnienie fazy C (obecnie zwanej teø
fazπ ”de Sittera” lub CdS), w której pojawia siÍ efektywnie czterowymiarowa ma-
kroskopowa geometria [38] - por. rys. 3. Jednoczeúnie w fazie tej po raz pierwszy
zaobserwowano zjawisko redukcji wymiarowej (efektywny wymiar czasoprzestrzeni
zaleøy od skali i wymiar spektralny zmienia siÍ od Ds ⇡ 2 dla skali mikroskopowej do
Ds = 4 dla skal makroskopowych) [39]. W fazie CdS kwantowe fluktuacje objÍtoúci
przestrzennych zachodzπ wokó≥ dynamicznie wy≥aniajπcego siÍ t≥a, zgodnego z (eu-
klidesowπ) czterowymiarowπ czasoprzestrzeniπ de Sittera [40]. Fluktuacje te mogπ
byÊ bardzo dobrze opisane przez dzia≥anie efektywne zgodne z modelem minisu-
perspace Hartle-Hawkinga, zak≥adajπcym maksymalnie symetrycznπ (przestrzennie
jednorodnπ i izotropowπ) postaÊ metryki [41, 42]. Jednoczeúnie (wzglÍdna) ampli-
tuda fluktuacji kwantowych maleje wraz ze wzrostem objÍtoúci triangulacji N4 i
granicÍ N4 ! 1 (wewnπtrz fazy CdS) moøna traktowaÊ jako granicÍ podczerwonπ
CDT, zgodnπ z klasycznπ OTW. Badanie zwiπzku postaci dzia≥ania efektywnego
CDT opisujπcego kwantowe fluktuacje objÍtoúci przestrzennych nt z przejúciami fa-
zowymi [43] doprowadzi≥o do wniosku, øe w czÍúci diagramu fazowego pomiÍdzy
fazami CdS i B istnieje najprawdopodobniej dodatkowa faza kwantowej geometrii,
nazwana poczπtkowo ”fazπ bifurkacji” (obecnie Cb). Dodatkowo wykazano, øe przej-
úcie fazowe CdS�A jest przejúciem pierwszego rzÍdu [44], zaú przejúcie fazowe Cb�B

jest przejúciem drugiego lub wyøszego rzÍdu [45].
Celem prac stanowiπcych osiπgniÍcie naukowe by≥o rozwiniÍcie badaÒ struktury

fazowej czterowymiarowego modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji, szcze-
gólnie w kontekúcie pojawienia siÍ moøliwoúci istnienia nowej, nieodkrytej wczeúniej
fazy ”bifurkacji” Cb. Prace te moøna podzieliÊ na trzy zagadnienia. Pierwsze zagad-
nienie (poruszane w pracach [H1] i [H5]) dotyczy potwierdzenia istnienia fazy Cb i
okreúlenia jej dok≥adnego po≥oøenia na diagramie fazowym oraz zbadania w≥asnoúci
geometrii w tej fazie i próbie nadania jej interpretacji fizycznej. Drugie zagadnienie
dotyczy analizy rzÍdu nowego przejúcia fazowego CdS � Cb (prace [H2] i [H6]) oraz
ponownego dok≥adnego zbadania w≥asnoúci przejúcia fazowego Cb �B (praca [H5]).
Jak to zosta≥o wyøej opisane, istnienie przejúÊ fazowych wyøszego rzÍdu wiπøe siÍ z
potencjalnπ moøliwoúciπ zdefiniowania granicy ciπg≥ej CDT (tematem tym zajmuje
siÍ praca [H3]). Trzecie zagadnienie badawcze (prace [H4], [H7], [H8]) porusza kwe-
stie uniwersalnoúci struktury fazowej CDT i jej (nie)zaleønoúci od wyboru topologii
czasoprzestrzeni. Badania te dotyczπ wp≥ywu zmiany topologii warstw przestrzen-
nych ze sferycznej ⌃ = S

3 na toroidalnπ ⌃ = T
3.

4. Streszczenie najwaøniejszych wyników

Faza bifurkacji (praca [H1] i czÍúÊ pracy [H5])

W pracy [43] zosta≥a wysnuta hipoteza istnienia nowej, wczeúniej nieodkrytej
fazy CDT, nazwanej fazπ bifurkacji. Odkrycie nowej fazy wynika≥o z analizy postaci
dzia≥ania efektywnego CDT opisujπcego fluktuacje objÍtoúci warstw przestrzennych
nt ⌘ N(4,1)(t). Analiza ta bazowa≥a na metodologii efektywnej macierzy transferu
M , opisujπcej amplitudÍ przejúcia pomiÍdzy sπsiednimi warstwami przestrzennymi
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o (ca≥kowitej) wspó≥rzÍdnej czasowej t i t + 1. Fakt istnienia powyøszej macierzy
transferu zosta≥ zapostulowany w pracy [46]. Macierz transferu moøe byÊ powiπzana
z efektywnym lagranøjanem L

eff sparametryzowanym objÍtoúciami przestrzennymi

hnt+1|M |nti / exp(�L
eff [nt, nt+1]) . (9)

PostaÊ macierzy transferu M zmierzona w fazie de Sittera (C)

hn|MC |mi = exp

"
�

1

�

(n�m)2

(n+m)

#

| {z }
czÍúÊ kinetyczna

exp

"
� µ

✓
n+m

2

◆1/3

+ �

✓
n+m

2

◆#

| {z }
czÍúÊ potencjalna: V [n+m]

, (10)

okaza≥a siÍ byÊ zgodna z poprzednimi pomiarami Leff opartymi na analizie macierzy
korelacji fluktuacji objÍtoúci przestrzennych

L
eff
C [n,m] =

1

�

(n�m)2

n+m
+ µ

✓
n+m

2

◆1/3

� �

✓
n+m

2

◆
, (11)

bÍdπcego dyskretyzacjπ lagranøjanu modelu minisuperspace Hartle-Hawkinga [47].
Metodologia macierzy transferu pozwoli≥a na pomiar dzia≥ania efektywnego w

innych fazach CDT. W szczególnoúci w pracy [43] pokazano, øe zmiana postaci
macierzy transferu M (i w konsekwencji efektywnego lagranøjanu L

eff ) nastÍpu-
je dok≥adnie na linii przejúcia fazowego A � C. Podobna analiza doprowadzi≥a do
wniosku, øe macierz transferu zmienia postaÊ w pewnej odleg≥oúci od linii przejúcia
fazowego B �C. Zmiana nastÍpuje w obszarze parametrów (0,�) oznaczonego na
pierwotnym diagramie fazowym (rys. 2) jako czÍúÊ fazy C, co wskazuje na moøliwoúÊ
istnienia zupe≥nie nowej fazy kwantowej geometrii. W obszarze tej fazy nastÍpuje
bifurkacja czÍúci kinetycznej macierzy transferu [43]

hn|MB|mi = (12)

=

2

64exp

0

B@�
1

�

⇣
(n�m)� c[n+m]

⌘2

n+m

1

CA+ exp

0

B@�
1

�

⇣
(n�m) + c[n+m]

⌘2

n+m

1

CA

3

75V [n+m] .

Bifurkacja jest okreúlona przez funkcjÍ c[n+m], gdzie c[n+m] ! c0(n+m� sb) dla
duøych objÍtoúci (n +m � sb) i c[n +m] ! 0 dla ma≥ych objÍtoúci (n +m ⌧ sb).
Parametry macierzy transferu, a w szczególnoúci punkt bifurkacji sb oraz jej si≥a c0
zaleøπ od wartoúci go≥ych sta≥ych sprzÍøenia CDT: 0 i �.

W pracy [H1] dokonano analizy zachowania macierzy transferu w obszarze przej-
úcia fazowego miÍdzy fazπ de Sittera C a nowo odkrytπ fazπ bifurkacji. Przejúcie to
jest zwiπzane z granicπ sb ! 1 i c0 ! 0, w której macierz transferu fazy bifurkacji
(12) przechodzi w macierz transferu fazy C (10). Pokazano, øe na przejúciu fazowym
i w granicy duøej objÍtoúci (n+m ! 1) moøna dokonaÊ rozwiniÍcia równania (12)
prowadzπcego do efektywnego lagranøjanu

L
eff
B [n,m] ⇡

1

�

✓
1�

2c20(n+m)

�

◆
(n�m)2

n+m
+µ

✓
n+m

2

◆1/3

�

✓
��

c
2
0

�

◆✓
n+m

2

◆
.

(13)
Porównanie wzorów (11) i (13) prowadzi do wniosku, øe przejúcie fazowe z fa-
zy C do fazy bifurkacji jest zwiπzane z pojawieniem siÍ dodatkowego czynnika
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⇣
1� 2c20

� (n+m)
⌘
, który dla duøych objÍtoúci (n+m > �/2c20) zmienia znak czÍúci

kinetycznej. Tego typu zachowanie moøna interpretowaÊ jako efektywny obrót Wic-
ka t ! �it, a wiÍc dynamicznπ zmianÍ efektywnej sygnatury metryki zwiπzanπ z
nowym przejúciem fazowym.
Powyøsze rozwaøania by≥y oparte na analizie zachowania objÍtoúci warstw prze-

strzennych nt. Obserwabla ta jest bardzo ogólna i nie bierze pod uwagÍ geometrycz-
nych szczegó≥ów triangulacji. Dlatego teø dokonano bardziej szczegó≥owej analizy
geometrii poszczególnych warstw przestrzennych. W szczególnoúci przeanalizowano
zachowanie úredniej krzywizny

R̄(t) ⌘

R
d
3
x
p
g(3)R(3)R

d3x
p
g(3)

, (14)

gdzie g(3) i R(3) oznaczajπ odpowiednio wyznacznik (indukowanej) przestrzennej
metryki i skalar Ricciego w warstwie t. Trójwymiarowa krzywizna zaleøy od lokal-
nych deficytów kπtowych wokó≥ linków przestrzennych. Dla triangulacji CDT úredniπ
krzywiznÍ moøna policzyÊ ze wzoru

R̄(t) = 2⇡
N1(t)

N3(t)
� 6 arccos(1/3), (15)

gdzie N1(t) i N3(t) sπ odpowiednio liczbπ linków i tetraedrów w danej warstwie t. Na
podstawie analizy wyników symulacji numerycznych pokazano, øe w fazie bifurkacji
úrednia krzywizna jest róøna dla warstw przestrzennych o parzystej i nieparzystej
wspó≥rzÍdnej t. Zachowanie to jest istotnie inne niø w fazie C, w której (euklide-
sowe) rozwiπzanie de Sittera odpowiada warstwom przestrzennym o sta≥ej úredniej
krzywiünie, niezaleønej od t.
Pokazano równieø, øe skoki krzywizny (pomiÍdzy parzystym i nieparzystym t)

zwiπzane sπ z formowaniem siÍ wewnπtrz triangulacji klastrów sympleksów skupio-
nych wokó≥ ”osobliwych” werteksów o makroskopowej liczbie koordynacyjnej O(v).12

Werteksy te pojawiajπ siÍ wy≥πcznie w warstwach o wyøszej úredniej krzywiünie, a
wiÍc w co drugiej warstwie przestrzennej, przy czym w danej warstwie o duøym
R̄(t) istnieje tylko jeden ”osobliwy” werteks. Istnienie wyróønionych werteksów, wo-
kó≥ których skupiona jest makroskopowa liczba sympleksów (a na poziomie warstw
przestrzennych takøe tetraedrów) wskazuje, øe nowe przejúcie fazowe zwiπzane jest
ze spontanicznym z≥amaniem symetrii w kierunkach przestrzennych - w fazie C geo-
metria (euklidesowej) czasoprzestrzeni de Sittera wokó≥ której wystÍpujπ kwantowe
fluktuacje jest przestrzennie jednorodna i izotropowa, geometria czasoprzestrzeni w
fazie bifurkacji w oczywisty sposób ≥amie te symetrie.
Analiza mikroskopowej struktury geometrii w fazie bifurkacji pozwoli≥a na za-

proponowanie dwóch nowych parametrów porzπdku:

OP1 =
��R̄(t0)� R̄(t0 + 1)

�� , (16)

OP2 =
���max

⇥
O
�
v(t0

�⇤
�max

⇥
O
�
v(t0 + 1

�⇤���. (17)

Pokazano, øe powyøsze parametry porzπdku sπ (w przybliøeniu) zerowe w fazie C i
znaczπco rosnπ w fazie bifurkacji, analiza ich zachowania pozwala wiÍc na dok≥adnπ
lokalizacjÍ nowego przejúcia fazowego.
12
O(v) jest liczbπ 4-sympleksów o wspólnym werteksie v. Liczba koordynacyjna ”osobliwych”

werteksów jest kilka rzÍdów wielkoúci wiÍksza niø dla pozosta≥ych werteksów w triangulacji.
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W pracy [H1] zaprezentowano ponadto po raz pierwszy nowy diagram fazowy
CDT z uwzglÍdnieniem fazy bifurkacji - por. rys. 4. Sporzπdzenie diagramu opie-
ra≥o siÍ na analizie postaci macierzy transferu (9) zmierzonej podczas symulacji
numerycznych dla sieci punktów w przestrzeni go≥ych sta≥ych sprzÍøenia (0,�).
Potwierdzono, øe faza bifurkacji zajmuje istotnπ czÍúÊ przestrzeni fazowej pomiÍdzy
fazπ C a fazπ B oraz (na podstawie ekstrapolacji lini nowego przejúcia fazowego) za-
postulowano, øe wszystkie (cztery) fazy CDT ≥πczπ siÍ w jednym wspólnym punkcie.

�0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 1 2 3 4 5

A

B

Cb

CdS

Quadruple point

�

0

Rysunek 4: Nowy diagram fazowy czterowymiarowego modelu CDT ze sferycznπ topologiπ
przestrzennπ ⌃ = S

3.

Zwiπzek pomiÍdzy formowaniem siÍ ”osobliwych” werteksów a bifurkacjπ czÍúci
kinetycznej macierzy transferu (12) by≥ takøe dyskutowany w (czÍúci 4) pracy [H5]
(poúwiÍconej w wiÍkszoúci analizie w≥asnoúci przejúcia fazowego miÍdzy fazπ bifur-
kacji a fazπ B - por. opis poniøej). W pracy tej przeanalizowano w≥asnoúci geometrii
w fazie bifurkacji dla triangulacji o bardzo krótkim okresie czasowym T = 2. Wybór
ten jest zgodny z wczeúniejszymi pomiarami macierzy transferu [43], które doprowa-
dzi≥y do odkrycia nowej fazy. W szczególnoúci pokazano, øe d≥ugoúÊ okresu czasowego
T nie ma wp≥ywu na w≥asnoúci przejúcia fazowego, zaú pojawienie siÍ bifurkacji13

objÍtoúci warstw przestrzennych h|n�m|i > 0 jest bezpoúrednio zwiπzane z istnie-
niem ”osobliwych” werteksów (w warstwie o mniejszej objÍtoúci). ZaleønoúÊ miÍdzy
krotnoúciπ tych werteksów hOmaxi a bifurkacjπ h|n�m|i jest w dobrym przybliøeniu
liniowa. Poprzez analizÍ skalowania krotnoúci ”osobliwych” werteksów z rozmiarem
triangulacji pokazano równieø, øe (zgodnie z wczeúniejszymi obserwacjami) w da-
nej warstwie przestrzennej powinien istnieÊ tylko jeden ”osobliwy” werteks. Tym
samym potwierdzono, øe pojawianie siÍ takich werteksów (w co drugiej warstwie
przestrzennej), a co za tym idzie z≥amanie symetrii przestrzennej fazy de Sittera,
jest najbardziej podstawowπ mikroskopowπ charakterystykπ fazy bifurkacji.

13W uk≥adzie z dwoma warstwami o objÍtoúciach odpowiednio n i m, róønica objÍtoúci
h|n�m|i > 0 odpowiada niezerowej bifurkacji c[n+m] we wzorze (12).

14



Przejúcia fazowe i granica ciπg≥a (czÍúÊ pracy [H5] i prace [H2], [H6], [H3])

Badanie rzÍdu przejúÊ fazowych wystÍpujπcych w modelu CDT jest niezwykle
istotne w punktu widzenia poszukiwania granicy ciπg≥ej, w której, zgodnie z hipotezπ
asymptotycznego bezpieczeÒstwa S. Weinberga, kwantowa grawitacja jest niepertur-
bacyjnie renormalizowalna. Ultrafioletowy punkt sta≥y powinien byÊ w ujÍciu siecio-
wym zwiπzany z przejúciem fazowym ciπg≥ym (tzn. rzÍdu wyøszego niø pierwszy).
Dlatego teø potwierdzenie istnienia takich przejúÊ fazowych, szczególnie na granicy
semiklasycznej fazy CdS, jest niezwykle istotne. Problem ten zosta≥ po raz pierwszy
poruszony w pracach [44, 45], które dotyczy≥y analizy przejúÊ fazowych pomiÍdzy fa-
zπ A i C (obecnie A�CdS) oraz B i C (obecnie B�Cb).14 Dokonana w tych pracach
analiza dotyczy≥a parametrów porzπdku OP zwiπzanych z globalnymi charaktery-
stykami triangulacji. W szczególnoúci, w przypadku przejúcia A � C analizowano
zachowanie liczby werteksów w triangulacji OP = N0, zaú w przypadku przejúcia
fazowego B �C badano parametr porzπdku bÍdπcy liniowπ kombinacjπ liczby sym-
pleksów (4, 1) i liczby werteksów OP = conj(�) ⌘ N(4,1) � 6N0. Po≥oøenie przejúcia
fazowego ustalano na podstawie zachowania podatnoúci �OP = hOP

2
i � hOP i

2,
która ma lokalne maksimum na granicy dwóch faz.
Przejúcie fazowe A � C (por. diagram fazowy na rys. 4) pojawia siÍ, gdy dla

ustalonej wartoúci sta≥ej sprzÍøenia� zwiÍkszamy 0. Z uwagi na efekty skoÒczonego
rozmiaru,15 po≥oøenie punktu krytycznego c

0 zaleøy od rozmiarów sieci


c
0(N4) = 

c
0(1)� CN

�1/⌫̃
4 . (18)

Zmierzony wyk≥adnik krytyczny ⌫̃ ⇡ 1 wskazuje na przejúcie pierwszego rzÍdu. Po-
dobna analiza przeprowadzona dla przejúcia fazowego B � C, które wystÍpuje gdy
dla ustalonej wartoúci sta≥ej sprzÍøenia 0 zmieniamy �, pokaza≥a, øe po≥oøenie
przejúcia fazowego

�c(N4) = �c(1)� CN
�1/⌫̃
4 (19)

skaluje siÍ z wyk≥adnikiem krytycznym ⌫̃ ⇡ 2.5, co wskazuje na przejúcie fazowe
wyøszego rzÍdu. W pracy [44] dokonano ponadto analizy zachowania siÍ parame-
trów porzπdku na przejúciu fazowym. Pokazano, øe parametr porzπdku OP przeska-
kuje (w czasie symulacji Monte Carlo) pomiÍdzy dwoma metastabilnymi stanami,
charakterystycznymi dla danej fazy. Takie zachowanie OP jest typowe dla przejúÊ fa-
zowych pierwszego rzÍdu, jest wiÍc w pe≥ni zrozumia≥e dla przejúcia fazowego A�C,
stanowi jednak zaskoczenie w przypadku przejúcia ciπg≥ego B � C. Tym niemniej
pokazano, øe wzglÍdna amplituda skoków OP/N4 zaleøy od objÍtoúci sieci N4. W
przypadku przejúcia A�C amplituda ta roúnie wraz z N4 czyniπc to przejúcie coraz
bardziej nieciπg≥ym, zaú w przypadku przejúcia B � C amplituda skoków maleje ze
wzrostem N4, a wiÍc przejúcie to staje siÍ coraz bardziej ciπg≥e.

Motywacjπ (czÍúci 3) pracy [H5]16 by≥o powtórne dok≥adne zbadanie przejúcia
fazowego B � C (po odkryciu fazy bifurkacji zwanego przejúciem B � Cb) w celu
14Prace te powsta≥y przed odkryciem fazy bifurkacji Cb.
15W ujÍciu sieciowym nie mamy do czynienia z przejúciami fazowymi w úcis≥ym znaczeniu tego
s≥owa, gdyø z uwagi na ograniczony rozmiar sieci N4 sformu≥owanie to jest skoÒczone i wystÍpu-
jπ jedynie duøe skoki zamiast rozbieønoúci odpowiednich pochodnych energii swobodnej. W celu
dokonania analizy rzÍdu przejúcia fazowego niezbÍdne jest wiÍc zbadanie skalowania z rozmiarem
sieci N4 ! 1.
16Praca [H5] dotyczy≥a teø badania w≥asnoúci geometrycznych fazy bifurkacji, co zosta≥o juø
omówione powyøej.
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wyjaúnienia powyøszych wπtpliwoúci (skoki parametru porzπdku nie sπ typowe dla
przejúÊ fazowych wyøszego rzÍdu). Analiza przejúcia fazowego B�Cb przedstawiona
w pracy [H5] oparta jest o parametr porzπdku OP = x ⌘ N(4,1) � N(3,2), którego
zachowanie jest analogiczne do parametru OP = conj(�) analizowanego w poprzed-
nich pracach [44, 45]. Ciekawa obserwacja dotyczy zachowania OP na granicy faz,
które zaleøy od wyboru sposobu ustalania objÍtoúci triangulacji. Przy symulacjach
z ustalonπ ca≥kowitπ objÍtoúciπ N̄4, tak jak w pracach [44, 45], parametr porzπdku
wykazuje cechy charakterystyczne dla przejúcia pierwszego rzÍdu przeskakujπc miÍ-
dzy dwoma metastabilnymi stanami (na histogramie OP moøna obserwowaÊ dwa
przesuniÍte maksima). Jeúli natomiast ustalana jest objÍtoúÊ N̄(4,1), powyøsze sko-
ki parametru porzπdku zanikajπ (histogram z jednym maksimum OP ), zachowanie
jest wiÍc typowe dla przejúÊ ciπg≥ych. Powyøszπ obserwacjÍ moøna wyt≥umaczyÊ
dziÍki analizie entropii N (N0, N(4,1), N(3,2)), zliczajπcej liczbÍ stanów (triangulacji
T ) o tej samej wartoúci (go≥ego) dzia≥ania CDT (4) SR = SR(N0, N(4,1), N(3,2)). W
formalizmie tym funkcja rozdzia≥u CDT (5) moøe byÊ zapisana jako

ZCDT =
X

T

e
�SR[T ] =

X

N0,N(4,1),N(3,2)

N (N0, N(4,1), N(3,2)) · e
�SR(N0,N(4,1),N(3,2)) . (20)

Entropia N (N0, N(4,1), N(3,2)) moøe byÊ zmierzona w symulacjach numerycznych. W
pracy [H5] rozpatrywana jest zaleønoúÊ entropii od N(4,1) i N(3,2) (po wysumowaniu
zaleønoúci od N0)

P(N(4,1), N(3,2)) = C ·

X

N0

N (N0, N(4,1), N(3,2)) · e
�SR(N0,N(4,1),N(3,2)) , (21)

która w pe≥ni wyznacza rozk≥ad prawdopodobieÒstwa P (x) parametru porzπdku
x = N(4,1) �N(3,2).

Rysunek 5: Energia swobodna F (N(4,1), N(3,2)) w regionie przejúcia fazowego B � Cb.
WartoúÊ F roúnie od koloru niebieskiego do czerwonego. Szare linie oznaczajπ przekroje
opisane w tekúcie.

Logarytm wyraøenia (21) definiuje energiÍ swobodnπ F , która w pobliøu przej-
úcia fazowego B�Cb w przestrzeni zmiennych (N(4,1), N(3,2)) ma kszta≥t siod≥a (por.
rys. 5). Dobór sposobu ustalania objÍtoúci triangulacji odpowiada wyborowi pew-
nej szczególnej trajektorii zbliøania siÍ do powierzchni krytycznej poprzez wybranie
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okreúlonego przekroju energii swobodnej F (entropii N ) na p≥aszczyünie wyznaczo-
nej przez (N(4,1), N(3,2)). Ustaleniu ca≥kowitej objÍtoúci N̄4 = N(4,1)+N(3,2) odpowia-
da przekrój diagonalny: N(4,1) =

N̄4+x
2 , N(3,2) =

N̄4�x
2 , dla którego siod≥owy kszta≥t

F prowadzi do rozk≥adu prawdopodobieÒstwa

P̄ (x) = P

✓
N(4,1) =

N̄4 + x

2
, N(3,2) =

N̄4 � x

2

◆
(22)

w pe≥ni odtwarzajπcego podwójne maksimum w histogramie parametru porzπdku.
Ustalenie objÍtoúci N̄(4,1) to przekrój wertykalny: N(4,1) = N̄(4,1) , N(3,2) = N̄(4,1)�x,
przechodzπcy przez wypuk≥y spód siod≥a, prowadzπcy do rozk≥adu prawdopodobieÒ-
stwa

P̃ (x) = P
�
N(4,1) = N̄(4,1), N(3,2) = N̄(4,1) � x

�
(23)

zgodnego z histogramem parametru porzπdku bez podwójnego maksimum. Anali-
za zachowania szerokoúci rozk≥adu P̃ (x) w funkcji sta≥ej sprzÍøenia 32 ⌘ 4 + �
(co w przeprowadzanych symulacjach odpowiada≥o zmianie parametru �) pozwala
dodatkowo wyznaczyÊ dok≥adny punkt przejúcia fazowego �c. Punkt ten odpowia-
da maksymalnej szerokoúci rozk≥adu P̃ (x) (a tym samym maksymalnej podatnoúci
�OP=x) i dok≥adnie pokrywa siÍ z wartoúciπ �c zbadanπ standardowymi metodami.
Pokazano tym samym, øe obserwowane (w symulacjach z ustalonπ ca≥kowitπ ob-
jÍtoúciπ N4) przeskoki parametru porzπdku na granicy faz B � Cb sπ zwiπzane ze
szczególnym zachowaniem entropii, zaú sposób ustalenia ca≥kowitej objÍtoúci trian-
gulacji odpowiada wyborowi specyficznej trajektorii w przestrzeni sta≥ych sprzÍøenia
prowadzπcej do przejúcia fazowego. Dlatego teø zachowanie parametrów porzπdku, w
pewnych aspektach naúladujπce zachowanie obserwowane przy przejúciach fazowych
pierwszego rzÍdu, nie stoi w sprzecznoúci z ciπg≥ym charakterem przejúcia fazowego
B � Cb.

Fakt odkrycia nowej fazy bifurkacji Cb wiπza≥ siÍ z koniecznoúciπ analizy w≥a-
snoúci nowego przejúcia fazowego (na granicy z fazπ de Sittera CdS). Stwierdzenie,
czy jest to przejúcie ciπg≥e (rzÍdu wyøszego niø pierwszy) jest istotne z punktu wi-
dzenia moøliwoúci zdefiniowania trajektorii grupy renormalizacji ≥πczπcych podczer-
wonπ granicÍ CDT (we wnÍtrzu fazy CdS) z potencjalnym ultrafioletowym punktem
sta≥ym (poøπdane jest aby punkt ten znajdowa≥ siÍ na granicy fazy CdS). PostaÊ
diagramu fazowego uwzglÍdniajπcego fazÍ bifurkacji [H1], por. rys. 4, sugeruje, øe
faza Cb wystÍpuje w ca≥ym zakresie parametrów pomiÍdzy fazπ CdS a fazπ B, dia-
gram ten wyklucza wiÍc moøliwoúÊ bezpoúredniego ciπg≥ego przejúcia miÍdzy tymi
fazami. Dok≥adna analiza nowego przejúcia fazowego Cb � CdS zosta≥a dokonana w
pracach [H2] i [H6].

Praca [H2] zajmuje siÍ problemem znalezienia parametrów porzπdku moøliwych
do wykorzystania w badaniu rzÍdu przejúcia CdS�Cb.17W szczególnoúci rozpatrywa-
no ”tradycyjne” parametry porzπdku oparte na globalnych w≥asnoúciach triangula-
cji, uøywane przedtem przy badaniu przejúÊ fazowych A�B oraz B�C [44, 45], oraz
”nowe” parametry porzπdku (16) i (17), biorπce pod uwagÍ mikroskopowe w≥asnoúci
geometrii fazy Cb [H1]. W wyniku analizy zachowania poszczególnych parametrów
porzπdku stwierdzono, øe parametry ”tradycyjne” nie dajπ statystycznie istotnego
sygna≥u przejúcia fazowego. Najlepszy sygna≥ daje parametr OP2 (17), zwiπzany
17Uwaga: w pracy [H2] faza bifurkacji jest oznaczona jako faza D.
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z podstawowπ mikroskopowπ charakterystykπ fazy bifurkacji - obecnoúciπ ”osobli-
wych” werteksów o makroskopowej liczbie koordynacyjnej (werteksy takie wystÍpu-
jπ w co drugiej warstwie przestrzennej triangulacji fazy Cb - por. opis powyøej). W
badaniach opisanych w pracy [H2] wartoúÊ sta≥ej sprzÍøenia 0 by≥a ustalona, zaú
przejúcie z fazy de Sittera CdS do fazy bifurkacji Cb nastÍpowa≥o wskutek zmniej-
szania wartoúci parametru � - por. diagram fazowy na rys. 4. Na podstawie analizy
zachowania podatnoúci �OP2 = hOP

2
2 i� hOP2i

2 (punkt przejúcia fazowego zwiπzany
jest z lokalnym maksimum podatnoúci - por. dyskusja powyøej) wyznaczono do-
k≥adne po≥oøenie punktów krytycznych �c. Dokonano analizy efektów skoÒczonego
rozmiaru poprzez pomiar �c dla 5 róønych objÍtoúci triangulacji N(4,1) i zbadanie
skalowania dla N(4,1) ! 1

�c(N(4,1)) = �c(1)� ↵N
�1/⌫
(4,1) . (24)

Najwaøniejszym wynikiem pracy [H2] jest wstÍpny pomiar wyk≥adnika krytycznego
⌫ = 2.6 ± 0.6 we wzorze (24), którego wartoúÊ wskazuje na przejúcie wyøszego (niø
pierwszy) rzÍdu.

Badania przejúcia fazowego CdS � Cb by≥y kontynuowane w pracy [H6]. W
pracy tej dokonano dok≥adniejszej analizy skalowania (24), poprzez pomiar po≥o-
øenia punktów krytycznych �c(N(4,1)) dla 8 róønych objÍtoúci triangulacji z za-
kresu 40000 � 160000 sympleksów typu (4, 1). Wyznaczony wyk≥adnik krytyczny18

⌫ = 2.71± 0.34 jest wiÍkszy od 1 na poziomie ufnoúci przekraczajπcym 99%. Wynik
ten wyraünie wskazuje, øe przejúcie bifurkacji jest przejúciem fazowym ciπg≥ym (por.
rys. 6).
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Rysunek 6: ZaleønoúÊ po≥oøenia punktu (pseudo-)krytycznego przejúcia fazowego CdS�Cb

od objÍtoúci triangulacji (punkty z b≥Ídami pomiarowymi). Czerwona linia ciπg≥a pokazuje
dopasowanie zaleønoúci (24) do danych pomiarowych (wyk≥adnik krytyczny ⌫ = 2.71).
Dla porównania fit z wyk≥adnikiem krytycznym ⌫ = 1 zosta≥ przedstawiony jako niebieska
przerywana linia.

Powyøsza teza znajduje dalsze potwierdzenie w analizie zachowania autokorelacji
parametru porzπdku OP2. Przejúcia fazowe wyøszego rzÍdu sπ zazwyczaj zwiπzane
z wystÍpowaniem efektu tzw. spowolnienia krytycznego (ang. critical slowdown).
18Uwaga: w pracy [H6] wyk≥adnik ⌫ jest oznaczony �.
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Efekt ten powoduje wzrost czasu autokorelacji mierzonych obserwabli w okolicy
punktu krytycznego i jest on tym wiÍkszy im wiÍkszy rozmiar badanego systemu.
Badania pokaza≥y, øe czas autokorelacji ⌧ac ma wyraüne maksimum w punkcie przej-
úcia pokrywajπcym siÍ z �c zmierzonym tradycyjnymi metodami (tzn. na podstawie
analizy podatnoúci) oraz ⌧ac jest rozbieøny wraz ze wzrostem rozmiaru triangulacji
N(4,1), a wiÍc zachowuje siÍ on w sposób typowy dla przejúÊ fazowych ciπg≥ych.
Pewna drobna wπtpliwoúÊ odnoúnie rzÍdu przejúcia bifurkacji moøe wynikaÊ z

dok≥adnej analizy zachowania parametru porzπdku OP2 w punkcie krytycznym. Juø
w pracy [H2] zauwaøono, øe parametr ten zdaje siÍ w czasie symulacji Monte Carlo
przeskakiwaÊ pomiÍdzy dwoma metastabilnym stanami. Przeskoki nie sπ tak wyraü-
ne jak omawiane wczeúniej przeskoki parametru porzπdku obserwowane dla przejúcia
fazowego B�Cb (metastany nie sπ wyraünie odseparowane). W pracy [H6] pokazano,
øe wzglÍdna amplituda przeskoków OP2/N(4,1) maleje ze wzrostem objÍtoúci N(4,1),
czyniπc przejúcie coraz bardziej ciπg≥ym. W≥aúciwoúci przejúcia bifurkacji CdS � Cb

sπ tym samym analogiczne do ciπg≥ego przejúcia fazowego B � Cb.
Ostatnim tematem poruszanym w pracy [H6] by≥ wp≥yw wprowadzenia do mo-

delu CDT pól materii w postaci N minimalnie sprzÍøonych bezmasowych pól ska-
larnych x. Uøyta w badaniach konwencja zak≥ada, øe pola sπ skupione w centrum
sympleksów, co prowadzi do prostej dyskretyzacji dzia≥ania dla tych pól:

SM(T , x) =
1

2

NX

F=1

X

i

µ
2
�
x
F
i

�2
+

1

2

NX

F=1

X

i$j

�
x
F
i � x

F
j

�2
, (25)

gdzie
P

i oraz
P

i$j oznaczajπ odpowiednio sumowanie po wszystkich 4-sympleksach
oraz wszystkich parach sπsiednich sympleksów w triangulacji T . Dzia≥anie SM jest
w feynmanowskiej ca≥ce po trajektoriach / funkcji rozdzia≥u CDT (5) dodawane do
dzia≥ania czystej grawitacji SR (4) z miarπ

D[x] =
NY

F=1

Y

i

dx
F
i

p
⇡
. (26)

W przeprowadzonych symulacjach numerycznych zbadano wp≥yw N = 1, 2, 3 pól
skalarnych z parametrem masy µ

2 = 0. W szczególnoúci zbadano wp≥yw pól na
profil objÍtoúci przestrzennych i amplitudÍ ich fluktuacji oraz na po≥oøenie przejúcia
fazowego bifurkacji CdS �Cb. Stwierdzono, øe zarówno w fazie CdS, jak i fazie bifur-
kacji Cb, pola skalarne wp≥ywajπ w niewielki sposób na zawÍøenie profili objÍtoúci i
amplitud ich fluktuacji (w funkcji t). Dodanie pól skalarnych nie wp≥ynÍ≥o istotnie
na po≥oøenie przejúcia fazowego.

Po≥oøenie ultrafioletowego punktu sta≥ego (zgodnego z hipotezπ asymptotyczne-
go bezpieczeÒstwa) w przestrzeni sta≥ych sprzÍøenia CDT nie jest znane.19 Punkt ten
moøe siÍ potencjalnie znajdowaÊ w dowolnym miejscu ciπg≥ego przejúcia fazowego.
Naturalnym kandydatem wydaje siÍ byÊ punkt w którym zbiegajπ siÍ linie wszyst-
kich przejúÊ fazowych (por. diagram fazowy na rys. 4). Pierwsze próby zdefiniowania
trajektorii grupy renormalizacji prowadzπcych od granicy podczerwonej CDT (we
wnÍtrzu fazy CdS) do granicy ciπg≥ej podjÍto w pracy [48]. Wnioski z tej pracy nie
by≥y w pe≥ni konkluzywne. Dodatkowo, analiza by≥a prowadzona przed odkryciem
19W tym kontekúcie sytuacja jest bardziej skomplikowana niø w sieciowym ujÍciu chromody-
namiki kwantowej, która jest asymptotycznie swobodna, a wiÍc posiada trywialny ultrafioletowy
punkt sta≥y dla zerowej sta≥ej sprzÍøenia.
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fazy bifurkacji Cb, zaú czÍúÊ rozpatrywanych trajektorii przekracza≥a granicÍ nowe-
go przejúcia fazowego. Temat poszukiwania granicy ciπg≥ej CDT zosta≥ ponownie
poruszony w pracy [H3]. Praca ta dotyczy analizy zachowania efektywnej d≥ugoúci
linków triangulacji a (w jednostkach fizycznych) we wnÍtrzu fazy de Sittera CdS.
Uøyto dwóch niezaleønych metod pomiaru efektywnej sta≥ej sieci.
Pierwsza metoda parta jest na analizie fluktuacji objÍtoúci przestrzennych. We

wczeúniejszych pracach [41, 42] pokazano, øe w fazie semiklasycznej CdS fluktuacje te
sπ w bardzo dobry sposób opisane poprzez (dyskretyzacjÍ) modelu minisuperspace
Hartle-Hawkinga, uzyskiwanego z OTW przy za≥oøeniu maksymalnie symetrycznej
(tzn. przestrzennie jednorodnej i izotropowej) postaci metryki. W symulacjach nu-
merycznych CDT moøna zmierzyÊ fluktuacje liczby tetraedrów budujπcych poszcze-
gólne warstwy przestrzenne �N3(t) = N3(t) � hN3(t)i. Amplituda tych fluktuacji
okreúlona jest przez parametr � wystÍpujπcym w zdyskretyzowanym dzia≥aniu efek-
tywnym (11) (por. dyskusja powyøej). Analiza wymiarowa zwiπzków miÍdzy sieciowπ
(bezwymiarowπ) dyskretyzacjπ a ciπg≥ym (wymiarowym) modelem minisuperspace
prowadzi do wniosku, øe amplituda fluktuacji � jest powiπzana ze sta≥π Newto-
na, odpowiadajπcπ w jednostkach naturalnych h̄ = c = 1 (kwadratowi) d≥ugoúci
Plancka, G ⌘ l

2
pl relacjπ: G / � · a

2
abs, gdzie aabs oznacza fizycznπ d≥ugoúÊ linków

w triangulacji. Dok≥adna analiza pozwala wyliczyÊ wspó≥czynnik proporcjonalnoúci,
co umoøliwia obliczenie efektywnej sta≥ej sieci

aabs =

s
3
p
6

p
C4 s20 �

lpl. (27)

We wzorze (27) C4 oznacza (bezwymiarowπ) efektywnπ objÍtoúÊ pojedynczego 4-
sympleksu, zaú s0 jest mierzonπ w symulacjach numerycznych (bezwymiarowπ) roz-
piÍtoúciπ czasowπ profilu objÍtoúci hN3(t)i, zgodnego z (dyskretyzacjπ) euklidesowe-
go rozwiπzania de Sittera. Wyznaczenie efektywnej objÍtoúci C4 wymaga przyjÍcia
pewnych dodatkowych za≥oøeÒ. W pracy [H3] dyskutowane sπ trzy metody ustalenia
C4, dajπce zbliøone wyniki szacunku aabs.
Druga metoda analizy efektywnej sta≥ej sieci CDT oparta jest na analizie wy-

miaru spektralnego Ds(�). PrawdopodobieÒstwo Pr(�) powrotu do punktu starto-
wego hipotetycznej czπstki dokonujπcej dyfuzji wewnπtrz (riemanowskiej) przestrze-
ni zaleøy od wymiaru tej przestrzeni. Pozwala to zdefiniowaÊ (efektywny) wymiar
spektralny: Ds(�) = �2 d logPr(�)/d log �. W przypadku dyskretyzacji w postaci
triangulacji CDT, hipotetyczna czπstka startuje w losowo wybranym 4-sympleksie i
w kaødym kroku dyfuzji � przeskakuje do któregoú z sπsiadów 4-sympleksu w któ-
rym siÍ aktualnie znajduje. Wyniki sπ uúredniane po wielu punktach startowych w
danej triangulacji i po wielu triangulacjach generowanych w symulacjach numerycz-
nych. W pracy [39] pokazano, øe wewnπtrz fazy semiklasycznej CdS wymiar spek-
tralny Ds w nietrywialny sposób zaleøy od skali (czasu dyfuzji) (DS (� ! 0) ' 2 i
DS (� ! 1) = 4). W pracy [H3] dokonano dok≥adnego pomiaru dla krótkich czasów
dyfuzji DS (� ! 0) ⇠ 3/2, potwierdzajπc jednoczeúnie zachowanie wymiaru spek-
tralnego zgodne z czterowymiarowπ makroskopowπ geometriπ DS (� ! 1) ⇠ 4.
Wymiar spektralny zmierzony dla róønych wartoúci go≥ych sta≥ych sprzÍøenia CDT
wewnπtrz fazy CdS moøna z duøπ dok≥adnoúciπ przeskalowaÊ do uniwersalnej krzy-
wej, poprzez skalowanie czasu dyfuzji � ! �/a

2
rel. Tym samym skalowanie Ds(�)

zmierzonego w róønych punktach przestrzeni fazowej CDT pozwala na wyznaczenie
(wzglÍdnej zmiany) sta≥ej sieci arel.
Wyniki obydwu metod pomiaru efektywnej d≥ugoúci linków aabs i arel sπ jakoúcio-

wo zgodne. Sta≥a sieci wyraünie maleje wraz ze zbliøaniem siÍ do przejúcia fazowego
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A � CdS (z rosnπcπ wartoúciπ 0). Pomiary wykonane w pobliøu lini tego przejúcia
fazowego pokazujπ, øe sta≥a sieci s≥abo zaleøy od parametru �. Jak to juø zosta≥o
opisane powyøej, przejúcie fazowe A � CdS jest najprawdopodobniej przejúciem fa-
zowym pierwszego rzÍdu, dlatego teø nie nadaje siÍ ono na granicÍ ciπg≥π. Wyniki
pracy [H3] sugerujπ, øe efektywna sta≥a sieci nieznacznie maleje wraz z przesuwa-
niem siÍ w górÍ wzd≥uø lini tego przejúcia (por. diagram fazowy na rys. 4), co moøe
sugerowaÊ, øe granica ciπg≥a znajduje siÍ w regionie przejúcia A � CdS dla bardzo
duøych wartoúci � (byÊ moøe przejúcie to koÒczy siÍ w którymú miejscu przestrze-
ni fazowej punktem krytycznym wyøszego rzÍdu, lub teø trzeba rozwaøyÊ granicÍ
� ! 1). W tym wzglÍdzie wyniki pracy [H3] nie sπ w pe≥ni konkluzywne, gdyø
z uwagi na silnie malejπcπ efektywnoúÊ algorytmu numerycznego CDT w pobliøu
punktu spotkania wszystkich faz (por. diagram fazowy na rys. 4) nie zdo≥ano wy-
konaÊ pomiarów w tym regionie przestrzeni parametrów (0,�). W zwiπzku z tym
wciπø istnieje moøliwoúÊ, øe perspektywiczna granica ciπg≥a CDT jest zwiπzana z
punktem spotkania wszystkich faz.

Wp≥yw topologii warstw przestrzennych (prace [H4], [H7] i [H8])

Wszystkie opisane powyøej analizy modelu Kauzalnych Dynamicznych Trian-
gulacji w czterech wymiarach by≥y dokonywane dla ustalonej sferycznej topologii
warstw przestrzennych ⌃ = S

3. W zwiπzku z tym pojawia siÍ naturalne pytanie
o wp≥yw zmiany wybranej topologii przestrzennej na uzyskane wyniki. Istotne jest
zbadanie jak zmiana topologii triangulacji uwzglÍdnianych w ca≥ce po trajektoriach
(5) wp≥ywa na strukturÍ fazowπ CDT, a w szczególnoúci na w≥asnoúci fazy semikla-
sycznej, o ile taka faza istnieje dla innych topologii.
Jak wiadomo róøne rozwiπzania klasycznej OTW mogπ mieÊ róøne w≥aúciwoúci

topologiczne i okreúlone rozwiπzania mogπ byÊ (nie)moøliwe dla okreúlonego wy-
boru topologii czasoprzestrzeni. Z uwagi na nieperturbacyjny i niezaleøny od t≥a
charakter sformu≥owania CDT, øadne klasyczne rozwiπzanie OTW wokó≥ którego
nastÍpujπ kwantowe fluktuacje nie jest odgórnie narzucane, niezwykle interesujπce
jest wiÍc pytanie czy (i ewentualnie jakie) rozwiπzania semiklasyczne pojawiajπ siÍ
dynamicznie dla okreúlonego wyboru topologii. Badania opisane w pracach [H4],
[H7] i [H8] dotyczπ czterowymiarowego modelu CDT z toroidalnπ topologiπ warstw
przestrzennych (⌃ = T

3 = S
1
⇥ S

1
⇥ S

1).20

Prace [H4] i [H7] dotyczπ badania zachowania CDT z przestrzennπ topologiπ to-
rusa w obszarze go≥ych sta≥ych sprzÍøenia (0,�) leøπcych uprzednio wewnπtrz fazy
semiklasycznej. W przypadku sferycznej topologii warstw przestrzennych w fazie tej
obserwowano fluktuacje objÍtoúci przestrzennych zgodne z modelem minisuperspace
Hartle-Hawkinga [41, 42], uzyskiwanego przy za≥oøeniu maksymalnie symetrycznej
(przestrzennie jednorodnej i izotropowej) metryki zaleønej od czynnika skali a(t)

ds
2 = dt

2 + a
2(t)d⌦2

, (28)

gdzie d⌦2 jest elementem liniowym na jednostkowej 3-sferze. Fluktuacje te zachodzi-
≥y wokó≥ (wynikajπcego z modelu minisuperspace) rozwiπzania zgodnego z cztero-
20W badaniach tych, podobnie jak w badaniach z topologiπ sferycznπ, przyjÍto periodyczne
czasowe warunki brzegowe S1, tak wiÍc topologia czterowymiarowej czasoprzestrzeniM = T

3
⇥S

1.
Warto podkreúliÊ, øe, tak jak poprzednio, kierunek czasu jest wyróøniony. Dodatkowo liczba warstw
przestrzennych, a wiÍc d≥ugoúÊ okresu czasowego T jest úciúle okreúlona i sta≥a. W przeciwieÒstwie
do tego objÍtoúÊ czÍúci przestrzennych (powierzchni Cauchyego o topologii T 3) moøe dowolnie
fluktuowaÊ.
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wymiarowym (euklidesowym) wszechúwiatem de Sittera [40], stπd faza semiklasycz-
na by≥a teø nazywana fazπ de Sittera (C lub CdS). Warto przy tym zauwaøyÊ, øe
w przypadku tradycyjnego modelu minisuperspace nastÍpuje rzeczywista redukcja
wiÍkszoúci stopni swobody i model ten ogranicza siÍ wy≥πcznie do mechaniki kwanto-
wej czynnika skali a(t). W przypadku CDT wszystkie przestrzenne stopnie swobody
(a úciúle ujmujπc ich dyskretna wersja) sπ obecne, zaú pomiar dzia≥ania efektywnego
opisujπcego fluktuacje objÍtoúci (czynnika skali) polega na uúrednieniu (wyca≥kowa-
niu) pozosta≥ych stopni swobody. ZgodnoúÊ dzia≥ania efektywnego CDT z modelem
minisuperspace nie jest wiÍc a priori oczywista. Rozwiπzanie semiklasyczne CDT
powstaje w wyniku subtelnej równowagi pomiÍdzy (go≥ym) geometrycznym dzia≥a-
niem SR[T ] (4) a entropiπ stanów (liczbπ triangulacji T o danej wartoúci dzia≥ania
SR[T ]), majπcymi równie istotne znaczenie w ca≥ce po trajektoriach (5).

20 40 60 80
t

2000

4000

6000

8000

〈nt 〉

Rysunek 7: Profil objÍtoúci przestrzennych hnti w fazie semiklasycznej CDT z topologiπ
przestrzennπ sferycznπ (niebieska linia) i toroidalnπ (czerwona linia).

Pierwsza obserwacja, dokonana w pracy [H4], dotyczy zmiany postaci profilu
objÍtoúci przestrzennych (liczby tetraedrów budujπcych danπ powierzchniÍ Cauchy-
ego) nt ⌘ N(4,1)(t) w wyniku zmiany topologii (por. rys. 7). W przypadku topologii
sferycznej profil objÍtoúci w fazie semiklasycznej mia≥ charakterystyczny kszta≥t ”bπ-
bla”, w którym objÍtoúci przestrzenne zachowywa≥y siÍ jak hnti / cos3(C · t), zgod-
nie z czynnikiem skali wynikajπcym z euklidesowego rozwiπzania de Sittera (4-sfery
o sta≥ej krzywiünie wewnÍtrznej). W przypadku topologii toroidalnej obserwujemy
”p≥aski” profil objÍtoúci nt, pasujπcy raczej do rozwiπzania z zerowπ krzywiznπ. Dal-
sze wnioski moøna wyciπgnπÊ z analizy macierzy kowariancji fluktuacji przestrzen-
nych objÍtoúci Ct,t0 ⌘ h(nt�n̄t)(nt0�n̄t0)i. Macierz Ct,t0 dostarcza informacji o postaci
(drugich pochodnych) dzia≥ania efektywnego CDT Seff [nt], opisujπcego fluktuacje
objÍtoúci przestrzennych. Pomiary macierzy kowariancji w ”generycznym” punkcie
przestrzeni fazowej (0,�) wewnπtrz fazy semiklasycznej, wykonane dla zestawu
róønych rozmiarów triangulacji hN(4,1)i = V̄4 i d≥ugoúci okresu czasowego T = ttot,
pozwoli≥y na wyznaczenie (zdyskretyzowanego) dzia≥ania efektywnego dla topologii
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toroidalnej. Dzia≥anie to ma postaÊ

S
(T 3)
eff =

X

t

0

B@

⇣
nt � nt+1

⌘2

�(nt + nt+1 � 2n0)
+ �nt + µn

��
t

1

CA . (29)

CzÍúÊ kinetyczna dzia≥ania jest taka sama jak w przypadku topologii sferycznej,
róøni siÍ natomiast czÍúÊ potencjalna. W topologii sferycznej wystÍpowa≥ potencja≥
/ n

1/3
t zwiπzany ze sta≥π dodatniπ krzywiznπ w klasycznym (sferycznym) modelu

minisuperspace. W przypadku topologii toroidalnej klasyczny potencja≥ w modelu
minisuperspace nie wystÍpuje (zerowa krzywizna p≥askiej przestrzeni o topologii to-
rusa), moøna natomiast zaobserwowaÊ szybko malejπcy potencja≥ / n

��
t . Numerycz-

na wartoúÊ wyk≥adnika � zmierzona w symulacjach numerycznych wynosi � ⇡ 1.16.
Zachowanie modelu CDT z topologiπ przestrzennπ torusa jest wiÍc analogiczne jak
w przypadku CDT z topologiπ sferycznπ. Fluktuacje objÍtoúci przestrzennych sπ z
dobrπ dok≥adnoúciπ opisane poprzez klasyczne dzia≥anie typu minisuperspace, tym
razem z przestrzennym elementem liniowym (28) d⌦2 dla p≥askiej przestrzeni eu-
klidesowej. Potencja≥ / n

��
t w toroidalnym modelu minisuperspace nie wystÍpuje,

moøe byÊ wiÍc on traktowany jako podwiodπca poprawka kwantowa.21

Dodatkowπ czÍúciπ pracy [H4] (za≥πcznik) by≥a analiza postaci minimalnej trian-
gulacji 3-torusa, odkrytej w symulacjach numerycznych. Problem ten jest interesu-
jπcy g≥ównie z matematycznego punktu widzenia, ma teø jednak pewne implikacje
fizyczne. Jak to juø zosta≥o opisane, symulacje numeryczne CDT oparte sπ na al-
gorytmie Monte Carlo, który zmienia triangulacje przy uøyciu lokalnych ruchów
zachowujπcych topologiÍ triangulacji. Istnieje moøliwoúÊ zainicjowania algorytmu z
dowolnie wybranej (prostej do ”rÍcznego” stworzenia) konfiguracji i takiego ustawie-
nia parametrów symulacji, by wyjúciowa triangulacja stawa≥a siÍ coraz mniejsza (np.
moøna ustaliÊ kosmologicznπ sta≥π sprzÍøenia 4 > 

c
4 - por. dyskusja punkcie 2).

Po dostatecznie d≥ugim czasie dzia≥ania symulacji Monte Carlo otrzymamy system
fluktuujπcy wokó≥ minimalnej moøliwej objÍtoúci. Przy sta≥ej wartoúci okresu wspó≥-
rzÍdnej czasowej T oznacza to øe równieø przekroje przestrzenne fluktuujπ wokó≥ mi-
nimalnych triangulacji 3-torusa. Moøna wiÍc zidentyfikowaÊ minimalne triangulacje
przestrzenne i zbadaÊ ich w≥asnoúci. Okazuje siÍ, øe minimalna triangulacja 3-torusa,
osiπgniÍta w wyniku opisanych powyøej symulacji numerycznych, jest wysoce nie-
trywialna. Sk≥ada siÍ ona z N3 = 90 tetraedrów sklejonych ze sobπ w taki sposób,
øe majπ wspólne jedynie N0 = 15 werteksów, przy czym kaødy werteks jest po≥π-
czony linkiem z kaødym innym werteksem. Triangulacja ta jest bardzo symetryczna
(otoczenie kaødego z werteksów jest takie samo). Fizyczne znaczenie ma wielkoúÊ
minimalnej triangulacji, znaczπco wiÍksza niø w przypadku minimalnej triangulacji
o topologii sferycznej. Oznacza to, øe efekty dyskretyzacji w symulacjach CDT z to-
pologiπ torusa mogπ byÊ znacznie wiÍksze niø w symulacjach z topologiπ sferycznπ.
Wynik ten sugeruje, øe naleøy zachowaÊ szczególnπ ostroønoúÊ przy analizie efektów
skoÒczonego rozmiaru w tym przypadku.

Analiza semiklasycznego rozwiπzania CDT z topologiπ przestrzennπ torusa by≥a
kontynuowana w pracy [H7]. Przedstawiona w pracy [H4] analiza dzia≥ania efektyw-
nego w pojedynczym punkcie przestrzeni fazowej (0,�) oparta by≥a na wielu odrÍb-
nych symulacjach numerycznych macierzy kowariancji Ct,t0 ⌘ h(nt � n̄t)(nt0 � n̄t0)i.

21Istnienie podobnej poprawki w CDT z topologiπ sferycznπ nie jest wykluczone, jednak jej
obserwacja nie by≥a dotychczas moøliwa z uwagi na wiodπcy wk≥ad klasycznego potencja≥u / n

1/3
t
.
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Wiπza≥o siÍ to z (p≥askim) kszta≥tem rozwiπzania semiklasycznego hnti ' hN(4,1)i /T ,
który sprawia, øe zbadanie postaci funkcyjnej zaleønoúci dzia≥ania od nt wymaga
przeprowadzenia symulacji dla ca≥ego zestawu parametrów: hN(4,1)i = V̄4 , T = ttot.
Taka metoda pomiaru jest uciπøliwa numerycznie (wymaga zaangaøowania duøych
zasobów komputerowych) oraz prowadzi do wiÍkszych niedok≥adnoúci pomiarowych.
W celu dok≥adniejszego wyznaczenia postaci i wartoúci parametrów dzia≥ania efek-
tywnego w pracy [H7] zaproponowano dwie nowe metody pomiaru.
Metoda pierwsza jest ponownie oparta na analizie macierzy kowariancji fluktu-

acji objÍtoúci przestrzennych. Tym razem, w celu ominiÍcia problemu (p≥askiego)
profilu objÍtoúci przestrzennych nt, uøyto niestandardowych warunków brzegowych.
Uzyskano je dziÍki dodaniu do go≥ego dzia≥ania CDT (4) cz≥onu ustalajπcego lokalne
objÍtoúci przestrzenne w dwóch warstwach przestrzennych o wspó≥rzÍdnej t = 1 i
t = h ⌘ T/2 + 1:

Sfix =
1

2
✏
⇥
(n1 � n̂1)

2 + (nh � n̂h)
2
⇤
. (30)

Zmiana dzia≥ania powoduje, øe objÍtoúÊ przestrzenna wybranych powierzchni Cau-
chyego n1 i nh fluktuuje wokó≥ odpowiednio n̂1 i n̂h. DziÍki ustaleniu n̂1 6= n̂h

przebieg profilu hnti i towarzyszπcych mu fluktuacji objÍtoúci �nt jest nietrywialny
(por. rys. 8). Wp≥yw dodatkowego cz≥onu (30) na fluktuacje objÍtoúci w warstwie n1

i nh moøna ≥atwo usunπÊ z wyników numerycznych podczas analizy danych. Pomiar
dzia≥ania efektywnego dla CDT z topologiπ torusa, dokonany w identycznym punk-
cie przestrzeni fazowej (0,�) w fazie semiklasycznej jak w pracy [H4], potwierdzi≥
postaÊ dzia≥ania (29) i pozwoli≥ na dok≥adniejsze wyznaczenie wyk≥adnika � ⇡ 3/2 w
(kwantowej) czÍúci potencjalnej. DziÍki analizie równaÒ ruchu wynikajπcych z (ciπ-
g≥ej wersji) dzia≥ania (29) pokazano, øe obserwowany w symulacjach numerycznych
przebieg (wartoúci oczekiwanej) profilu objÍtoúci hnti jest zgodny z rozwiπzaniem
klasycznym.
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Rysunek 8: Profil objÍtoúci przestrzennych hnti oraz amplituda fluktuacji �nt w fazie
semiklasycznej CDT z topologiπ przestrzennπ torusa przy ustalaniu lokalnych objÍtoúci
zgodnie z równaniem (30) (n̂1 = 1000, n̂h = 7000).

Druga metoda analizy dzia≥ania efektywnego, przedstawiona w pracy [H7], opar-
ta jest na pomiarze macierzy transferu hnt|M |nt + 1i (9) - por. opis powyøej. Macierz
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ta (o ile istnieje)22 daje pe≥nπ informacjÍ o fluktuacjach objÍtoúci, a w szczególnoúci
okreúla ≥πczny rozk≥ad prawdopodobieÒstwa okreúlonego profilu objÍtoúci przestrzen-
nych nt (t = 1, ..., T ):

P
(T )(n1, ...nT ) / hn1|M |n2i hn2|M |n3i ... hnT |M |n1i . (31)

Macierz transferu M zmierzona w symulacjach numerycznych przeprowadzonych
ponownie w tym samym punkcie przestrzeni fazowej (0,�) w fazie semiklasycznej,
pozwala na bardzo dok≥adne wyznaczenie dzia≥ania efektywnego - zgodnie z wzorem
(9) daje ona pe≥nπ informacjÍ o dzia≥aniu efektywnym, a nie tylko (tak jak macierz
korelacji Ct,t0) o jego drugich pochodnych. Uzyskane wyniki potwierdzi≥y wczeúniej-
sze obserwacje, a w szczególnoúci wartoúÊ wyk≥adnika w czÍúci potencjalnej dzia≥ania
� ⇡ 3/2. Zauwaøono, øe dok≥adna wartoúÊ numeryczna � zaleøy nieco od zakresu
danych uøytych do fitu, co sugeruje, øe zmierzona potÍgowa postaÊ (kwantowego)
potencja≥u efektywnego / n

��
t moøe byÊ jedynie wiodπcym przybliøeniem bardziej

skomplikowanej postaci funkcyjnej.
Przeprowadzono równieø analizÍ poprawnoúci zastosowania metodologii macierzy

transferu do badania dzia≥ania efektywnego w fazie semiklasycznej CDT z topologiπ
torusa. W szczególnoúci, zaleønoúÊ (31) pozwala odtworzyÊ profil objÍtoúci prze-
strzennych hnti i profil amplitudy ich fluktuacji �nt na podstawie samej macierzy
M . Profile te moøna nastÍpnie porównaÊ z wynikami symulacji numerycznych pe≥-
nego modelu CDT.23 Przeprowadzone testy wykaza≥y dobrπ zgodnoúÊ na poziomie
jakoúciowym, jednak dok≥adne na≥oøenie profili objÍtoúci wymaga drobnej korekty
sta≥ej sprzÍøenia 4 (go≥ej sta≥ej kosmologicznej). ZgodnoúÊ profili amplitudy fluktu-
acji jest nieco mniejsza. Prowadzi to do wniosku, øe w przypadku toroidalnym mogπ
istnieÊ nielokalne poprawki do macierzy transferuM wprowadzajπce d≥ugozasiÍgowe
korelacje objÍtoúci.

Wyniki prac [H4] i [H7] potwierdzi≥y istnienie w modelu CDT z przestrzennπ
topologiπ torusa fazy semiklasycznej C, odpowiadajπcej fazie de Sittera CdS wyste-
pujπcej w modelu z przestrzennπ topologiπ sferycznπ. Pojawi≥o siÍ wiÍc naturalne
pytanie, czy w przypadku topologii toroidalnej moøna takøe zaobserwowaÊ pozosta≥e
fazy (lub ich odpowiedniki) oraz czy po≥oøenie tych faz w przestrzeni go≥ych sta-
≥ych sprzÍøenia (0,�) pokrywa siÍ z przypadkiem topologii sferycznej. Tematem
tym zajmuje siÍ praca [H8]. Przedstawia ona wyniki dok≥adnego badania struktury
fazowej toroidalnego CDT w oparciu o analizÍ czterech parametrów porzπdku

OP1 = N0/N4 , (32)
OP2 = N(3,2)/N(4,1) ,

OP3 =
X

t

�
nt+1 � nt

�2
,

OP4 = max
v

O(v) ,

analogicznych do parametrów uøywanych we wczeúniejszych badaniach przejúÊ fa-
zowych w CDT z topologiπ sferycznπ [44, 45, H2, H6] (por. dyskusja powyøej). Za-
chowanie parametrów porzπdku potwierdzi≥o fakt istnienia w topologii toroidalnej
22W ogólnoúci macierz M moøe byÊ nielokalna, tzn. rozk≥ad fluktuacji objÍtoúci przestrzennej nt

moøe nie byÊ zaleøny wy≥πcznie od objÍtoúci nt±1.
23Podobne badanie przeprowadzone w fazie semiklasycznej modelu CDT ze sferycznπ topologiπ
przestrzennπ pokaza≥o pe≥nπ zgodnoúÊ profili hnti oraz �nt generowanych przy uøyciu macierzy
M oraz w pe≥nym modelu CDT [43].
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(odpowiedników) wszystkich faz kwantowej geometrii zaobserwowanych uprzednio
w topologii sferycznej. Dok≥adne po≥oøenie linii przejúÊ fazowych zosta≥o ustalone
na podstawie analizy wystÍpowania lokalnych maksimów podatnoúci poszczególnych
parametrów porzπdku �OP = hOP

2
i � hOP i

2 (por. dyskusja powyøej). Najwaøniej-
szym wynikiem tych badaÒ jest sporzπdzenie diagramu fazowego toroidalnego CDT
- por. rys. 9. Diagram ten jest jakoúciowo w pe≥ni zgodny z diagramem fazowym
sferycznego CDT. Linie przejúÊ fazowych A � C oraz B � Cb sπ lekko przesuniÍte
w porównaniu z przypadkiem sferycznym (pogrubione ciπg≥e linie na rys. 9), jednak
jest to najprawdopodobniej spowodowane efektami skoÒczonego rozmiaru.24 Bada-
nia struktury fazowej toroidalnego CDT pokaza≥y, øe wczeúniejsza hipoteza istnienia
wspólnego punktu ”poczwórnego” (w którym spotykajπ siÍ linie wszystkich czterech
przejúÊ fazowych) wydaje siÍ mniej prawdopodobna. Topologia torusa umoøliwi≥a
wykonanie pomiarów w obszarze przestrzeni fazowej (0,�) w okolicy hipotetycz-
nego punktu ”poczwórnego”, niemoøliwych do przeprowadzenia w topologii sferycz-
nej.25 Pomiary te sugerujπ, øe punkt po≥πczenia faz A, B i C jest nieco przesuniÍty
wzglÍdem punktu po≥πczenia faz Cb, B, i C, tym samym istnieje rejon przestrzeni
fazowej, w którym faza semiklasyczna C sπsiaduje bezpoúrednio z fazπ B. Dodat-
kowo w przypadku modelu CDT z topologiπ przestrzennπ torusa zaobserwowano
silnπ histerezÍ parametrów porzπdku na przejúciu fazowym bifurkacji Cb �C, która
nie by≥a wczeúniej obserwowana dla topologii sferycznej. Wynik ten sugeruje moøli-
wπ zmianÍ rzÍdu wspomnianego przejúcia fazowego, ale jest teø moøliwe, øe jest on
spowodowany silnymi efektami skoÒczonego rozmiaru.
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Rysunek 9: Diagram fazowy czterowymiarowego modelu CDT z toroidalnπ topologiπ prze-
strzennπ ⌃ = T

3. Dla porównania, pogrubione linie (czerwone i niebieska) oznaczajπ gra-
nice faz dla sferycznej topologii przestrzennej ⌃ = S

3.

24Po≥oøenie punktów (pseudo)krytycznych zaleøy od rozmiaru systemu (por. dyskusja w czÍúci
dotyczπcej przejúÊ fazowych i granicy ciπg≥ej). Dodatkowo, z uwagi na inny rozmiar minimalnej
triangualacji (por. dyskusja powyøej), efekty skoÒczonego rozmiaru mogπ siÍ nieco róøniÊ w zaleø-
noúci od wybranej topologii.
25W topologii sferycznej takie pomiary by≥y niemoøliwe z uwagi na wystÍpujπcπ w okolicy punktu
po≥πczenia faz ekstremalnie ma≥π efektywnoúÊ algorytmu numerycznego - niektóre rodzaje ruchów
Monte Carlo praktycznie przestawa≥y byÊ wykonywane, co prowadzi≥o do faktycznego ”zamroøenia”
triangulacji.
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5. Podsumowanie

Badania stanowiπce osiπgniÍcie naukowe opisane w pracach [H1] - [H8] i streszczone
w niniejszym autoreferacie stanowiπ waøny krok w poznaniu struktury fazowej kwan-
towej grawitacji w czterowymiarowym modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangu-
lacji. Poczπtkowo (przed powstaniem w/w prac) w CDT z przestrzennπ topologiπ
sferycznπ odkryto istnienie trzech faz, w tym fazy semiklasycznej, na granicy któ-
rej istnieje linia przejúcia fazowego wyøszego rzÍdu. Zapostulowano teø moøliwoúÊ
istnienia nowej, czwartej fazy.
Nowe badania znaczπco rozwinÍ≥y wczeúniejsze odkrycia. W szczególnoúci uda-

≥o siÍ jednoznacznie potwierdziÊ fakt istnienia fazy bifurkacji (Cb), wyznaczyÊ jej
dok≥adne po≥oøenie na diagramie fazowym, a takøe nadaÊ fizycznπ interpretacjÍ no-
wemu przejúciu fazowemu (z≥amanie przestrzennej symetrii jednorodnoúci i izotro-
powoúci fazy semiklasycznej, moøliwa zmiana efektywnej sygnatury metryki) [H1,
H5]. Ustalono, øe faza Cb znajduje siÍ w zakresie przebadanych parametrów na gra-
nicy fazy semiklasycznej CdS, odgradzajπc tÍ fazÍ od odkrytego wczeúniej przejúcia
fazowego ciπg≥ego (B�Cb). Jednoczeúnie uda≥o siÍ potwierdziÊ, øe nowe przejúcie fa-
zowe (Cb�CdS) jest równieø przejúciem wyøszego rzÍdu [H2, H6], co daje nadziejÍ na
poprawne zdefiniowanie ultrafioletowej granicy ciπg≥ej [H3]. Naturalnπ kontynuacjÍ
badaÒ stanowi≥o sprawdzenie uniwersalnoúci struktury fazowej CDT ze wzglÍdu na
zmianÍ ustalonej topologii warstw przestrzennych (z topologii sferycznej na toroidal-
nπ). Poczπtkowo potwierdzono istnienie fazy semiklasycznej, opisywanej poprawnie
przez model minisuperspace (z pewnπ poprawkπ kwantowπ) [H4, H7], nastÍpnie zaú
istnienie pozosta≥ych faz i zgodnoúÊ diagramów fazowych [H8].
Badania te przyczyni≥y siÍ do znacznego pog≥Íbienia wiedzy o modelu Kau-

zalnych Dynamicznych Triangulacji w czterech wymiarach. Wnoszπ teø one istot-
ny wk≥ad w ogólne zrozumienie w≥asnoúci czasoprzestrzeni w ultra-ma≥ych (sub-
planckowskich) skalach. W kontekúcie tym niezwykle interesujπce sπ zwiπzki pomiÍ-
dzy modelem CDT a innymi podejúciami, takimi jak grawitacja Horavy-Lifshitza,
badania przep≥ywu grupy renormalizacji, czy pÍtlowa grawitacja kwantowa (prze-
glπdowπ analizÍ tych zwiπzków moøna znaleüÊ np. w pracy [5]). Poznanie struktury
fazowej CDT stanowi istotny krok w sformu≥owaniu teorii kwantowej grawitacji i
otwiera pole do dalszych badaÒ. W szczególnoúci niezwykle perspektywiczne jest
dalsze badanie modelu dla topologii przestrzennej torusa. Wybór tej topologii po-
zwala na zdefiniowanie nowych interesujπcych obserwabli (np. pÍtle Wilsona z nie-
trywialnπ liczbπ nawiniÍÊ w kierunkach przestrzennych, pola skalarne z nietrywialny-
mi przestrzennymi warunkami brzegowymi, semiklasyczne wspó≥rzÍdne przestrzen-
ne, itp.) [49] oraz przeprowadzenie dok≥adnych symulacji numerycznych w pobliøu
punktu/punktów spotkania siÍ wszystkich faz.

V. Omówienie pozosta≥ych osiπgniÍÊ naukowo -
badawczych oraz dzia≥alnoúÊ dydaktyczna, or-
ganizacyjna i popularnonaukowa

A. Dzia≥alnoúÊ naukowo-badawcza
Prowadzona przeze mnie dzia≥alnoúÊ badawcza przed uzyskaniem stopnia naukowego
doktora dotyczy≥a, podobnie jak wskazane powyøej osiπgniÍcie naukowe, w≥asnoúci
modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji w czterech wymiarach (omówionego
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szczegó≥owo w IV czÍúci niniejszego autoreferatu). Badania te prowadzi≥em poczπt-
kowo w ramach studiów magisterskich na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej Uniwersytetu JagielloÒskiego (WFAIS UJ). Jak to juø zosta≥o wspomnia-
ne powyøej, istotnπ cechπ modelu CDT jest istnienie w≥aúciwej granicy semiklasycz-
nej, zgodnej z OTW Einsteina. W tzw. fazie CdS na odleg≥oúciach wiÍkszych niø
d≥ugoúÊ Plancka otrzymujemy dynamicznie kreowanπ geometriÍ t≥a odpowiadajπ-
cπ czterowymiarowej czasoprzestrzeni de Sittera. Dodatkowo, mierzone w symula-
cjach numerycznych w fazie CdS fluktuacje kwantowe objÍtoúci przestrzennych sπ z
bardzo duøπ dok≥adnoúciπ opisywane przez dzia≥anie efektywne zgodne z modelem
Hartle-Hawkinga o maksymalnej symetrii tzw. modelem minisuperspace, pomimo
„wyca≥kowania” wszystkich stopni swobody oprócz czynnika konforemnego zamiast
ich „zamraøania”. Pomiar dzia≥ania efektywnego w symulacjach numerycznych CDT
by≥ moøliwy dziÍki analizie macierzy kowariancji fluktuacji objÍtoúci przestrzennych.
Moje poczπtkowe badania dotyczy≥y zmiany sposobu pomiaru macierzy kowariancji
w celu unikniÍcia wystÍpujπcej w niej uprzednio mody zerowej zwiπzanej ze spo-
sobem ustalania globalnej objÍtoúci symulowanego kwantowego wszechúwiata. Za-
proponowana przeze mnie nowatorska metoda ustalania ca≥kowitej cztero-objÍtoúci
triangulacji pozwoli≥a na bardzo dok≥adny pomiar dzia≥ania efektywnego i szczegó-
≥owπ analizÍ granicy semiklasycznej z uwzglÍdnieniem efektów dyskretyzacji. Umoø-
liwi≥o to analizÍ podwiodπcych poprawek zwiπzanych z cz≥onami wyøszego rzÍdu w
krzywiünie, uprzednio niemoøliwych do zaobserwowania, jak równieø skonstruowa-
nie bardziej skomplikowanego dyskretnego dzia≥ania efektywnego uwzglÍdniajπce-
go przekroje przestrzenne nieca≥kowitego czasu w≥asnego. Uzyskane wyniki zosta≥y
opisane w pracy magisterskiej „Reduction of the zero mode contribution in volume
fluctuations of CDT”, którπ obroni≥em z wyróønieniem w 2010r., oraz opublikowane
w pracy [42].

Po ukoÒczeniu studiów magisterskich kontynuowa≥em pracÍ naukowπ w ramach
studiów doktoranckich na WFAIS UJ. Prowadzone przeze mnie badania dotyczy≥y w
szczególnoúci nowych metod pomiaru dzia≥ania efektywnego CDT oraz analizy wy-
stÍpujπcych w tym modelu przejúÊ fazowych. Dla czterowymiarowego modelu CDT
uda≥o siÍ wykazaÊ istnienie efektywnej macierzy transferu indeksowanej przez objÍ-
toúÊ przestrzennπ (por. szczegó≥owy opis w czÍúci IV powyøej). Chociaø w modelu
CDT nie redukujemy øadnych stopni swobody, mierzona w fazie semiklasycznej CdS

macierz transferu zgadza siÍ z efektywnym dzia≥aniem modelu minisuperspace i po-
prawnie opisuje ewolucjÍ kwantowego wszechúwiata. Wyniki te zosta≥y opublikowane
w pracy [46]. Jak to juø zosta≥o powyøej wspomniane, czterowymiarowy model Kau-
zalnych Dynamicznych Triangulacji posiada bogatπ strukturÍ fazowπ. Poczπtkowo
zidentyfikowano istnienie trzech istotnie róønych faz kwantowej geometrii, nazwa-
nych A, B i CdS. Wspomniana powyøej nowa metoda pomiaru dzia≥ania efektywne-
go przy pomocy macierzy transferu umoøliwi≥a bezpoúrednie wyznaczenie i analizÍ
postaci dzia≥ania efektywnego w poszczególnych fazach modelu CDT oraz analizÍ
przejúÊ fazowych. Najwaøniejszym wynikiem prowadzonych badaÒ by≥o zapostulo-
wanie moøliwoúci istnienia nowej, dotychczas niezbadanej fazy kwantowej geometrii
w modelu CDT. Nowa faza, nazwana fazπ bifurkacji (Cb), charakteryzuje siÍ bifur-
kacjπ czÍúci kinetycznej efektywnej macierzy transferu. Wykazano, øe mierzona w
symulacjach numerycznych macierz transferu w≥aúciwie opisuje zachowanie profili
objÍtoúci przestrzennych w nowo odkrytej fazie Cb oraz dokonano pomiaru szeregu
w≥asnoúci kwantowej geometrii w tej fazie. Wyniki te zosta≥y opisane w przygoto-
wanej przeze mnie rozprawie doktorskiej „The eÄective action in four-dimesional
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CDT”, którπ obroni≥em z wyróønieniem w 2014r., oraz w pracy [43].

Poza publikacjami, na mój dorobek naukowy sk≥ada siÍ udzia≥ w wielu miÍdzyna-
rodowych i krajowych konferencjach naukowych, w ramach których dwunastokrot-
nie przedstawi≥em wyniki swoich badaÒ w formie wystπpieÒ ustnych oraz jeden raz
w formie plakatu. Wielokrotnie wyniki moich prac by≥y takøe prezentowane przez
wspó≥autorów badaÒ. Wystπpienia te zaowocowa≥y trzema publikacjami pokonfe-
rencyjnymi, których jestem (wspó≥)autorem [50, 51, 52].

B. Podsumowanie bibliometryczne dorobku
Ca≥kowita liczba artyku≥ów w czasopismach z listy JCR: 11 (w tym 8 po doktoracie)
Sumaryczny impact factor publikacji: 55,982 (w tym na [H1-H8] przypada 39,592)
Liczba cytowaÒ wg bazy WoS / Google Scholar: 127 / 215
Indeks Hirsha wg WoS / Google Scholar: 7 / 9

C. Dzia≥alnoúÊ dydaktyczna, organizacyjna i popularnonau-
kowa

Dzia≥alnoúÊ dydaktyczna, organizacyjna i popularnonaukowa stanowi istotny ele-
ment mojej dotychczasowej pracy. Prowadzenie zajÍÊ dydaktycznych rozpoczπ≥em
podczas studiów doktoranckich na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Sto-
sowanej Uniwersytetu JagielloÒskiego (WFAIS UJ) oraz kontynuowa≥em w ramach
pracy, poczπtkowo na stanowisku asystenta, a nastÍpnie adiunkta na WFAIS UJ.
W latach 2010-2017 wielokrotnie prowadzi≥em zajÍcia dla studentów z nastÍpujπ-
cych przedmiotów: logika i teoria mnogoúci, zajÍcia wyrównawcze z matematyki,
zajÍcia uzupe≥niajπce - algebra, ekonofizyka, podstawy fizyki - mechanika, pod-
stawy programowania, podstawy programowania - jÍzyk C z elementami C++, I
pracownia fizyczna - laboratorium, fizyka – laboratorium. Poczπwszy od 2018 r.
jestem takøe g≥ównym pomys≥odawcπ, organizatorem oraz wyk≥adowcπ serii zajÍÊ
dotyczπcych modelowania iloúciowego w finansach, przeznaczonych dla studentów
kierunków úcis≥ych i przyrodniczych zainteresowanych problematykπ ekonomicznπ.
W ramach pracy dydaktycznej dwukrotnie sprawowa≥em nieformalnπ opiekÍ nauko-
wπ (w charakterze pomocniczego opiekuna) nad licencjatami przygotowywanymi
przez Jacka StÍpnia i Tomasza Saba≥Í pod kierownictwem naukowym prof. dr hab.
Zdzis≥awa Burdy. Obecnie sprawujÍ nieformalnπ opiekÍ naukowπ nad magistrantem
Grzegorzem Czelustπ oraz jestem promotorem pomocniczym w dwóch otwartych
przewodach doktorskich mgr Zbigniewa Drogosza oraz mgr Dániela Németha pod
kierownictwem naukowym prof. dr hab. Jerzego Jurkiewicza.

Moja aktywnoúÊ przejawia siÍ takøe na polu dzia≥alnoúci organizacyjnej. Jestem
sekretarzem naukowym Zak≥adu Teorii Uk≥adów Z≥oøonych na WFAIS UJ, cz≥on-
kiem Komisji ds. badaÒ naukowych i rozwoju przy w≥adzach WFAIS UJ oraz przed-
stawicielem pomocniczych pracowników naukowych w Radzie Instytutu Fizyki oraz
Radzie Wydzia≥u WFAIS UJ. By≥em aktywnym cz≥onkiem komitetu organizacyjne-
go dwóch konferencji naukowych: Quantum Gravity in Cracow 4 (Kraków, 2015 r.)
i Trzeciej Konferencji Polskiego Towarzystwa Relatywistycznego (Kraków, 2016 r.).
Jestem takøe zaangaøowany w pozyskiwanie úrodków finansowych na prowadzo-

ne badania naukowe. W latach 2013-2015 by≥em kierownikiem projektu naukowego
”Dzia≥anie efektywne w czterowymiarowym modelu CDT”, realizowanego w ramach
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grantu PRELUDIUM 3 finansowanego przez Narodowe Centrum Nauki (sporzπdzo-
ny przeze mnie wniosek o finansowanie projektu zajπ≥ pierwsze miejsce w rankingu
panelu ST2). Od 2017 r. jestem kierownikiem projektu naukowego ”Wp≥yw topolo-
gii na strukturÍ fazowπ kwantowej grawitacji w modelu Kauzalnych Dynamicznych
Triangulacji”, realizowanego w ramach grantu SONATA 12 finansowanego przez Na-
rodowe Centrum Nauki (sporzπdzony przeze mnie wniosek o finansowanie projektu
zajπ≥ drugie miejsce w rankingu panelu ST2).

Jestem równieø aktywny na polu dzia≥alnoúci popularyzujπcej naukÍ. W szcze-
gólnoúci jestem autorem trzech publikacji popularnonaukowych (jednej z tematyki
finansów [53] i dwóch z dziedziny fizyki [54, 55]) oraz by≥em prelegentem w ra-
mach cyklu wyk≥adów ”Bliøej Nauki” (organizowanego przez WFAIS UJ), gdzie
przedstawi≥em popularnonaukowy wyk≥ad pod tytu≥em ”Dynamiczne Triangula-
cje, czyli kwantowy Wszechúwiat z klocków LEGO”, w przystÍpny sposób wpro-
wadzajπcy s≥uchaczy w problematykÍ prowadzonych przeze mnie badaÒ naukowych
(https://www.youtube.com/watch?v=xl9H12XwIsg).

Literatura
[1] Marc H. GoroÄ and Augusto Sagnotti. The Ultraviolet Behavior of Einstein
Gravity. Nucl.Phys., B266:709, 1986.

[2] Gerard ’t Hooft and M.J.G. Veltman. One loop divergencies in the theory of
gravitation. Annales Poincare Phys.Theor., A20:69–94, 1974.

[3] Dah-Wei Chiou. Loop Quantum Gravity. Int. J. Mod. Phys., D24(01):1530005,
2014.

[4] J. Polchinsky. String Theory. Cambridge University Press, 1998.

[5] Jakub Mielczarek and Tomasz Trzeúniewski. Towards the map of quantum
gravity. General Relativity and Gravitation, 50(6):68, 2018.

[6] Steven Weinberg. General Relativity, an Einstein Centenary Survey. 1997.
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