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Recenzowana rozprawa doktorska powstata w Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki
Stosowanej Uniwersytetu Jagielloniskiego pod kierunkiem dr hab. Bartfomieja Dybca. Tematyka
rozprawy dotyczy teoretycznego modelowania proceséw dyfuzji anomalnej. Zawiera ona wyniki
opublikowane w siedmiu artykutach naukowych w czasopismach z listy filadelfijskiej, przy czym
W pigciu z nich Autor rozprawy jest pierwszym autorem; ukazaly sie one w prestizowych
czasopismach naukowych: trzy w Journal of Statistical Mechanics i dwa w Physical Review E.
Dodam, Ze temat rozprawy zwigzany jest z jednym z najbardziej intensywnie rozwijajgcych sie

dziatow fizyki statystycznej w ostatnich kilkunastu latach.

Rozprawa, napisana w jezyku angielskim i liczgca 116 stron, podzielona jest na dwa
rozdzialy. Pierwszy rozdziat zawiera wprowadzenie i wyjasnia podstawowe pojecia
wykorzystywane w pracy. Autor okreslit w nim takze zakres podjgtych badas. W drugim opisane
sg oryginalne wyniki otrzymane przez Autora rozprawy. Pierwszy rozdzial rozprawy wprowadza
w tematyke badan, obejmujacych modelowanie procesow dyfuzji anomalnej (superdyfuzji)

w ukladach, w ktérych bigdzenie losowe czasteczki jest generowane przez szumy Levy’ego.

W rozdziale tym znajdujemy opis uogoélnionego centralnego twierdzenia granicznego, rozktadéw
a-stabilnych Levyego, rownania Langevina z szumem Levy’ego, réwnania Smoluchowskiego-
Fokkera-Plancka, a takze wielowymiarowe rozktady o-stabilne z wykorzystaniem miary
spektralnej. Opisana jest miara spektralna i jej zwiazek z wielowymiarowymi rozktadami
a-stabilnymi, a takZze ze szczegotows postacig utamkowego wielowymiarowego réwnania
Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka. Przedstawiony jest takze uogélniony algorytm Eulera-
Maruyamy numerycznego rozwigzywania réwnania Langevina z szumem Levy’ego. W koficowej

czgsci rozdziatu znajduje sig opis probleméw rozpatrywanych w drugim rozdziale wraz



z kroétkim wprowadzeniem. Rozdziat ten jest napisany zwigZle i stanowi dobrg podstawe do

modelowania proceséw dyfuzji anomalnej generowanych przez szumy Levy’ego.

W drugim rozdziale rozprawy zaprezentowane sa oryginalne wyniki badan Autora.
Odnoszg sie one do bladzenia losowego czasteczki, ktore jest generowane szumami Levy’ego.
Ruch czasteczki opisany jest przez utamkowe réwnanie Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka
(SFP) oraz przez odpowiadajace mu réwnanie Langevina. Poniewaz rdwnanie SFP ma
analityczne rozwiazania jedynie dla kilku wybranych przypadkéw, w rozprawie funkcje opisujace
dyfuzje otrzymane sa poprzez symulacje (wykonane metoda Monte Carlo) btadzenia losowego
czasteczki opisanego przez réwnanie Langevina, przy wykorzystaniu uogélnionego algorytmu
Eulera-Maruyamy. Wyniki zostaty otrzymane przez usrednienie odpowiednich wynikow
otrzymanych dla symulowanych trajektorii czasteczki. W przypadku badanych proceséw
w uktadach wielowymiarowych stosowane byly dwie miary spektralne, jednorodna miara na
sferze i dyskretna miara kartezjanska, dla obu z nich wyniki zostaly przedstawione osobno.

W rozdziatach 2.1 1 2.2 badany jest éredni czas wyjscia ze sfery jednowymiarowej (czyli
przedziatu), ze sfery wielowymiarowej oraz z wielowymiarowego szescianu dla czgsteczki
znajdujacej sie w chwili poczatkowej w $rodlku bryly. Zadane zostaty nielokalne warunki
brzegowe zaktadajace, ze obszar na brzegu i na zewnatrz sfery jest catkowicie absorbujacy dla
czasteczki. Analityczny przyblizony rezultat zostal wyprowadzony dla przypadku a=2, zostat on
potwierdzony przez symulacje. W przypadku a<2 przestawione zostaly na wykresach wyniki
numeryczne. Pokazuja one, ze §redni czas wyjscia ze sfery w zaleznoéci od parametru jest
funkcjg niemonotoniczna. Podobng zalezno$¢ wykazuje rozktad sredniego czasu wyjscia ze sfery,
ktorej czgé jest odbijajgca. Wynik ten jest nieco zaskakujacy i wydaje sie byé sprzeczny

z intuicja, lecz Autor podaje jakosciowe wythumaczenie tego faktu. Szczegdtowo zostat takze

przeanalizowany rozktad czasu wyjscia w zaleznos$ci od wymiaru przestrzeni.

W dalszej czgsci pracy badana jest dyfuzja w uktadach, w ktérych czasteczka porusza sig
w studniach potencjatu, ruch czasteczki generowany jest przez szum Levy’ego. W rozdziale 2.3
wykazane zostalo istnienie standow stacjonarnych w dwuwymiarowych studniach potencjatu
harmonicznego, stany te powstaja przy dostatecznie duzym nachyleniu potencjatu.
Przeanalizowane zostaly otrzymane numerycznie stany stacjonarne dla réznych wartodci
parametru o.. W przypadku wyboru miary spekiralnej jednorodnej na sferze otrzymany zostat
wynik analityczny dla stanu stacjonarnego, w przypadku dyskretnej kartezjanskiej miary
spekiralnej wynik analityczny zostat otrzymany jedynie dla przypadku szumu gaussowskiego, dla

przypadku a<2 zaprezentowane zostaly wyniki numeryczne. W rozdziale 2.4 badana byta



aktywacja rezonansowa w dychotomicznie fluktuujacych dwoch symetrycznych, harmonicznych
potencjatach o réznych wysokosciach mierzonych na jednostkowej sferze, w uktadach dwu-

i tréjwymiarowych. Aktywacja rozumiana jest tutaj jako osiggnigcie wysokosci potencjatu na
jednostkowej sferze przez czgsteczke startujgca z punktu, w ktérym potencjat osigga minimum.
Badane byly warunki zaj$cia takiej aktywacji, na ktorg wpltyw ma zaréwno czgstotliwosé
~przetaczania” potencjatéw jak i parametry szumu generujacego ruch czasteczki. Wykorzystany
zostal $redni czas pierwszego wyjscia czasteczki z obszaru potencjatu ograniczonego jego
maksymalng wysokoscig, aktywacja ta jest efektywna przy najmniejszym czasie $redniego
wyjscia. Przedstawione zostaly rozne sposoby wyznaczania parametréw uktadu, przy ktérym
aktywacja jest najbardziej efektywna. W rozdziale 2.5 zaprezentowane zostaty wyniki dotyczace
rezonansu stochastycznego w dwuwymiarowej ,,dwudotkowej” studni potencjatu. Rozpatrzone
zostaly rézne miary uzywane do opisu rezonansu, a takze zwigzki pomiedzy parametrami

charakteryzujgcymi ukfad i szum przy spelnieniu ktorych rezonans ma miejsce.

Zagadnienia rozpatrywane w rozprawie przedstawione sg w sposdb zwarty i przejrzysty.
Pokazana jest wewnetrzna spdjnosé prezentowanych rozwazan. Otrzymane w rozprawie wyniki
numeryczne zostaly przedstawione na wielu wykresach, ponadto dla ilustracji przedstawione s3
takze przyktadowe symulowane trajektorie czasteczki, co utatwia interpretacje zachodzacych
procesow. Precyzyjne okreslone sg przyjete zatozenia upraszczajace obliczenia numeryczne
i analityczne. Czytelnik nie powinien mie¢ problemu ze zrozumieniem zagadnien
przedstawianych w rozprawie, chociaz z pewnym wyjatkiem: nie jest dla mnie jasny sposob
otrzymania teoretycznego rozktadu prawdopodobienstwa znalezienia czasteczki w wybranym
punkcie w stanie stacjonarnym dla przypadku o=1 dla dwuwymiarowego potencjatu
harmonicznego, wzor (2.71) str. 66. Podsumowujac, sposob prezentacji rozwazanych zagadnief
swiadczy o dojrzalosci autora w zakresie prowadzonych badan naukowych. Mozna odniesé
wrazenie, iz nie bgdzie problemem dla doktoranta kontynuowanie opisanych badan, poszerzajac
przy tym znacznie ich zakres. Wybrane problemy przeznaczone do dalszych badan zostaty przez
Autora przytoczone w koncowej czesci rozprawy. Rozprawa ma takze walor dydaktyczny, W tym
kontekscie napisanie rozprawy uwazam za dobry pomyst, pomimo tego, ze dorobek naukowy

doktoranta upowazniat go do przedstawienia zbioru artykutéw naukowych.

W mojej opinii rozprawa ma pewien stabszy punkt. Rozprawa ma charakter teoretyczny,
jednak pozadane byloby przedstawienie potencjalnych zastosowan rozwazanych modeli do opisu
proces6éw zachodzgcych w przyrodzie. Co prawda konkretne procesy indukowane szumem

niegaussowskim wspomniane sg w czgsci wstgpnej, jednak szkoda, ze autor nie podat chociazby



potencjalnych praktycznych zastosowan wynikéw zaprezentowanych w rozprawie. Nalezy przy
tym dodac, iz takie wskazanie nie musi by¢ fatwe, bowiem wigkszo$é wynikéw empirycznych
zwigzanych z bladzeniem losowym czgsteczek dotyczy przypadkéw dyfuzji normalnej lub
subdyfuzji. Chciatbym takze zwr6cié uwagg na nieco niefortunne sformutowanie, ktére pojawia
si¢ na str. 34. Otoz Autor czyni uwagg, z ktorej wynika, ze rozwigzania réwnan
Smoluchowskiego-Fokkera-Plancka (prezentowane powyzej tej uwagi) moga by¢ wyznaczone
przy pomocy metody Monte Carlo. Metoda ta stosowana jest w rozprawie do symulacji trajektorii
czgsteczki w oparciu o réwnanie Langevina, Mozna oczywiscie zalozy¢, iz usrednienie
symulowanych trajektorii pokryje si¢ z rozwigzaniem rownania SFP (co Autor pokazuje dla
wybranych przypadkow stanu stacjonarnego), jednak nie mozna jej traktowaé jako metody
numerycznej rozwigzania réwnania rozniczkowego SFP. W tym kontekscie odczuwam pewien
niedosyt, iz Autor nie odni6st sig, nawet krétko, do metod numerycznego rozwigzywania réwnan
SFP, ktére prowadzityby do przyblizonych analitycznych rozwigzan. Dodam, ze powyzsze uwagi
nie wplywaja na moja wysokg ocene rozprawy.

Podsumowujgc, wysoko oceniam dokonania Autora przedstawione w rozprawie
doktorskiej. Nalezy podkresli¢ wage wynikéw uzyskanych przez Autora w trakcie jego pracy
naukowej i przedstawionych w rozprawie dla proceséw btagdzenia losowego czasteczki
generowanego przez szumy Levy’ego takich jak: wykazanie niemonotonicznosci czasu wyjscia
z ograniczonego obszaru wzgledem parametru o, wykazanie istnienia stanéw stacjonarnych
w potencjatach harmonicznych, warunkéw, przy ktérych nastepuje aktywacja rezonansowa
w dwu- i trjwymiarowych dychotomicznie fluktuujgcych potencjatach oraz zachodzenie
rezonansu stochastycznego w ,,dwudotkowej” studni potencjatu. Autor pokazal takze skutecznosé
stosowanej metody symulacji trajektorii btagdzenia losowego czasteczki generowanego przez
szumy Levy’ego do opisu procesoéw zwigzanych z superdyfuzjg, a takze fakt, ze metody opisu
badania efektéw wywotanych szumami Levy’ego, stosowane poprzednio w ukladach
jednowymiarowych, mogg by¢ skutecznie zastosowane w ukiadach wielowymiarowych przy

réznych wyborach miary spektralne;j.

W mojej ocenie praca doktorska mgra Krzysztofa Szczepanca spelnia kryteria art.13 ust.1
Ustawy z dn. 14.03.2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz stopniach
i tytutach w zakresie sztuki (Dz. U. Nr 65 poz. 595 z pdzn. zm.). Oceniajac pozytywnie, tak pod
wzgledem formalnym jak i merytorycznym rozprawe doktorskg zwracam si¢ do Rady Wydziatu
Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej Uniwersytetu Jagiellofiskiego z wnioskiem

o dopuszczenie mgra Krzysztofa Szczepanca do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



Zwracam sie réwniez z wnioskiem do Wysokiej Rady o wyréznienie rozprawy doktorskiej
mgra Krzysztofa Szczepanca. Uzasadnienie przedstawiam w dwoch gtéwnych punktach:

+ Doktorant prowadzi badania na wysokim poziomie merytorycznym, 0siggajac szereg
nowych, cennych wynikéw dotyczacych anomalnej dyfuzji czgsteczek, ktérych bladzenie
losowe generowane jest przez szumy Levy’ego. Dodatkowym argumentem jest takze
bardzo dobrze napisana rozprawa doktorska, majaca swoj walor dydaktyczny.

+ Dotychczasowy dorobek naukowy doktoranta nalezy oceni¢ wysoko, biorac pod uwage
iloé¢ i jakos¢ publikacji. Rozprawa zawiera wyniki opublikowane w siedmiu artykutach
naukowych w czasopismach z listy filadelfijskiej, przy czym w trzech opublikowanych
w Journal of Statistical Mechanics i dwdch opublikowanych w Physical Review E
Doktorant jest pierwszym autorem. W mojej ocenie Autor rozprawy wniost swoj wkiad

w rozwdj teorii procesow dyfuzji anomalnej generowanej przez szumy Levy’ego.
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