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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Jacka Greli
pt. Dynamics of eigenvalues and eigenvectors in non-Hermitian matrix models

Rozprawa doktorska pana mgr. Jacka Greli poswigcona jest teorii macierzy stochastycznych,
a w szczegolnosci badaniu whasnosei widm i wektoréw wilasnych takich macierzy dla réznych
zespotéw macierzy, w tym, co uwypuklone zostalo w tytule pracy — macierzy
niehermitowskich. Jednak oprécz zastosowan w wypadku nichermitowskim, rozprawa
przynosi wiele rezultatow dotyczacych ,klasycznych” zespoléw macierzy hermitowskich —
GOE, GUE i GSE.

Rozprawa powstata na podstawie siedmiu prac autorstwa i wsp6lautorstwa pana mgr. Greli
dofgczonych do rozprawy. Sze$¢ z nich zostalo juz opublikowanych w Physical Review
Letters, Nuclear Physics B, Journal of Physics A (dwie prace), Acta Physica Polonica B oraz
Journal of Statistical Mechanics, a wige w czasopismach o duzym i bardzo duzym znaczeniu
w literaturze $wiatowej. Ostatnia z prac, zaprezentowana w postaci preprintu, zostala wystana
do druku w Physical Review F. Jedna z prac jest publikacja jednoautorskg i stanowi jeden z
wazniejszych fundamentéw catej rozprawy.

Teoria macierzy stochastycznych, powstala w polowie ubieglego stulecia dla analizy
whasnosci widm kwantowych ukiadéw o wielu stopniach swobody, takich jak np. jadra
atomowe cigzkich pierwiastkdw, przezywa swodj renesans w ostatnich dwudziestu pieciu
latach spowodowany jej znakomita przydatnodcia do opisu kwantowych uktadow
chaotycznych, gdzie o koniecznodci opisu statystycznego decyduje nie tyle duza liczba stopni
swobody, co ztozono$¢ dynamiki. Jednak zastosowania macierzy stochastycznych wykraczajg
daleko poza mechanike kwantowa. Z tego tez powodu jest to obszar intensywnych badan
teoretycznych i nowe interesujgce wyniki sg tu bardzo pozadane.

Szereg takich wiadnie nowych i interesujgcych wynikéw dostarcza rozprawa doktorska pana
mgr. Greli. W swoich badaniach zastosowat on podejscie zainicjowane w pracach Dysona,
ktéry zaproponowat badanie wiasnosci widmowych macierzy stochastycznych poprzez
analizg pewnych proceséw dyfuzyjnych w przestrzeni macierzy. W takim podejéciu nie
postuluje si¢ z gory wspdlnego rozktadu prawdopodobiefistwa elementéw macierzy, jak to ma
miejsce w statycznych modelach macierzy stochastycznych, ale zaklada sie, ze elementy te
podlegaja  wielowymiarowemu procesowi  stochastycznemu (dyfuzji). Taki proces
stochastyczny indukuje odpowiednie procesy dla wartogci wiasnych i wektoréw wilasnych
macierzy. Asymptotyczne w czasie (stacjonarne) stany tych proceséw odpowiadaja
rozktadom tychze wielkosci w statycznych modelach macierzy stochastycznych (np. GOE,
GUE, GSE i ich wariantach z dodatkowymi symetriami). Wiasnodci wartosci wilasnych mogg
by¢ zakodowane w usrednionym wielomianie charakterystycznym macierzy, a do wyliczania
korelacji migdzy wartosciami wiasnymi przydatna jest usredniona odwrotnodé tego
wielomianu. Obie te wielkosci podlegajg takze odpowiednim procesom stochastycznym i
identyfikacja rzadzacych tg dynamika réwnan dla réznych zespotdw macierzy jest jednym z
gtownych celow i wynikéw zaprezentowanych w rozprawie bada.



Jak juz wspomniatem, zgodnie z tytutem rozprawy, glownym jej celem jest badanie macierzy
nichermitowskich, jednak zastosowanie opisanego powyzej skrotowo podejscia okazuje sig
by¢ szczegOlnie skuteczne takze w wypadku macierzy hermitowskich, co zostato
zaprezentowane w rozdziale 2.3, opartym na dolgczonej pracy nr 4, dotyczgcym
hermitowskich macierzy zespolonych. Pokazano, ze wartoé $rednia  wielomianu
charakterystycznego, jak i jego odwrotnosci ewoluujg zgodnie z prostymi réwnaniami typu
dyfuzyjnego. Waznym wynikiem jest tu uzyskanie réwnan obowigzujgcych dla dowolnego
wymiaru macierzy i (co jest istotnym postepem w stosunku do znanych poprzednio
rezultatow), dla dowolnego warunku poczgtkowego.

Alternatywny, czy raczej komplementarny, opis dynamiki w dynamicznych zespotach
macierzy stochastycznych oferuje podejscie ,hydrodynamiczne”. Wartosci wlasnych nie
traktuje si¢ tu jako ,,gazu” oddziatujacych czastek, ale jak ciecz, ktérej wlasnosci opisywane
53 za pomocg ewoluujacej w czasie gestosci. Takie podejscie zostalo zaprezentowane w 2.5
rozprawy opartym na doiqczonej publikacji nr 5 dla szeregu zespoléw macierzy
hermitowskich i unitarnych.

Gtownemu tematowi rozprawy, tzn. stochastycznym macierzom hermitowskim poswigcony
Jest jej rozdziat 3. Powstat on na bazie dotaczonych prac nr 1, 2, 6 i 7 i zawiera najwazniejsze
i najoryginalniejsze wyniki otrzymane prze pana mgr. Grelg. Zaprezentowano tu po raz
pierwszy (przynajmniej wedlug mojej wiedzy o literaturze przedmiotu) badanie zespotu
Ginibre’a (tzn. gaussowskiego zespotu niehermitowskich macierzy stochastycznych) za
pomocg metod dynamicznych. Oprécz oczywistego faktu, ze w tym wypadku wartodci whasne
nie ewoluujg w jednym wymiarze, lecz, ze wzgledu na swoj zespolony charakter, na
plaszczyznie, charakterystyczng wlasnoscig jest to, ze dynamiki wartosci wihasnych i
wektoréw wiasnych nie separujg si¢. Za najwazniejsze wyniki tej czesci pracy nalezy uznaé:

e Wyprowadzenie réwnania dyfuzyjnego 1zgdzacego ewolucjg $redniej tzw.
rozszerzonego wielomianu charakterystycznego (kodujgcego w specyficzny sposob
warto$ci wilasne macierzy niehermitowskiej), obowigzujacego dla dowolnego
wymiaru macierzy.

* Wyprowadzenie (sprz¢zonych) réwnan dynamiki dla gestosci  spektralnej dla
duzego (asymptotycznie nieskoficzonego) wymiaru macierzy 1 pokazanie jak
dynamika ta, w spos6b nieunikniony, sprzega sie z dynamika wektoréw wiasnych.

e Zastosowanie otrzymanych wynikéw do trzech modeli macierzy nichermitowskich.

Cickawym wynikiem dotyczacym macierzy niehermitowskich jest znalezienic gestosei
spektralnej dla pewnej klasy niehermitowskich macierzowych modeli stochastycznych dla
skoriczonego wymiaru macierzy. W tym wypadku nie analizowano modelu dynamicznego; do
otrzymania rezultatu wykorzystano metody supersymetryczne. (rozdziat 3.5 bazujgcy na
dofgezonej pracy nr 7). O wadze otrzymanych wynikéw decyduje fakt, iz analizowany model
ma do$¢ szerokie zastosowanie w wielu obszarach.

Rozdziat 4 pracy (oparty na dofgczonej pracy nr 4), poswigcony jest oryginalnej metodzie
analizy wlasnosci spektralnych dynamicznych modeli macierzy stochastycznych. Pozwala
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ona na otrzymanie réwnan typu dyfuzyjnego dla takich obiektéw jak érednie wielomianu
charakterystycznego czy jego odwrotnosci, przy czym zmiennymi ,,przestrzennymi” sg tu
odpowiednie parametry — np. wladnie zmienna w wielomianie charakterystycznym, czy tez
zmienne w rozszerzonym wielomianie charakterystycznym w wypadku macierzy
nieheremitowskich. Sa to wlaénie réwnania wspomniane powyzej i ich wykorzystanie jest
podstawowym narzedziem stosowanym w rozprawie. Rozdziat ten kodyfikuje to narz¢dzie w
sposéb uniwersalny, stosowalny zaréwno do macierzy hermitowskich jak i nichermitowskich
i przynosi powazny wktad do metod badania stochastycznych modeli macierzowych.

Podsumowujac walory merytoryczne pracy pragne stwierdzié, ze zawiera ona szereg bardzo
wartosciowych wynikéw, wnoszgcych istotne nowosci do teorii macierzy stochastycznych, a
zastosowanie metod dynamicznych do probleméw niehermitowskich jest pionierskie. Autor
wykazat sie bardzo duza sprawnoscia w postugiwaniu si¢ zaawansowanymi metodami teorii
macierzy stochastycznych, réwnan rézniczkowych czastkowych, transformacji catkowych i,
oczywiscie, teorii procesoéw stochastycznych.

Pewnym mankamentem kompozycyjnym pracy jest wyrazny brak konsekwentnej decyzji, czy
ma byé to ,regularna” rozprawa doktorska, czy tez raczej poprzedzony wstgpem zbior
publikacji. Za tym, iz rozprawa byta pomyslana jako samodzielna cato$¢ przemawia fakt, iz
liczy sobie ona blisko sto stron, a wigc trudno jg traktowa¢ jako jedynie omawiajacy
publikacje wstep. Z drugiej jednak strony, oprécz bardzo dobrej czgsci poczatkowej
(rozdziata 1 i rozdziat 2.1) przynosi zasadniczo bezposrednie cytaty z prac oryginalnych, a w
miejscach gdzie autor zdecydowat sig na skrocenie tekstu oryginalnego, odwolania do owych
prac. W sumie wige wygodniejsze byto dla mnie czytanie prac oryginalnych. Nalezy jednak
podkreslié, ze bardzo jasnym punktem czgéci referujgcej prace jest bardzo dobra i
wyczerpujgca bibliografia.

Cho¢ ostatni, pigty rozdziat pracy, majacy na celu podsumowanie rozprawy i zarysowanie
dalszych perspektyw badawczych, jest do§é krotki, to jednak spelnia niezle swg role —
autorowi udato sie krotko scharakteryzowaé myéli przewodnie rozprawy. Zabraklo mi tu
nieco bezposrednich odniesien do czysto fizycznych zastosowan otrzymanych wynikow, a
przede wszystkim choéby krotkiej refleksji (tu, lub we wstepie) dotyczace] samej metody
dynamicznego podejécia do analizy stochastycznych modeli macierzowych. W szczegdlnosci,
jakie korzysci przynosi zastosowanie takiego podejécia. Czy postulowanie, iz odpowiednie
macierze podlegajg okre§lonym procesom stochastycznym, zamiast narzucania konkretnego
rozktadu prawdopodobiefistwa na ich elementy ma jakie$ Zrodto w rzeczywistych procesach
fizycznych, ktore staramy sie opisaé, czy tez jest tylko pewnym elementem teorii macierzy
stochastycznych, ciekawym z punktu widzenia samej tylko teorii? W tekécie samej rozprawy
nie znalaztem miejsca, w ktorym autor odnositby si¢ do tego zagadnienia; krotkie wzmianki
mozna znalezé w pracach oryginalnych (np. wstepie do pracy nr 3), ale tylko w postaci
hastowej z odnosnikami do literatury.

Wspomniane powyzej drobne niedostatki w zaden sposob nie wplywaja na mojg opini¢ o
doniosto$ci merytorycznych rezultatdéw zaprezentowanych w rozprawie. A wlasnie te walory
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powinny byé decydujgce przy ocenie osiggnig¢ doktoranta. Jak juz powyzej wspomniatem
uwazam, e praca jest z tego punktu widzenia bardzo cenna. Podsumowujgc wige stwierdzam,
ze rozprawa doktorska pana mgr. Jacka Greli p.t. Dynamics of eigenvalues and eigenvectors
in non-Hermitian matrix models spelnia wszelkie wymagania ustawowe i zwyczajowe
stawiane tego typu pracom, a zaprezentowane w niej wyniki, wnoszgce powazny wktad do
teorii macierzy stochastycznych, stanowig podstawe do jej wyréznienia. Wnoszg¢ tym samym
o dopuszczenie pana mgr. Jacka Grele do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Warszawa, 19.08.2016 prof. dr hab. Marek Ku$



