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4 Gléwne osiggniecie naukowe

4.1 Tytul osiggniecia naukowego

Osiagnieciem naukowym wynikajacym z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 roku
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz.
U. 2017 r. poz. 1789) jest jednotematyczny cykl publikacji zatytutlowany:

»Wtasnosci kwantowej grawitacji w ujeciu modelu
Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji”

4.2 Publikacje wchodzace w sklad osiggniecia naukowego

Cykl publikacji sktada si¢ z nastepujacych artykutow:

[H1] J. Ambjern, A. Gorlich, J. Jurkiewicz, R. Loll,
Nonperturbative quantum gravity,
Phys. Rep. 519 (2012) 127
(IF5: 21.477, liczba cytowan: 148)

[H2] J. Ambjgrn, A. Gérlich, J. Jurkiewicz, R. Loll, J. Gizbert-Studnicki, T. Trze$niewski,
The semiclassical limit of causal dynamical triangulations,
Nucl. Phys. B 849 (2011) 144
(IF5: 3.055, liczba cytowan: 46)

[H3] J. Ambjgrn, J. Gizbert-Studnicki, A. Gérlich, J. Jurkiewicz,
The transfer matrix in four-dimensional CDT,
J. High Energ. Phys. 9 (2012) 017
(IF5: 4.807, liczba cytowan: 7)

[H4] J. Ambjern, A. Gérlich, J. Jurkiewicz, R. Loll,
Causal dynamical triangulations and the search for a theory of quantum gravity,
Int. J. Mod. Phys. D 22 (2013) 1330019
(IF5: 1.960, liczba cytowan: 14)

[H5] J. Ambjern, J. Gizbert-Studnicki, A. Gérlich, J. Jurkiewicz,
The effective action in 4-dim CDT. The transfer matrix approach,
J. High Energ. Phys. 6 (2014) 034
(IF5: 4.807, liczba cytowan: 13)

[H6] J. Ambjgrn, A. Goerlich, J. Jurkiewicz, A. Kreienbuehl, R. Loll,
Renormalization group flow in CDT,
Class. Quantum Grav. 31 (2014) 165003
(IF5: 2.894, liczba cytowan: 31)
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[H7] J. Ambjgrn, A. Gorlich, J. Jurkiewicz, R. Loll,
Wilson loops in CDT quantum gravity,
Phys. Rev. D 92 (2015) 024013
(IF5: 3.797, liczba cytowan: 2)

[H8] J. Ambjgrn, Z. Drogosz, J. Gizbert-Studnicki, A. Gorlich, J. Jurkiewicz, D. Nemeth,
Impact of topology in causal dynamical triangulations quantum gravity,
Phys. Rev. D 94 (2016) 044010
(IF5: 3.797, liczba cytowan: 8)

[H9] J. Ambjern, J. Gizbert-Studnicki, A. Gérlich, J. Jurkiewicz, N. Klitgaard, R. Loll,
Characteristics of the new phase in CDT,
Eur. Phys. J. C 77 (2017) 152
(IF5: 4.545, liczba cytowan: 11)

[H10] J. Ambjgrn, D. Coumbe, J. Gizbert-Studnicki, A. Gorlich, J. Jurkiewicz,
New higher-order transition in causal dynamical triangulations,
Phys. Rev. D 95 (2017) 124029
(IF5: 3.797, liczba cytowan: 8)

[H11] J. Ambjorn, J. Gizbert-Studnicki, A. Gérlich, K. Grosvenor, J. Jurkiewicz,
Four-dimensional CDT with toroidal topology,
Nucl. Phys. B 922 (2017) 226
(IF5: 3.055, liczba cytowan: 6)

[H12] J. Ambjgrn, J. Gizbert-Studnicki, A. Gérlich, J. Jurkiewicz, D. Németh,
The phase structure of Causal Dynamical Triangulations with toroidal spatial

topology,
J. High Energ. Phys. 06 (2018) 111

(IF5: 4.807, liczba cytowan: 2)

IF5 oznacza pigcioletni Impact Factor czasopisma w roku 2017.
Liczba cytowan wg Web of Science.
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4.3 Omoéwienie osiggnietych wynikéw
4.3.1 Wprowadzenie

Konstrukcja kwantowej teorii grawitacji, ktéra pogodzitaby ogdlna teorie wzglednosci z me-
chanika kwantowa, pozostaje jednym z najistotniejszych i wcigz nierozwigzanych proble-
moéw fizyki teoretycznej. Gléwne osiggniecie naukowe omdwione w niniejszym autoreferacie
dotyczy czterowymiarowego modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji (ang. causal
dynamical triangulations, CDT) bedacego kandydatem na taka teorie.

Proby bezposredniego zastosowania metod kwantowej teorii pola do kwantowania kla-
sycznej einsteinowskiej teorii grawitacji napotkaly na powazne trudnosci. Po pierwsze,
ogélna teoria wzglednosci jest perturbacyjnie nierenormalizowalna (w czterech wymia-
rach), co uwidacznia sie juz na poziomie zliczania poteg. Stala grawitacji G ma wymiar
—2 w jednostkach masy i poprawki wyzszego rzedu w rozwinieciu perturbacyjnym za-
wieraja coraz wyzsze potegi skali obciecia. Bezposrednie rachunki potwierdzilty, ze ogdlna
teoria wzglednosci bez pél materii jest nierenormalizowalna w dwéch petlach [I], a w obec-
nosci materii w jednej petli [2]. Modyfikacja teorii poprzez dodanie do dzialania wyrazéw
zawierajacych pochodne metryki wyzszego rzedu moze spowodowadé, ze teoria stanie sig re-
normalizowalna kosztem unitarnosci lub niezmienniczosci wzgledem dyfeomorfizméw cza-
soprzestrzeni. Drugi problem dotyczy energii prézni zwiazanej z fluktuacjami kwantowymi
dowolnych pél, w tym takze pola grawitacyjnego. Grawitacja powinna by¢ czula na ener-
gie prozni i jak dotad nie wyjasniono dlaczego stata kosmologiczna ma znacznie mniejsza
wartos$¢ niz to wynika z obliczeni [3].

Perturbacyjna kwantowa grawitacja wcigz moze byé rozwazana jako niskoenergetycz-
na teoria efektywna, jednak traci ona zdolno$é przewidywania na skalach ponizej dtugo-
sci Plancka. Chociaz ogdlna teoria wzglednosci zgadza sie z bardzo duza doktadnodcia
z obserwacjami do$wiadczalnymi w rezimie klasycznym, to teoria kwantowej grawitacji
jest niezbedna, aby zapewni¢ spéjny formalizm z pozostalymi oddzialtywaniami, ktére sa
opisywane kwantowymi teoriami pola. Uwzglednienie efektéw kwantowych jest konieczne
w obszarze bardzo wysokich energii i duzych krzywizn czasoprzestrzeni. Takie warunki
wystepowaly na poczatku Wielkiego Wybuchu oraz w otoczeniu osobliwosci skrytych za
horyzontem zdarzen czarnych dziur.

Préba odpowiedzi na powyzsze problemy jest koncepcja bezpieczenstwa asymptotycz-
nego przedstawiona przez Weinberga w publikacji [4], zgodnie z ktéra nieperturbacyjne
sformutowanie kwantowej grawitacji moze byé renormalizowalne. Kwantowa teoria pola
jest asymptotycznie bezpieczna, jesli odpowiadajacy jej przepltyw grupy renormalizacji po-
siada ultrafioletowy niegaussowski punkt staty ze skonczenie wymiarowa powierzchnia kry-
tyczna. Taki scenariusz pozwala, aby kwantowa teoria pola byla poprawnie zdefiniowana
dla wszystkich energii, nawet jezeli nie jest perturbacyjnie renormalizowalna. Szczegdlnym
przypadkiem sg teorie asymptotycznie swobodne, w ktérych punkt staly jest gaussowski.
W takich teoriach, do ktérych zalicza sie m.in. chromodynamika kwantowa, oddzialywania
zanikaja w granicy wysokich energii. Podejscia do kwantowej grawitacji wykorzystujace
metody funkcjonalnej grupy renormalizacji pozwalaja na wyznaczenia przepltywu Wilso-
nowskiej grupy renormalizacji w przestrzeni teorii sktadajacej sie ze wszystkich funkcjona-
16w metryki niezmienniczych ze wzgledu na dyfeomorfizmy [5]. Wyniki sugeruja istnienie
ultrafioletowego niegaussowskiego punktu statego w my$l bezpieczernstwa asymptotycznego

Istnieje wiele podejé¢ do teorii kwantowej grawitacji prébujacych rozwiazaé¢ problem
perturbacyjnej nierenormalizowalnoéci. Do najszerzej rozwijanych nalezy zaliczyé teorie
strun, ktéra prébuje zunifikowa¢ w ramach jednej struktury matematycznej wszystkie
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znane oddzialywania: silne, stabe, elektromagnetyczne, a takze grawitacyjne [7]. Oddzia-
lywanie grawitacyjne pojawia si¢ prawie jako produkt uboczny teorii, a ogdlna teoria
wzglednosci jest traktowana jako niskoenergetyczna granica efektywna pewnej teorii fun-
damentalnej. To podejscie wymaga wprowadzenia wielu nowych stopni swobody, symetrii
oraz dodatkowych wymiaréw czasoprzestrzeni. Pomimo wielu sukceséw, teoria strun wcigz
jednak nie rozwiazata wszystkich probleméw na drodze do kwantowej teorii grawitacji.

Drugi nurt badan opiera sie na metodach rozwijanych w ramach teorii pola, ktére
probuje zastosowaé do nieperturbacyjnego opisu oddziatywan grawitacyjnych. Waznym
kandydatem na teori¢ kwantowej grawitacji jest petlowa kwantowa grawitacja (ang. loop
quantum gravity) implementujaca Diracowska procedure kanonicznego kwantowania do
ogdlnej teorii wzglednosci [8, 9, [10]. W konsekwencji holonomie koneksji staja sie obiekta-
mi kwantowymi. W petlowej kwantowej grawitacji, kwantowa geometria przestrzeni jest
reprezentowana przez sieci spinowe, ktére sg grafami kolorowanymi przez spiny, czyli niere-
dukowalne reprezentacje grupy SU(2). Z powyzszego podejscia wywodzi si¢ zredukowany
model petlowej kosmologii kwantowej (ang. loop quantum cosmology), ktéry zaklada jed-
norodnos¢ oraz izotropowos¢ geometrii i opisuje kwantowa ewolucje czynnika skali przy
uzyciu efektywnego hamiltonianu [I1]. Modele pian spinowych (ang. spin foam) moga by¢
postrzegane jako sformutowanie petlowej kwantowej grawitacji w ujeciu catek po trajek-
toriach, zyskujac w ten sposéb pewne podobiefistwo z modelem CDT [12]. Za lacznik
pomiedzy modelami piany spinowej oraz modelem CDT, mozna uznaé¢ grupowa teorie po-
la (ang. group field theory), ktéra jest kwantowa teoria pola na rozmaitosciach bedacymi
grupami Liego [I3]. Funkcja rozdzialu teorii tej definiuje nieperturbacyjna sume po to-
pologiach oraz geometriach rozmaitoéci symplicjalnych i moze stuzy¢ za sformulowanie
kwantowej czasoprzestrzeni w ujeciu calek po trajektoriach.

Kolejnym podejsciem sa modele oparte o metody geometrii nieprzemiennej (ang. non-
commutative geometry), w ktérych algebre przemienna funkcji gladkich na rozmaitosci
zastepuje sie algebra nieprzemienna. Wprowadzaja one precyzyjny formalizmm pozwalajacy
definiowaé geometrie na takiej algebrze [14]. Innymi stowy, wspdlrzedne czasoprzestrzenne
staja sie w ten sposdb nieprzemienne. Tego typu modele stosuje sie zwlaszcza w fenome-
nologicznych podejsciach do kwantowej grawitacji, np. do opisu kwantowych poprawek do
propagacji czastek, ktére mozna zmierzy¢ w oparciu o obserwacje wysoko energetycznych
zdarzen astrofizycznych w odleglym Wszechéwiecie.

Podejsciem szczegdlnie minimalistycznym w zalozeniach jest teoria zbioréw kauzalnych
(ang. causal sets), ktéra traktuje czasoprzestrzen jedynie jako dyskretny zbiér zdarzen z na-
lozona relacja czeSciowego porzadku [I5]. Istotnym wynikiem otrzymanym ostatnio byto
znalezienie dzialania odpowiadajacego dziataniu Einsteina-Hilberta. Wyrazono je poprzez
funkcje liczby odpowiednich struktur wystepujacych w zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym
[16].

Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji jest sieciowym oraz nieperturbacyj-
nym sformutowaniem teorii kwantowej grawitacji i wpisuje sie w scenariusz bezpieczeri-
stwa asymptotycznego. Model ten, charakteryzujacy sie minimalizmem zaltozeri, bazuje na
ogolnej teorii wzglednoéci, formalizmie calek po trajektoriach oraz ugruntowanych me-
todach kwantowej teorii pola. Na duza wage sieciowych teorii pola bedacych podstawa
nieperturbacyjnych definicji ciggtych kwantowych teorii pola wskazal Wilson w latach
siedemdziesiatych ubieglego wieku [17].
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4.3.2 Motywacja i cel naukowy cyklu prac

Bardzo obiecujacym wynikiem otrzymanym w ramach czterowymiarowego modelu Kau-
zalnych Dynamicznych Triangulacji jest dynamiczne wylonienie sie, jako semiklasyczne-
go tla, geometrii de Sittera stanowiacej rozwiazanie klasycznych réwnan Einsteina, wraz
z natozonymi kwantowymi fluktuacjami objetosci przestrzennej opisywanymi przez model
minisuperspace. Nalezy podkredli¢, ze sam model CDT jest podejSciem nieperturbacyjnym
i niezaleznym od tta, a tym samym nie wprowadza recznie zadnej wyréznionej geometrii.
Rezultat ten jest szczegdlnie istotny, poniewaz jest on nastepstwem wspotgrania zaréwno
entropii, jak i golego dziatania. Jest to jeden z najbardziej niezwyklych i nietrywialnych
efektéw modelu — entropia dokladnie odbudowuje dziatanie efektywne w postaci minisuper-
space, ale je stabilizuje zmieniajac znak czynnika konforemnego. Wiekszosé zagadnien roz-
wazanych w przedstawionym osiggnieciu naukowym dotyczy badania zachowania cztonéw
generowanych przez entropie i ich zaleznosci od dziatania fizycznego. Dalsza weryfikacja
modelu wymaga zdefiniowania nowych obserwabli, ktére sg niezmiennicze wzgledem dyfe-
omorfizmow czasoprzestrzeni, w celu sprawdzenia zgodnoéci w granicy klasycznej z ogdlng
teoria wzglednosci.

Niezbednym krokiem w sieciowych teoriach pola jest zdefiniowanie granicy ciaglej,
ktora zazwyczaj zwigzana jest z przemiang fazowa drugiego badz wyzszego rzedu. Podczas
zblizania sie do takiego przejscia dtugosé korelacji wyrazona w jednostkach stalej sieci
staje sie rozbiezna, co pozwala, przy jednoczesnym zmierzaniu ze stalg sieci do zera, na
poprawne zdefiniowanie granicy ciaglej.

Glownym celem prezentowanego cyklu prac bylo zbadanie najwazniejszych wlasnosci
modelu CDT i jego roli jako kandydata na kwantowsg teorie grawitacji. W ramach realizacji
powyzszego celu przeprowadzono analize nastepujacych zagadnien:

e Usprawniono metody wyznaczania dziatania efektywnego dla czynnika skali poprzez
uwzglednienie réznych typow sympleksow oraz rozwinieto nowe skuteczne metody
w oparciu o macierz transferu (zob. rozdzialy[4.3.3|i[4.3.4] [HIl [H2| 3| [H4, [H5]). Pre-
cyzyjne wyznaczenie dzialania efektywnego pozwala na obserwacje poprawek kwan-
towych oraz poréwnanie z modelami kosmologicznymi minisuperspace.

e Definicja petli Wilsona na kwantowych geometriach jako nowych obserwabli, ktore
mozna powiazaé z klasycznym skalarem krzywizny (zob. rozdzial [HT]).

e Definicja i pomiar nowych parametréw porzadku niezbednych do wyznaczenia i zba-
dania przejéé¢ fazowych, m.in. maksymalna krotnosé wierzchotkow i fluktuacja obje-

tosci przestrzennych (zob. rozdzialy i [H5] [HI, [H10, H12]).

o Wyznaczono diagram fazowy i rodzaje przemian fazowych modelu (zob. rozdzial
4.3.5, [H5, H9, [H10, H12]).

e Zbadano przeptyw gotych stalych sprzezenia w ramach grupy renormalizacji w celu
wyznaczenia postulowanego ultrafioletowego punktu stalego i osiaggniecia granicy

ciaglej (zob. rozdzial [H6]).

e Zbadano wplyw topologii poprzez analize rezultatéw dla sferycznej i toroidalnej to-
pologii przestrzeni. Model CDT umozliwia kontrole topologii czasoprzestrzeni, co
pozwala na poréwnanie z innymi podejSciami do kwantowej teorii grawitacji po-
stulujacymi rézne sposoby sumowania po topologiach, m.in. modelami tensorowymi
(ang. tensor models), grupowymi teoriami pola, pianami spinowymi (zob. rozdzial

[HS, [H1T, [H12]).
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e Aby otrzymad realistyczny kwantowy model kosmologiczny niezbedne jest uwzgled-
nienie pél materii. Przeprowadzono pierwsze badania nad diagramem fazowym uwzgled-
niajace wplyw dynamicznych pél skalarnych (zob. rozdziat [H10]).

Wszystkie wyniki oméwione w przedstawionym cyklu prac otrzymano przy wykorzysta-
niu samodzielnie napisanego przez habilitanta oprogramowania do symulacji Monte Carlo
opartego m.in. o algorytm Metropolisa-Hastingsa.
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4.3.3 Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji
Wyniki przedstawione ponizej opierajq sie na artykulach [HI1, [H2, HJ|.

Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji jest obiecujacym kandydatem na teorie
kwantowej grawitacji. Model ten jest niezaleznym od tla i w konsekwencji nieperturbacyj-
nym podejsciem do problemu kwantowania ogoélnej teorii wzglednosci opartym o elemen-
tarne zasady fizyki teoretycznej: formalizm catek po trajektoriach i regularyzacja sieciowa
[18, 19].

W odréznieniu od innych znanych oddziatywan fundamentalnych, ogdlna teoria wzgled-
nosci bedaca klasyczng teoria grawitacji opisuje dynamike samej czasoprzestrzeni, w kté-
rej rozwazanym stopniem swobody jest geometria opisana tensorem metrycznym g, ().
Punktem wyjscia do konstrukeji kwantowej teorii grawitacji jest klasyczne dzialanie Ein-
steina-Hilberta w czterech wymiarach

1 4
— /Md 2v/—det g (R — 2A), (1)

gdzie G i A to odpowiednio stata grawitacji i stata kosmologiczna, M to rozmaito$¢ czaso-
przestrzenna z pseudoriemannowska metryka g,,,, o sygnaturze Minkowskiego {—, +, 4+, +1},
a R oznacza powiazany z nia skalar krzywizny Ricciego [20, 21] (sygnatura oraz konwen-
cja na podstawie [22], 23]). W powyzszym wzorze uzyto naturalnego systemu jednostek
Plancka, c = h = 1, oraz przyjeto, ze rozmaito$¢ M nie posiada brzegu.

Metoda CDT w naturalny sposéb dostosowuje do czterowymiarowych czasoprzestrzeni
procedure dyskretyzacji feynmanowskich catek po trajektoriach, ktore sa jednym z pod-
stawowych narzedzi stuzacych do kwantowania klasycznych teorii pola. Formalna grawita-
cyjna calka po trajektoriach zdefiniowana jest jako superpozycja wszystkich wirtualnych
trajektoriic Wszechswiata, reprezentowanych przez czterowymiarowe geometrie czasoprze-
strzeni, wazonych dzialaniem Einsteina-Hilberta,

Z = [ Dulg)e'Sent, (2)

Geometria [g], inaczej nazywana historig, to klasa réwnowaznosci na zbiorze metryk czaso-
przestrzennych g wzgledem dyfeomorfizméw na rozmaitosci M. Dyfeomorfizmy te tworza
grupe Diff(M).

SeH(guw] =

Regularyzacja sieciowa. Prawidlowa definicja catki po trajektoriach w kontekscie
kwantowej teorii pola wymaga wprowadzenia odpowiednich metod regularyzacji. Jednym
ze standardowych sposobéw jest dyskretyzacja czasoprzestrzeni, w ktérym gtadka geome-
trie zastepuje sie przez sie¢ o stalej sieci a. Model Kauzalnych Dynamicznych Triangula-
cji wprowadza taka sieciows regularyzacje historii czasoprzestrzennych pojawiajacych sie
w formalnej grawitacyjnej catce po trajektoriach . Procedura dyskretyzacji zastepuje
calke funkcjonalna przez sume po kauzalnych triangulacjach T tworzacych przeliczalny
zbiér T. W ten sposob dostarcza nieperturbacyjnej definicji grawitacyjnej funkcji rozdzia-
tu przez wyszczegodlnienie klasy geometrii czasoprzestrzennych, ktére nalezy uwzglednié
w kwantowej superpozycji amplitud EL

7= Sl (3)

TeT

! Suma po triangulacjach zawiera réwniez czynnik symetrii C+ bedacy rzedem grupy automorfizméw
grafu 7. Mozna go interpretowaé jako pozostalosé po objetosci grupy dyfeomorfizméw wystepujacej w
mierze Da[g] = ﬁ%. Dla przejrzystosci, bedziemy pomijaé czlon é, majac na uwadze, ze wWy-
stepuje on pod kazda suma po zbiorze T. Poniewaz symulacje komputerowe operuja na triangulacjach

etykietowanych, czynnik ten jest automatycznie uwzgledniany.
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{4, 1} {3,2}

Rysunek 1: Wizualizacja dwoch typéw czterosymplekséw, podstawowych sktadnikéw czte-
rowymiarowego modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji. Sympleksy tacza dwie
kolejne warstwy czasowe ¢ i t + 1. W zaleznosci od liczby wierzchotkéw w kazdej warstwie
mozemy wyrézni¢ sympleksy typu {4,1} i typu {3,2}. Sympleksy posiadaja plaska me-
tryke Minkowskiego, ktéra wyznacza strukture stozka Swietlnego zaznaczona na rysunku

Model nie postuluje dyskretnego charakteru Wszechswiata, a jedynie wprowadza dyskre-
tyzacje jako metode regularyzacji, ktéra ostatecznie ma zostaé wyeliminowana w granicy
cigglej. Dlugoéé krawedzi symplekséw a pelni role ultrafioletowego parametru obciecia
(ang. cut-off). Granice ciagla definiuje si¢ jako przejscie a — 0, a opis wlasnosci teorii
w tej granicy jest bardzo zblizony do dyskusji zachowania w otoczeniu punktu krytycz-
nego w fizyce statystycznej. Ta procedura moze wymagaé renormalizacji gotych stalych
sprzezenia, aby zapewni¢ zachowanie pewnych wielkosci fizycznych, takich jak objetosé
czy odlegtodé.

Podstawowym budulcem triangulacji jest sympleks, ktory jest uogdlnieniem do wyz-
szych wymiaréw tréjkata bedacego dwuwymiarowym sympleksem. Czterosympleks to pod-
zbior czterowymiarowej przestrzeni Minkowskiego wyznaczony przez pieé¢ niewspodtlinio-
wych wierzchotkow parami potaczonych krawedziami. Metryka indukowana wewnatrz kaz-
dego sympleksu jest plaska i wyznacza strukture stozka $wietlnego. Rysunek[I] przedstawia
wizualizacje dwéch typow czterosympleksow wraz ze struktura stozka Swietlnego. W czte-
rowymiarowym modelu CDT, triangulacja oznacza czterowymiarowa rozmaitos¢ sympli-
cjalng o zadanej topologii ztozona z sympleksow odpowiednio ztgczonych parami wzdiuz
czworo$ciennych bokéw. Metryka triangulacji jest wyznaczona przez metryki poszczegol-
nych sympleksow i strukture ich polaczen, za$ krzywizna jest osobliwa i zlokalizowana na
tréjkatach. W ogdlnoéci taki kompleks symplicjalny posiada niezerowa krzywizne i nie da
sie go zanurzy¢ w przestrzeni R%.

Kauzalno$é. Gléwnym zalozeniem modelu jest istnienie globalnej foliacji calej czaso-
przestrzeni, ktérej liScie indeksowane sa wspotrzedng czasowa. Pierwotne, euklidesowe po-
dejécie dynamicznych triangulacji nie wprowadzato wyréznionego kierunku czasowego, by-
to jednak obarczone szeregiem probleméw. W czterowymiarowym euklidesowym modelu
wystepuja jedynie dwie fazy [25], ktére charakteryzuje odpowiednio zapadnieta geometria
(ang. collapsed phase) i spolimeryzowana geometria (ang. branched polymers phase). Fazy
te oddzielone sa przejSciem pierwszego rodzaju, z czym wigze sie brak mozliwosci popraw-
nego zdefiniowania granicy ciaglej. W obu fazach geometryczne wtasnosci konfiguracji
znaczaco réznig sie od wlasnosci obserwowalnego Wszech$wiata (np. wymiarowosé). Po-
nadto triangulacje dajace wktad do catki po trajektoriach sg zdominowane przez tworzenie
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Rysunek 2: Wizualizacja dwuwymiarowej triangulacji wraz ze strukturg stozkow $wietl-
nych. Wyrédzniony punkt oznacza rozgalezienie czasoprzestrzeni. Model Kauzalnych Dy-
namicznych Triangulacji zabrania zmiany topologii przekrojéw przestrzennych X

sie wszechswiatéw niemowlecych (ang. baby universes) i osobliwosci kauzalnych wynikaja-
cych z braku zachowania topologii przestrzeni. Konsekwencja tego jest problem zwiazany
z r6znym skalowaniem sie czasu i przestrzeni.

Wprowadzenie warunku kauzalnosci pozwolito rozwiazaé¢ powyzsze trudnosci. Ponadto
oryginalna Lorentzowska sygnatura czasoprzestrzeni sugeruje, ze tylko geometrie przyczy-
nowe powinny dawaé wklad do grawitacyjnej calki po trajektoriach [27, 28]. Warunek ten
polega na zalozeniu globalnej hiperbolicznosci czasoprzestrzeni dla wszystkich trajektorii
kwantowych i wprowadzeniu foliacji catej czasoprzestrzeni, ktérej liScie, nazywane przekro-
jami, tworza tréjwymiarowe przestrzenne powierzchnie Cauchy’ego ¥ o ustalono topologii.
7 reguly zmiana topologii przekrojow przestrzennych wigze sie z naruszeniem przyczyno-
wosci. Rysunek [2 przedstawia dwuwymiarows triangulacje wraz z narzucong foliacja, dla
ktorej naruszony jest warunek przyczynowosci. Dla wygody ustalamy periodyczne warunki
brzegowe w kierunku czasowym z topologia czasoprzestrzeni M = S' x ¥. Wybér ten jest
techniczny i pozwala na pominiecie cztonéw brzegowych. W dalszej czesci rozwazymy dwa
przypadki topologii przestrzeni, sferycznej (X = S3) oraz toroidalnej (X = T2).

W przypadku dyskretnym przekroje przestrzenne 7)(t), numerowane przez wspél-
rzedna czasowq t € Z, sg tréjwymiarowymi triangulacjami rozmaitosci 3. Przekroje skla-
daja sie z réwnobocznych czworodcianow, ktoérych krawedzie maja dtugosé as > 0. Metryka
indukowana przestrzennych czworo$cianéw jest metryka euklidesowa. Kazdemu wierzchot-
kowi triangulacji przypisana jest wspélrzedna czasowa t, odpowiadajaca numerowi prze-
kroju, do ktérego nalezy wierzcholek. Sasiadujace przekroje 7G4)(t) i TG)(t+1) polaczone
sg czterosympleksami w taki sposéb aby formowaly czterowymiarows warstwe o topologii
[0,1] x X. Warstwy sa polaczone w szereg jedna za druga tworzac rozmaito$¢ symplicjal-
ng ze struktura kauzalng. Kolejne przekroje w caltosci leza w przysztosci wezesniejszych
przekrojow.

Foliacja wprowadza rozréznienie krawedzi na czasowe i przestrzenne. Krawedzie prze-
strzenne o dlugosci as > 0 tacza dwa wierzchotki w tym samym przekroju, zas krawedzie
czasowe o dlugosci a; tacza wierzchotki w sasiadujacych przekrojach. W modelu Kau-
zalnych Dynamicznych Triangulacji dlugosci as i a; sa state, ale niekoniecznie réwne co
wprowadza wspélezynnik asymetrii a, taki ze a7 = « - a2. W przypadku Lorenztowskim
wspotczynnik « jest ujemny. Podobnie mozna wyrézni¢ dwa rodzaje czterosymplekséw.
Sympleksy typu {4, 1} skladaja sie z czterech wierzchotkéw w jednym przekroju tworza-
cych czworoscian przestrzenny, zas piaty wierzchotek lezy w poprzednim lub nastepnym
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przekroju. Sympleksy drugiego typu, nazywanego {3, 2}, skladaja sie z trzech wierzchotkéw
lezacych w jednym przekroju i dwéch wierzchotkéw w poprzednim lub nastepnym. Rysu-
nek [1| ilustruje czterosympleksy typu {4,1} i {3, 2} taczace przekroje T (¢) i TG (t 4 1).
Objetosci i geometria (katy) symplekséw sa rézne dla obu typéw i zaleza jedynie od dlugo-
Sci ag oraz a;. Poniewaz model CDT nie wprowadza uktadu wspoélrzednych, jest on jawnie
niezmienniczy wzgledem transformacji dyfeomorficznych zachowujacych foliacje (zmiany
uktadu wspdlrzednych). Omawiane sformulowanie wykorzystuje jedynie niezmienniki geo-
metryczne takie jak dtugoéci czy katy.

Dzialanie Reggego. Drzialanie Einsteina-Hilberta (1)) posiada naturalna realizacje na
rozmaitosciach symplicjalnych. Dla danej czterowymiarowej kauzalnej triangulacji 7 oznacz-
my przez Ny liczbe symplekséw typu {4,1}, a przez N3y liczbe symplekséw typu {3,2}.
Calkowita liczba symplekséw wynosi zatem N4 = Ny3 + N3o. Calkowita fizyczna cztero-
wymiarowa objeto$¢ triangulacji [ d*z+\/[det g] wyraza sie przez kombinacje liniowa Ny

i N33. Podobnie, globalna krzywizna [, d*z\/[det g[R, ktéra mozna okresli¢ za pomoca
deficytu kata wokot tréjkatow, jest liniowa funkcja Nso, Ny oraz liczby wierzchotkéw Ny
[HI]. Dzialanie Einsteina-Hilberta wyznaczone dla triangulacji 7 sprowadza sie do
prostego wzoru

S[T] = —Ko No[T]+ Kg Ny[T]+ A (Naa[T] — 6No[T]). (4)

Powyzsze wyrazenie nazywane jest dziataniem Reggego. Gote state sprzezenia K, K41 A sa
wielko$ciami bezwymiarowymi i wyrazaja sie przez funkcje stalych G i A, ktore pojawiaja
sie w dzialaniu ciagtym (1), oraz wspélczynnika asymetrii o [H1]. Na tym etapie znika
zalezno$¢ od stalej sieci a, ktéra nastepnie trzeba bedzie odtworzy¢. Stata K4 jest sprzezona
z Ny i kontroluje catkowity liczbe sympleksow, ktéra odpowiada dyskretnej objetosci, i
z tego wzgledu jest odpowiednikiem statej kosmologicznej. Z kolei Ky jest zwiazane z
odwrotnoscig stalej grawitacji G, a A ze wspolczynnikiem asymetrii a. W przypadku
euklidesowym stata A nie wystepuje, jednak tutaj pelni wazng role poniewaz pozwala
zaobserwowaé nowe fazy.

Obrét Wicka. W przeciwienstwie do przypadku dwuwymiarowego, w czterech wymia-
rach nie mamy dostepu do odpowiednich metod analitycznych i w znaczacym stopniu
musimy positkowaé sie obliczeniami komputerowymi, aby uzyska¢ informacje o niepertur-
bacyjnych fluktuacjach geometrii. Oscylacyjny charakter catki wyklucza uzycie technik
numerycznych. Poprawne zdefiniowanie funkcji rozdziatu wymaga by wagi konfiguracji da-
jacych wktad do catki po trajektoriach byty prawdopodobienstwami, czyli nieujemnymi
liczbami rzeczywistymi.

Umozliwia to zastosowanie w badaniach symulacji numerycznych, w szczegdlnosci me-
tod Monte Carlo. Problem oscylacji mozna ominaé stosujac matematyczng procedure na-
zywana obrotem Wicka, ktéra, ogdlnie rzecz ujmujac, sprowadza sie do przedtuzenia ana-
litycznego wspolrzednej czasowej do wartosci urojonych. Wynikiem jest zmiana sygnatury
czasoprzestrzeni z lorentzowskiej na euklidesowa, a zespolone amplitudy zastapione sa
rzeczywistymi prawdopodobienstwami e** bor _y emsFue Wprowadzenie foliacji pozwala na
rozréznienie miedzy krawedziami przestrzennymi i czasowymi, w wyniku czego obrét Wic-
ka jest poprawnie zdefiniowany i polega na przedluzeniu analitycznym dlugosci krawedzi
czasowych, a; — iay,

2 _ 2
a; =a-a;, a>0.

Dzialanie Reggego po obrocie do sektora euklidesowego i redefinicji S¥4¢ = —i S po-
siada dokladnie taka sama postac¢, jak jego oryginalna lorentzowska wersja . Szczegbly
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dotyczace wyprowadzenia wzoru na dziatanie Reggego po obrocie Wicka mozna znalezé w
[19].

W wyniku regularyzacji sieciowej oraz obrotu Wicka zagadnienie zostato sprowadzone
do modelu mechaniki statystycznej, ktéry mozemy badaé przy pomocy symulacji kompu-
terowych. Ostatecznie, funkcje rozdziatu mozemy zapisa¢ jako rzeczywistg sume po
wszystkich kauzalnych triangulacjach,

z=">3 S (5)

TEeT

Zaréwno euklidesowe dzialanie Reggego S[T], jak i funkcja rozdzialu Z, zaleza od golych
stalych sprzezenia Ky, K41 A.

Obliczenia numeryczne. Formalna grawitacyjna catka po trajektoriach po obrocie
Wicka definiuje kwantowa wartosé oczekiwanegﬂobserwabli O|[g] wyznaczonej dla geometrii

9],
(©lgh = [ Dlgle~Selo, (©

Podobnie, rozklad prawdopodobiefistwa P[T] = 2e™° [T) zwiazany z funkcja rozdziatu ,
definiuje dyskretny odpowiednik

> Ome s, (7)

W tym przypadku obserwabla odpowiada pomiarowi dokonanemu na triangulacji 7.

Wprowadzenie regularyzacji sieciowej kwantowej grawitacji w modelu CDT pozwala
na zastosowanie metod Monte Carlo. Liczba triangulacji o skoniczonej objetosci jest skon-
czona, niemniej rosnie ona wykladniczo z liczbg symplekséw Ny. Funkcja rozdziatu
definiuje wolny od oscylacji model statystyczny. Wzér ten jest podstawa symulacji kom-
puterowych opartych o dostosowany do modelu algorytm Metropolisa-Hastingsa [29], [30].
Symulacje maja za zadnie wygenerowanie zbioru {T(k), k=1...K} statystycznie nieza-
leznych konfiguracji Monte Carlo, czyli kauzalnych triangulacji, ktére nastepnie shuza do
oszacowania wartosci oczekiwanej obserwabli O[T],

1 K
(O[T]) = - > O[T™]. (8)
k=1

Algorytm Monte Carlo generuje triangulacje 7 zgodnie z rozkladem prawdopodobienstwa
P[T], dlatego nie wystepuje on w sposéb jawny w powyzszym wzorze.

Geometria tta. Waznym i obiecujacym wynikiem otrzymanym w ramach czterowymia-
rowego modelu CDT jest dynamiczne wylonienie si¢ semiklasycznej geometrii tta zgodnej
z rownaniami Einsteina [[12] wraz z kwantowymi fluktuacjami objetosci przestrzennej opi-
sywanymi przez model minisuperspace Hartla i Hawkinga [26]. Ten efekt pochodzi zaréwno
od golego dziatania Reggego bedacego dyskretng realizacja dzialania Einsteina-Hilberta,
jak i entropii, ktéra jest miara liczby triangulacji (geometrii). Wynik ten jest bardzo nie-
trywialny, poniewaz, jak zostanie wykazane, entropia odbudowuje doktadnie dzialanie efek-
tywne w postaci minisuperspace, ale je stabilizuje zmieniajac znak sktadowej konforemnej.

2 7 punktu widzenia kwantowej teorii pola, rozwazana wartosé¢ oczekiwana odpowiada funkcji Greena
z periodycznymi warunkami brzegowymi w kierunku czasowym.
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Rysunek 3: Po lewej: Profil objetosci przestrzennej n; dla typowej konfiguracji (niebieska
linia) w fazie de Sittera oraz warto$¢ oczekiwana (n;) (czerwona linia). Wyniki symulacji
Monte Carlo dla Ny = 160000, Kq = 2.2 1 A = 0.6 (X = S3). Po prawej: Amplituda
fluktuacji kwantowych objetosci przestrzennej (niebieska linia) wokél wartosci $redniej
(czerwona linia). Czarna przerywana linia zaznaczono dopasowang funkcje opisana wzorem

®

Wyniki oméwione w niniejszym rozdziale dotycza fazy de Sittera, a wigkszosé rachunkéw
przeprowadzono w glebi tej fazy w jednym punkcie przestrzeni rozpietej przez gole state
sprzezenia.

W modelu dyskretnym podstawows obserwabla, ktéra dostarcza istotnych informacji
o geometrii Wszechswiata, jest trojwymiarowa objetosé przestrzenna ny zdefiniowana jako
liczba czworoscianéw wchodzacych w sktad przekroju 7 () (t). Objetosci poszczegdlnych
przekrojéow sumuja sie do catkowitej objetosci N = Ny = 2 - Zthl ng, gdzie indeks t =
1,...,T jest dyskretng wspdlrzedng czasowg numerujaca przekroje.

Pojedyncza historia czasoprzestrzeni dajaca wkiad do funkcji rozdziatu nie jest
trajektorig fizyczna, doktadnie w taki sam sposob, jak nie sa nimi trajektorie czastki
w kwantowo-mechanicznej calce po trajektoriach. Natomiast catkowicie uzasadnione jest
rozwazanie wartosci oczekiwanych obserwabli, np. (ny) lub ((ny — (ny))?). Zawezajac nasze
rozwazania do objetoéci przestrzennej n;, redukujemy zagadnienie do jednowymiarowej
mechaniki kwantowej.

W przypadku sferycznej topologii przekrojéw przestrzennych (¥ = S3), w pewnym
obszarze stalych sprzezenia, tzw. fazie de Sittera, dla typowych konfiguracji obserwuje-
my spontaniczne zlamanie symetrii translacyjnej w kierunku czasowym. Rozklad obje-
tosci przestrzennych n; przyjmuje ksztalt dzwonowaty. Profil przykladowej konfiguracji
jest przedstawiony na rysunku [3[ (niebieska linia) dla catkowitej objetosci Ny = 160000 i
okresie czasowym T = 80. Dla tej objetoséci, Wszechswiat nie rozciaga sie wzdluz calej osi
czasowej, ale jest zlokalizowany w krotszym zakresie.

Dziatanie Einsteina-Hilberta, i w konsekwencji dzialanie Reggego, jest niezmiennicze
ze wzgledu na translacje w czasie. Dla periodycznych warunkow brzegowych w kierunku
czasowym bezposrednio wyliczona wartosé oczekiwana (n;) bylaby funkcja stala w cza-
sie t i nie uwzglednialaby charakteru poszczegdlnych konfiguracji. Dlatego, aby uzyskaé
poprawny profil (n;), przed wyliczeniem wartosci Sredniej nalezy wycentrowac trian-
gulacje ustalajac polozenie ich srodka masy [123].

Rysunek [3| (po prawej) przedstawia wartoéci oczekiwane (n;) (czerwona linia) zmie-
rzone w fazie de Sittera wedlug powyzszej procedury. Na wykresie zaznaczono amplitude
fluktuacji kwantowych objetosci wokdt éredniej za pomoca niebieskich pudetek, ktérych

wysoko$é jest réwna odchyleniu standardowemu oy = 1/ (n?) — (n)2.
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Otrzymane wyniki z duza precyzja wskazuja, ze usredniony profil objetosci (n;), ktory
odpowiada klasycznej trajektorii, jest opisany formulg

(ng) = H - cos® (t/W). (9)

W powyzszym wzorze W oznacza rozcigglosé czasows Wszechswiata, a H to maksymalna
objetosé przestrzenna. Wykres funkcji @D z dopasowanymi wartosciami H i W, zazna-
czony czarng przerywana linia na rysunku [3] po prawej, dokladnie pokrywa sie z empi-
rycznie wyznaczona krzywa (n;) (czerwona linia). Réwnanie (9) odpowiada maksymalnie
symetrycznemu rozwiazaniu klasycznych réwnan Einsteina z dodatnia stalg kosmologicz-
na, czyli euklidesowej przestrzeni de Sittera bedaca geometrig czterowymiarowej sfery S*
[[1]. Pomimo ze konstrukcja wymusza topologie czasoprzestrzeni M = S* x §3, w granicy
duzego N tlodyga kurczy sic do rozmiaréw rzedu a i topologia przeistacza sie w S%.
Model CDT jest niezalezny od tla i na zadnym etapie nie wprowadza recznie geometrii
tla, jednak taka klasyczna geometria opisana wzorem @D wylania sie dynamicznie. Pod-
stawowym testem, ktéremu podlega kazda teoria kwantowa, jest jej zgodno$é w granicy
klasycznej z teorig klasyczna. Z tego punktu widzenia, wynik ten jest bardzo istotny i
wyrdznia omawiane podejscie na tle innych kandydatéw ma teorie kwantowej grawitacji.

Model minisuperspace. Trajektoria opisana wzorem @, (n¢) = H - cos® (t/W), po-
jawia sie jako klasyczne rozwiazanie maksymalnie symetrycznego modelu minisuperspace.
Ten model kosmologii kwantowej zostal wprowadzony przez Hartle i Hawkinga w pracy
dotyczacej semiklasycznej ewolucji funkeji falowej Wszech$wiata [26]. Zaklada on jedno-
rodnos¢ oraz izotropowos¢ przestrzeni polegajaca na eliminacji wszystkich stopni swobody
oprécz trojwymiarowej objetosci (czynnika skali). Euklidesowa metryka czasoprzestrzeni
w modelu minisuperspace dana jest przez

ds® = dr? + a®(1)dQ3, (10)

gdzie a(7) oznacza czynnik skali zalezny od czasu wlaéciwego 7, a dQ3 jest elementem
liniowym geometrii przestrzennej jednostkowej tréjwymiarowej sfery (dla ¥ = S3). Czyn-
nik skali wyznacza fizyczna objeto$é przekroju przestrzennego, v(7) = [dQs+/det glgs =
2m2a(7)3.

Wstawiajac metryke do dzialania Einsteina-Hilberta (1)) w wersji euklidesowej
otrzymamy dziatanie minisuperspace

1
247G

0 1/3 2\2/3
S[o] = — /dT T gt -she ), g =9t (11)

Fizyczna stata G wystepujaca w powyzszym wzorze na efektywne dziatanie okresla fizyczne
kwantowe efekty i mierzy wielko$¢ kwantowych fluktuacji wokoét rozwigzania semiklasycz-
nego. Jej relacja ze stala K i pozostalymi gotymi stalymi sprzezenia jest nietrywialna.
Dziatanie Einsteina-Hilberta po obrocie Wicka cechuje nieograniczony od dotu mod
konforemny. W dziataniu minisuperspace uwidacznia sie to poprzez ujemny znak
wyrazu kinetycznego. W konsekwencji dziatanie Reggego rowniez nie jest ograniczo-
ne od dotu, jednak ze wzgledu na ultrafioletowa regularyzacje sieciowa jest ono zawsze
skoniczone dla pojedynczej triangulacji. Poniewaz CDT jest modelem nieperturbacyjnym,
funkcja rozdziatu wylania si¢ w wyniku subtelnego wspotgrania entropicznej natury
triangulacji oraz gotego dzialania . Okazuje sie, ze czynnik entropiczny, odpowiadajacy
liczbie triangulacji o danej wartosci dziatania, thumi nieograniczony wktad pochodzacy
od czynnika konforemnego poprzez zmiane jego znaku. Ponadto efektywne dziatanie dla
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objetosci n; zgadza sie z dzialaniem minisuperspace z przeciwnym znakiem wyrazu
kinetycznego i w konsekwencji jest ograniczone od dotu [36]. Powyzszy problem stanie sie
znéw istotny w granicy ciaglej. Wraz ze zbieganiem sie statych sprzezenia do potencjalnego
punktu krytycznego, czynnik entropiczny oraz dzialanie powinny sie réwnowazy¢ i mozna
mie¢ nadzieje na osiggniecie w tej granicy poprawnego zachowania.

Klasyczna trajektoria, ktéra jest rozwigzaniem réwnan Eulera-Lagrange’a dla dziatania
minisuperspace , wyraza sie wzorem

o(7) = 272R? cos? (;) L R=(A/3)V2. (12)

Fizyczna objetos¢ v(7) opisuje maksymalnie symetryczna przestrzen dla dodatniej stalej
kosmologicznej, czyli euklidesowy Wszechswiat de Sittera bedacy czterowymiarows sfera
S4 o promieniu R.

Identyczne rozwigzanie wylania sie dynamicznie jako geometria tta w pelnym mode-
lu CDT (por. (9)). Nalezy zaznaczy¢, ze w tym modelu nie pomijamy zadnych stopni
swobody. Ograniczajac analize do n;, wycaltkowujemy wszystkie stopnie swobody oprdcz
czynnika skali a(7). Pomimo tej istotnej réznicy wyniki w obu przypadkach sa zaskakujaco
podobne.

Dziatanie efektywne i macierz kowariancji. Zadziwiajaca zgodnos¢ wartosci ocze-
kiwanych operatora n; @D z trajektoria klasyczng modelu minisuperspace zacheca do
zadania pytania czy rowniez kwantowe fluktuacje objetoéci sa poprawnie opisywane przez
dziatanie uproszczonego modelu. Odpowiedz na to pytanie wymaga wyznaczenia dziata-
nia efektywnego dla objetosci przestrzennych n;, a nastepnie poréwnania go z dziataniem
minisuperspace. Model CDT jest w pelni nieperturbacyjnym podejsciem do kwantowej
grawitacji i bierze pod uwage zaréwno czynnik entropiczny, jak i gole dzialanie . W
niniejszym rozdziale wykazemy, ze entropia odtwarza dzialanie efektywne odpowiadajace
dzialaniu minisuperspace (11)) z przeciwnym znakiem sktadowej konforemnej, co prowa-
dzi do jego stabilizacji. Ten efekt stanowi jeden z najciekawszych i niezwyktych wlasnosci
modelu. Na podstawie rysunku [3] mozna wywnioskowaé, ze amplituda fluktuacji objetosci
n; wokoét Sredniej jest mata. Uzasadnia to zastosowanie przyblizenia semiklasycznego do
wyznaczenia dziatania efektywnego, ktére kontroluje objeto$é przestrzenna n;.

Zawezajac analize do objetosci n; redukujemy zagadnienie do jednowymiarowej me-
chaniki kwantowej. Powolujac sie na analogie z jej sformutowaniem w jezyku calek po
trajektoriach, warto$¢ n; odpowiada pozycji czastki w kroku czasowym t na wirtualnej
trajektorii dajacej wktad do funkcji rozdziatu. Oznaczmy przez 1, = ny — (n;) odchylenie
potozenia od wartosci Sredniej. Przyblizenie semiklasyczne polega na rozwinieciu dzialania
do cztonéw kwadratowych w 7,

Sln = (n) -+ ] = S[m)] + 5 3w Pigny +OGr),

gdzie suma nastepuje po przekrojach ¢, 5 = 1...7T. Operator Sturma-Liouvilla P dostarcza
informacji o fluktuacjach kwantowych, a jednoczesnie moze zosta¢ wyznaczony na pod-
stawie danych numerycznych. Elementy operatora P wyrazaja sie przez druga pochodna
dzialania wyznaczona na trajektorii klasycznej,

_ 9%S[n]
N 871@8713 e

ij (13)

(n)
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Poniewaz Kauzalne Dynamiczne Triangulacje sa modelem sieciowym, a symulacje kom-
puterowe operuja na skonczonych konfiguracjach, poréwnanie wynikéw numerycznych z
modelem teoretycznym powinno by¢ przeprowadzone na poziomie dyskretnym. Dyskretna
i bezwymiarowa wersja dzialania minisuperspace z dokladnoscia do znaku dana jest
wzorem )

1 (g1 — ny) 1s
Sl|{nt}] = = —— " = Ang | . 14
= £ 3 (5 (1)
State G, A, B wystepujace w oraz krok czasowy zostaly wlaczone do symboli T', u, A.
Zastosowano tutaj standardowsa dyskretyzacje pochodnej czasowej, © — ngp1 — ng. Ele-
menty macierzy P wyznaczone dla dzialania na podstawie wzoru Wynosza

P — (Mi+1 — m:)? 2 N M —5/3
i sz 77] - Z ]{:7 — Uiy, kt ~I- <nt>7 Ut = f<nt> . (15)
I 7
Wsp6lezynnik kinetyczny k; daje wktad do elementéw nad/poddiagonalnych i dla duzych
objetosci jest proporcjonalny do $éredniej (n;). Przekroje o malej liczbie symplekséw sa
zdominowane przez silne efekty dyskretyzacyjne. Szczegbdlowe zachowanie w tym obszarze
zbadano w pracy [H3]. Czeéé potencjalna u; dajaca wklad jedynie do elementéw diagonal-
nych zachowuje sie jak (n;)~"/* [I18].
W przyblizeniu semiklasycznym macierz P jest $cisle powiazana z propagatorem C,

P =C™, gdzie Cij = (nin;)- (16)

Macierz kowariancji C dla fluktuacji objetosci mozna wyznaczy¢ empirycznie przy uzyciu
technik Monte Carlo, podobnie jak to zrobiono dla wartosci oczekiwanej (n;). Odwraca-
jac propagator otrzymamy macierz P, ktorg nalezy poréwnaé z przewidywaniami .
Przyblizenie semiklasyczne jest wiarygodne w obszarze duzych objetosci, gdzie ny mozna
traktowaé¢ jako zmienna ciagla. Czasami, ze wzgledéw numerycznych, pomiar przepro-
wadza sie tylko dla konfiguracji o ustalonej catkowitej objetosci Nyj. Wowcezas macierz
C posiada mod zerowy, ktéry nalezy usunaé, aby mozna bylo wyliczy¢ jej odwrotnosc.
Szczegdly tej procedury mozna znalezé w [[11].

Okazuje sie, ze tak wyznaczona macierz P rzeczywiscie zgadza si¢ z przewidywaniami
z doktadnoscia do znaku, ktérego zmiana wynika z uwzglednienia entropii [H1), H11].
W szczegdlnosci interesujace jest potwierdzenie istnienia podwiodacego cztonu potencjal-
nego postaci /m;/ ° ktéry wynika z wyznaczonego wspolezynnika . Jego pojawienie sie
jest szczegdlnie wazne, poniewaz potwierdza odtworzenie modelu minisuperspace dla sfe-
rycznej topologii przestrzennej.

Kluczowym elementem umozliwiajacym poprawne wyznaczenie macierzy kowariancji,
a nastepnie dzialania efektywnego dla czynnika skali, jest procedura centrowania konfigu-
racji, ktéra wprowadzitem w swojej pracy doktorskiej. Procedura ta uwzglednia ztamana
symetrie translacyjna poprzez ustalenie srodka masy konfiguracji. Szczegdlowe informa-
cje dotyczace dzialania efektywnego wyznaczonego z uzyciem macierzy kowariancji mozna
znalezé w [H1]. Jest to kolejny wazny wynik, ktéry potwierdza, ze uproszczony model mi-
nisuperspace poprawnie opisuje w granicy semiklasycznej nie tylko trajektorie klasyczna,
ale takze kwantowe fluktuacje objetosci.

Granica semiklasyczna. Przedstawiona w poprzednim rozdziale procedura wyznacza-
nia dzialania efektywnego wykorzystywata macierz kowariancji, ktéra brata pod uwage
jedynie sympleksy typu {4,1}. W pracy [H2] udoskonalono powyzsza metode poprzez
zwigkszenie rozdzielczosci czasowej oraz uwzglednienie liczby symplekséw typu {3, 2}.
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Rysunek 4: Usredniony profil objetosci (n;) uwzgledniajacy czasy poléwkowe i sympleksy
typu {3,2}

Przekroje przestrzenne zbudowane sg z czworoscianéw, ktore stanowia podstawe sym-
plekséw typu {4,1}. Pomiedzy dwoma kolejnymi przekrojami o czasach ¢ i t + 1 znajduje
sie warstwa o topologii 3 x [0, 1], w sklad ktérej wchodza takze sympleksy typu {3, 2} (por.
rysunek . Sympleksy te tworza spdjny obszar wewnatrz jednej warstwy, ktorej mozna
przyporzadkowac czas potéwkowy t+1/2. Profil (n, 1 ) otrzymany po przeskalowaniu liczby

symplekséw typu {3, 2} w warstwie t41/2 przez stala p = %—fﬁ, tworzy gladki i uniwersalny

rozklad w polaczeniu z profilem (n;) dla symplekséw typu {4,1},
N1 =p- Nio(t), ng = Na(t), (ng)=H-cos®(t/W). (17)

Wykres profilu (n;) dla fazy de Sittera uwzgledniajacy czasy poléwkowe przedstawiono na
rysunku [4]

W artykule [H2] wykorzystano rozszerzona macierz kowariancji Ci; = ((n; — (n;))(n; —
(n;))) o rozmiarze 2T x 2T indeksowana réwniez przez czasy potéwkowe i, j =1, %, T+
% oraz wyznaczono dzialanie efektywne uwzgledniajace liczbe symplekséw typu {3, 2},

2
1 (”t_”til) 1 (ng —negr)?
S _ il 2/ Y%t VLV Vs . 18
eff é +F1 T Ty nyt i + Vi(ng) + 2(nt+%) (18)
2

Dodatnie znaki parametréw I'y i I'y wystepujace w czedci kinetycznej, wskazuja, ze objeto-
Sci przekrojow o czasach catkowitych, ny = Nyi(t), odpychaja sie wzajemnie, za$ objetosci
przekrojow o czasach poléwkowych, n, 1= p-Nsa(t), przyciggaje sie z sasiadujacymi prze-
krojami. Nie wystepuje oddzialywanie pomiedzy objetosciami dla czaséw poléwkowych.
Wynik ten uwypukla istotna role symplekséw typu {3, 2}, ktére sa odpowiedzialne za skle-
janie sukcesywnych przekrojéw. Wartos¢ parametru p, ktora nalezy uzy¢, aby otrzymac
dzialanie efektywne (18) rézni sie od zastosowanej w réwnaniu . Po wycatkowaniu
objetosci o czasach potdéwkowych odzyskujemy dziatanie efektywne uwzgledniajace
jedynie sympleksy typu {4, 1}. Parametry wyrazéw kinetycznych w dzialaniach i
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s ze sobg $cisle powiazane,
1 1 1

L2y Iy
W symulacjach komputerowych uwzgledniono réwniez nowy sposoéb ustalania catko-
~ N2
witej objetodci poprzez dodanie cztonu kwadratowego e (N41 — N41> do dziatania, co

umozliwito przeprowadzenie pomiaréw takze dla Ny # Nyp. Takie rozwiazanie nie wpro-
wadza modu zerowego do macierzy kowariancji, ktérego obecnos$¢ utrudnia wyznaczenie
dzialania efektywnego i pogarsza precyzje wynikow.

W publikacji [H2] przeprowadzono réwniez badania nad wlasno$ciami granicy semikla-
sycznej modelu CDT. Pokazano, ze makroskopowa geometria zwigzana z semiklasyczna
granicg nie jest $cidle zwigzana z mikroskopowa geometrig symplekséw. Obserwacja ta jest
zgodna z nieperturbacyjnym charakterem tej granicy. Zbadano zachowanie parametru p
jako funkcji stalych sprzezenia w poblizu przejscia fazowego A/Cys. Przeprowadzono réw-
niez szczegdlowy analize wyrazéw wyzszego rzedu w krzywiznie wystepujacych w dziataniu
efektywnym.
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4.3.4 Macierz transferu
Wyniki przedstawione ponizej opierajq sie na artykulach [H3, [H5).

Przedstawiona w poprzednim rozdziale metoda wykorzystujaca macierz kowariancji
dostarcza informacji o efektywnym dziataniu dla objetosci przestrzennych, a dokladniej
o jego drugiej pochodnej. Niestety, to podejicie charakteryzuje sie duza niepewnoscig wy-
znaczonego potencjalu, poniewaz czlon kinetyczny jest dominujacy (podobnie jak w dys-
kretnym sformutowaniu mechaniki kwantowej w jezyku feynmanowskich catek po trajek-
toriach), a pochodna drugiego rzedu cztonu potencjalnego szybko zanika z objetoscia (por.
(15)). W tym rozdziale przedstawiono metode oparta o macierz transferu, ktéra pozwa-
la na bezposrednie wyznaczenie dzialania efektywnego, a nie tylko jego pochodnych jak
w przypadku macierzy kowariancji. Opisane podejscie istotnie poprawia precyzje nume-
ryczng wynikow, a ponadto do uzyskania doktadnych rezultatéw wystarczy uzycie znacznie
mniejszych systemow. W konsekwencji czas niezbedny na przeprowadzenie symulacji ulega
wyraznemu skréceniu.

Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji mozna réwnowaznie zdefiniowaé za po-
moca macierzy transferu M indeksowanej przez tréjwymiarowe triangulacje przekrojow
7. Element (71| M|7m2) odpowiada amplitudzie przej$cia w pojedynczym kroku czasowym
pomiedzy stanami odpowiadajacymi triangulacjom 71 i 7o. Amplituda przejécia wyraza sie
przez superpozycje wszystkich czterowymiarowych triangulacji warstw o topologii [0, 1] x 3
i brzegach wyznaczonymi przez tréjwymiarowe triangulacje 71 i 79,

(i|M]|m2) = Z e ST,

7—|7—1,7‘2

Macierz transferu bierze pod uwage zaréwno czynnik entropiczny, zliczajacy triangulacje
T ltaczace brzegi w jednym kroku czasowym oraz gole dzialanie Reggego ﬂ Funkcja
rozdziatu definiujaca model CDT w pelni wyraza sie przez macierz M,

Z = Z e ST = v M7,
TeT

Nalezy zaznaczy¢, ze powyzszy wzor jest dokladny, a nie przyblizony. Prawdopodobienstwo

wystapienia konfiguracji o T' przekrojach danych triangulacjami 71,79, ..., 7 wynosi
1
PO(ry, .. mr) = (Ml (mM7s) - (rr| M) (19)

Omawiajac dzialanie efektywne ograniczyliémy analize do objetosci przestrzen-
nych n;. Podobnie mozemy rozwazaé¢ prawdopodobienstwo P(T)(nl, ...,n7) znalezienia
konfiguracji, ktorej przekroje maja objetosci ni,ns,...,np. Prawdopodobienstwo to jest
suma prawdopodobienstw P(T) (71,...,7r) dla triangulacji zgodnych z profilem objetosci
czyli takich, dla ktorych n(r) = ns. Zalezno$¢ te mozemy zapisaé z uzyciem macierzy
transferu M oraz macierzy gestosci p(n) = |n)(n| = 3 cp, ) [7)(7] bedacej operatorem
rzutowania na podprzestrzen rozpieta przez elementy podzbioru T3(n) zawierajacego stany
|7) odpowiadajace tréjwymiarowym triangulacjom rozmaitosci ¥ = S° sktadajacych sie
z dokladnie n czworo$ciandw,

P(T)(nl, cee ,nT) = %Tl" [|n1><n1|/\/l|n2><n2|/\/l|n3><n3| ce |nT> <7’LT|M] . (20)

3 Czynnik symetrii, o ktérym mowa w przypisie na stronie mozna wlaczy¢ do normalizacji stanu
|7), w ten sposéb zostanie on automatycznie uwzgledniony.
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Rysunek 5: Po lewej: Logarytm empirycznie wyznaczonej efektywnej macierzy transferu
(n|M|m) dla sferycznej topologii przestrzeni i fazy de Sittera (Ko =2.2,A =0.61 K, =
0.922). Kwadratowe latki odpowiadaja odrebnym symulacjom rézniacych sie zakresem
objetosci. Po prawej: Przykladowe przekroje antydiagonalne (n|M|m) dla kilku ustalonych
warto$ci ¢ = n+m. Czarna linia zaznaczono dopasowany rozktad Gaussa, ktérego szerokosé
wyznacza wspoOlczynnik k(c). Dopasowanie jest bardzo precyzyjne i zgodne z czlonem
kinetycznym w lagranzjanie

»Stan” zagregowany |n) nie jest znormalizowana sumg wektoréw |7), 7 € T3(n), poniewaz
taka suma znéw bylaby pojedynczym stanem czystym w przestrzeni rozpietej przez 7).
,Stan” |n) nalezy interpretowaé jako odpowiadajacy objetosci n i wywodzacy sie z kla-
sycznego jednorodnego rozkladu prawdopodobieristwa standéw |T) powiazanego z macierza
gestosci p(n).

Dziatanie efektywne otrzymane na podstawie macierzy kowariancji sprzega
jedynie objetosci sasiadujacych przekrojow, co potwierdza réwniez tréjdiagonalna postaé
empirycznie wyznaczonej macierzy P. Ta wlasno$¢ sugeruje istnienie efektywnej macierzy
transferu (n|M|m), ktérej elementy indeksowane sa objetosciami przekrojéw. Ponadto
mozliwy jest analogiczny do rozklad prawdopodobienistwa P(T) (n1,...,nr) nailoczyn

PO (ny,... np) = %(nl\M|n2><n2|M]n3> o (np|Mlny), Z=TrMT. (21)
O ile wzor , wykorzystujacy macierz indeksowana przez tréjwymiarowe triangulacje,
jest wzorem dokladnym, to réwnanie jest jedynie wzorem efektywnym. Niemniej,
okazuje sie, ze powyzsze wyrazenie bardzo dobrze zgadza sie z wynikami numerycznymi.
Istnienie efektywnej macierzy transferu nie jest oczywiste, poniewaz zaburzenia przestrzeni
nie ujete przez objeto$¢ ny moga sie propagowa¢ i w konsekwencji moglyby wprowadzaé
sprzezenie pomiedzy niekoniecznie najblizszymi przekrojami. W analogii do réwnania
element (n|M|m) odpowiada amplitudzie przejécia w jednym kroku czasowym pomiedzy
stanami o zadanych objetosciach.

Pomiar. Efektywna macierz transferu M mozna wyznaczy¢ na wiele sposobéw korzysta-
jac ze wzoru oraz prawdopodobienstw P(T) (ny,. .., ny), ktére z kolei mozna zmierzy¢
postugujac sie¢ symulacjami Monte Carlo. Zdefiniujmy dwupunktowa funkcje otrzymana
przez wysumowanie prawdopodobienstw po objetosciach wszystkich przekrojow za
wyjatkiem ng i ny, P (ng, ny) = (| M3y ) (ny | MT=2ny), gdzie At = ¢/ — t. Naj-
prostsza metoda na obliczenie wartosci elementu (n|M|m) (z dokladnoscia do normalizacji)
polega na rozwazeniu uktadu z dwoma warstwami czasowymi (7' = 2), a druga wersja wy-
maga przeprowadzenia pomiaréw dla przynajmniej dwoch uktadéw o liczbie przekrojéw
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rownych T+ 112-T, np. dla T = 3,4,

PO (ny =n,ny =m)

\/P(4)(n1 =n,ng = m)

(n|M|m) \/P(2)(n1 =n,ng =m) lub (n|M|m) x

Mozliwe sa takze inne kombinacje przedstawione w [H3].

W pracach [H3, [H5] sprawdzitem, ze dla fazy de Sittera i sferycznej topologi przestrzeni
(X = 93) efektywna macierz transferu zmierzona réznymi metodami nie zalezy od liczby
warstw T, a ewentualne réznice byly mniejsze niz szum numeryczny. Omawiang macierz
transferu M wyznaczong empirycznie przestawiono na rysunku [5] po lewej. Wynik ten
jest istotny, poniewaz uwiarygadnia teze o istnieniu macierzy efektywnej M i poprawnosci
réwnania . Napisany przeze mnie program komputerowy shuzacy do przeprowadzania
symulacji Monte Carlo dla modelu CDT operuje na triangulacjach kombinatorycznych,
ktére nie pozwalaja na istnienie réznych sub-sympleksow o identycznych wierzchotkach. Z
tego powodu metoda dla T' = 2 pomimo swej prostoty, wymagala wprowadzenia daleko
idacych zmian w kodzie. Ponadto duze réznice w rzedach wielkosci prawdopodobienstw
(21) w réznych obszarach objetosci wymuszaja rozdzielenie obliczenn numerycznych na kilka
niezaleznych symulacji, ktérych wyniki nalezy nastepnie odpowiednio potaczyé. Podzial
widoczny jest na rysunku [f| w postaci kwadratowych {latek. Ze wzgledéw technicznych,
aby kontrolowaé¢ zakres objetosci przekrojéw, do gotego dziatania dodano sztuczny czton
ograniczajacy fluktuacje n, ktorego efekt jest nastepnie usuwany na etapie analizy danych.
Macierz M jest funkcja stalych sprzezenia Ky, A i K4 natomiast nie zalezy od liczby
przekrojow T [H3, H5].

Uzyskane rezultaty sa wazne, poniewaz uwidaczniaja wielorakie zalety tej metody. Do-
starcza ona pelnej i bezposredniej informacji o dziataniu efektywnym i znaczaco poprawia
dokladnos¢ numeryczna wynikéw w poréwnaniu do metody opartej o macierz kowarian-
cji. Efektywna macierz transferu (n|M|m) mozna wyznaczy¢ empirycznie wykorzystujac
symulacje Monte Carlo. Ponadto brak zaleznosci macierzy M od liczby przekrojéow T' po-
zawala na wykorzystanie rezultatow symulacji przeprowadzonych dla matych T z czym
wigza sie znacznie mniejsze rozmiary systeméw. W konsekwencji, zebranie odpowiednio
duzej statystyki potrzebnej do wyznaczenia prawdopodobienstw wymaga istotnie mniej-
szych zasobéw obliczeniowych i tym samym przyspiesza symulacje.

Dzialanie efektywne. Dzialanie efektywne S[{n;}] okresla prawdopodobieristwo wy-
stapienia konfiguracji o profilu objetosci {n;}, a mianowicie P (ny, ... nyp) = %e*S [{ne}],
Ze wzoru (21)) wynika bezposredni zwiazek miedzy efektywna macierza transferu M i dzia-
taniem S[{n:}],

(n|M|m) = Ne=Fess®m) - Sl{ng}) = 3~ Lepy(ne, nes)- (22)

Dla odpowiednio duzych objetosci (n,m > 300) elementy macierzy sa z bardzo duza
doktadnoscig dane przez lagranzjan

1 [ (n—m)? n+m\'/3 n+m
Leppom) =51 =25+ ( > ) A (23)

Wynik ten jest w pelni zgodny z dziataniem efektywnym wyznaczonym metoda ma-
cierzy kowariancji, a tym samym z dzialaniem modelu minisuperspace. Réznica pomiedzy
wyrazeniem analitycznym a empirycznie wyznaczong macierzg transferu M cal-
kowicie niknie w szumie numerycznym [H3), 122].
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Rysunek 6: Po lewej: Wspétezynnik k(c) wystepujacy w wyrazie kinetycznym w funkcji
¢ = n+m wraz z dopasowaniem liniowym k(n+m) = I'- (n+m) (czerwona linia). Po pra-
wej: Wykres log(n|M|n) wraz z dopasowanym wyrazem potencjalnym u(n) = Legs(n,n)
(czerwona linia). Na obu wykresach rézne kolory oznaczaja niezalezne symulacje przepro-
wadzone dla réznych zakreséw objetosci

Dla matych objetosci obserwujemy silne efekty zwigzane z dyskretyzacja, jednak po
pogrupowaniu elementéw macierzy M tréjkami wzgledem objetosci sa one réwniez opi-
sywane powyzsza funkcja z poprawka postaci § (me)—p , ktéra staje sie nieistotna dla
wigkszych objetosci [H3].

Wyraz kinetyczny. Dokladne wyliczenie wartosci parametréw wystepujacych w dzialaniach
i zaczniemy od zbadania cztonu kinetycznego, ktéry jest dominujacy z numerycz-
nego punktu widzenia. Mozna go wyznaczy¢ analizujac antydiagonalne przekroje macierzy
(n|M|m) dla ustalonego ¢ = n + m. Lagranzjan przewiduje, ze przekroje te dane sa
rozktadem gaussowskim

(2n — ¢)?

(n|M]m) = (n|M]c —n) = N(c) exp [— i

], c=n-+m. (24)

Poprawno$¢ réwnania potwierdzaja przedstawione na rysunku [5| (po prawej) wykresy
dla kilku wartosci ¢ . Szerokos¢ dopasowanego rozktadu okredla wartos¢ wspotczynnika
k(c), ktérego wykres znajduje si¢ na rysunku |§| (po lewej). Liniowa zalezno$¢ k(n +m) =
I'- (n 4+ m) wynikajaca z réwnania jest bardzo wyraznie widoczna w pelnym zakresie
objetosci.

Wyraz potencjalny. Potencjal u(n) lagranzjanu mozna wyznaczy¢ badajac diagonale
macierzy transferu lub dokladniej normalizacje N'(c) wystepujaca w réwnaniu (24)), u(n) =
Less(n,n) = —log(n|M|n) = —log N'(2n). Rysunek [6] (po prawej) przedstawia logarytm
diagonali macierzy transferu M oraz dopasowany potencjat. Wyniki potwierdzaja zaleznosé
wystepujaca w , u(n) = % (Mnl/S — )\n).

Powyzsze rezultaty $wiadcza, ze efektywna macierz transferu i dziatanie S[{n;}] sa z
duzg dokladnoscig opisywane przez lagranzjan Less (23). Zmierzone wartosci parametrow
wystepujacych w dziataniu oraz dla gotych statych sprzezenia Ko = 2.2, A =0.61
K4 =0.922 wynosza I' = 26.07£0.05, p = 16.54+0.2, A = 0.049+0.001. Otrzymana postac
potencjatu jest szczegdlnie waznym wynikiem, poniewaz potwierdza ona, ze semiklasyczny
Wszechéwiat obserwowany w modelu CDT jest zgodny z modelem minisuperspace.
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Rysunck 7: Poréwnanie sredniej (ny) (po lewej) oraz wariancji Cy = ((ne — (ng))?) (po
prawej) dla pelnego modelu CDT z T' = 80 przekrojami (w fazie de Sittera) oraz dla mo-
delu efektywnego zdefiniowanego przez macierz transferu M. W obu przypadkach do
wyliczenia wartoéci oczekiwanych wykorzystano algorytm Monte Carlo. Dla malych obje-
tosci n, m < 300 uzyto empirycznie wyznaczonych wartosci (n|M |m), natomiast pozostale
elementy macierzy aproksymowano funkcja (123

Weryfikacja. Dotychczasowe rezultaty pokazuja, ze dla maltych T efektywna macierz
transferu w fazie de Sittera nie zalezy od liczby warstw, co wskazuje na prawdziwo$¢ roz-
ktadu . W pracy [H5] pokazalem, ze efektywny model oparty o macierz transferu $cisle
odtwarza wyniki otrzymane dla pelnego modelu CDT takze z duza liczba przekrojow. W
modelu efektywnym, konfiguracja, zamiast przez triangulacje 7, dana jest przez wektor
{ny, t = 1,...,T} o T skladowych, ktéry odpowiada profilowi objetosci. Prawdopodo-
bienistwo konfiguracji P(n1,...,ny) okreslone jest przez rozklad i efektywna macierz
transferu . Weryfikacja polegala na generowaniu profili objetosci {n;} zgodnie z rozkla-
dem i porownaniu wynikow zmierzonych dla objetosci przestrzennej n; z oryginalnym
modelem CDT. Dodano takze kwadratowy czton ustalajacy catkowita objetos¢ identyczny
z tym uzytym w pelnych symulacjach CDT. Ze wzgledu na techniczny problem empirycz-
nego wyznaczenia elementéw macierzy transferu w calym niezbednym zakresie objetosci,
dla n,m > 300 elementy (n|M|m) aproksymowano funkcja . Dla mniejszych objeto-
Sci, gdzie dominuja efekty dyskretne, uzyto empirycznie wyznaczonych wartosci (n|M|m).
Rysunek [7] (po lewej) przedstawia usredniony profil objetosci (n;) wyznaczony na podsta-
wie symulacji pelnego modelu CDT (punkty) oraz modelu zredukowanego (linia). Wyniki
omawianych modeli pokrywaja si¢ idealnie. W obu przypadkach liczba przekrojow wynosi
T = 80, a érednia calkowita objetos¢ Ny = 40k. Drugi wykres przedstawia diagonale
macierzy kowariancji Cy, czyli wariancje objetosci ny. Znéw rezultaty efektywnego mo-
delu i oryginalnego modelu CDT sa zadziwiajaco zgodne. Wynik ten w pelni
dowodzi prawdziwoéci rozkladu i dziatania efektywnego dla sferycznej topolo-
gi przestrzeni w fazie de Sittera. Tym samym potwierdza istnienie efektywnej macierzy
transferu (n|M|m).
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Rysunek 8: Diagram fazowy modelu CDT ze sferyczna topologia przekrojow przestrzen-
nych. Fazy odpowiadaja obszarom na plaszczyznie rozpietej przez gote stale sprzezenia
Ky — A. Na rysunku zaznaczono cztery obserwowane fazy: faze spolimeryzowang A, faze
zapadnietq B, faze de Sittera Cyg oraz nowa faze bifurkacji Cy

4.3.5 Diagram fazowy i nowa faza bifurkacji

Wyniki przedstawione ponizej opierajq sie na artykulach [HS5, [H9, [H10].

W dziataniu Reggego wystepuja trzy gote bezwymiarowe state sprzezenia Ko, K4 i A,
ktére sa dyskretnymi odpowiednikami stalej grawitacji, statej kosmologicznej oraz wspot-
czynnika asymetrii. Ze wzgledéw technicznych wskazane jest, aby podczas symulacji Monte
Carlo kontrolowaé catkowita dyskretna czteroobjeto$¢ Ny. Stata kosmologiczna Ky, beda-
ca mnoznikiem Lagrange’a, musi by¢ dopasowana do swojej wartosci krytycznej w celu
ttumienia wktadu do funkcji rozdzialtu pochodzacych od bardzo duzych konfiguracji. Po-
niewaz liczba triangulacji ro$nie wyktadniczo wraz z rozmiarem N4, wartos¢ K, ponizej
wartosci krytycznej spowodowalaby rozbiezno$¢ funkcji rozdziatu. Wartodciami statych
sprzezenia Ky i A mozemy swobodnie sterowaé, dzieki czemu mozna wyznaczy¢ diagram
fazowy w rozpietej przez nie plaszczyznie. Natomiast K, pelni szczegdlng role, poniewaz
kontroluje liczbe symplekséw. Jej wartoéé jest ustalona w taki sposob, aby (N;) = Ny, co
prowadzi do nietrywialnej zalezno$ci K4 od (skoriczonej) docelowej dyskretnej objetosci
N,. Dopiero wziecie granicy Ny — oo pociaga za sobg koniecznosé przypisania jej wartosci
krytycznej i w nastepstwie powoduje jej efektywne wyeliminowanie. Skoniczona wartosé Ny
odpowiada obserwacji powierzchni krytycznej K$'t z pewnej odlegtoéci (o< 1/n,).

Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji w czterech wymiarach posiada bogata
strukture fazowa. Obserwujemy cztery jako$ciowo rézne zachowania typowej konfiguracji
w zalezno$ci od wartosci stalych sprzezenia Ky i A. W ramach pracy [I9] przeprowadzono
wielkoskalowe symulacje komputerowe i szczegbétowo oméwiono trzy fazy A, B oraz faze
de Sittera (Cys), a takze rodzaje przejsé fazowych pomiedzy nimi. Czwarta faze bifurkacji
(Cp) odkryto podczas badan dotyczacych macierzy transferu w pracy [H5]. Diagram fazowy
wyznaczony z uzyciem symulacji Monte Carlo przedstawiono na rysunku [8]
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Rysunek 9: Profile objetosci n; typowych konfiguracji dla réznych faz (niebieska linia).
Dla fazy de Sittera (Cyg) oraz bifurkacji (Cy) przedstawiono réwniez maksymalna krotnosé
wierzcholkéw w danym przekroju oraz usredniony rozktad objetosci (n;) (czerwona linia).
Na kazdym rysunku liczba przekrojow wynosi T' = 80

Rysunek [9] zawiera profile objetosci ny typowych konfiguracji, ktére pojawily sie w
roznych fazach podczas symulacji Monte Carlo. Ponizej oméwiono charakterystyki faz:

A

Dla duzych wartosci Ky (por. rysunek [§) wszech$wiat rozpada sie¢ na kauzalnie nie-
skorelowane i nieregularne sekwencje maksiméw i miniméw o rozpietosciach cza-
sowych rzedu kilku przekrojéw. Patrzac wzdluz kierunku czasowego, obserwujemy
wiele oscylujacych wszech$wiatéw potaczonych przez zwezenia o pomijalnych rozmia-
rach (por. rysunek@. Wymiar Hausdorffa i wymiar spektralny triangulacji wewnatrz
tej fazy wynosi w przyblizeniu 2 [H12| I1§]. Faza ta wykazuje podobiefistwo z fazq
spolimeryzowang (ang. branched polymer phase) modelu euklidesowego (EDT) [I6].
W przeciwienstwie do obserwowanego Wszechswiata, konfiguracje wystepujace w tej
fazie nie posiadajg rozmiaréw przestrzennych ani rozmiaru czasowego.

Dla malych wartosci A geometria czasoprzestrzenna zapada sie do pojedynczego
przekroju, w ktérym skupiaja sie prawie wszystkie sympleksy. Pomimo to ze przekrdj
ten ma topologie S%, wymiar Hausdorffa jest najprawdopodobniej nieskoriczony [[33].
W takim przypadku wszech$wiat nie posiada rozmiaréw przestrzennych ani wymiaru
czasowego i nie mozna mowi¢ o geometrii w tradycyjnym rozumieniu. Faza ta jest
odpowiednikiem fazy zapadnietej (ang. crumpled phase) modelu EDT [I6].

Dla wiekszych wartosci A obserwujemy trzecia, najbardziej interesujaca z fizycznego
punktu widzenia faze, w ktérej typowa konfiguracja ma ksztalt dzwonowaty (por.
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rysunek E[) Pomiar wymiaru Hausdorffa potwierdza, ze na duzych skalach Wszech-
Swiat jest prawdziwie czterowymiarowy [I10} I33], a konfiguracje posiadaja skonczone
rozmiary w kierunkach przestrzennych i czasowym. Jednoczesnie, wymiar spektralny
wykazuje nietrywialna zaleznos¢ od skali, zmieniajac sie od ok. 2 dla matych odle-
glosci do 4 dla duzych skal [I33, I18]. Faza ta nazywana jest réwniez faza de Sittera,
poniewaz dynamicznie wylania sie czterowymiarowa geometria zgodna z semikla-
sycznym (euklidesowym) Wszech$wiatem de Sittera [[12, I11]. W przeciwienstwie
do faz opisanych powyzej, faze de Sittera mozna uznaé za fizyczna. Te faze opisano
szczegdlowo w poprzednich rozdziatach.

Cp, Kolejna faze odkryto podczas badan dotyczacych macierzy transferu w pracy [H5].
Zaobserwowano, ze powyzej pewnej wartosci objetosci przestrzennej grzbiet macie-
rzy transferu rozdziela sie na dwie galtezie. Z tego powodu nowsg faze nazwano fazg
bifurkacji. Biorac pod uwage jedynie objetosci n:, jej wlasnosci sa bardzo zblizone
do fazy de Sittera, jednak w co drugim przekroju pojawiaja sie wierzchotki o bardzo
duzej krotnosci (por. rysunek [9).

Nowa faza bifurkacji. W poprzednich rozdzialach szczegétowo omoédwiono dziatanie
efektywne dla objetosci przestrzennej n; otrzymane w fazie de Sittera (X = S2) przy uzy-
ciu macierzy kowariancji oraz macierzy transferu. Druga z wymienionych metod pozwala
na wyznaczenie dziatania efektywnego takze dla pozostalych faz, co zrobiono w pracy
[H5]. W ramach badan zaobserwowano, ze w pewnym obszarze stalych Ky — A zlokalizo-
wanym blisko fazy B, ktéry dotychczas uwazano za czeé¢ fazy de Sittera, macierz transferu
(n|M|m) rozgalezia sie i wyraza wzorem

(| Miglm) o = [exp (_ ((m — ch; b<c>>2> +exp (_ ((m—n)+ b(c))zﬂ )

gdzie ¢ = n + m. Postaé potencjalu u(c) = % (ucl/3 — Ac) jest taka sama jak w fazie Cyg,

réwniez wspoélezynnik kinetyczny zachowuje sie liniowo, k(c) = I' - ¢. Ponadto dla b(c) = 0
odzyskuje sie macierz transferu dla fazy de Sittera. Jednak w tym obszarze, dla ¢
powyzej pewnej wartosci ¢p, funkcja b(c) staje sie niezerowa i zachowuje sie liniowo z c,
b(c) = max[0, 5(c — ¢)].

Taka posta¢ macierzy transferu Mp prowadzi do jej rozgaleziania sie, co jakosciowo
zobrazowano na rysunku W pracach [H9,[H10] wykazano, ze obszar ten rzeczywiscie jest
odrebng fazg ograniczonag dwoma przejsciami fazowymi. Ze wzgledu na bifurkacje macierzy
transferu nowa faze nazwano fazq bifurkacji lub Cy (por. rysunek. Dla ¢ powyzej pewnej
wartodci ¢, antydiagonalne przekroje efektywnej macierzy (n|M|m),c = n+m, nie sa dane
pojedynczym rozkladem gaussowskim, tak jak to ma miejsce w fazie de Sittera, tylko suma
dwéch symetrycznie rozlozonych rozkladéw gaussowskich [H5]. Na poézZniejszym etapie
badan zauwazono wystepowanie wierzchotkéw o osobliwych krotnoéciach, gdzie krotnoscia
wierzchotka o, nazywamy liczbe symplekséw zawierajacych wierzchotek p.

Jedli spojrzymy na macierz transferu, nie dzieje sie z nig nic specjalnego podczas prze-
kraczania linii przejscia fazowego B — Cp (A =~ 0.05, Ky = 2.2). Natomiast faze B od
fazy C% odroznia ksztalt profilu objetosci ng, ktory w tej pierwszej catkowicie zapada sie
do pojedynczego przekroju, za§ w drugiej przypomina dzwonowaty rozklad wystepujacy
w Cgg. W szczegdlnosci fazy te sa oddzielone przejsciem fazowym drugiego rzedu, ktére
charakteryzuje rozbieznos$¢ podatnosci parametrow porzadku Ny i N3o. Przejécie to zosta-
lo szczegdlowo zbadane [31), B2, T9, HI| (por. rysunek [§)) i mozna je latwo zaobserwowaé
wykorzystujac rézne parametry porzadku N, N3, >, (nsr1 — n¢)?, max Op.
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Rysunek 10: Efektywna macierz transferu (n|M|m) w fazie de Sittera (po lewej) i fazie
bifurkacji (po prawej). Podobne zachowanie jakie przedstawiono na wykresie po prawej
stronie wystepuje takze w fazie B

Profil objetosci konfiguracji wystepujacych w fazie Cj przypomina profil obserwowa-
ny w fazie de Sittera (por. rysunek E[) Natomiast w fazie (', jednorodnos¢ przestrzenna
jest silnie zaburzona poprzez pojawienie sie klastréw objetodci przestrzennej skupionych
wokét pojedynczych wierzchotkéw o makroskopowych krotnosciach, ktére wystepuja w co
drugim przekroju. Na rysunku [9] przedstawiono wyniki symulacji odpowiednio dla fazy de
Sittera (na dole po lewej) i fazy bifurkacji (na dole po prawej). Typowy profil objetosci
n¢ (niebieska linia) oraz $rednia (n;) (czerwona linia) nie réznia sie jakoSciowo pomiedzy
tymi fazami, a zmiana (n;) zachodzi w sposéb ciagly wraz ze zmiana stalych sprzezenia.
Szarym kolorem oznaczono najwigksza krotno$é¢ wierzchotkéw wystepujacych w danym
przekroju (max op(t), prawa o$). W fazie Cj, maksymalne krotnosci sa wielokrotnie wieksze
niz w fazie Cyg oraz oscyluja naprzemiennie. Rysunek przedstawia macierz transferu
(n|M|m) wyznaczona w fazie de Sittera (po lewej), w ktérej nie wystepuje bifurkacja,
oraz w fazie bifurkacji (po prawej) z zauwazalnym rozgalezieniem macierzy M. Pomimo
podobienistwa $redniego rozktadu objetosci (n), w fazie bifurkacji zauwazono naruszenie
czterowymiarowego skalowania rozkladu z catkowity objetoscig Ny; oraz odstepstwo pro-
filu od kanonicznej funkcji @[) Dla matych objetosci zachowanie n; jest podobne jak w
fazie de Sittera, natomiast dla duzych objetosci ¢ = n + m > ¢, profil (n;) zmienia sie w
przyblizeniu wykladniczo z czasem t (por. wzor ) Wszystkie wymienione efekty, ktére
odrézniaja fazy Cp i Cgs mozna wytltumaczy¢ bifurkacja efektywnej macierzy transferu
(n|M|m).

Pojawienie sie bifurkacji jest zwiazane z przejSciem pomiedzy fazami Cyg i Cp. Powdd,
dla ktorego wczesniej przeoczono tg przemiane fazows wynika z jej mikroskopowego cha-
rakteru. Tym samym jej wykrycie wymaga uzycia innych parametréw porzadku niz te, kto-
re byly dotychczas rozwazane. Standardowe parametry porzadku wykorzystywane w ana-
lizie pozostatych przejsé fazowych, mianowicie Ny i N39, sa wielkosciami ekstensywnymi i
bezposrednio zwigzanymi z objetoécia Nyp H Analiza przejécia fazowego Cys — Cp wymaga
wprowadzenia nowego parametru porzadku jakim jest maksymalna krotnos$é¢ wierzchotkéw
max oy, ktéry uwidacznia geometryczne réznice miedzy fazami Cyg i Cp.

4 .. .. .. . , . No N3o
Podczas symulacji w przyblizeniu ustalano warto$¢ Nyi i na ogdt rozwazano parametry N lub Nz
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Faze bifurkacji wraz z przejéciem Cp — Cyg odkryto podczas badan nad efektywna
macierzg, transferu wykorzystujacych systemy o matej licznie przekrojéw przestrzennych
T [H5]. W kolejnych pracach pokazano, ze to przejécie wystepuje takze dla ukladéw o
duzej liczbie przekrojéw [H10]. W artykule [H9] sprawdzono wplyw wartosci T' na struk-
ture fazowa modelu. Pokazano, ze dla T" = 2 sygnatl przejscia B — Cj jest kompatybilny
z wynikami uzyskanymi dla duzej liczby przekrojéw (T° = 80). W fazie bifurkacji dla
ukladéw z T = 2 réwniez zaobserwowano osobliwe wierzchotki o duzej krotnosci oraz
wykazano, ze sa one nierozerwalnie zwigzane z bifurkacja. W fazie Cjp réznica objetosci
sasiadujacych przekrojow zalezy liniowo od maksymalnej krotnosci wierzchotkéw. Analiza
krotnosci wierzchotkéw daje wglad w geometryczny mechanizm powodujacy znaczna roz-
nice objetosci sasiadujacych przekrojéw i prowadzacy do bifurkacji. Osobliwy wierzchotek
nalezy do struktury, ktéra zawiera istotna cze$¢ symplekséw typu {4, 1}, co skutkuje nad-
miarem objetosci w przekroju go nie zawierajacym. Jednoczesnie, pojawienie si¢ takich
wierzcholkow w fazie bifurkacji sygnalizuje naruszenie jednorodnosci i izotropowosci geo-
metrii obecnych w fazie de Sittera. Sytuacja, w ktorej nastepuje ztamanie symetrii jest
czesto powigzana z przejSciami fazowymi w niegeometrycznych modelach statystycznych.

W pracy [HI0] przedstawiono silne argumenty, potwierdzajace, ze przej$cie pomiedzy
fazami Cyg i Cp jest drugiego badz wyzszego rzedu. Zagadnienie to jest zasadnicze z punk-
tu widzenia istnienia poprawnej granicy ciagltej modelu. Jako parametr porzadku uzyto
maksymalng krotno$¢ wierzcholkéw, max o,(t) (por. rysunek @, a nastepnie wyznaczono
punkt (pseudo)krytyczny przejscia fazowego w funkcji rozmiaru triangulacji Nyi,

Ac(Nit) & Ag(oo) —a Ny,

Otrzymana warto$¢ wyktadnika krytycznego v = 2.71+£0.34 potwierdza hipoteze, ze przej-
Scia fazowe Cyg — C jest wyzszego rzedu ﬂ Poruszajac sie po diagramie fazowym wzdtuz
linii stalego Ky (np. Ko = 2.2) poczawszy od fazy Cys (np. A = 0.6, por. rysunek ) w
kierunku malejacych A, bifurkacja macierzy transferu pojawia si¢ dla wartosci A, znacznie
wyzszych niz punkt przejécia fazowego B — CY, ktore jest charakteryzowane przez tradycyj-
ne parametry porzadku sprzezone z golymi stalymi sprzezenia (Ny i N32). Ekstrapolacja
A:(Ny) dla Ny — oo sugeruje skoniczona warto$é A.(oco) co $wiadezy o tym, ze faza Cyg
nie jest jedynie efektem skonczonego rozmiaru [H5|.

Badania przeprowadzone w ramach pracy [H5] byly zainspirowane publikacja [35],
ktora rozwaza strukture uproszczonego modelu balls-in-bozxes z dzialaniem bazujacym na
efektywnym dziataniu modelu CDT ([14]).

Dzialanie efektywne dla faz A i B. W pracy [H5] zbadano efektywna macierz trans-
feru M oraz dzialanie S[{n:}| dla faz A i B.

Faza A. Faza A oddzielona jest od fazy C przejsciem pierwszego rodzaju (por. rysunek
[32, 19]. Macierz transferu otrzymana na podstawie symulacji numerycznych z T = 2 we-
wnatrz tej fazy (Ko = 5.0, A = 0.4, K4 = 1.22) sugeruje, ze efektywny lagranzajan wyraza
sie wzorem La(n,m) = p(n®+m®) — XA(n+m), a ~ i. Nalezy zauwazy¢, ze w prze-
ciwienstwie do fazy de Sittera, w lagranzjanie L(n,m) nie wystepuje wyraz kinetyczny
(por. ) Jego brak mozna interpretowaé jako przyczynowe odseparowanie przekrojéw
dla réznych czaséw. Zjawisko to, nazywane asymptotyczng ciszg, obserwowane jest za-
réwno w klasycznych jak i kwantowych podejsciach do grawitacji w rezimie ekstremalnych
krzywizn / gestosci energii [34]. W tym kontekscie nieskorelowana faza moze zyskaé pewne
fizyczne znaczenie.

SPrzemiane fazows pierwszego rodzaju charakteryzuje wartoéé wykladnika krytycznego v = 1.
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Rysunek 11: Po lewej: Rozklad prawdopodobienstwa parametru porzadku x = Ny — N30
wyznaczony przy ustalonej catkowitej liczbie symplekséw Ny = Ny + N3o = 40k. W
poblizu przejscia fazowego B — Cy (A, =~ 0.0220) widoczny rozklad jest dwumodalny. Po
prawej: Rozklad prawdopodobienistwa P(x) w poblizu przejscia fazowego (A, = 0.0220)
wyznaczony przy ustalonej catkowitej objetosci Ny; = 33k posiada pojedyncze maksimum

Faza B. Analiza macierzy transferu w obrebie fazy B jest bardziej skomplikowana. Typowe
triangulacje w tej fazie sg zapadniete, co oznacza, ze niemal wszystkie przestrzenne czwo-
rosciany sa skoncentrowane w pojedynczym przekroju. W rezultacie nie mamy informacji o
korelacjach objetosci. Utrudnieniem jest takze silnie nieliniowa zaleznos¢ pseudokrytycznej
wartosci K od objetosci. W pracy [H5] udalo sie wyznaczyé macierz transferu (n|M|m)
w fazie B. Jej postaé¢ opisana jest wzorem , tak samo jak w fazie Cp. W obu fazach
wystepuje rowniez bifurkacja. Zaobserwowano natomiast wieksze wartosci parametru g,
ktére ttumacza zapadanie sie konfiguracji do pojedynczego przekroju, poniewaz wéwczas
preferowane sg duze réznice pomiedzy objetosciami sasiadujacych przekrojéow.

Przejscie fazowe B — Cy,. Entropia i problem ustalania objetosci. Interesujace
zjawisko zaobserwowano podczas analizy przejscia fazowego B —C%. W zaleznoéci od sposo-
bu ustalania catkowitej czterowymiarowej objetosci, co nie powinno wplywaé na strukture
fazowa, stwierdzono rézny charakter tego przejscia. W modelu CDT, catkowita objetosé
mozna wyrazi¢ na dwa sposoby: za pomoca catkowitej liczby sympleksow Ny = Nyi + N30
lub liczby symplekséw typu {4, 1} oznaczonej przez Ny; i proporcjonalnej do sumy obje-
tosci przekrojéw przestrzennych.

W pracach [31, 19] zbadano przejscie fazowe B — C} dla ustalonych wartosci Ny i
wykazano, ze jest ono drugiego rodzaju. W tym przypadku rozklad prawdopodobienstwa
P(z) parametru porzadku, x = Ny — N3g (a takze Ny lub N33), w punkcie krytycznym byt
dwumodalny. Takie zachowanie jest charakterystyczne dla przejécia fazowego pierwszego
rzedu, jednak wraz ze zwiekszaniem rozmiaréw triangulacji Ny efekt stawal sie tagodniejszy
i maksima zaczely sie zlewaé. Analiza przejécia w tym samym punkcie krytycznym (Ko =
2.2, A = 0.0220), ale z ustalong wartoscia Ny, pokazala, ze rozklad P(z) jest unimodalny.
Samo przejécie charakteryzuje maksimum podatnoéci x(x) = ((z — (z))?) (wariancja z).
Rozklad P(z) przedstawiono na rysunku po lewej dla ustalonej wartosci N4 a po prawej
dla ustalonej wartosci Nyj.

Mechanizm stojacy za takim zachowaniem wytlumaczono w pracy [H9]. Aby zacho-
waé zgodno$é z wynikami uzyskanymi w pracach [31], I9] analizowano triangulacje z liczba
przekrojow T' = 80. Podczas symulacji w przyblizeniu jest ustalana liczba symplekséw, cat-
kowita lub typu {4, 1}, poprzez dodanie czlonu kwadratowego do dzialania, odpowiednio
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Rysunek 12: Energia swobodna F'(Nyj, N3g) dla punktu krytycznego na przejéci B — Cj
(ka1 = 0.9856, k32 = 0.9636, ko = 2.3320). Kolor niebieski oznacza najmniejsze wartosci, a
czerwony najwieksze. Szare linie oznaczaja przekroje przedstawione na rysunku [I1] uko$na
linia odpowiada stalej wartosci Ny (rysunek |11 po lewej), a pionowa stalej wartosci Nyg

SI\,ZA;(NLL) = 6(N4 — N4)2 lub S]\z['icl (N41) = €(N41 — ]\741)2.

Przejscia fazowe zwigzane sa z nieciagltosécig pochodnych energii swobodnej, ktéra jest
wynikiem wspélgrania entropii oraz gotego dzialania, a fazy charakteryzowane sg przez
minima energii swobodnej. Poniewaz dzialanie modelu CDT jest liniowa kombinacja
liczby wierzchotkéw (Np), liczby symplekséw typu {4,1} (N41) oraz typu {3,2} (Ns2), a
zatem jest w pelni regularne, przejscia fazowe musza mie¢ swoje zZrodto w entropii. W celu
wyznaczenia energii swobodnej F'(Ny4j, N32) rozwazano dzialanie Reggego @D w funkcji
Np, N4 i N3z, mianowicie S[’T] = —koNo + K41 N41 + K32N39, gdzie k9 = Ko + 6A,
kg = K4+ A i K3y = Ky. Funkcje rozdzialu mozna zapisa¢ za pomocg czynnika
entropicznego N (Ng, Ny1, N32), ktory jest réwny liczbie kauzalnych triangulacji o zadanej
topologii i odpowiedniej liczbie Ny, N41 oraz Nso,

Z(ko, ka1, k32) = 3 e T = 3~ N(No, Ny, Nap) e 5SPoNanNa2) - (96
TeT No,Na1,N32

Aby wyjasnié¢ réznice w rozkladach parametru porzadku P(x) dla réznych sposobéw usta-
lania rozmiaru systemu wyznaczono (z przeciwnym znakiem) energie swobodna w funkcji
Ny1 i N3g w obszarze przejscia fazowego,

F(Ny1, N32) = log Z(Nai1, N32) = —k41Na1 — K32 N32

+1log > N(No, Na1, Nag) - ™00, (27)
No

gdzie Z(Ny1, N32) oznacza sume po Ny wystepujaca w z ustalonymi warosciami Ny
i N32.

Symulacje Monte Carlo pozwalaja na wyznaczenie prawdopodobieristwa wystepowania
konfiguracji o danej liczbie symplekséw typu {4,1} oraz {3, 2},

1

P(N4yi,N3yp) = ——————
(Naz, Naz) Z (Ko, ka1, K32)

Z(N41,N32), F(N41,N32) X log P(N41,N32). (28)
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Ze wzgledu na réznice w rzedach wielkosci prawdopodobienistwa P(Ny1, N32), dodano do
dzialania czton Sy (Nai, Na2) = e(Nay — Ny1)%4-(N32 — N32)? kontrolujacy zakres objeto-
Sci N41 oraz N3o. Symulacje przeprowadzono dla kilkunastu wartosci Ny i N32, a nastepnie
scalono wyniki po uprzednim usunieciu efektu sztucznego czlonu Sy;, (N41, N32). Rysunek
przedstawia krajobraz energii swobodnej F'(Ny41, N32). Przekroje zaznaczone szarymi
liniami, odpowiadaja stalym wartoSciom Ny (uko$na linia) oraz Ny (pionowa linia), dla
ktorych rozklady prawdopodobienstwa parametru porzadku P(z) przedstawiono na rysun-
ku Okazalo sie, ze dla stalych sprzezenia w poblizu przejscia fazowego B — Cy, funkcja
F(Ny1, N32) przyjmuje ksztalt siodla, ktére rozszerza sie¢ w kierunku rosnacego Nyp. Takie
zachowanie tlumaczy dlaczego rozklad P(x) dla ustalonej wartosci Ny jest bimodalny, za$
dla ustalonego Ny; posiada jedno maksimum. Warto tez zauwazy¢, ze minimum rozkladu
P(z) dla Ny = const odpowiada jednocze$nie maksimum rozkladu dla Ny = const.
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Rysunek 13: Po lewej: Profil objetosci przestrzennej n; typowej konfiguracji (niebieska
linia) dla topologii toroidalnej w fazie C' bedacej odpowiednikiem fazy Cys w przypadku
sferycznym. Sredni rozklad objetosci (n;) (czerwona linia) jest staly w czasie (por. rysunek
po lewej). Po prawej: Trajektoria klasyczna (n;) przy ustalonych wartosciach ny i ng;
dla T = 40 przekrojow

4.3.6 Topologia torusa
Wyniki przedstawione ponizej opierajq sie na artykulach [H8, |[H11l, [H12].

Podczas konstrukcji kwantowej teorii grawitacji pojawia sie istotne pytanie - w jaki sposcb
nalezy uwwzgledniaé moZliwe topologie wszechswiata? Odpowiedzi na to pytanie nie sg jed-
noznaczne. W tym rozdziale oméwimy role topologii czasoprzestrzeni w 3+ 1-wymiarowym
modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji, w ktorym topologia przestrzennych lisci
foliacji jest kontrolowana.

W pracy [H8] podjeto pierwsza prébe zbadania wplywu topologii przestrzennej na
wyniki otrzymane w tym modelu. We wczesniejszych publikacjach rozwazano jedynie sfe-
ryczng topologie przestrzeni (¥ = S%), natomiast w tej pracy oméwiono wyniki symulacji
dla topologii toroidalnej (3 = T3).

Geometria tta. Kauzalne Dynamiczne Triangulacje sa modelem niezaleznym od tla i
tym samym nie wprowadzaja recznie zadnej wyréznionej geometrii. Wyniki sugeruja, ze
dla toroidalnej topologii przestrzeni réwniez istnieje semiklasyczna faza C, podobna do
fazy Cyg dla topologii sferycznej, w ktorej obserwujemy wylonienie sie semiklasycznej
czterowymiarowej euklidesowej geometrii de Sittera wraz natozonymi kwantowymi fluk-
tuacjami [H8| HI11]. Jezeli wylonienie si¢ semiklasycznej geometrii jest uniwersalna cecha
modelu CDT, mozna oczekiwaé, ze wraz ze zmiang topologi przestrzeni na toroidalna inne
semiklasyczne rozwiagzanie bedzie dominujace w fazie C.

W publikacji [H8| pokazano, ze narzucajac toroidalna topologie przestrzenna rzeczy-
wiscie obserwujemy dynamicznie wylaniajaca sie semiklasyczna geometrie tla. Jednak juz
na tym etapie uwidacznia si¢ podstawowa réznica w pordéwnaniu z topologia sferyczna,
srednia objetosé (n;) nie ma juz rozkladu dzwonowatego, lecz jest stala funkcja czasu t.
Profil objetosci n; typowej konfiguracji dla toroidalnej topologii przestrzennej przedsta-
wiono niebieskg linig na rysunku (po lewej). Oscyluje on wokol sredniego rozkladu (n,),
ktéry zaznaczono czerwong linia, a ktérego wartosé jest stala w czasie i wynosi % Ten
wykres nalezy poréwnaé z rysunkiem [3] przedstawiajacym wyniki pomiaréw tych obserwa-
bli dla topologii sferycznej w fazie de Sittera. Aby wyjasni¢ réznice w érednim rozktadzie
objetosci dla obu topologii nalezy zbada¢ dzialanie efektywne.
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Rysunek 14: Po lewej: Mianownik wyrazu kinetycznego dziatania efektywnego zachowuje
si¢ liniowo z objetoscia, k(c) = I'- (¢ — ¢p). Czlon kinetyczny jest identyczny dla topolo-
gii sferycznej i toroidalnej. Po prawej: Logarytm diagonali efektywnej macierzy transferu
(n|M|n) wraz z dopasowanym potencjatem postaci u(n) = pun~"* + An. Wykresy nalezy
poréwnaé z rysunkiem [0] przedstawiajacym wyniki dla topologii sferycznej

Dzialanie efektywne. Dla sferycznej topologii przestrzeni dzialanie modelu minisu-
perspace w pelni wyjadnia zarowno $redni rozktad objetosci jak i jej kwantowe fluktuacje.
Rozwiazanie réwnan ruchu dla dziatania w postaci jest konsekwencja potencja-
tu, ktéry przyjmuje postaé¢ 3 - v'"/® i w uproszczonym modelu wynika ze stalej dodatniej

krzywizny geometrii sfery S2. Dziatanie modelu minisuperspace dla toroidalnej geometrii
2

przekrojéw przestrzennych wynosi S[v] = —ﬁ Jdr (% - 3Av), brak czlonu potencjal-
nego wynika z zerowej krzywizny przekrojow. Trajektoria klasyczna, ktéra minimalizuje
to dzialanie przy zalozeniu ustalonej catkowitej objetoéci i periodycznych warunkow brze-
gowych jest funkcja stala v(7) = const. Wynik ten jest zgodny z przedstawionymi obser-
wacjami, jednak jak sie okaze w pelnym modelu CDT wystepuje réwniez dodatkowy czton
potencjalny.

W artykule [H8] wyznaczono dzialanie efektywne dla objetosci przestrzennych n; ana-
lizujac macierz kowariancji. Ta metoda, omoéwiona na stronie pozwala na wyznaczenie
drugiej pochodnej dzialania dla wartoéci n; réwnym Sredniej (n;), ktére w przypadku
toroidalnym sa identyczne dla wszystkich przekrojow. Z tego powodu, aby zbadaé zalez-
nos¢ dzialania od objetosci nalezy przeprowadzi¢ wiele symulacji z réznymi rozmiarami

systemu. Zmierzone dziatlanie odpowiada dyskretyzacji wyrazenia ciaglego
1 92 _
S[v]:/dT f——k;w T4+ M|, p>0,7v=116+0.5. (29)
v

W pracy [H11] znaczaco poprawiono dokladnosé z jaka wyznaczono dzialanie efektywne
poprzez zastosowanie metody macierzy transferu, ktéra przedstawiono w rozdziale [.3.4]
Wyniki okazaly sie zgodne z formuta , ale z wartoscia wykltadnika wynoszaca v =
1.54+0.1.

Czlon kinetyczny dzialania efektywnego jest uniwersalny i identyczny dla obu to-
pologii, a warto$¢ wspélczynnika I' ~ 26 jest taka sama w granicy bledu (w punkcie
Ky =2.2,A = 0.6). Mianownik wyrazu kinetycznego pokazany na rysunku (14| (po lewej)
zalezy liniowo od objetosci, k(v) = T'-v. Wykres jest identyczny jak w przypadku sferycz-
nym przedstawionym na rysunku[6] Istotnie rézny jest natomiast czlon potencjalny, ktéry
w przypadku toroidalnym dany jest wzorem u(n) = —log(n|M|n) = un="” + An. Loga-
rytm diagonali efektywnej zmierzonej macierzy transferu M przedstawiono na rysunku [14]
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Rysunek 15: Struktura najmniejszej triangulacji szecianu o topologii 7% sklada sie z 15
wierzcholtkéw zaznaczonych kolorowymi punktami. Wierzchotki mozna podzieli¢ na trzy
roztaczne warstwy o periodycznej strukturze z okresem réwnym 5. Czerwone linie tacza
punkty nalezace do tej samej warstwy

(po prawej). Poréwnujac wykresy log(n|M|n) na rysunkach@i odpowiednio dla ¥ = S3
i Y = T3, wida¢, ze w pierwszym przypadku diagonala jest funkcja wypukla, w drugim
za$ wklesta. Takie zachowanie tlumaczy dzwonowaty profil trajektorii klasycznej (n;) dla
topologii sferycznej oraz staly profil w przypadku toroidalnym. Wklesty ksztalt diagonali
(n|M|n) oznacza, ze preferowana jest jedna warto$¢ objetosci ny, dla ktérej przypada mak-
simum. Jego potozenie zalezy od stalej kosmologicznej A kontrolowanej przez gota stata
sprzezenia Ky, ktora dopasowana jest w taki sposéb, aby calkowita objetosé (N4p) byla
réwna docelowej Nyj.

Brak dominujacego potencjatu pochodzacego od semiklasycznego modelu minisuper-
space stanowi zalete, poniewaz pozwala na latwiejsza obserwacje¢ kwantowych poprawek.
Dla ¥ = S3 semiklasyczny czlon v/ jest dominujacy i mozliwe, ze w jego obecnoéci
ewentualny wyraz v~" pozostaje niezauwazalny dla duzych objetoéci.

Ponadto w pracy [H11] udoskonalono metode wyznaczania dzialania efektywnego z
uzyciem macierzy kowariancji poprzez modyfikacje warunkow brzegowych polegajaca na
ustaleniu objetosci dwéch przekrojéw, pierwszego ny oraz srodkowego np,h =T/ +1. W
ten spos6b wymuszono rézny od statego éredni profil objetoéci, co umozliwia wyznaczenie
elementéw macierzy kowariancji w pojedynczej symulacji dla réznych wartosci (n;). Wyniki
potwierdzily posta¢ dziatania w formie , a klasyczna trajektoria (n;) przy tak zadanych
warunkach brzegowych byla z nim kompatybilna.

Regularna i minimalna triangulacja o topologii 73. Oprogramowanie stuzace do
przeprowadzania symulacji numerycznych w ramach modelu CDT zapewnia, ze ruchy
Monte Carlo, ktére lokalnie modyfikuja triangulacje, nie naruszaja topologii. Wprowa-
dzenie nowej topologii sprowadza si¢ do konstrukcji poczatkowej konfiguracji o zadanej
topologii. Punktem wyjscia do zbudowania takiej konfiguracji dla topologii toroidalnej,
M = St x T3 = T4, jest triangulacja hipersze$cianu T* skladajaca sie z 16 symplekséw
i opisana w artykule [37]. Oprogramowanie dla modelu CDT operuje na triangulacjach
kombinatorycznych, ktore nie dopuszczaja istnienia dwoch krawedzi o identycznych wierz-
chotkach. Dlatego poczatkowa konfiguracja sktadala sie z triangulacji hipersze$cianiu 7%
dwukrotnie odbitego lustrzanie w kazdym z czterech kierunkéw. W efekcie warstwa odpo-
wiadajaca jednemu krokowi sktada sie 1024 symplekséw co jest wartoscia znacznie wieksza
niz w przypadku ¥ = 53, w ktérym wystarcza 30 sympleksow.
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Rysunek 16: Diagram fazowy modelu CDT z toroidalng topologia przekrojéw przestrzen-
nych w plaszczyznie (Kj, A). Struktura fazowa dla topologii sferycznej i toroidalnej jest
zblizona. Wystepuje odcinek oddzielajacy bezposrednio fazy B i C

7 matematycznego punktu widzenia ciekawym zagadnieniem jest struktura najmniej-
szej tréjwymiarowej triangulacji kombinatorycznej o topologii ¥ = T2. Naiwnie, mozna
by uwazaé, ze najmniejsza taka triangulacja powinna sie sktadaé¢ z 3 x 3 x 3 = 27 wierz-
chotkéw. W pracy [HS8] znaleziono oraz szczegélowo opisano najmniejsza kombinatoryczng
triangulacje T3. Okazalo sie, ze posiada ona znacznie ciekawsza strukture, ktéra skiada
sie z zaledwie 15 wierzchotkow. Tworza one trzy roztaczne warstwy, ktore sie wzajemnie
przeplataja zgodnie ze schematem przedstawionym na rysunku Warstwa potaczona
w kierunku +1 jest jednoczesnie warstwa w kierunku —1/. Badajac niezmienniki petli
biegnacych po krawedziach triangulacji pokazano, ze rzeczywiscie istnieja trzy klasy nie-
Sciagalnych petli. Warto réwniez zauwazyé, ze najmniejsza triangulacja T2 sklada sie z
90 czworoécianéw, czyli znacznie wiecej niz dla topologii S? (5 czworoécianéw), co moze
tlumaczy¢ silniejsze efekty skonczonego rozmiaru obserwowane dla topologii toroidalne;j.

Diagram fazowy dla topologii toroidalnej. W artykule zbadano strukture
fazowa modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji z toroidalna topologia przekro-
jow przestrzennych (X = T3) i periodycznymi warunkami brzegowymi. Diagram fazowy
otrzymany na podstawie wielkoskalowych symulacji komputerowych, przedstawiony na ry-
sunku [I6] jest bardzo podobny do struktury fazowej dla sferycznej topologii przestrzennej.
Wyniki potwierdzajg istnienie czterech faz, ktére sg bezposrednimi odpowiednikami faz
obserwowanych weczeéniej dla ¥ = S3. Polozenie linii wspélistnienia faz A — C i B — G
w przestrzeni parametréow (Ko, A) jest zblizone w obu topologiach, a drobne odchylenia
moga wynikaé z réznicy rozmiaréw konfiguracji oraz skali efektéw skonczonego rozmiaru
- najmniejsza triangulacja T2 jest znacznie wicksza niz dla S3.

Ekstrapolacja zmierzonych linii przejscia fazowego sugeruje, ze przypadku sferycznym
wszystkie cztery fazy spotykaja sie w jednym punkcie poczwérnym. Wynik ten jednak nie
jest jednoznaczny, poniewaz ze wzgledéw technicznych symulacje Monte Carlo w tym regio-
nie sg malo efektywne. Punkt poczworny jest szczegdlnie interesujacy, poniewaz w oparciu
o scenariusz asymptotycznego bezpieczenstwa jest on naturalnym kandydatem na granice
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ultrafioletowa modelu CDT [HG, [38]. Wydaje sig, ze w przypadku toroidalnym sytuacja jest
inna. Linia oddzielajaca fazy Cj i C nie laczy si¢ z innymi liniami w jednym punkcie (por.
rysunek . W rezultacie istnieje odcinek bezposrednio oddzielajacy faze zapadnieta B i
faze semiklasyczna C. Obecnie analizujemy czy efekt ten jest rzeczywiscie konsekwencja
zmiany topologii oraz prowadzimy badania nad wyznaczeniem rodzaju przejéé¢ fazowych.
Wymagaja one intensywnych symulacji dla réznych rozmiaréw sieci w celu ekstrapolacji
wynikéw do nieskonczonej objetoéci i wyznaczenia wyktadnikéw krytycznych.

Dla topologii sferycznej przejscie miedzy fazami Cyzg i A cechuje bimodalny rozktad
prawdopodobienistwa parametréw porzadku N%Ol i %—zi. Oznacza to, ze konfiguracje prze-
skakuja pomiedzy dwoma stanami metastabilnymi, jednym dla fazy A, drugim dla fazy
Cygs [19]. Separacja maksiméw ros$nie wraz z rozmiarem systemu, co jest charakterystyczne
dla przejscia fazowego pierwszego rodzaju. W przypadku toroidalnym przejécie miedzy
tymi fazami jest duzo lagodniejsze. Nie obserwujemy podwdjnych maksiméw w rozkladzie
prawdopodobienstw parametréw porzadku, niemniej przejscie fazowe jest sygnalizowane
przez maksimum znormalizowanej podatnosci %

Dla topologii sferycznej wykazano, ze przejscie fazowe Cp, — Cyg jest drugiego lub wyz-
szego rodzaju [H10]. W przypadku toroidalnym obserwujemy silna histereze poruszajac
si¢ od fazy C}, do C' lub na odwrét. W pewnym zakresie statych sprzezenia konfiguracja,
nawet po symulacjach trwajacych wiele miesiecy, pozostaje w jednym z dwdch stanéw
metastabilnych w zaleznosci od poczatkowej triangulacji. Histereza maleje wraz ze wzro-
stem rozmiaru systemu, a jej obecnos¢ mozna ttumaczy¢ silniejszymi efektami skonczonego

rozmiaru.
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Rysunek 17: Po lewej: Sredni rozklad objetosci (n;) dla réinych rozmiaréw systemu. Po
prawej: Przeskalowany profil fizycznej objetosci v(7) nie zalezy od rozmiaru systemu przy

skalowaniu stalej sieci a oc N Y qla wymiaru Hausdorffa dg = 4

4.3.7 Grupa renormalizacji w modelu CDT

Wyniki przedstawione ponizej opierajq sie na artykule [H6.

Niezbednym krokiem w sieciowych teoriach pola jest zdefiniowanie granicy ciagtej, kto-
ra zazwyczaj zwigzana jest z przemiana fazowa drugiego rzedu. Pierwsze badania nad
przeplywem gotych statych sprzezenia w ramach grupy renormalizacji w celu wyznaczenia
postulowanego ultrafioletowego punktu statego i osiagniecia granicy ciaglej zostaly prze-
prowadzone w publikacji [H6]. Formalnie, w granicy ultrafioletowej stala sieci a, ktéra w
modelu CDT oznacza dtugos¢ bokéw symplekséw, zmierza do zera, jednoczeénie nalezy
powiazaé a z fizycznymi jednostkami dlugoéci. Z reguly jako punkt odniesienia uzywa
sie dtugosci korelacji. W przypadku grawitacji wciaz nie mamy do dyspozycji odpowied-
niej dlugosci korelacji, mozna jednak postuzyé sie calkowita objetoscig systemu i wyrazié
relacje skalowania wzgledem tej objetosci w poblizu punktu statego. Uzyskane rezultaty
pozwalaja na blizsze porownanie z cigglymi podejsciami do kwantowej grawitacji wyko-
rzystujacymi techniki funkcjonalnej grupy renormalizacji i moga stuzyé¢ do niezaleznego
sprawdzenia scenariuszy dotyczacych ultrafioletowych punktéow statych w tych teoriach.

W pracy [H6| zdefiniowano linie stalej fizyki w przestrzeni rozpietej przez gole state
sprzezenia Ko i A, na ktorych fizyczne wielkoéci charakteryzujace makroskopowy Wszech-
Swiat sa zachowane podczas zmierzania ze stalg sieci a do zera. Tymi wielko$ciami sa
catkowita fizyczna czteroobjetosé, Vi = Ny - a?, tréjwymiarowa objetoéé w funkeji cza-
su wlasciwego v(7) oraz amplituda fluktuacji kwantowych objetosci wokét sredniej dv(r).
Ciagle funkcje v(7) i dv(7) wyrazaja sie przez ich dyskretne odpowiedniki (n;) i on; =
V/{(n¢ — (n¢))?). Linie przeplywu stalych sprzezenia wyznaczono za pomoca symulacji
Monte Carlo.

Wymiar Hausdorffa. Dla ustalonych wartosci gotych stalych sprzezenia Ko i A w
fazie de Sittera (X = S3) obserwujemy skalowanie profilu objetosci (n;) jakiego mozemy
si¢ spodziewaé dla prawdziwie czterowymiarowego Wszechéwiata. Wymiar czasowy i trzy

/d

wymiary przestrzenne skaluja sie jednakowo ze stala sieci a o< N, ; ", gdzie dg = 4 jest
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Rysunek 18: Po lewej: Zaleznosé¢ parametru w okredlajacego ksztaltt Wszechswiata od
gotych stalych sprzezenia Ky i A. Po prawej: Zalezno$é parametru v zwiazanego z am-
plituda fluktuacji kwantowych objetosci przestrzennej od gotych statych sprzezenia. Szare
linie oznaczaja poziomice o stalej wartosci w

wymiarem Hausdorffa,

t — =N "8, (30)
3 3/4 3 t _3/4 3 5 (T)
— 2N _r - N -2 T
(ne) do V4 cos (wNi/“) — v(7) 1 () o cos -
dnp =Ny F <L1/4> — dv(r) = Ny Pomy = 4N, F <Z> ,
wN, w

. 7 . . . 7’ 7 7 . . . . 1
Powyzszy wzér pokazuje, ze czasowa rozciaglos¢ Wszech§wiata zachowuje sie jak N4/ ‘

a objeto$¢ przestrzenna w danym czasie jak NZ/ *. Takiej zaleznoéci od calkowitej liczby
sympleksow N, mozna oczekiwaé dla czterowymiarowej czasoprzestrzeni. Przeskalowany
profil objetosci v(7) nie zalezy od rozmiaru systemu Ny i stalej sieci a, co przedstawiono
na rysunku Z tego powodu v(7) interpretujemy jako fizyczna tréjwymiarowa objetosé
przestrzenna, a 7 jako fizyczny czas wlasny. Parametr w okresla szeroko$é¢ i tym samym
ksztalt rozktadu. Parametr v okredlajacy amplitude kwantowych fluktuacji fizycznej obje-
tosci, 0v(T) o< YN, g !, powinien zachowywadé sie jak v o< N, ;/ ‘. aby fizyczne fluktuacje byly
stale. Wprawdzie podstawowym budulcem modelu CDT sg czterowymiarowe sympleksy,
otrzymane skalowanie (30) jest nietrywialne i nie jest obserwowane np. w pozostalych
fazach.

Przeplyw grupy renormalizacji. W artykule [H6] zdefiniowano linie stalej fizyki w
przestrzeni rozpietej przez stale sprzezenia w taki sposéb, aby wlasnosci fizyczne byty na
nich zachowane. Linia, parametryzowana przez stala sieci a lub liczbe symplekséw Ny,
okresla zalezno$¢ gotych stalych sprzezenia Ky = Ko(Ny) i A = A(Ny4) od rozmiaru sys-
temu w taki sposéb, aby profil v(7) oraz amplituda fluktuacji fizycznej objetosci dv(7)
sie nie zmienialy. Pierwszy warunek narzuca stala wartosé¢ parametru w = w(Kp, A) =
const, ktéry decyduje o ksztalcie profilu objetosci. Drugi warunek wymusza skalowanie
v(Ko,A) x N, i/ * w granicy ultrafioletowej Ny — oo. Krajobraz przedstawiajacy zaleznoé
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parametréw w(Ko, A) i v(Ko, A) od golych stalych sprzezenia pokazano na rysunku
Poziomice na wykresie po lewej stronie lacza punkty o identycznej wartoéci w i ksztal-
cie profilu v(7), zostaly one réwniez nalozone szara linig na wykresie po prawej stronie
przedstawiajacym wartosci parametru +.

Analiza wynikéw symulacji komputerowych dla skonczonej liczby symplekséw N4 nie
wskazuje, aby ktoras z linii stalej fizyki przecinala linie przejscia fazowego drugiego rzedu
B —C'. Poczatkowo, dla mniejszych wartosci Ny, linie stalego w( Ky, A) przechodza prawie
rownolegle wzdtuz przejscia fazowego B — C, a nastepnie zakrecaja w poblizu punktu po-
tréjnego, ktoéry znajduje sie w prawym dolnym rogu wykresoéw. Linia nastepnie przebiega
w kierunku rosnacych wartosci statej sprzezenia A wzdtuz przejécia fazowego A — C'. Po-
ruszanie si¢ po krzywej w oméwionym kierunku powoduje, ze warto$é¢ parametru (Ko, A)
powoli roénie, a wraz z nig mozliwe jest zwiekszenie rozmiaru systemu Ny i jednoczesne
zmniejszenie stalej sieci a. Podczas analizy zatozono, ze skalowanie zachodzi w calym
obszarze fazy de Sittera i dla wszystkich warto$ci Vy.

Mozliwe sa takze inne scenariusze wyznaczania linii stalej fizyki uwzgledniajace np.
asymetrie pomiedzy dlugoéciami krawedzi czasowych i przestrzennych. Dopuszczajac ani-
zotropie miedzy czasem a przestrzenia, jak ma to miejsce w modelach grawitacji Horavy-
Lifshitza, przeptyw statych sprzezenia moze zmierza¢ w kierunku przejscia fazowego B—C.
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4.3.8 Petle Wilsona
Wyniki przedstawione ponizej opierajq sie na artykule [H].

Model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji jest nieperturbacyjna préba konstrukcji
kwantowej teorii grawitacji bez wprowadzania uktadu wspotrzednych. Weryfikacja mode-
lu, np. zgodnosci w granicy klasycznej z ogolna teorig wzglednosci, wymaga zdefiniowania
obserwabli, ktore sa niezmiennicze wzgledem dyfeomorfizméw czasoprzestrzeni (w tym
przypadku zachowujacych foliacje). Znalezienie takich obserwabli nie jest trywialne. W
modelu CDT znanych jest tylko kilka takich obserwabli, dla ktérych wykonano iloscio-
we pomiary, m.in. profil objetoéci przestrzennych, wymiar Hausdorffa i wymiar spektralny
[[12, [H2) 133]. Wszystkie z nich opieraja na pomiarze dlugosci i objetosci. Klasyczna teoria
grawitacji wykorzystuje, natomiast, do opisu czasoprzestrzeni krzywizne bedaca funkcja
pochodnych tensora metrycznego g, (). W modelu CDT istnieje dyskretna lokalna defi-
nicja skalara krzywizny, ktéra jednak prowadzi do osobliwosci w granicy ciaglej.

W publikacji [H7] zaproponowano konstrukcje w ramach modelu CDT petli Wilsona,
ktére dostarczaja informacji o krzywiznie. Ostatecznym celem jest konstrukcja i pomiar
kwantowych obserwabli wprowadzajacych pojecie krzywizny w nieperturbacyjnej kwanto-
wej grawitacji, ktéra jest dobrze zdefiniowana i daje skonczone wartosci w skali Plancka, a
na skalach makroskopowych przechodzi w standardowa krzywizne ogdélnej teorii wzgledno-
Sci. Przeniesienie réwnolegle U, wzdtuz krzywej v : [0,1] — M wyraza si¢ przez eksponente
uporzadkowana wzdtuz drogi

loa
U, = Pexp [— jl{ Faa(;;\ d)\} € SO4), [Txh=T%,
¥

gdzie symbole Christoffela I'¥, definiuja koneksje Leviego-Civity zgodna z metryka g, ().
Dla krzywej zamknietej (petli) U, jest holonomia. Tensor krzywizny mozna w pelni wy-
znaczy¢ z infinitezymalnych holonomii i z tego powodu maja one istotne znaczenie. W
przypadku teorii pola z cechowaniem, pole cechowania A, pelni role koneksji, a $lad holo-
nomii, Tr U, nazywany jest petla Wilsona. Petle Wilsona odgrywaja wazng role m.in. w
chromodynamice kwantowej.

Czterowymiarowe sympleksy w modelu CDT sg podzbiorem przestrzeni euklidesowej
R* z ptaska metryka indukowang. W sympleksach mozemy tymczasowo wprowadzié¢ iden-
tyczny kartezjanski uklad wspdirzednych, a jego konkretny wybér nie ma wplywu na
wynik koncowy. Poniewaz koneksja wewnatrz plaskich symplekséw znika, nietrywialny
wktad do holonomii U, pojawia si¢ jedynie gdy krzywa przechodzi z jednego sympleksu do
sasiadujacego przecinajac czworoscienny bok bedacy ich czescia wspdlng. Z tego powodu
w omawianym modelu dyskretnym wystarczy rozwazaé¢ krzywe zamkniete przebiegajace
przez érodki symplekséw s;, v = (s1, 52, . .., Sn, 51). Holonomia U, w naturalny sposéb wy-
raza sie poprzez iloczyn macierzy przejécia U(s;,s;) pomiedzy ukladami wspélrzednych
sasiadujacych symplekséw s; i s,

oxt
Uy =U(s1,50)U(Sn, Sn—1) - - U(s2,51), Ul(sj,s;) = 83:{’ € 0(4). (31)
7

W czterowymiarowym modelu CDT krzywizna zlokalizowana jest jedynie na tréjkatach,
dlatego holonomia dla petli, ktéra nie obiega zadnego tréjkata, jest macierza jednostkows.
Podobnie, infinitezymalne holonomie wokél pojedynczego trdojkata sa bezposrednio zwia-
zane 7z deficytem kata i badaja geometri¢ na skali obcigcia zdominowanej przez artefakty
sieciowe.

Wydobycie fizycznych informacji, ktére mozna poréwnaé z makroskopows krzywizng w
granicy klasycznej, wymaga zastosowania odpowiednich procedur usredniania po petlach.
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Rysunek 19: Empirycznie wyznaczony rozktad katéw 601 i 2 charakteryzujacych holonomie
U,. Katy te nie zaleza od wyboru kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych w sympleksach

Mozna réwniez oczekiwad, ze w granicy ciaglej petle Wilsona beda podlegaé¢ renormalizacji.
Aby wygenerowad petle, dla ktérych wyliczymy holonomie , wprowadzono dynamiczna
czastke punktows o masie m sprzezona z geometria poprzez dzialanie

d~y# dyv
—m [l L, dl= /gt "ds. 2
S mA — MoLs, m ds ds s (3 )

W modelu CDT linia $wiata czastki sktada sie z L odcinkéw taczacych srodki sympleksow
tworzac zamknieta petle wzdtuz kierunku czasowego. Dyskretne dzialanie dla takiej czastki
wyraza sie przez jej gola mase myg i dtugoéé¢ L, S, = mgL. Tak zdefiniowane petle Wilsona
sg poprawnymi obserwablami.

Holonomia U, wcigz zalezy od wyboru uktadu wspétrzednych w poczatkowym sym-
pleksie s1. WartoSciami niezmienniczymi wzgledem transformacji uktadu wspétrzednych sa
dwa katy 6 i 62, ktére parametryzuja elementy maksymalnego torusa T'= SO(2) x SO(2)
dla grupy SO(4) ﬁ Rozklad tych katéw wyznaczony na podstawie symulacji Monte Carlo
przedstawiono na rysunku [I9] Wyniki otrzymane dla fazy de Sittera pokazuja, ze dla roz-
wazanej klasy petli Wilsona rozklad holonomii dany jest przez jednorodny rozklad z miara
Harra na SO(4), od ktérego nie zauwazono mierzalnych odchylen. Nie zaobserwowano réw-
niez korelacji, lokalizacji woko6t np. identycznoéci, ani spodziewanych efektow dyskretnych
wynikajacych ze skoriczonej liczby mozliwych macierzy przejscia U(sj, s;). Na podstawie
tak dtugich petli Wilsona jakie rozwazano w pracy nie mozna wydoby¢ informacji do-
tyczacych krzywizny geometrii, o ile nie sg ukryte w korelacjach wyzszego rzedu. Otwarte
pozostaje pytanie w jaki sposéb zdefiniowaé klase zamknietych krzywych, ktére sa na tyle
mate, aby mozna je bylo interpretowaé jako usredniona krzywizne w granicy ciaglej, a
jednoczes$nie na tyle duze, aby nie byly zdominowane przez efekty dyskretyzacyjne.

5 Przy zalozeniu 0 < 0; < 0y < 7, katy 61 i 62 mozna jednoznacznie wyznaczyé ze $ladéw %Tr U, =
cos 1 +cosOs i iTr Ug +1 = cos® 01 +cos? 02, ktére sa niezmiennicze wzgledem transformacji podobienstwa
odpowiadajacej zmianie uktadu wspéirzednych.
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4.3.9 Metody numeryczne

Wreiaz nie dysponujemy odpowiednimi narzedziami analitycznymi, ktére pozwolityby sku-
tecznie bada¢ omawiane podejscie do kwantowej grawitacji w czterech wymiarach. Kon-
strukcja modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji pozwala jednak na zastosowanie
obliczen numerycznych i studia nad nim w duzej mierze opieraja sie na wynikach symu-
lacji komputerowych. Znaczacy postep we wzroscie mocy obliczeniowej procesoréw[], jaki
dokonat sie w ostatnim pétwieczu, spowodowal, ze metody sieciowe rowniez zyskuja na
znaczeniu.

We wszystkich publikacjach wchodzacych w sktad cyklu wykorzystano kod kompute-
rowy do symulacji samodzielnie napisany przez habilitanta, ktérego gléwna cze$é¢ stanowi
implementacja algorytmu Monte Carlo Metropolisa-Hastingsa [30]. Symulacje kompute-
rowe uzywane w badaniach nad modelem polegaja na generowaniu triangulacji zgodnie
z rozkladem prawdopodobienistwa zadanym przez funkcje rozdzialu (5)), co pozwala na
wyliczenie wartosci oczekiwanych odpowiednich obserwabli. Wymagaja one znacznych za-
sobow obliczeniowych, dlatego wazne jest, aby dysponowaé efektywnym kodem programu.
Poniewaz kluczowym kryterium jest wydajno$¢ kodu, catosé oprogramowania stworzono
w jezyku C, za$ do analizy danych wykorzystano narzedzia Mathematica, Julia oraz AWK.

Oprogramowanie wykorzystywane do symulacji rozwijalem na przestrzeni ostatnich
kilku lat dokonujac szeregu usprawnien oraz modyfikacji. Wprowadzitem nowe rozwigzania
algorytmiczne i optymalizacje, ktore w szczegolnosci uwzglednialy wspdlczesne procesory
wielordzeniowe. Te zmiany zmniejszyly czas wykonania kodu o ok 50%.

Parallel rejection. Waskim gardlem symulacji jest etap termalizacji konfiguracji,
przeprowadzany zazwyczaj na poczatku kazdej serii symulacji. Nie czerpie on korzysci z
naiwnych metod zréownoleglenia i w duzej mierze zalezy od predkosci pojedynczego rdze-
nia procesora, ktéra nie rosnie tak szybko jak moc catkowita. W ostatnim roku zaimple-
mentowalem algorytm parallel rejection [40], ktéry pozwala na réwnolegle przetwarzanie
tancucha Markowa w kilku watkach. Aby jego zastosowanie byto efektywne, musza by¢
spelnione pewne warunki, mianowicie akceptancja ruchéw Monte Carlo musi by¢ niska.
Wykorzystanie efektywnych struktur danych i algorytmoéw pozwolito na osiagniecie wyso-
kiego wspoétezynnika akceptancji. Jednak dla pewnych obszaréw gotych statych sprzezenia,
zwlaszcza w szczegolnie interesujacym otoczeniu przejsé fazowych, mamy do czynienia ze
zjawiskiem krytycznego spowolnienia, ktére objawia sie m.in. niska akceptancja. W takim
przypadku metoda parallel rejection pozwala na kilkukrotne przyspieszenie symulacji.

Replica exchange. Kolejnym wprowadzonym usprawnieniem jest metoda nazywana
replica exchange lub parallel tempering. Polega ona na wymianie konfiguracji pomiedzy nie-
zaleznymi tancuchami Markowa. Ze wzgledu na bardzo maty narzut zwiazany komunikacja
poszczegdlnych watkow, umozliwia kilkudziesieciokrotne zmniejszenie czasu autokorelacji
(zaleznie od liczby rdzeni). Ta metoda sprawdza si¢ szczegdlnie dobrze w poblizu przejsé
fazowych wyzszego rzedu.

Korelator pola skalarnego. Podstawowym obiektem rozpatrywanym w teoriach po-
la jest propagator pola. Standardowa technika jego numerycznego wyznaczania w mode-
lach Dynamicznych Triangulacji, polegajaca na liczeniu $redniej iloczynu wartosci pél,
cechuje sie olbrzymimi btedami numerycznymi dla duzych odlegtosci. Aby rozwiazaé ten
problem opracowalem metode, ktéra wykorzystuje zwiazek pomiedzy korelatorem pola
skalarnego a ewolucja rozkladu prawdopodobienistwa znalezienia czastki w procesie dy-
fuzji. Nowa metody wyznaczania korelacji przestrzennych pola skalarnego jest znacznie
szybsza i obarczona mniejszym bledem.

"Rozumianych nie tylko jako procesory ogélnego przeznaczenia (CPU), ale réwniez graficzne (GPU) czy
tensorowe (TPU).
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4.3.10 Podsumowanie i plany naukowe

Cykl prac przedstawiony w niniejszym autoreferacie dotyczy modelu Kauzalnych Dyna-
micznych Triangulacji, ktory jest sieciowym i nieperturbacyjnym podejéciem do problemu
kwantowania ogélnej teorii wzglednosci. Stworzenie kwantowej teorii grawitacji pozostaje
jednym z najwazniejszych wyzwan fizyki teoretycznej. W oméwionych artykutach zbadano
wlasnosci niezbedne do sprawdzenia czy rozwazane podejscie rzeczywiscie jest poprawna
kwantowsg teorig grawitacji. Charakterystyczna cecha modelu jest dynamiczne wyltonienie
sie semiklasycznej geometrii tta, ktéra odpowiada przestrzeni de Sittera bedacej rozwia-
zaniem klasycznych réwnan Einsteina [HI) [H4]. Wokét trajektorii klasycznej obserwujemy
kwantowe fluktuacje objetosdci przestrzennej, ktére sg opisywane przez efektywne dziatanie
modelu minisuperspace. Wynik ten jest szczegélnie wazny i nietrywialny, poniewaz jest on
efektem wspotgrania zaréwno entropii, jak i gotego dzialania. Entropia doktadnie odbu-
dowuje dzialanie efektywne w postaci minisuperspace, ale je stabilizuje zmieniajac znak
czynnika konforemnego. Istotna cze$¢ przedstawionego osiagniecia naukowego dotyczyta
badania zachowania czlonéw generowanych przez entropie i ich zaleznosci od dziatania
fizycznego.

Podstawowym sprawdzianem, ktéoremu powinna podlegaé¢ teoria kwantowa jest jej
zgodnos$é w granicy klasycznej z klasycznym odpowiednikiem. W publikacjach [H2, [H3, [H5]
rozwinieto i usprawniono metody wyznaczania dzialania efektywnego dla czynnika skali, co
pozwolito na wyznaczenie poprawek kwantowych oraz na poréwnanie modelu CDT z se-
miklasycznymi modelami kosmologicznymi minisuperspace. Pomimo matych rozmiaréw
triangulacji semiklasyczny opis okazal sie zaskakujaco doktadny. W pracy [H7] wprowa-
dzono réwniez nowe obserwable na kwantowych geometriach, np. petle Wilsona, ktoére
mogg postuzyé do sprawdzenia zachowania modelu w granicy klasyczne;j.

W granicy ciagtej stata sieci zmierza do zera przy jednoczesnym zachowaniu wielko-
Sci fizycznych, co pocigga za soba rozbieznosé dlugosci korelacji wyrazonej w jednostkach
sieci, ktora jest na ogdl powiagzana z przejSciami fazowymi wyzszego rzedu. Z tego punktu
widzenia wyznaczenie rodzajéw przemian fazowych wystepujacych w modelu ma kluczowe
znaczenie. W pracach [H5, [H9, [H10] zdefiniowano nowe parametry porzadku, a nastepnie
doktadnie zbadano strukture fazowsa modelu. W szczegdélnosci odkryto nowa faze bifur-
kacji, ktéra charakteryzuje sie istnieniem osobliwych wierzchotkéw triangulacji o bardzo
wysokich krotnosciach. W publikacji [H6] przeprowadzono nowatorskie badania nad prze-
plywem gotych stalych sprzezenia w ramach grupy renormalizacji w celu wyznaczenia
ultrafioletowego punktu stalego i osiagniecia granicy ciaglej. W artykule [H10] po raz
pierwszy uwzgledniono wptyw dynamicznych pdl skalarnych na diagram fazowy.

W pracach [HS8, H11l, [H12] podjeto probe odpowiedzi na pytanie o znaczenie topo-
logii Wszech$wiata. Rozwazany model umozliwia kontrole topologii czasoprzestrzeni, co
pozwala na poréwnanie z innymi podejsciami do kwantowej teorii grawitacji. Ta wlasnosé
umozliwila takze poréwnanie wynikow dla sferycznej i toroidalnej topologii przestrzeni.
Dla topologii toroidalnej zaobserwowano istotnie rézng geometrie tta wynikajaca z innej
postaci cztonu potencjalnego w dzialaniu efektywnym. Brak potencjatu w semiklasycznym
modelu minisuperpsace pozwolil na obserwacje poprawek kwantowych. Diagram fazowy
wyznaczony dla obu topologii okazal jakosciowo réwnowazny.

Plany naukowe
Proponowane kierunki badan obejmuja nastepujace zagadnienia:

Pole skalarne. Jednym z najciekawszych probleméw badawczych, ktory nalezatoby
rozwazy¢ w nadchodzacych latach, dotyczy uwzglednienia obecnosci materii w cztero-
wymiarowym modelu CDT. Aby otrzymaé realistyczny kwantowy model kosmologiczny
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niezbedne jest uwzglednienie odpowiedniej liczby p6l materii [39]. Waznym zagadnieniem
jest wyznaczenie wptywu pdl materii na dzialanie efektywne oraz diagram fazowy.

Czastka masowa. Dodanie do modelu semiklasycznej czastki punktowej, stanowia-
cej zrédlo pola grawitacyjnego, umozliwi zbadanie w modelu kwantowym oddzialywania
pomiedzy masowa czastka (trajektoria czastki) a geometria czasoprzestrzeni, w ktérej pro-
paguje sie pole grawitacyjne. Dynamiczna czastka masowa sprzega sie z geometria jedynie
poprzez wyraz w dzialaniu proporcjonalny do czasu wlasnego czastki, gdzie wspdlczynni-
kiem proporcjonalnosci jest jej masa. Ciekawym zagadnieniem bedzie sprawdzenie wpltywu
czastki np. na warto$é oczekiwang krzywizny czasoprzestrzeni w otoczeniu trajektorii i by¢
moze obserwacja efektow kwantowych.

Kolejnym etapem jest zbadanie oddzialywania pomiedzy dwiema czastkami masowy-
mi. Chociaz w dziataniu nie wystepuje wyraz opisujacy wzajemne oddzialywanie czastek,
ich trajektorie moga sie efektywnie sprzegaé poprzez kwantows geometrie czasoprzestrze-
ni. Mozna mie¢ nadzieje, ze taki uktad pozwoli na obserwacje klasycznej sity ciazenia w
modelu kwantowym. Taki wynik bylby niezwykle interesujacy, poniewaz podstawowym
wymaganiem wobec teorii kwantowej grawitacji jest jej zgodnos¢ w granicy klasycznej z
0g6lna teoria wzglednosci.

Powyzszy scenariusz motywuje réwniez do wprowadzenia innych niz dotychczas uzywa-
ne periodycznych warunkéw brzegowych w kierunku czasowym. Warunki brzegowe typu
Dirichleta, polegajace na ustaleniu dwéch trojwymiarowych geometrii przekrojéw prze-
strzennych wystepujacych w pewnej odlegloéci czasowej od siebie, pozwola na obserwacje
wplywu czastki masowej na wzgledne polozenie wspomnianych przekrojéw, a takze na
lepsza kontrole wzajemnego potozenia trajektorii czastek. Umozliwiag réwniez sprawdzenie
zgodnosci z innymi niz maksymalnie symetrycznymi rozwiazaniami rownan Einsteina.

Cecha charakterystyczna fazy bifurkacji jest obecnos¢ osobliwych wierzchotkéw o bar-
dzo duzej krotnosci wystepujacych w co drugim przekroju przestrzennym. Wierzchotki
te uktadaja sie na linii w kierunku czasowym. Nasuwa si¢ pytanie, czy istnieja korelacje
pomiedzy taka linig a linig Swiata czastek masowych.

Topologia. JakoSciowe réznice zaobserwowane pomiedzy topologia sferyczna i toro-
idalna, widoczne zaréwno w ksztalcie trajektorii klasycznej, jak i dziataniu efektywnym,
motywujg do zadania pytania co jest ich rzeczywista przyczyna. Zgodno$é z modelem mi-
nisuperspace wskazywatby, ze istotna jest krzywizna geometrii o danej topologii. Z drugiej
strony lokalna wartos¢ krzywizny fluktuuje bardzo mocno, a typowe konfiguracje znaczaco
roznig sie od maksymalnie symetrycznych, i wydaje sie, ze z kombinatorycznego punktu
widzenia (czyli liczby triangulacji) wieksze znaczenie ma topologia. Odpowiedzi na po-
wyzsze pytanie moze udzieli¢ zbadanie innych topologii w modelu CDT, w szczegdlnosci
przestrzeni rzutowej RP3, ktéra posiadajac taka sama algebre jak SO(3) ~ S, réwniez
ma stala krzywizne skalarna, jednoczesnie majac inng topologia.

Oprogramowanie. Przemiane fazowa miedzy faza bifurkacji oraz fazg de Sittera, a
takze pomiedzy faza B oraz faza de Sittera, charakteryzuje bardzo silna histereza, utrud-
niajaca precyzyjne wyznaczenie polozenia przejécia oraz jego rodzaju. Histereza jest szcze-
gblnie widoczna w przypadku toroidalnym. Aby rozwigzaé¢ ten problem planowane jest
zastosowanie metod Monte Carlo dla zespolu multikanonicznego, na przyktad algorytmu
Wanga-Landaua [41]. Metody te wprowadzaja dodatkowa wage konfiguracji, ktéra przybli-
za odwrotnoéé rozkladu parametru (porzadku) odseparowujacego obie fazy, i tym samym
zwiekszaja prawdopodobienstwo tunelowania przez doliny wielomodalnego rozktadu praw-
dopodobienistwa pomiedzy stanami metastabilnymi.
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5.2 Omoéwienie pozostalych osiggniec

Oprécz czterowymiarowego modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji, ktéry jest
moim gléwnym obszarem zainteresowan naukowych, uczestniczylem réwniez w szeregu
projektow dotyczacych réznorodnych zagadnien.

5.2.1 Generator liczb pseudolosowych oparty na C-K-systemach

Od 2015 roku uczestnicze w projekcie dotyczacym generatora liczb pseudolosowych MI-
XMAX, ktéry jest prowadzony w ramach grantu Marie Sktodowska-Curie RISE ,, Develop-
ment and Implementation of new generation of Pseudo Random Number Generators based
on Kolmogorov-Anosov K-systems” (Horizon 2020) we wspélpracy z twoérca generatora
prof. Georgem Savvidym (Demokritos National Research Center, Ateny) oraz prof. Loren-
zo Moneto (CERN, Szwajcaria). Generatory liczb pseudolosowych znajduja zastosowanie
w bardzo wielu dziedzinach od kasyn internetowych, przez symulacje komputerowe, po
kryptografie. We wszystkich tych obszarach jakos¢ generowanych liczb losowych jest klu-
czowa, jednak czesto ich rola jest niedoceniana, co czasem prowadzito do btednych wynikéw
naukowych [I]. Przez dlugi czas brakowalo praktycznej definicji losowosci i jej weryfikacja
opierata sie na zbiorach testéw statystycznych. Dopiero teoria systeméw Kotlmogorowa i
Anosowa data wskazowki jak tworzyé generatory liczb pseudolosowych o poszukiwanych
wiasciwoéciach.

Przykladem takiego generatora jest MIXMAX, ktéry oparty jest wlasnie na trajek-
toriach niestabilnych systeméw dynamicznych (w tym przypadku C-K-systemach Kolmo-
gorowa-Anosowa [2]). Generator MIXMAX charakteryzuje sie prostota, szerokim zakre-
sem rozmiaru wektora stanu, duzg wydajnoscig i bardzo wysoka jako$ciag generowanych
liczb pseudolosowych. Dzieki tym wtasnosciom zostat wdrozony w waznych pakietach i
oprogramowaniu naukowym takim jak ROOT, GEANT/ (domyslny generator), CLHEP,
Gnu Scientific Library (GSL). Z punkty widzenia fizyka wykorzystujacego generatory liczb
pseudolosowych w symulacjach Monte Carlo istotna jest szybko$é¢ produkcji liczb losowych
oraz ich jako$é¢, z mniejszym uwzglednieniem bezpieczenstwa kryptograficznego.

W ramach projektu badalem wtasciwosci statystyczne generatora liczb pseudolosowych
MIXMAX oraz jego zachowanie w rzeczywistych symulacjach Monte Carlo dotyczacych
czterowymiarowej symplicjalnej grawitacji kwantowej. Zajmowatem sie réwniez rozwojem
samego generatora. Stworzylem wysokopoziomowy interfejs w standardzie C++14 dla
generatora MIXMAX, bardzo efektywna implementacje generatora w asemblerze na 64-
bitowe procesory w architekturze x86 oraz w dynamicznie rozwijajacym si¢ jezyku Julia,
ktéry przeznaczony jest do wysokowydajnych obliczen komputerowych.

Poza rozwijaniem samego generatora, w artykule [[1] badatem takze teoretyczne wia-
snosci hiperbolicznych ukladéow C-K Anosowa-Kolmogorowa zdefiniowanych na wielowy-
miarowym torusie. Takie systemy posiadaja przeliczalny zbiér wszedzie gestych periodycz-
nych trajektorii, ktore sg wyktadniczo niestabilne i z tego powodu nadaja sie do genero-
wania liczb pseudolosowych. Korzystajac z obliczenn analitycznych i komputerowych, w
pracy zbadano rozktad okresowych trajektorii oraz ich odchylenie od zachowania asymp-
totycznego. W ramach tego projektu odbylem cztery miesieczne wizyty w CERNie oraz
prezentowalem wyniki na konferencjach w Atenach (w latach 2016 i 2018).

5.2.2 Dwuwymiarowy model Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji

Badalem réwniez rézne aspekty modelu Kauzalnych Dynamicznych Triangulacji w dwéch
wymiarach zawierajacego sprzezenie z materia. Dwuwymiarowa wersja modelu umozliwia
osiggniecie wielu wynikéw przy uzyciu rachunkéw analitycznych.



Strona 5/ Omowienie pozostatych osiggnie¢

W pracy [I7] wprowadziliémy dwuwymiarowy model Kauzalnych Dynamicznych Trian-
gulacji sprzezony z twardymi dimerami [ﬂ Wykorzystujac wzajemna jednoznaczno$é po-
miedzy kauzalnymi triangulacjami oraz rozgalezionymi polimerami (drzewami) [3], poka-
zalidmy, ze zaproponowany model jest opisany uogélnionym multikrytycznym modelem
macierzowym z nowa, tzw. klasyczng, granica skalowania. Wykorzystujac teorie macie-
rzy przypadkowych analitycznie wyjasniliSmy problem sprzezenia dimeréw z geometriami
przypadkowymi oraz wyznaczyliSmy krytyczne zachowanie funkcji rozdziatu.

Ciagla dwuwymiarowa konforemna teoria pola Liouville’a i teoria przypadkowych
triangulacji (a tym samym teoria macierzy przypadkowych) opisuja najprawdopodobniej
te samg teorie, mianowicie dwuwymiarowsg kwantowa grawitacje sprzezong z konforemny-
mi teoriami pola z tadunkiem centralnym. Osobliwoscig krawedzi Lee-Yanga nazywamy
przejscie w modelu Isinga wystepujace dla czysto urojonej wartosci krytycznej zewnetrz-
nego pola magnetycznego [4, B]. W publikacji [I5] wyznaczyliémy wyktadniki krytyczne
dla magnetyzacji w modelu Lee-Yanga sprzeznego z dwuwymiarowa grawitacja kwanto-
wa. Wykorzystujac zalozenia dotyczace mieszania operatoréw [6], wyjasniliémy pozorna
sprzeczno$¢ i uzyskalismy zgodno$é¢ wartosci wyktadnikéow krytycznych obliczonych w ra-
mach kwantowej teorii grawitacji Liouville’a sprzezonej z minimalng konforemna teorig
pola (2,5) oraz przy uzyciu modeli macierzowych (modelu dynamicznych triangulacji z
twardymi dimerami).

W cyklu prac [I2), T3] T4] I8] zbadali$émy wtasnosci 1 4 1-wymiarowego modelu Kauzal-
nych Dynamicznych Triangulacji sprzezonego z masowymi i bezmasowymi polami skalar-
nymi. W pracy [I§] zaobserwowaliémy zlamanie symetrii translacyjnej uktadu dla dwéch
lub wiecej bezmasowych pdl skalarnych. W tym przypadku rozktad objetosci w funkcji
czasu jest dzwonowaty i opisywany efektywnym dzialaniem minisuperspace podobnie jak
ma to miejsce w fazie de Sittera w czterech wymiarach. Zmierzony wymiar Hausdorffa ta-
kich geometrii wynosi dg = 3. Dla co najwyzej jednego pola skalarnego rozklad objetosci
jest jednorodny i zdominowany przez kwantowe fluktuacje. PokazaliSmy, ze istnieje bariera
analogiczna do bariery ¢ = 1 wystepujacej w niekrytycznej teorii strun. W artykule [I4]
rozwineliémy badania o pomiar wymiaru spektralnego oraz wyznaczylidémy jego zaleznosé
od skali i liczby pdl skalarnych. Praca [I3] dotyczyla wyznaczenia zaleznosci profilu obje-
tosci od masy pola oraz krytycznej wartosci masy, dla ktérej wystepuje przejécie pomiedzy
rozkladem jednorodnym i dzwonowatym. W publikacji [I2] dla dwuwymiarowego modelu
CDT sprzezonego z czterema masowymi polami skalarnymi wyznaczyliémy warunki jakie
musza by¢ spelnione, aby istniala efektywna macierz transferu. Witasnosci tej macierzy
tlumacza dlaczego zachowanie modelu w obecnosci pdl skalarnych jest jakosciowo rézne
od modelu bez materii.

5.2.3 Czterowymiarowy model Euklidesowych Dynamicznych Triangulacji

Zaleta euklidesowej wersji modelu jest brak narzuconej globalnej foliacji czasoprzestrzeni.
Niestety, zaobserwowano w nim jedynie przejscie fazowe pierwszego rodzaju, co niweczy
szanse na istnienie poprawnej granicy ciaglej [7]. W artykule [I6] zbadaliSmy rozszerzony
czterowymiarowy model Euklidesowych Dynamicznych Triangulacji z dodatkowa miarg
uwzgledniajaca krotnosé tréjkatéw [8]. Dodatkowy czlton moze stuzyé jako uogélniony wy-
raz wyzszego rzedu w krzywiznie i jest generowany m.in. poprzez dotaczenie poél cechowania
do triangulacji [9, [10]. Istniata nadzieja, ze dodanie do dziatania takiego wyrazu, z ktérym
wigze sie dodatkowa stala sprzezenia, moze wprowadzi¢ do modelu przejécie fazowe wyz-

8Twarde dimery oznaczaja podzbiér krawedzi grafu (dimery), w ktérym zadne dwie krawedzie sie nie
stykaja.
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szego rzedu. Chociaz zaobserwowaliSmy obszar, w ktorym triangulacje byty istotne rézne,
niestety, nie znalezliémy dowodéw na istnienie takiego przejscia fazowego.

5.2.4 Teoria macierzy przypadkowych

W trakcie studiow w latach 2002-2006 uczestniczylem w projekcie dotyczacym teorii macie-
rzy przypadkowych prowadzonym we wspolpracy z prof. prof. Zdzistawem Burda, Jerzym
Jurkiewiczem i Maciejem Nowakiem z Zakladu Teorii Uktadéw Zlozonych UJ. Mode-
le macierzowe maja szerokie spektrum zastosowan zaréwno w teoretycznych dziedzinach
nauki, m.in. teorii strun, fizyce jadrowej, chromodynamice kwantowej, dwuwymiarowej
kwantowej grawitacji, jak i w dziedzinach stosowanych, np. w telekomunikacji, ekonomii,
finansach, biologii. W ramach projektu rozwijalem metode wyznaczania widma macierzy
kowariancji, wykorzystujac technike funkcji Greena oraz graféw Feynmana, dzieki ktérym
w granicy planarnej (termodynamicznej) mozliwe bylo wyprowadzenie réwnaii Dysona-
Schwingera. W celu weryfikacji wynikéw przeprowadzitem réwniez symulacje numeryczne.
Efektem tych studiéw byly dwie publikacje [I15, I16]. W powyzszych pracach wyprowa-
dziliémy dokladne relacje taczace widmo macierzy kowariancji i jej estymatora. Przy ich
uzyciu wykazalidémy, ze istnieje praktyczna metoda pozwalajaca odzyska¢ wartosci wla-
sne oryginalnej macierzy korelacji. Te innowacyjne wyniki moga znalezé zastosowanie w
szeregu problemach, w ktérych eksperymentalnie wyznacza sie korelacje w systemie wielu
stopni swobody, np. w fizyce statystycznej, sieciowej teorii pola, genetyce i matematy-
ce finansowej. Kontynuacja tych badan byla praca magisterska napisana pod kierunkiem
prof. Zdzistawa Burdy p.t. , Niegaussowskie macierze przypadkowe”, ktéra dotyczyta za-
gadnienia wyznaczania widma empirycznej macierzy korelacji dla klasy niegaussowskich
macierzy przypadkowych, dopuszczajacych zaréwno korelacje przestrzenne jak i czasowe
oraz dtugie ogony w rozkladzie prawdopodobienistwa macierzy. Praca zostala wyrdzniona
i opublikowana w recenzowanym czasopismie [I14].

5.2.5 Komputery kwantowe i kwantowe bramki logiczne

Projekt byl prowadzony we wspélpracy z prof. prof. Leo Stodolskym (Instytut Maxa Planc-
ka w Monachium), Jackiem Woskiem (UJ) oraz Paolo Silvestrinim (Seconda Universita w
Neapolu) w latach 2004 - 2006 w Instytucie Maxa Plancka w Monachium. Projekt obejmo-
wal stworzenie pakietu komputerowego umozliwiajacego symulacje dzialania kwantowych
bramek logicznych CNOT, w szczegélnosei realizowanych na urzadzeniach SQUID (Super-
conducting Quantum Interference Device). ZbadaliSmy miedzy innymi wplyw otoczenia
na zjawisko dekoherencji uktadu oraz ustaliliSmy optymalne parametry dziatania fizycz-
nych urzadzen. Badania te majg znaczenie dla konstrukcji kwantowych bramek logicznych,
ktére sg podstawowym elementem komputeréw kwantowych. W ramach tej wspélpracy
odbytem trzy miesieczne praktyki w Instytucie Maxa Plancka w Monachium. Otrzymane
wyniki zostaly opublikowane w artykule [I13].
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