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Rozprawa doktorska pana mgr. Moisésa Bermejo Mordna pt. Characterizing Quantum
Behaviours kryje, pod dosy¢ ogdlnym tytulem, analiz¢ dwodch problemow dotyczacych
podstaw mechaniki kwantowe], a w szczegdlnosci opisu 1 kwantyfikacji wielkosci, czy tez
relacji fizycznych, ktore charakteryzuja obiekty i uktady kwantowe w kontrascie do tych, ktére
mozna opisywacé w ramach teorii klasycznych.

Problemy charakteryzacji zachowan specyficznie kwantowych staly sie w ostatnim
¢wieréwieczu istotnym obszarem badan podstaw mechaniki kwantowe] w zwiazku z rozwojem
informatyki kwantowej. W szczegdlnosci chodzi tu o identyfikacje uktadéw kwantowych i tych
ich whasciwosci, ktére moglyby zapewni¢ przewage rozwigzan kwantowych w problemach
przetwarzania informacji, obliczeniach numerycznych 1 kryptografii. Zagadnienia omawiane w
pracy sytuuja sie wiec w obszarze intensywnych i obiecujgcych badan we wspotczesnej fizyce.

Jak wiadomo od lat trzydziestych poprzedniego wieku, szczeg6lnymi charakterystycznymi
cechami, ktore w istotny sposob pozwalaja na odréznienie zachowania kwantowego i
klasycznego sa zasady nieoznaczonosci dla pomiarow obserwabli oraz korelacje miedzy
wynikami pomiarow w uktadach zlozonych. Wspomniane powyze] analizy zawarte w
rozprawie dotycza:

1. nierownosci Bella (a wigc korelacji) w sytuacjach, gdy pomiary wykonywane na
poduktadéw w ten sposob, ze (w przeciwienstwie do zwykle rozpatrywanych
wypadkéw) obserwatorzy maja dostgp do wiece] niz jednego poduktadu uktadu
ztozonego,

2. systematycznego poszukiwania i klasyfikacji relacji nieoznaczonosci dla wielu
obserwabli.

Do badan tych zagadnien autor uzyt technik metod optymalizacyjnych (programy
potokreslone) w polaczeniu z technikami z obszaru algebry (optymalizacja wielomianowa,
bazy Grobnera).

Rozprawa sktada sie z pieciu rozdziatow. Rodziat 1. ma charakter wprowadzajacy. Oprocz
przedstawienia celdw pracy autor omawia tu, po pierwsze, w sposob krétki ale przystepny i
wyczerpujacy schematy pomiarowe (scenariusze Bella) stuzace wykrywaniu korelacji
kwantowych, po drugie, daje systematyczny przeglad struktur algebraicznych niezbednych w
dalszych rozwazaniach (monoid, grupa, pierScien, cialo, przestrzen wektorowa, przestrzen
Hilberta, algebra, algebra Banacha, C*-algebra). Struktury te s rozpatrywane w do$¢ ogdlnym
kontekscie, jednak z uwagi na to, iz ewentualne zastosowania dotyczg podstawowych
problemow kwantowo-algebraicznych, zwykle osadzonych w skonczeniewymiarowych
przestrzeniach Hilberta, nacisk potozony jest wlasnie na te ostatnie. Trzecim tematem
omowionym w Rozdziale 1 jest optymalizacja, w szczegdlnosci optymalizacja wielomianowa.
Caly rozdzial wstepny napisany jest jasnoilogicznie. Zawiera odpowiednig porcje niezbednych
informacji wykorzystywanych w dalszych czgsciach rozprawy.



Rozdzial 2. pracy rozpoczyna czgs$¢ oryginalng. Autor omawia tu problematyke optymalizacji
wielomianowe] z wigezami w postaci rownosci dla problemow z komutujacymi 1
antykomutujacymi wielkosciami. Przedstawione sa problemy konstrukcji odpowiednich baz
Grobnera, w szczegolnosci baz dla ogdlnych (niekomutatywnych) monoidéw. Oryginalne
osiggnigcia zaprezentowane w tej czesci pracy dotycza whasnie problemow optymizacyjnych z
czeSciowo komutujacymi zmiennymi. Ta cze$¢ pracy jest bardzo techniczna, sita rzeczy
zawiera omdwienie szeregu wynikéw z teorii programowania potokreslonego, algorytmow
obliczeniowych dla baz Grobnera, itd. Niekiedy trudno zorientowac si¢, ktore z przytoczonych
rezultatow sa oryginalnymi osiggnieciami autora. Niewatpliwie, do takich nalezy zaliczy¢
wyniki dotyczace probleméw z wigzami ograniczajacymi wymiar przestrzeni, w ktore]
poszukujemy rozwigzan, problemow dla operatoréw z przekrywajacymi si¢ no$nikami oraz
problemow redukcji kosztéw obliczeniowych omawianych konstrukcji za pomoca symetrii
oraz metod algebr Jordana. W tej czesci pracy brakuje, w zasadzie, odniesienia do
jakichkolwiek probleméw fizycznych (pewien, cho¢ dos¢ abstrakcyjny wyjatek to Przyktad 74,
ktory tatwo zinterpretowa¢ w terminach problemu fizycznego). Ten brak w duzym stopniu
utrudnia oceng istotnosci otrzymanych wynikow, tym bardziej, ze autor réGwniez nie pokusit sie
o jakiekolwiek podsumowanie.

Rozdzial 3. poswiecony jest wspomnianemu powyze] problemowi odpowiednikdéw
nieréwnosci typu Bella w wypadkach, gdy poszczegolni obserwatorzy maja dostep do kilku
poduktadéw jednoczesnie. Jest to uogdlnienie zwyktego podejscia do scenariusza Bella, kiedy
to kazdy z obserwatoréw dokonuje pomiarow tylko na lokalnym poduktadzie. Oczywiscie
tatwo sobie wyobrazi¢, ze takie uogolnienie istotnie opisuje konkretng sytuacje fizyczng. Co
wiecej, sytuacje takie moga wystgpowa¢ w konkretnych urzadzeniach kwantowo-
informatycznych, gdzie trudno jest zapewni¢ odpowiednig separacje przestrzenng poduktaddw.
Tak wiec problem moze mie¢ znaczenie praktyczne, np. w zagadnieniach korekcji bledow.
Glownym celem jest wiec tu odpowiedz na pytanie jakie korelacje miedzy wynikami pomiarow
sa mozliwe do otrzymania przy takim uogdlnieniu, jak zaleza one od liczby uktadéw, w ktorych
poszczegodlni obserwatorzy moga dokonywac jednoczesnych pomiaréw 1 jakich konsekwencji
nalezy si¢ spodziewac¢ z punktu widzenia ewentualnych zastosowan. W pracy podano szereg
przyktadow pozwalajacych na czesciowe odpowiedzi na te pytania. Wykorzystano tu wyniki
Rozdzialu 2. dotyczace niekomutatywnych wielomianowych probleméw optymalizacyjnych.
Przedstawione w tym rozdziale rezultaty uwazam za bardzo interesujace 1 otwierajace szerokie
pole dalszych badan dotyczacych korelacji kwantowych w uktadach kwantowych
interesujacych z punktu widzenia zastosowan.

W rozdziale 4. przedstawiono wyniki dotyczace relacji nieoznaczonosci w do$¢ ogdlnym
wypadku gdy wystepuja obserwable komutujace 1 antykomutujace. Gtownym oryginalnym i
interesujgcym wynikiem jest tu konstrukcja hierarchii optymalizacyjnych problemow
potokreslonych dla znalezienia odpowiednich dla takich uktadow relacji nieoznaczonosci.
Interesujace, nowe rezultaty dotycza uogolnienia liczby Lovasza charakteryzujacej grafy (w
tym wypadku grafy, poprzez swoje wierzchotki 1 krawedzie reprezentuja, odpowiednio, wyniki

1 pomiary).



Rozdziat 5. rozprawy to jednostronicowe podsumowanie tresci poprzednich dwéch rozdziatow.

Praca napisana jest dobrze, w nalezyty sposob wykorzystuje obszerng i peing dotgczong
bibliografie. Nie znalaztem istotnych uchybien w argumentacji i prezentacji rezultatow (drobne
btedy we wzorach nie sg warte wspominania w recenzji, gdyz w zadnym stopniu nie wptywajg
na mozliwo$¢ zrozumienia wywodu). Pewien niedosyt (o ktérym juz troche wspomniatem
powyzej) spowodowany jest oszczednoscig w pokazywaniu zwigzkow otrzymanych wynikow
z konkretnymi, ciekawymi sytuacjami fizycznymi. Przytaczane przyktady sg zazwyczaj bardzo
proste (elementarne scenariusze Bella dotyczace matej liczby poduktadéw w
niskowymiarowych przestrzeniach) i dla ich analizy wystarczajg $rodki daleko mnigj
zaawansowane niz przedstawione w rozprawie. Rozumiem jednak, ze majg one na celu tylko
bardzo proste ilustracje zastosowan rozwinietych przez autora metod, a nie dyskusje ciekawych
zagadnien fizycznych. Jednak cho¢ jeden przykiad pokazujacy praktyczne znaczenie
otrzymanego wyniku dla konkretnego problemu kwantowo-informatycznego bytby cennym
dodatkiem.

Powyzsza uwaga nie umniejsza mojego uznania dla catosci pracy oraz wiedzy autora
Zaprezentowane wyniki sg interesujace i oryginalne. Konsekwentne stosowanie podejscia w
terminach probleméw optymalizacyjnych pozwala na catosciowe spojrzenie na fundamentalne
problemy kwantowosci uktadéw: korelacje i zasady nieoznaczonosci.

Uwazam, ze praca mgr. Moisesa Bermejo Morana pt. Characterizing Quantum Behaviours

spetniawszelkie formalne i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze
0 dopuszczenie go do dalszych etapdéw postepowania w sprawie nadania mu stopnia doktora.
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