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Wstep

Kwantowe przejscia fazowe sg zjawiskiem, ktére polega na zmianie wlasnosci stanu podstawowego
uktadu fizycznego wskutek zmiany zewnetrznego parametru, takiego jak np. pole magnetyczne. Fazy
sa oddzielone tzw. punktem krytycznym. Zainteresowanie kwantowymi przej$ciami fazowymi wzrosto
w ostatnim czasie, gléwnie ze wzgledu na rozwoj technologii kwantowych i pojawienie sie mozliwosci
eksperymentalnej kontroli coraz wickszych uktadéw. Duzy wysitek badawczy jest wkiadany w zrozu-
mienie dynamiki kwantowych przejsé fazowych, kiedy zewnetrzny parametr jest dynamicznie zmieniany
w czasie. Mozliwosé ilosciowego opisania proceséw istotnych dla tych zjawisk moze mieé¢ znaczenie w
ocenie doktadnosci dziatania adiabatycznych komputeréw kwantowych - technologii, ktéra w ostatnich
latach dynamicznie sie rozwija. Jednakze, precyzyjny opis uktadéw konstruowanych eksperymentalnie
jest zazwyczaj bardzo trudny z uwagi na stopieri ich skomplikowania. Dlatego w teorii kwantowych
przejs¢ fazowych rozwaza sie rodziny modeli, ktére maja analityczne rozwiazanie - wnioski uzyskane z
ich analizy mozna rozszerzy¢ na bardziej ztozone uktady z wykorzystaniem wlasnosci uniwersalnosci.

Niniejsza praca ma za zadanie w konkretny i zwarty sposob przedstawié¢ uzyteczne metody analizy
dynamiki kwantowych przejs¢ fazowych w wielocialowych uktadach spinowych, ktére maja analityczne
rozwigzanie. Pierwsze dwa rozdzialy stanowiag ogélny wstep teoretyczny przedstawiajacy wspotczesny
stan wiedzy w dziedzinie dynamiki kwantowych przej$¢ fazowych oraz sieci spinowych, za$ kolejne
trzy zawieraja oryginalne wyniki Autora. Skupiaja sie one na réznych obserwablach: magnetyzacji po-
przecznej (w stosunku do kierunku oddziatywania spinow), podtuznej (wzdtuz kierunku oddzialywania
spin6éw) oraz podatnosci magnetycznej. Analiza ewolucji kazdej z rozpatrywanych obserwabli pozwala
uchwyci¢ inne aspekty dynamiki oraz pokazuje réznego typu problemy techniczne, zaré6wno od strony
obliczen analitycznych, jak i numerycznych.

Praca sktada sie z pieciu rozdziatéw. Rozdzial pierwszy przedstawia kluczowe koncepcje fizyczne
istotne dla zrozumienia wynikéw przedstawionych w dalszych rozdziatach. Zawiera definicje kwanto-
wego przejscia fazowego w rownowadze, przyklady uktadow wielociatowych wykazujacych takie przej-
Scia oraz wprowadzenie narzedzi potrzebnych do ich analizy, takich jak wyktadniki krytyczne, pojecie
uniwersalnosci i mechanizm Kibbla-Zurka. Rozdzial ten ma charakter jakosciowy (bez przytaczania
szczegolow technicznych) oraz zawiera zestawienie odniesienn do pozycji bibliograficznych, ktore byty i
sg istotne dla rozwoju tej dziedziny fizyki.

W przeciwienstwie do rozdziatu pierwszego, rozdzial drugi ma charakter techniczny i zawiera opi-
sang krok po kroku procedure diagonalizacji kwantowego modelu XY oraz numerycznego wyznaczania
dynamiki nieréwnowagowej tego modelu. Wyniki z tego rozdzialu moga byé wprost zastosowane do
modeli rozwazanych w dalszych rozdziatach, takich jak model Isinga w polu poprzecznym czy roz-
szerzony model XY. Szczegélny nacisk potozono na zagadnienia czesto pomijane, takie jak problem
parzystosci stanow wtasnych czy przerwe energetyczng zwigzang z tamaniem symetrii. Rozwazane sg
uktady o skoriczonym rozmiarze.

Pozostate rozdzialy bazuja na nastepujacym cyklu publikacji Autora:

e M. Bialoriczyk and B. Damski. One-half of the Kibble-Zurek quench followed by free evolution. J.



Stat. Mech., 2018:073105, 2018.

e M. Bialoriczyk and B. Damski. Dynamics of longitudinal magnetization in transverse-field qu-
antum Ising model: from symmetry-breaking gap to Kibble-Zurek mechanism. J. Stat. Mech.,
2020:013108, 2020.

e M. Biatoriczyk and B. Damski. Locating quantum critical points with Kibble-Zurek quenches.
Phys. Rev. B, 102:134302, 2020.

Publikacje powyzsze, a zarazem rozdzialy niniejszej pracy, sa ze soba powiazane i uzupelniaja sie wza-
jemnie. W rozdzialach trzecim oraz czwartym analizowany jest podobny schemat dynamiki, w ktéorym
nierébwnowagowe przejscie jest zatrzymane a nastepnie ukltad ewoluuje swobodnie. Dalej prezento-
wane sg odmienne podejscia do analizy ewolucji swobodnej, w zaleznosci od informacji ktoére chcemy
uzyskaé¢. W rozdziale trzecim analizowana jest magnetyzacja poprzeczna - jej periodyczna struktura
stanowi swoisty ,,odcisk” dynamiki nier6wnowagowej, na podstawie ktérego mozna wyciagnaé wiele
wnioskow dotyczacych szczegotow przejscia. Rozdzial czwarty natomiast zawiera drobiazgows analize
magnetyzacji podtuznej, co z kolei daje mozliwos¢ zbadania zjawiska lamania symetrii.

Schematy przejscia w opisanych powyzej rozdziatach r6znig sie kierunkiem zmian pola; w rozdziale
trzecim rozwazane sa przejScia gdy zewnetrzne pole maleje, zas w rozdziale czwartym gdy rosnie.
Rozdzial piaty taczy idee przedstawione w poprzednich rozdziatach. Zaprezentowano w nim metode,
pozwalajaca na wyznaczanie punktu krytycznego z wykorzystaniem nieréwnowagowych przejs$é dwu-
stronnych oraz podano sposéb oceny dokladno$ci wyznaczenia punktu krytycznego za pomocg teorii
Kibbla-Zurka.

Prace zamyka podsumowanie, w ktérym przedstawiono mozliwe kierunki rozszerzenia niniejszej

rozprawy oraz informacje o dalszych badaniach Autora.



Rozdzial 1

Wprowadzenie do teorii kwantowych

przejs¢ fazowych 1 mechanizmu
Kibbla-Zurka

Przejscia fazowe w fizyce wiaza sie z drastyczng zmiang wlasnosci uktadu przy zmianie fazy, wywo-
tanej zazwyczaj zmiang wartosci pewnego parametru. W przypadku znanych z do§wiadczenia codzien-
nego klasycznych przejéé¢ fazowych, parametrem tym jest temperatura i przejscie fazowe jest zwiazane z
nieanalityczno$cia energii swobodnej. Moze to na przyktad manifestowaé sie poprzez nieciagtosé ciepta
wlasciwego w punkcie krytycznym, co powoduje, ze ukltad jest tam bardzo czuly w tym sensie, ze mala
zmiana temperatury w gwattowny sposdéb moze zmieni¢ jego wtasnosci. W ogdlnosci nieanalitycznosé
energii swobodnej moze mie¢ bardziej zlozong postaé, jak w przypadku paradygmatycznego przejécia
w cieklym helu [1].

7 teoretycznego punktu widzenia, kwantowe przejscia fazowe zachodza w temperaturze zera bez-
wzglednego, choé¢ moga byé obserwowane w temperaturze bliskiej zera bezwzglednego. Zazwyczaj sa
indukowane zmiang parametru, takiego jak np. zewnetrzne pole magnetyczne. Przy zmianie faz naste-
puje zasadnicza zmiana wlasnosci stanu podstawowego (np. paramagnetyk-ferromagnetyk, izolator-stan
nadciekly). W punkcie krytycznym energia stanu podstawowego jest nieanalityczna.

Celem tego rozdziatu jest przedstawienie, w mozliwie zwarty i przystepny sposob, gléwnych idei
ktore beda istotne w pracy, z naciskiem na uniwersalnosé¢ obserwowana w uktadach w poblizu punktu
krytycznego: zar6wno w stanie podstawowym, jak i podczas dynamiki nier6wnowagowej. W podroz-
dziale 1.1 przedstawiamy przyktady uktadéw wykazujacych kwantowe przejécie fazowe oraz opisujemy
podstawowe koncepcje dotyczace przejsé fazowych w stanie podstawowym (w rownowadze). Przywo-
tamy definicje wyktadnikéw krytycznych oraz zwiazki miedzy nimi. W podrozdziale 1.2 zajmiemy sie
dynamika nieréwnowagows, ktéra ma miejsce, gdy zmiana parametru wywoltujacego przejscie fazowe
odbywa sie w skoniczonym czasie. Przedstawimy podstawowe wnioski z tzw. mechanizmu Kibbla-Zurka,
ktory pozwala opisa¢ nieréwnowagowe wlasnosci uktadu przy pomocy réwnowagowych wyktadnikéow

krytycznych.

1.1 Kwantowe przejscia fazowe w rownowadze

Typowa sytuacja, w ktoérej zachodzi kwantowe przejscie fazowe, ma miejsce gdy w uktadzie ist-
nieje wspoélzawodnictwo miedzy réznymi typami oddzialywan. Hamiltonian zazwyczaj mozna wtedy
sprowadzi¢ do postaci [2]:

H:Ho-f-ng, (1.1)
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Rysunek 1.1: Schematyczna ilustracja struktury najnizszych pozioméw energetycznych Hamiltonianu
(1.1) w zaleznosci od relacji komutacji Hy i H;. Po lewej przypadek krzyzowania poziomdéw, ktory moze
zachodzi¢ dla ukladu o skoriczonym rozmiarze. Po prawej przypadek anty-krzyzowania poziomoéw, w
ktérym nieanalitycznosé energii stanu podstawowego pojawia sie w granicy termodynamicznej, gdy
przerwa energetyczna A znika. Szybkos¢ jej zaniku wraz z odlegtoscig od punktu krytycznego g. jest
waznym wyznacznikiem, ktéry moze by¢ uzyty w celu okreslenia klasy uniwersalnosci, do ktorej przy-

nalezy dany model.

gdzie g jest parametrem indukujacym przejscie fazowe. Mozliwe sa tu dwa przypadki: (i) operatory Hy i
H, komutuja, oraz (ii) Hy oraz H; nie komutuja. W pierwszym przypadku istnieje mozliwosé, ze dojdzie
do krzyzowania poziomdw, gdzie stan podstawowy przechodzi w stan wzbudzony po przekroczeniu
punktu krytycznego g = g. (rysunek 1.1). Bardziej powszechny, i dajacy bogatsze mozliwosci jest
przypadek, gdy [Ho, H1| # 0. Przerwa energetyczna w punkcie krytycznym (oznaczona na rysunku 1.1
przez A), ktora w uktadzie o skoriczonym rozmiarze jest niezerowa, znika w granicy termodynamicznej.
Moga wtedy pojawi¢ sie roznego rodzaju nieanalitycznosci w energii stanu podstawowego Fo(g). W
niniejszej pracy bedziemy zajmowacé sie jedynie przejsciami z tej drugiej grupy (sytuacja z prawego
wykresu rysunku 1.1). Aby uczyni¢ dalsza dyskusje bardziej konkretna, ponizej podajemy przyktady

uktadéw wykazujacych tego typu kwantowe przejscie fazowe:

o Kwantowy model Isinga w polu poprzecznym jest zadany Hamiltonianem:
H=-) ofof,,—g) o, (1.2)
i i

gdzie o} oraz o sg macierzami Pauliego. Stany wtasne o} i 07 bedziemy oznacza¢ odpowiednio
| =), [<) oraz [1), |}). Hamiltonian modeluje uktad spinéw na jednowymiarowej sieci, ktore od-
dziatuja ze soba w kierunku z oraz z zewnetrznym polem g w kierunku z. Przejscie fazowe jest
kontrolowane poprzez parametr g. Dla g > g. dominuje czlon ), 07 i stan podstawowy mozna
schematycznie zapisa¢ w postaci [11...71) - uktad jest w fazie paramagnetycznej. Z kolei dla
g — 0 dominuje czlon oddzialtywania spinéw i uklad jest w jednym ze stanow |—— ... —) lub
|+« ... <). Fazy sa oddzielone punktem krytycznym g. = 1. Jest to sztandarowy model roz-

wazany w teorii przej$¢ fazowych, szeroko analizowany réwniez w niniejszej pracy. Jego kluczowa

11



zaleta jest fakt, Zze za jego pomoca mozna bada¢ bardzo szeroki wachlarz zjawisk zwigzanych
z kwantowymi przejsciami fazowymi, przy jednoczesnej mozliwosci analitycznego wyznaczenia

energii oraz stané6w wlasnych Hamiltonianu.

e Trojwymiarowy model Bosego-Hubbarda:

1

H=-J Z(a;raj + a;rai) + 5 Zni(ni - 1), (1.3)
(1.d) i

gdzie (i,j) oznacza pare najblizszych sasiadéw na trojwymiarowej sieci, za$ a; jest operatorem

anihilacji bozonéw w ¢-tym oczku:

[ai, aj] = 0, [ai,a}] = (517‘1, ni = aiTai. (1.4)

Dla J < J. dominuje czton oddziatywania %Zini(ni — 1) i uklad jest fazie izolatora Motta,
za$ dla J > J. dominuje czlon tunelowania bozonow —.J Z(m)(aiTaj + a}fai) i uklad jest w fazie
nadciektej [3, 4]. W przeciwienistwie do modelu Isinga, w tym przypadku nie istnieje analityczny
sposob znalezienia poziomoéw energetycznych, stanoéw wtasnych i okreslenia doktadnej lokalizacji
punktu krytycznego - w celu okreslenia przyblizonej wartosci J. stosowane sa réznego rodzaju

techniki numeryczne, ktore prowadza do J. =~ 0.03 [5].

Aby scharakteryzowac ilosciowo wlasnosci przejscia fazowego, wprowadza sie wyktadniki krytyczne,
ktore okreslaja jak rozne wielkosci zaleza od odlegtosci od punktu krytycznego (w bliskim jego sasiedz-
twie):

e Skalowanie przerwy energetycznej jest dane przez iloczyn wyktadnikéw zv:

A~ |g - gc‘zy' (1.5)

e Skalowanie dtugodci korelacji jest dane przez wyktadnik v:
1

R T
|g_gc‘u

(1.6)

Dla typowego uktadu spinowego dtugosé korelacji jest okreslona poprzez zanik dwupunktowych

funkcji korelacji C'(r):
1
C(r) ~ - exp(—g) , r—=00, n>0. (1.7)
Funkcja korelacji okresla jak mocno skorelowane sa obiekty w odlegltych punktach uktadu. Jej

dokladna postac¢ zalezy od operatoréw uzytych do definicji C'(r). Przyktadowo, w modelu Isinga

(1.2) mozna rozwazy¢ [6, 7]:

xr __T X X 1 92 —zT|1n
C(r) = {oioiy,) — (07 ){oi4) = o2 (1 — 92)7/46 gl > 1, g #£ 1L (1.8)

W punkcie krytycznym zaleznosé korelacji od odlegtosci miedzy spinami jest nastepujaca [7]:

1
-y

C(r) (1.9)

7 powyzszych wzoréw jest widoczne, ze poza punktem krytycznym korelacje zanikaja wyktadniczo
jak we wzorze (1.7), za§ w punkcie krytycznym (gdzie dtugosé korelacji staje sie nieskonczona)
zanik ma algebraiczny charakter, zapisywany zazwyczaj w nastepujacy sposob [8]:

1

Cr) ~ o

(1.10)
co definiuje wyktadnik 7.
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e Laczac rownania (1.5) oraz (1.6) otrzymuje si¢ definicje wyktadnika z:

A~ <2) (1.11)

Jezeli poziomy energetyczne uktadu moga by¢ opisane za pomoca wzbudzen kwaziczastek o okre-
slonym pedzie k, powyzsza relacja ma interpretacje relacji dyspersji: analiza wymiarowa pokazuje,
ze skala pedow jest dana przez odwrotno$é dtugosci korelacji, za$ przerwa energetyczna jest pro-
porcjonalna do czestosci:

w ~ k*. (1.12)

e Nieanalitycznos¢ gestosci energii stanu podstawowego zwyczajowo jest okreslana przez wyktadnik
2 — o
Eo~ g — g (1.13)

Powyzej przytoczylismy najwazniejsze wyktadniki krytyczne, ktére bedziemy wykorzystywaé¢ w niniej-
szej pracy. Wazng cechg uktadéw w poblizu punktu krytycznego jest to, ze skalowanie wielu wielkosci
jest uniwersalne, tzn. niezalezne od szczegdtéw mikroskopowych danego uktadu i okreslone przez wy-
ktadniki krytyczne. Zestaw wyktadnikéw krytycznych okresla klase uniwersalnosci - modele, ktore sa w
tej samej klasie uniwersalnosci wykazuja podobne wtasciwosci fizyczne w poblizu punktéw krytycznych.
Od konkretnego uktadu zaleza jedynie stale proporcjonalnosci w rownaniach (1.5), (1.6). Uniwersal-
no$¢ jest hipoteza, ktéra ma ugruntowane podstawy opierajace sie na technikach grupy renormalizacji
[9, 10, 11]. Uzywajac tych technik mozna pokazaé¢ wiele zwiazkow pomiedzy wyktadnikami krytycznymi.

W rozdziale 5 skorzystamy z tzw. relacji hiperskalowania |8, 12]:
a=2-v(d+z), (1.14)

gdzie d jest wymiarem przestrzeni, w ktorej okreslony jest uktad.

W tym miejscu warto poczynié¢ dwie uwagi:

1. Relacje skalowania takie jak (1.13) zawieraja jedynie informacje o algebraicznej rozbieznosci
w punkcie krytycznym. Jak zobaczymy w rozdziale 5, mozliwa jest sytuacja, ze rozbieznosé jest
innego typu, np. logarytmiczna (jak to ma miejsce w przypadku drugiej pochodnej gestosci energii

stanu podstawowego w modelu Isinga).

2. Relacje (1.5), (1.6), (1.8), (1.13) zawieraja zalozenie, ze uktad jest nieskoriczony. Dana obserwabla
O, ktoéra w nieskoniczonym uktadzie jest rozbiezna w punkcie krytycznym, w skoriczonym uktadzie
ma maksimum dla pewnego ¢ = gmaz(O) W poblizu punktu krytycznego (w ogoélnosci jest to
ekstremum, lecz dla ustalenia uwagi zaktadamy, ze jest to maksimum). W punkcie krytycznym
dlugosé korelacji jest poréownywalna z rozmiarem ukladu (zakladajac, ze stala sieci jest réwna
1). Zajmuje sie tym tzw. teoria skalowania skoriczonego rozmiaru [13, 14]. Wynika z niej m.in.,
ze

|gmax(0) - gc| ~ N_d)(o)a (1'15)
gdzie ¢(O) jest catkowita wielokrotnoscia 1/v, za§ N oznacza rozmiar ukladu. Poniewaz ¢ zalezy
od konkretnej wielkosci O, teoretycznie punkt krytyczny nie istnieje w uktadzie o skoniczonym
rozmiarze. Mozna jednak zdefiniowaé efektywny punkt krytyczny poprzez ekstremum obserwabli
rozbieznych w granicy N — oo. Takie rozumienie punktu krytycznego jest powszechnie stosowane
zarébwno w symulacjach numerycznych, jak i eksperymentach. Aby efektywny punkt krytyczny
dobrze odzwierciedlal zachowanie uktadu przewidywane teoretycznie (w szczegolnosci relacje ska-
lowania typu (1.5)), rozmiar uktadu powinien by¢ odpowiednio duzy. Stanowi to powazna trud-
nos¢ w symulacjach numerycznych modeli, ktore nie posiadaja analitycznego rozwiazania (takich
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jak model Bosego-Hubbarda). Dlatego w badaniach nad kwantowymi przejsciami fazowymi duza
role odgrywaja modele catkowalne, takie jak jednowymiarowy model Isinga - dzieki koncepcji klas
uniwersalnosci pozwalaja przewidywaé zachowanie bardziej skomplikowanych ukladow, ktore sa

realizowane eksperymentalnie.

1.2 Nieré6wnowagowe kwantowe przejscia fazowe i mechanizm Kibbla-
Zurka

Z dynamika nieréwnowagowsg uktadu mamy do czynienia, gdy parametr wywotujacy przejécie fazowe
jest stopniowo zmieniany. W przypadku klasycznych przej$é fazowych parametrem tym jest zazwy-
czaj temperatura lub ci$nienie [1]. Nieréwnowagowe przejscia przez punkt krytyczny moga prowadzié
do bardzo ciekawych zjawisk, takich jak np. formacja defektow topologicznych [15]. W dalszej czesci
pracy koncentrujemy sie na nieréwnowagowych przejsciach kwantowych - bedziemy analizowaé¢ uktad
poddany stopniowej zmianie parametru g.

Przypusémy, ze chcemy przeprowadzi¢ uktad wykazujacy anty-krzyzowanie pozioméw (jak na pra-
wym wykresie rysunku 1.1) przez punkt krytyczny g.. Uklad na poczatku jest przygotowany w stanie
podstawowym daleko od punku krytycznego. Gdy przerwa energetyczna A jest duza, wzbudzenia sg
mato prawdopodobne i uklad pozostaje w stanie bardzo bliskim stanu podstawowego - méwimy ze
przejscie jest adiabatyczne. W miare zblizania sie do punktu krytycznego (gdy ¢ rosnie), przerwa
energetyczna maleje, prawdopodobienistwo wzbudzen jest coraz wieksze i utrzymanie adiabatycznosci
wymaga wolniejszych zmian parametru g. Mozna na to tez patrze¢ wprowadzajac pojecie czasu reakcji
w kwantowych przejsciach fazowych 7, ktéry rosnie odwrotnie proporcjonalnie do przerwy energetycz-
nej:

T ~ l (1.16)

A

W tym miejscu zasadna jest uwaga odnosnie terminologii. We wczesniejszej literaturze (patrz np. [16])
T czesto jest okreslane jako czas relaksacji. Termin ten sugeruje jednak zwiazek z czasem potrzebnym
do osiggniecia stanu rownowagi termodynamicznej, co nie jest adekwatne w analizowanych w niniejszej
pracy sytuacjach. W dalszej czesci wywodu 7 nalezy rozumieé jako czas, ktory uktad potrzebuje, aby
dostosowaé sie zmian zewnetrznego pola - stad termin czas reakcji. Warto zaznaczyé, ze do tej pory
przedstawione rozwazania nie wykraczaja poza standardowe ujecie twierdzenia adiabatycznego [17].
Aby efektywnie przybliza¢ skomplikowang dynamike nieréwnowagowa w poblizu punktu krytycznego
potrzebne sa narzedzia teoretyczne wykraczajace poza twierdzenie adiabatyczne - gdy uktad zbliza sie
do punktu krytycznego czas reakcji rosnie i odpowiedz uktadu jest opdzniona w stosunku do zmian
parametru g. Prowadzi to do koncepcji tzw. przyblizenia adiabatyczno-impulsowego, ktére w kontekscie
dynamiki uktadéw kwantowych zostato po raz pierwszy wprowadzone w [18]|. Koncepcja zostata pozniej
rozwinieta m.in w |16, 19]. Przyblizenie to zaklada, ze ewolucja dzieli sie na trzy etapy. Ponizej, przez
lg(t)) oznaczamy stan podstawowy Hamiltonianu H[g(t)] oraz zakladamy, ze warto$¢ pola g wzrasta.

1. Zakladamy, ze stan poczatkowy uktadu jest stanem podstawowym. W pierwszym etapie ewolucja
jest adiabatyczna, uktad pozostaje w stanie podstawowym, czyli jego funkcja falowa spetnia
[w(t)) = e*® |g(t)), gdzie @(t) jest faza, dana przez jego energie:

o(t) = — [ Eo(g(t))dt. (1.17)

to

Etap ten trwa do momentu, gdy parametr g spelnia warunek g < g. — g, tzn. gdy uktad znaj-
duje sie w pewnej odleglosci ¢ od anty-skrzyzowania pozioméw (sprecyzowaniem ¢ zajmiemy sie

pozniej).
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2. W drugim etapie zachodzi impulsowa ewolucja dookota punktu krytycznego, tzn. dla |g—g.| < g.
Uktad pozostaje w stanie ,zamrozonym” z korica pierwszego etapu, jego stan moze uzyskaé tylko
dodatkowa faze A(t):

(8) = PO |g. — ). (1.18)

Intuicyjnie, czas reakcji 7 uktadu w tym przedziale wartosci g jest tak duzy, ze uktad nie nadaza

za zmianami parametru.

3. W trzecim etapie, dla g > g. + g ewolucja jest ponownie adiabatyczna. Uklad nie jest w stanie

podstawowym, ale nie pojawiaja sie dodatkowe wzbudzenia - wartosé¢ | (¢(t)|g(t)) | jest stata.

Aby okregli¢ wartos¢ parametru, dla ktorej zachodzi przejscie od ewolucji adiabatycznej do impul-

sowej, rozwazmy szczegbdlng sytuacje, gdy parametr dany jest wzorem:
t
g(t) = ge + —. (1.19)
TQ
Parametr 7g > 0 jest nazywany czasem przejscia i odpowiada za jego szybkos¢. Jezeli 7¢ jest wigksze,
przejscie jest wolniejsze i ewolucja adiabatyczna trwa dluzej (tzn. § jest mniejsze).
W tak okreslonej ewolucji wystepuja dwie skale czasowe, zalezne od aktualnej wartosci parametru
g(t):
1. Cazas reakcji 7 ~ 1/A[g(t)].

2. Skala czasowa na jakiej warto$é pola zbliza sie do punktu krytycznego:

g(t) — Yc

P

(1.20)

Skala czasowa 7T zapisana w powyzszej postaci jest wygodna do obliczen. Aby wyjasni¢ sens fizyczny 7

zauwazmy, ze mozna ja roOwniez zapisa¢ w postaci:

NIGON
ZAly(0)

Zatem T jest skalg czasowa, na jakiej zmienia sie najwazniejszy parametr uktadu, odpowiadajacy za

(1.21)

dynamike : réwnowagowa przerwa energetyczna. Podczas ewolucji adiabatycznej czas reakcji jest maty,
za$ T jest duze (uklad znajduje sie daleko od punktu krytycznego). Z kolei w obszarze impulsowym
czas reakcji jest duzy, zag T jest male, gdyz uklad znajduje sie blisko punktu krytycznego. Zmiana

zachowania uktadu z adiabatycznej na impulsowa nastepuje, gdy te dwie skale czasowe staja sie po-

rownywalne:
1 t) —
Alge+9) ?(()t) y gc) (122)
9=9gc£g
Podstawiajac relacje skalowania (1.5) oraz (1.19) otrzymujemy:
1
g~y (1.23)

Jest to wyrazenie na nieréwnowagowa skale parametru przejscia fazowego. Korzystajac z niego mozna

otrzymac nieréwnowagowa skale czasows oraz nieréwnowagows dhugos$é korelacji:

t=10~ 75", (1.24)

=€) ~75. (1.25)



Przyblizenie adiabatyczno-impulsowe oraz relacje (1.23), (1.24), (1.25) stanowia podstawowe wy-
niki tzw. kwantowej teorii Kibbla-Zurka (lub kwantowego mechanizmu Kibbla-Zurka), ktory pierwot-
nie pojawil si¢ w kosmologii [20] i potem znalazl swoje zastosowanie w fizyce fazy skondensowanej,
glownie dzieki pracom W.H. Zurka [15]. Oryginalnie, mechanizm ten zostal zaproponowany w kon-
tekscie formacji wirow (defektow topologicznych) w nadcieklym helu w klasycznym (tzn. inicjowanym
zmiang temperatury) przejsciu fazowym. Formacja defektéw topologicznych w kwantowym przejsciu
fazowym zostala po raz pierwszy kompletnie opisana w [21]. Jest ona zwiazana z powstawaniem do-
men o przeciwnych orientacjach spindéw po nieréwnowagowym przejsciu z fazy paramagnetycznej do
ferromagnetycznej. Aby pokrotce wyjasni¢ idee przypomnijmy, ze w modelu Isinga dla ¢ = 0 stan
podstawowy jest dwukrotnie zdegenerowany (w granicy termodynamicznej degeneracja wystepuje w
calej fazie ferromagnetycznej dla 0 < g < 1). Po przejsciu idealnie adiabatycznym do g = 0 uktad
znalaztby sie w superpozycji stanéw |« ... <) lub |=>— ... —). Po przej$ciu nier6wnowagowym
do fazy ferromagnetycznej stan uktadu mozna schematycznie przedstawi¢ jako superpozycje standéw o

naprzemiennych sekwencjach domen:
|... oo L) (1.26)

Mechanizm Kibbla-Zurka przewiduje, ze $redni rozmiar domen skaluje sie zgodnie z nieréwnowagowa
dhugoscia korelacji é , co zostalo §cisle potwierdzone w [21].

Zaznaczamy, ze powyzej opisaliSmy najbardziej podstawowa wersje przyblizenia adiabatyczno-
impulsowego, ktéra juz w tej formie daje bardzo dobre przewidywania. W literaturze mozna znalezé
rozwiniecia tej koncepcji [22]. Odstepstwa od ewolucji adiabatycznej mozna systematycznie analizowaé
za pomoca tzw. adiabatycznego rachunku zaburzen [23, 24].

Wprowadzenie do mechanizmu Kibbla-Zurka konczymy kilkoma istotnymi uwagami:

1. Nalezy pamietaé¢, ze podzial na etapy: adiabatyczny i impulsowy jest konstrukcja teoretyczna,
uzyta w celu wyprowadzenia relacji skalowania i pozwalajaca uzyskaé¢ pewne przewidywania ilo-
Sciowe (patrz uwaga 4). W rzeczywistosci nie istnieje ostra granica miedzy tymi etapami (a zatem
precyzyjnie okreslona wartos¢ g). Relacje (1.23), (1.24) i (1.25) daja informacje o skalowaniu z
szybkoscia przejscia, wiec maja warto$¢ porownawcza (pomiedzy réoznymi uktadami i réznymi
czasami przejscia).

2. Stale ukryte w relacjach (1.23), (1.24), (1.25) moga roznié¢ sie w zaleznosci od tego, po ktorej
stronie punktu krytycznego badamy dynamike (tzn. przed, czy po tym jak parametr przejscia
przekroczy punkt krytyczny). W szczegoélnosci punkt krytyczny niekoniecznie znajduje sie w
srodku obszaru impulsowego. Istota mechanizmu Kibbla-Zurka jest to, ze przewiduje jednakowe
skalowanie § po obu stronach punktu krytycznego.

3. Mimo bardzo szczegolnej postaci, (1.19) dobrze opisuje rowniez ogodlniejsze schematy przejsé
(patrz rozdzial 5), w ktorych parametr przejscia mozna zlinearyzowaé¢ w otoczeniu punktu kry-
tycznego. Dlatego przejscie (1.19) opisuje szeroka klase zjawisk. Skalowania (1.23), (1.24), (1.25)
maja rowniez taka sama postaé dla przejsé ,w doét”, ktore mozna zapisaé w postaci:

g(t) = ge - ’; (1.27)
W przypadku takich przejsé kolejnosé etapéw dynamiki przewidywanej przez przyblizenie adiabatyczno-
impulsowe odwraca sie. Poczatkowy etap adiabatyczny (gdy uklad jest w chwilowym stanie wta-
snym) trwa do ¢g(t) = g.+ ¢, pomiedzy g.+g i g. — ¢ mamy ewolucje¢ impulsowa, zas dla g < g.—g
ewolucja zachowuje wartosé¢ |(v(t)|g(t))|. Wielkosé¢ g skaluje sie zgodnie z (1.23).
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4. Przyblizenie adiabatyczno-impulsowe daje bardzo wygodny sposéb przyblizania wartosci dowol-
nej nieréwnowagowej obserwabli O w okolicy punktu krytycznego. Mianowicie, korzystajac z
(1.18), mozna zapisa¢:

O(ge) = O“(g £ 9) (1.28)

Lewa strone powyzszej relacji nalezy interpretowaé jako warto$é srednig obserwabli obliczang
podczas nieréwnowagowego przejscia, za$ prawa w stanie podstawowym. Obliczenie stanu pod-
stawowego jest na og6l prostsze niz znalezienie pelnego stanu nieréwnowagowego, dlatego wyko-
rzystanie (1.28) wraz z (1.23) stanowi wygodny sposob okreslania skalowania obserwabli nierow-
nowagowych w punkcie krytycznym. Przyktady zastosowania tego typu relacji w praktyce mozna

znalez¢ m.in. w rozdziale 5 niniejszej pracy.

5. Stosowalnosé teorii Kibbla-Zurka w uktadach o skoniczonym rozmiarze jest zalezna od relacji
nieréwnowagowej dtugosci korelacji é do rozmiaru uktadu N. Standardowo zaktada sie, ze dla

£ < N. (1.29)

efekty skorniczonego rozmiaru sa nieistotne, gdyz wtedy spodziewany sredni rozmiar defektéw jest

duzo mniejszy niz rozmiar uktadu.

6. W przypadku, gdy uktad posiada opis z uzyciem kwaziczastek w przestrzeni pedéw, odwrotnosé
nieréwnowagowej dtugosci korelacji okresla skale, na ktorej pedy sa wzbudzane. Mianowicie,
wzbudzeniom ulegaja mody o pedach spelniajacych:

1 —v

kégNTﬁ;. (1.30)

Q
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Rozdzial 2

Calkowalne sieci spinowe

W tym rozdziale przedstawiamy kluczowe dla dalszych czesci pracy metody i wyniki dotyczace
jednowymiarowych catkowalnych sieci spinowych. W niniejszej pracy bedziemy rozpatrywaé skoiiczone
uktady N spindéw, w zaleznosci od potrzeby odwotujac si¢ do granicy termodynamicznej, czyli N — oo.
Spiny moga oddzialtywaé ze soba oraz z zewnetrznym polem. Za pomoca odpowiedniej transformacji
moga by¢ sprowadzone do uktadu nieoddzialujacych fermionéw, co pozwala na znalezienie pelnego
spektrum Hamiltonianu za pomoca wydajnej analitycznej metody. Jako metode wydajna rozumiemy
tu taka, ktorej czas wykonania oraz zasoby pamieciowe skaluja sie wielomianowo z rozmiarem uktadu
(w typowym przypadku diagonalizacja uktadu N spinéw wymaga czasu rosnacego wyktadniczo z N).
W wielu przypadkach takich uktadéw jest réwniez mozliwe znalezienie zwieztych formut analitycz-
nych na wiele istotnych wielkosci zwigzanych z uktadem, a takze efektywne symulowanie dynamiki
nierdwnowagowe;j.

Mimo, ze uktady, ktore mozna bada¢ eksperymentalnie (takie jak np. model Bosego-Hubbarda czy
model Isinga z dalekozasiegowym oddzialywaniem) zazwyczaj nie daja sie w pelni wydajnie symulo-
waé numerycznie, modele catkowalne sg niezastapionym narzedziem w badaniach teoretycznych. Ich
analiza pozwala zidentyfikowa¢ gléwne zasady fizyczne, ktore rzadza zachowaniem uktadow wykazuja-
cych przejscie fazowe, a uzyskane wyniki s punktem wyjscia do testowania koncepcji fizycznych, ktore
w dalszej perspektywie sa wykorzystywane do badania bardziej zlozonych uktadéw i projektowania
eksperymentow.

Organizacja rozdzialu jest nastepujaca. W pierwszym podrozdziale szczegdétowo przedstawiamy
diagonalizacje kwantowego modelu XY w polu poprzecznym z periodycznymi warunkami brzegowymi
(ang. PBC). Nastepnie przytaczamy dokladna analize dla szczegdlnego przypadku modelu XY, miano-
wicie modelu Isinga w polu poprzecznym. Szczegdtowo wprowadzamy, istotne dla dalszej czesci pracy,
wlasnosci przerwy energetycznej oraz réwnan rézniczkowych zadajacych dynamike. W podrozdziale
drugim opisujemy diagonalizacje modelu XY z otwartymi warunkami brzegowymi, za§ w podrozdziale
trzecim rozwiazanie modelu bedacego uogolnieniem modelu XY (jednakze dla parametréw wybranych
w pewien szczegblny sposob). Model ten ma szczegdlne wartosci wyktadnikow z i v, co bedzie wyko-

rzystane w rozdziale piatym.
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2.1 Calkowalne sieci spinowe z periodycznymi warunkami brzego-

wymi

2.1.1 Przypadek ré6wnowagowy

Kwantowy model XY w polu poprzecznym ma postac:

N
14+ 1—v 4
H(V)g) = _Z< 9 O-;'EUZ{E‘FI + TU Uz+1> —QZO' (21)

=1

%% sa dane standardowymi macierzami Pauliego, calkowita przestrzen Hilberta w ktorej

Operatory o;
dziata powyzszy Hamiltonian bedziemy oznaczaé¢ H. Poniewaz niniejsza praca ma gltéownie charakter
teoretyczny, dla przejrzystosci zaktadamy, ze wspotczynniki ~, g sa bezwymiarowe. Przyjmujemy row-
niez, ze h = 1. Wspdtczynnik —1 < v < 1 jest tzw. wspdtczynnikiem anizotropii, g jest zewnetrznym
polem magnetycznym wzdtuz osi z, zas N jest rozmiarem ukladu. Model posiada dwie tzw. linie kry-
tyczne: v # 0,9 = 1 oraz v = 0 oraz 0 < g < 1. Na przecieciu tych linii znajduje sie tzw. punkt
multikrytyczny (y = 0,9 = 1).

Szczegbdlnym przypadkiem modelu XY jest szeroko analizowany w niniejszej pracy kwantowy model
Isinga w zewnetrznym polu (wprowadzony juz w rozdziale 1), ktory otrzymuje sie dla v = 1. Jego

Hamiltonian ma posta¢:

ZJJ QZU. (2.2)

Periodyczne warunki brzegowe oznaczaja, ze
7y z 7y z
ONF1 = 01 (2.3)

Opisana ponizej metoda bazuje na klasycznych pracach [25, 26]. Narzedziem uzywanym do diagona-
lizacji takich Hamiltonianéw jest transformacja Jordana-Wignera, mapujaca uktad spindéw na uklad

fermionow:
F= (et ) [J0=2cle)), of =i(e; =) [[(1 - 2¢ley),
j<i j<i (2.4)
{Ciacj} :Oa {Cza } —52ja

gdzie {-,-} oznacza antykomutator. W reprezentacji potozeniowej, Hamiltonian przyjmuje postaé¢ [21,
27]:

z _ ..
o; =1-2c¢c;, o

N-1

H(g,v) =~ Z [Czci—i-l + CLlCz’ +v (CZTCZTH + C¢+1Ci)]

=1 (2.5)

N
+ P [c}chl + cJ{cN + (c}r\,ci + clcN)] - gz (1 - 203@) ,
=1

gdzie P jest operatorem parzystosci, zdefiniowanym jako:

P= Ha —H (1—2cle)). (2.6)
=1

Nastepnym krokiem jest wykorzystanie periodycznych warunkéw brzegowych i transformacji Fouriera:

cj = exp(—\/%rﬂ) ’g;{ck exp (ikj), (2.7)
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gdzie zakres pedow K zostanie doprecyzowany w trakcie dalszej dyskusji. Hamiltonian (2.5) nie jest
jeszcze w postaci nieoddziatujacych fermionoéw, gdyz zawiera czlony wyzsze niz kwadratowe w ope-
ratorach ¢; poprzez operator P. Poniewaz P? = 1, operator P ma wartosci wlasne 1 oraz -1. Mozna
to powiazaé z parzysta i nieparzysta liczba kwaziczastek kreowanych przez operatory cj.. Przestrzen
Hilberta zatem jest suma prosta dwoch przestrzeni, okreslonych przez wartosci wlasne operatora P:

H=H"oH (2.8)

Poniewaz Hamiltonian komutuje z P (co mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem), moze by¢ zdia-
gonalizowany oddzielnie w kazdej podprzestrzeni. Mozna na to patrzeé¢ w ten sposéb, ze Hamiltonian
rozktada sie na dwa bloki:

H(v,9) = H"(v,9) ® H (7, 9). (2.9)

2N=1 wymiarowych.

W powyzszym wzorze operatory H+ (v,9) 1 H- (7, g) dziataja w podprzestrzeniach
7 technicznego punktu widzenia wygodniej jest jednak operowaé¢ w pelnej przestrzeni Hilberta z uwagi

na definicje operatoréw fermionowych ¢;. W tym celu zapisujemy Hamiltonian w postaci:
1
H(y,9) = H*(7,9)P* + H (v,9)P~, P*=_(1%P). (2.10)

Celem bedzie znalezienie energii oraz stanéw wtasnych kazdego z Hamiltonianow H ™ (v, g) i H™ (v, g).
Glowna trudnosé polega na tym, ze w zaleznosci od sektora przestrzeni Hilberta, rozne sg warunki brze-
gowe, ktore trzeba narzucié¢ na operatory ¢; i w konsekwencji inne sa zbiory pedéw, ktore trzeba uzyé
do transformaty Fouriera. Ponizej analizujemy szczegdtowo dwa przypadki. We wszystkich rachunkach
zakladamy, ze liczba spinéw N w uktadzie jest parzysta - w przypadku, gdy N jest nieparzyste wpro-
wadzone ponizej zbiory pedéw K' i K~ zamieniajg sie wzgledem siebie. Sposéb postepowania jest
analogiczny, lecz wymaga nalezytej uwagi, w szczegblnodci przy obliczaniu energii stanu podstawowego
[27]. Poniewaz parzysto$¢ rozmiaru ukladu nie ma wplywu na wnioski fizyczne, w symulacjach nume-

rycznych w calej pracy ograniczamy sie do uktadéw o parzystej liczbie spinow.

Podprzestrzen o dodatniej parzystosci P = 1. W tej podprzestrzeni nalezy potozyé¢ cyi11 = —c1
(aby znaki przy wyrazeniach typu c¢;c;+1 we wzorze (2.5) byly zgodne dla 1 < ¢ < N). Prowadzi to do
nastepujacego zbioru pedow:

T 37 T
K*={at a0t (r— 1)t =k U k" 2.11
{ NN TN } ST (211)
gdzie kT jest zbiorem wszystkich dodatnich pedow:
m 37 s
k=<3 — — ... 71— . 2.12
{N’ NooT N} (212)
Po wykonaniu transformacji Fouriera Hamiltonian przyjmuje postac:
H*(v,9) =2 Z [(chk - C_ch—k> (g —cosk)+r~ (chT_k + Ckc—k> sin k} . (2.13)

kekt

Po wykonaniu transformacji Bogoliubova, Hamiltonian moze by¢ zapisany w postaci:

H(y,9) = ) 2 (v,hk U 1) : (2.14)
kek+
gdzie
er = /(g — cosk)? + (ysink)2,
= cos % ci + sin % cf
k= 2 ) 2 )k (2.15)
ink g— k
(sin 9, cos V) = <’ysm ’g €08 > .
Ek Ek
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Stan podstawowy w tej podprzestrzeni jest réwny:
0 Y
ly, o)t = H [cos <2k> — sin <2k> LCT—IJ lvac) , (2.16)
kek+

gdzie |vac) jest stanem anihilowanym przez wszystkie operatory ¢ dla k € K*. Energia stanu (2.16)

wynosi:
Ef =-2> & (2.17)
kekt
Podprzestrzen o ujemnej parzystosci P = —1. W tej podprzestrzeni nalezy potozy¢ cy1 = 1.
Prowadzi to do nastepujacego zbioru peddw:
2 4 2
K™ = {O,iw,i£7...,i<w— ;) ,w} =k U-k U{0,7}, (2.18)

gdzie k™ jest zbiorem dodatnich pedéw réznych od 0, 7:
_ 27 Arw 27

Procedura diagonalizacji jest taka sama jak dla podprzestrzeni o dodatniej parzystosci, dodatkowej
uwagi wymagaja mody o pedach 0 i 7 - dlatego te pedy w dalszych rachunkach zazwyczaj bedziemy
traktowaé oddzielnie. W tej podprzestrzeni Hamiltonian po wykonaniu transformacji Fouriera ma

postac

H™ (v,9) =2 Z {(czck — c_ch_k) (g —cosk)+~ (chT_k + c_k> sin k} +
kekt (2.20)

(9= 1)(cheo = coch) + (g + D)(cher — exch).
Po transformacji Bogoliubova otrzymuje sie:
H (v,9)= ) 2 <'Y;J£'Yk +9t ek — 1) +20(cheo — coch) + exl(exen — excl), (2.21)
kek—
gdzie, dla wszystkich pedow k € k™ prawdziwe sa wzory (2.15). Dodatkowo, dla pedow 0, 7 mamy:

eo=9g—1, ex=g+1,

2.22
9o =0, 0, =0. (2.22)

Najnizszy energetycznie stan w tej podprzestrzeni jest dany wzorem:

9 9
lv,9)” = cg H [cos (;) — sin (;) chT_k] |vac) , (2.23)
kek~
zas jego energia:
Ey =2 Z ep — 2. (2.24)

Mozna pokazaé |27], ze dla modelu Isinga (7 = 1) stan podstawowy pelnego Hamiltonianu z parzysta
liczba spinéw zawsze lezy w podprzestrzeni o dodatniej parzystosci. Alternatywna metoda pokazania,
ze stan podstawowy znajduje sie w podprzestrzeni o dodatniej parzysto$ci polega na wykorzystaniu
twierdzenia Perrona-Frobeniusa [28]. W przypadku ogélnego modelu XY nie musi to by¢ prawda [29].
Jak zobaczymy pdzniej, nie jest to tez w ogdlnosci prawda w przypadku rozszerzonego modelu XY.
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Rysunek 2.1: Struktura pozioméw energetycznych dla modelu Isinga z periodycznymi warunkami brze-
gowymi dla N = 12. Linie czarne i czerwone oznaczaja poziomy energetyczne w podprzestrzeniach
odpowiednio o dodatniej i ujemnej parzystosci. Zaznaczono przerwe energetyczna zwiazana z tama-
niem symetrii 6 oraz przerwe dynamiczna w dodatniej i ujemnej podprzestrzeni (A4 i A_).

W celu podania najwazniejszych faktéw dotyczacych przerwy energetycznej skoncentrujemy sie
teraz na modelu Isinga (v = 1). Model posiada dwie fazy: faze ferromagnetyczna (0 < g < 1) oraz faze
paramagnetyczna (g > 1). Fazy oddzielone sa punktem krytycznym w g = 1. Pogladowe przedstawienie
poziomoéw energetycznych dla faz ferromagnetycznej i paramagnetycznej znajduje sie na rysunku 2.1.
Najnizsze poziomy w obu podprzestrzeniach oddzielone sa od siebie przerwsa energetyczna:

§ = Ey — Ef, (2.25)

ktora bedziemy nazywaé przerwq energetyczng zwigzang z tamaniem symetrii. Lamanie symetrii jest
wazna koncepcja zwiagzana z kwantowymi przejéciami fazowymi. W przypadku modelu Isinga tama-
nie symetrii jest zwigzane z tym, ze stan podstawowy w fazie ferromagnetycznej nie jest na ogot
symetryczny wzgledem zamiany |—) na |«), podczas gdy Hamiltonian posiada symetri¢ of — —o?
(whasnoéé ta dotyczy ogolnie modelu XY). Scigle rzecz biorac, tamanie symetrii nie zachodzi w fazie
paramagnetycznej (rowniez w granicy termodynamicznej). Jednak dla ujednolicenia dyskusji, bedziemy
uzywaé terminu ,przerwa energetyczna zwigzana z tamaniem symetrii” oraz oznaczenia ¢ réwniez w
fazie paramagnetycznej.

Oproécz przerwy energetycznej zwiazanej z tamaniem symetrii, istotna jest rowniez tzw. dynamiczna
przerwa energetyczna A4, ktora bedzie grata istotna role przy nieréwnowagowych ewolucjach [30].
Jest ona zdefiniowana jako réznica energii pomiedzy dwoma najnizszymi stanami w podprzestrzeni o
dodatniej parzystosci. Aby wyjasnié¢ jej zwigzek z dynamiks, przypomnijmy, ze zachodzi nastepujaca
tozsamosc:

[H, P] =0, (2.26)

gdzie P jest operatorem parzystosci. Oznacza to, ze parzysto$é stanu jest zachowana podczas dynamiki -
dlatego, jezeli ewolucja zaczyna sie w stanie podstawowym, wazne wtasnosci dynamiczne beda zwiazane

z wartoscig Ay . Ponizej przytaczamy wazniejsze wtasnosci obu przerw energetycznych.
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W granicy termodynamicznej (N — 00) przerwa energetyczna zwiagzana z tamaniem symetrii jest
rowna zero w fazie ferromagnetycznej, za§ w fazie paramagnetycznej dla g > 1 wynosi 2(g — 1). Dla
uktadu o skonczonym rozmiarze obie przerwy energetyczne wykazuja nietrywialne zachowanie wraz z
rozmiarem N. Dokladne zachowanie przerwy energetycznej bedzie istotne w dalszych rozwazaniach,
dlatego ponizej podajemy wyrazenia na przerwe energetyczng zwiazana z tamaniem symetrii [27]:

1 N-3/2 _ _ 2
4Nt V(1T =6)(1 - g2t
§=g¢" | dt— , 0<g<1,
g /0 ™ 1 — (gt)2N =9
1 N-3/2 _ 2 _
_ ANt (1-1t)(g*—1) (2.27)
§=29—2 N dt— 0< 1 '
g—2+g /0 - 1= (2N jg2N , 0<g <,
™
§ = 2tan— =1.
an4N, g

W fazie ferromagnetycznej § maleje wyktadniczo wraz z N:
§=0 (exp (—N/€) /\/N) , (2.28)
gdzie £ jest dtugoscia korelacji (patrz rozdzial 1, réwnanie (1.7)). W punkcie krytycznym:
0g=1)~ — (2.29)

skad wida¢, ze w punkcie krytycznym 9§, choé¢ réwniez maleje do zera, to znacznie wolniej. Dla poréw-

nania, zachowanie dynamicznej przerwy energetycznej jest nastepujace:

AL = 4e :4\/92—29c0s;+1, (2.30)

gdzie czynnik 4 pojawia si¢, poniewaz wzbudzane sa dwa pedy +5. Dla 0 < g < 1 asymptotyka

przerwy dynamicznej jest nastepujaca:

1
za$ dla g = 1:
4
AL~ —. 2.32
prT (2:32)

Dla $cistosci przypominamy, ze punkt krytyczny jest doktadnie w g = 1 jedynie w granicy termo-
dynamicznej. W skoiiczonym uktadzie punkt krytyczny nie istnieje, ale dla duzych rozmiaréw uktadu
warto$¢ g = 1 jest traktowana jako bardzo dobre przyblizenie efektywnego punktu krytycznego (patrz
uwaga 2 pod koniec podrozdziatu 1.1). Ponadto zaznaczamy, ze przerwa energetyczna zwiazana z la-
maniem symetrii dla 0 < g <1 jest niezerowa tylko dla skoniczonego rozmiaru.

2.1.2 Dynamika nieré6wnowagowa

Zakladamy, ze uklad jest przygotowany w stanie podstawowym (2.1) dla pola magnetycznego go,
a nastepnie poddawany jest dynamice okreslonej przez zalezne od czasu pole g(t). Przyjmujac, ze stan

poczatkowy znajduje sie w podprzestrzeni o dodatniej parzysto$ci mamy:

[Y(t =0)) = H (uzq —u! chT_k) lvac) , (2.33)

kekt

ug = cos (19;> . Ut =sin <192k> (2.34)
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oraz U, jest zdefiniowane poprzez wyrazenia (2.15) w go. Stan w dowolnej chwili czasu mozna zapisa¢
w postaci:

6(t) = T (ws(®) = vnlt)elel ) Ivac) (2.35)

kekt

gdzie ug(t), vg(t) spelniaja rownanie rozniczkowe:

. ( Vg, > . < g(t) —'cos(k) —~ysin(k) ) (2.36)

Uk —vsin(k)  cos(k) — g(t)

Sl
VR
e o
~ =
~_—
I
>

oraz warunki poczatkowe:
up(t =0) =ut, vt =0) =vph (2.37)
Powyzsze rownania sg ogblne, ich rozwiazanie pozwala na kompletna charakteryzacje dynamiki uktadu.
Ponizej przedstawiamy rozwiazanie powyzszych rownan w szczegélnym przypadku dla modelu
Isinga (v = 1) i liniowej zaleznosci g(t). Tego typu zaleznos$é jest typowa w analizie mechanizmu
Kibbla-Zurka (patrz rozdzial 1). Zakladamy nastepujaca postaé g(t):
t
gty =1— —. (2.38)
Q
Ewolucja rozpoczyna sie dla t — —oo, gdzie wszystkie spiny sg ustawione zgodnie z kierunkiem pola
magnetycznego (faza paramagnetyczna). Pierwszym krokiem do rozwiazania dynamiki jest podstawie-
nie:
t' = drq sin(k)[g(t) — cos(k)], 74 = 47q sin? (k). (2.39)

Wtedy réwnanie (2.36) przyjmuje posta¢ znana z problemu Landaua-Zenera [21]:

cd [ ug L[ t/7 1 g,
d _1 , 2.40
Y ( o ) 2 ( 1 —t' /7 " (240)

z warunkami poczatkowymi:
lup(t = —o0)| =1, wvi(t = —o0) =0. (2.41)
Stosujac metody z Appendixu B pracy [19] otrzymuje si¢ rozwiazanie w nastepujacej postaci:
v (t) = /Tgsin(k)e”™@ Sin2(k)/4D_n_1[iz(t)],
ug(t) = eI W AT L) D, sfiz(t)] +iz(t) Do afiz(1)]) (2.42)
iz(t) = 2\/@61”/4 [g(t) — cos(k)], n = irgsin?(k),
gdzie D, (z) jest funkcja Webera [31] zdefiniowana poprzez réwnanie rozniczkowe:
d2§;2(z) N <n n % B i22> _ 0 (2.43)

Uzywajac reprezentacji (2.35) mozna tatwo, w dowolnej chwili czasowej, obliczy¢ wartosci obser-
wabli, ktére mozna wyrazi¢ jako forme kwadratowa wzgledem operatordéw cy, cT_ = Scigle mowiac, tego
typu obserwable daja sie zapisa¢ w postaci:

o= viow, w= ( o ) , (2.44)

c
kekt —k

gdzie Oy jest macierza hermitowska 2 x 2. Warto$é¢ obserwabli O w stanie danym poprzez (2.35) jest

wtedy réwna:

Wm0t = Y VoW, Vi= ( Uk ) : (2.45)

u
kek+ k
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Przyktadowo, warto$é $rednia magnetyzacji poprzecznej:

1 N
5% = ;af (2.46)

moze by¢ w stanie [1(t)) (2.35) wyrazona nastepujaco:

N
S(1) = (0] 5 21— 2efe) he(t) = 1— o S (Bl cher () =1- = 3 fu(t) (247)

=1 keK+ kekt

Zwracamy uwage na rozne zbiory pedéw w powyzszych sumach - przypominamy, ze KT oznacza
wszystkie pedy wlasciwe dla podprzestrzeni o dodatniej parzystosci, zas k™ oznacza pedy dodatnie
wlaéciwe dla dodatniej parzystosci - stad czynnik 4 przed druga suma.

W tym miejscu zasadne jest wyszczegélnienie kilku uwag. Po pierwsze podkreslamy, ze w powyz-
szych wzorach ograniczamy sie do podprzestrzeni o dodatniej parzystosci. W wiekszosci zastosowan
do badani dynamiki nieréwnowagowej w temperaturze zerowej obliczenia w podprzestrzeni o dodatniej
parzystosci sg wystarczajace, cho¢ w modelach innych niz model Isinga (model XY z v # 1 lub roz-
szerzony model XY, patrz podrozdziat 2.3) nalezy by¢ ostroznym, gdyz stan podstawowy nie zawsze
sie w niej znajduje.

Druga uwaga dotyczy klasy obserwabli, ktore mozna reprezentowa¢ w postaci (2.44). Klasa ta obej-
muje duzo waznych z fizycznego punktu widzenia obserwabli, takich jak magnetyzacja poprzeczna czy
energia, natomiast nie zawiera magnetyzacji podtuznej o7. Jak zobaczymy w kolejnym podrozdziale,
magnetyzacja podluzna w stanie podstawowym modelu Isinga jest réwna zero na mocy twierdzenia
Wicka, gdyz operator ja reprezentujacy wyraza sie iloczynem nieparzystej liczby operatoréow fermio-
nowych. Aby dosta¢ nietrywialna wartoi¢ o, trzeba oblicza¢ ja w stanach postaci |y, g)™ + [y,9) .
Innymi stowy, magnetyzacja podtuzna posiada niezerowe elementy macierzowe pomiedzy stanami o
roznej parzystosci. To rodzi koniecznosé pracy z operatorami fermionowymi dla réznych parzystosci
i wyrazanie jednych poprzez drugie. Jest to wykonalne [32|, aczkolwiek bardzo skomplikowane. Dla-
tego w niniejszej pracy prezentujemy inne podejscie - obliczamy magnetyzacje w modelu z otwartymi
warunkami brzegowymi. W nastepnym podrozdziale prezentujemy szczegoty.

2.2 Sieci spinowe z otwartymi warunkami brzegowymi

2.2.1 Przypadek stacjonarny

W tym podrozdziale zajmujemy sie modelem Isinga, tzn. przypadkiem v = 1. Rozwazamy zatem

Hamiltonian:
N-1 N
Hogo(g) =— Y ofoii—g ) o (2.48)
i=1 i=1

Powyzsze wyrazenie rozni si¢ od (2.1) tym, ze brak w nim cztonéw postaci o};07. Jest to zatem model
Isinga z otwartymi warunkami brzegowymi. Ponizej przedstawiamy systematyczna metode rozwiazy-
wania tego typu uktadow (patrz np. [33, 34]) Pierwszym krokiem jest transformata Jordana-Wignera,

po wykonaniu ktérej Hamiltonian przyjmuje postaé:

|:CTCZ'+1 + cL_lci + c;-rc{f_s_1 + cit16;

7 7

gl

Hogc (9) = —
1

(1 — 2c;rci) .
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Powyzszy Hamiltonian jest juz w formie nieoddziatujacej (w przypadku periodycznych warunkéw brze-
gowych obecny byt dodatkowo operator parzystosci P). W tym przypadku nie mozna jednak sprowadzié¢
problemu do N/2 probleméw 2 x 2 za pomoca transformaty Fouriera. Aby wygodnie zdiagonalizowaé

Hamiltonian (2.49), zapisujemy go w postaci:

Hopc = UIHY,
Ol = (.. e c ,
(1 ener...en) (2.50)
A
H = B ,
-B A
gdzie A i B sg macierzami trojdiagonalnymi o wymiarze N x N i elementach:
Aij = géi,j - 1/2 5i,j+1 - 1/2 (52'4_1,]', (251)
Bij = 1/2 (51'7]'4_1 — 1/2 6i+1,j'
Za pomoca transformacji Bogoliubova
v =MT,
(2.52)

It = ('yI...'y;rV’yl...VN),

gdzie M jest macierza diagonalizujaca H, Hamiltonian (2.50) mozna sprowadzié¢ do postaci diagonalnej:
Al 1
Hopc = 21 E; (%-T’Yz‘ - 2> ; (2.53)
=

gdzie energie wzbudzen sa uszeregowane rosnaco: Ey < Fy < ...En 1 wyrazaja sie wzorem [34]:

E; =2/ g2 — 2gcosb; + 1, (2.54)
gdzie 0; sy rozwigzaniami réwnania:
gsin[(N + 1)0] =sin(N6), 0<6 <. (2.55)

Dla g > N/(N + 1) powyzsze rownanie ma N rzeczywistych rozwiazan 01 < 0y < ...0y, zas dla
0 < g < N/(N +1) istnieje jeden pierwiastek urojony 6, zas pozostale sa rzeczywiste [34]. Stan
podstawowy |GS(g)) jest anihilowany przez wszystkie operatory ~;, najnizszy stan wzbudzony jest
réwny ’yI |GS(g)). Podkreslamy, ze Hamiltonian Hppc réwniez komutuje z operatorem parzystosci:

[Hopc, P] =0, (2.56)

dlatego w tym przypadku réwniez stany wtasne dzielg sie na te z dodatnig parzystoscia i te z ujemna.
Adaptujac argument z twierdzenia Perrona-Frobeniusa [28] mozna pokazaé, ze |GS) znajduje sie w
podprzestrzeni o dodatniej parzystosci. Najnizszy energetycznie stan o ujemnej parzystosci jest rowny

'yI |GS), zatem przerwa energetyczna zwiazana z lamaniem symetrii jest rowna:

dosc(g) = En. (2.57)

Dla g = 1 réownanie (2.55) mozna Scisle rozwiazac:

2% — 1 ,
bi= o™ i=L2o N (2.58)

Mozna wtedy podaé écisty wzér na 4:

doc(g =1) =4sin (2.59)

=E

T
4N +
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Zauwazmy, ze w tym przypadku przerwa energetyczna zwiazana z famaniem symetrii jest okoto 2 razy
wieksza niz w przypadku periodycznych warunkow brzegowych (2.29).

Przechodzimy teraz do obliczania wartosci srednich obserwabli. Jest to proste, gdy obserwabla wy-
raza sie jako forma kwadratowa wzgledem operatoréw c;, c;f. Przejdziemy zatem do metody obliczania
magnetyzacji podtuznej - stanowi to gtéwna motywacje do rozwazania uktadéw z otwartymi warunkami
brzegowymi. Jak juz wspominali$émy, sens ma obliczanie magnetyzacji podtuznej w stanie:

1

V2

Aby zrozumieé¢ sens fizyczny standéw w powyzszej postaci, rozwazmy przypadek g = 0. Wtedy stan

) = —=(IGS(9) + 41 [GS(9))) (2.60)

(2.60) mozna zapisa¢ w postaci:
) =|=—... =), (2.61)

co ma jasng interpretacje oraz odniesienie eksperymentalne. Z uwagi na brak translacyjnej niezmienni-
czosci, warto$¢ magnetyzacji podtuznej zalezy od miejsca w sieci. Aby zminimalizowaé¢ wplyw warunkow
brzegowych, skupimy si¢ na obliczeniu o7, /2 (przypominamy, ze rozwazamy uklady o parzystej liczbie
spinéw):

(YloNys [¥) = Re (GS(g)[ 11072 |GS(9)) (2.62)

Czlony (GS(g)| TN /2 |GS(g)) oraz (GS(g)] ’7107\1/2’}’1 |GS(g)) znikaja na mocy twierdzenia Wicka |7, 35,
36|, gdyz zawieraja nieparzysta liczbe operatoréw fermionowych - po wykonaniu wszystkich kontr-
akcji zawsze zostaje niesparowany operator. W celu obliczenia wartosci (2.62) wprowadzamy notacje
wykorzystujaca tzw. fermiony Majorany:

a; = ¢ + C;-r, b; =c; — cl-L (2.63)

1

Wtedy, korzystajac z tego, ze b;a; = 1 — 2¢;c; mozemy zapisa¢ wyrazenie na UfV/Q z transformacji

Jordana-Wignera w postaci:

V10N /2 = Y1 an/2bnja1ansa-1 - brar (2.64)

Zwroéémy uwage, ze powyzsze wyrazenie jest iloczynem parzystej liczby operatoréw, z ktorych kazdy
wyraza sie liniowo przez operatory ¢;. Ponownie stosujac twierdzenie Wicka otrzymuje sie [7]:

(GS(9)Im o2l GS(9)) = PHG),

0 (mianp) (nbnja-1) (manjp—1) (71 a1)
0 (ans2bnja—1)  lanjpana—1) -+ (anjpa1) (2.65)
G = 0 (bnja—1anja—1) -+ (bnja—101)
0

gdzie Pf oznacza Pfaffian, czes¢é macierzy G lezaca pod diagonala moze by¢ otrzymana z relacji G =
—G7T | za$ wartosci oczekiwane obliczone s w stanie podstawowym |GS), przyktadowo:

(aibj) = (GS(g)] aib;j |GS(g)) - (2.66)

Dla petnosci wywodu przypominamy definicje Pfaffianu. Dla antysymetrycznej macierzy A o wymiarze
2n x 2n Pfaffian jest zdefiniowany w nastepujacy sposob:

Pf(A) =

1 n
onp) Z Sgn(U)HAU(Qifl)AU(%)y (2.67)

oESy i=1
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gdzie S, jest grupa symetryczng zbioru n-elementowego oraz sgn(c) oznacza znak permutacji. Suma
W powyzszym wzorze zastosowana do macierzy G z rownania (2.65) odpowiada sumie po wszystkich
mozliwych kontrakcjach wystepujacych w twierdzeniu Wicka. Pfaffian mozna efektywnie obliczaé¢ nu-
merycznie uzywajac transformacji Hausholdera [37].
Na koniec tego podrozdzialu zauwazmy, ze dla modelu Isinga z periodycznymi warunkami brzego-
wymi i parzysta liczba spinéw, odpowiednikiem stanu (2.60) bedzie stan (patrz (2.16), (2.23)):
1

) = 7 (=19 +hh=197). (2.68)

Zauwazmy, ze w ogolnosci (poza g = 0) nie ma w tym przypadku prostej relacji pomiedzy |y =1, )"
oraz |y =1,9) ", z uwagi na rozne zbiory pedéow w obu podprzestrzeniach. Koniecznosé przechodzenia
pomiedzy réznymi zbiorami pedéw jest gléwna przyczyna tego, ze obliczenia zwigzane z magnetyzacja

podtuzna w uktadzie z periodycznymi warunkami brzegowymi sa duzo bardziej ztozone niz z otwartymi.

2.2.2 Dynamika nieré6wnowagowa

Dynamike ukladéw z otwartymi warunkami brzegowymi najwygodniej rozpatrywaé¢ w obrazie He-
isenberga. Wtedy operatory staja sie zalezne od czasu. W szczeg6lnosci, operatory fermionowe c;(t)
spelniaja teraz rownania Heisenberga:

d . d .
%ci(t) = i[Hopc, ¢, %cj = I[HOBC,CI], (2.69)
ktore mozna w zwartej postaci zapisa¢ jako unitarna ewolucje wektora ¥ (patrz réwnanie (2.50)):
U (t) = U(t)¥(to), (2.70)

gdzie t( jest poczatkowa chwila ewolucji, zas U (t) jest macierza unitarna. Z rownan Heisenberga (2.69)

otrzymuje sie nastepujace rownanie rozniczkowe na macierz U (t):

d
%U(t) = —2HU(t), (2.71)
gdzie H jest macierza zdefiniowana w (2.50).
Znajac U (t) i macierz Bogoliubova M w chwili ¢y, mozemy powiaza¢ operatory c¢;(t) oraz C;-r (t) z v
oraz 'y;r z postaci (2.53). Mianowicie,
U(t)=W()r, W(t)=U(t)M, (2.72)

gdzie macierz W posiada nastepujaca strukture:

W_<C D), 2.73)
D C

gdzie C'i D sg macierzami zespolonymi o wymiarze N X N oraz macierz C' jest zdefiniowana poprzez
sprzezenie zespolone wszystkich elementow:

(C)ij = Cij (2.74)
Transformacja Bogoliubova (2.72) moze by¢ uzyta do obliczenia funkcji korelacji potrzebnych do znaj-

dowania wartosci $rednich obserwabli. W szczegdlnosci mozna znalezé wyrazenia na funkcje korelacji

potrzebne do obliczenia ewolucji magnetyzacji poprzeczne;j:

ME(t) = ()] oo (t) [ (1)) (2.75)
za pomoca wyrazenia (2.65). Przyktadowo, uzywajac podstawowych przeksztalcen algebraicznych mozna
pokazaé, ze:

(a;a;) =

WE

(Ciijk + Czk@ + ijk + m@) . (2.76)

e
Il

1
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2.3 Rozszerzony model XY

W tym podrozdziale oméwimy mozliwe uogolnienia modelu (2.1). Ograniczymy sie do periodycz-
nych warunkéw brzegowych, cho¢ metody opisane w podrozdziale 2.2 moga by¢ wprost zastosowane

rowniez w tym przypadku. Rozwazamy model zadany Hamiltonianem:

N
H(g) = - Z(Ufgﬁ-l + %UEJU?JA - %Ufafﬂaf_i_g +g07), (2-77)

i=1
gdzie g > 0 jest zewnetrznym polem magnetycznym. Podstawowe jego wlasnosci tego modelu zostaty
opisane w [38, 39], jest on szczegolnym przypadkiem rodziny rozszerzonych modeli XY, ktore sa cisle
rozwiazywalne, tzn. posiadajg reprezentacje w postaci nieoddzialujacych fermionéw. Z uwagi na to, ze
w pracy rozpatrujemy tylko Hamiltonian (2.77), w dalszej czesci bedziemy odnosi¢ sie do niego jako
rozszerzonego modelu XY. Szczegdlny wybor wspodtezynnikéw przy cztonach oddziatywania powoduje,
ze model ten, podobnie jak model Isinga, posiada dwie fazy: ferromagnetyczng dla 0 < g < 1 i para-
magnetyczng dla g > 1. Fazy oddzielone sa punktem krytycznym g. = 1. Gtéwna cecha odrdzniajaca

ten model od modelu Isinga sa wartosci wyktadnikow krytycznych: z = 3, v = 1/3.

Postepujac w standardowy sposob i stosujac transformate Jordana-Wignera, Hamiltonian (2.77)

mozna zapisa¢ w postaci:

N-2
4 1 2 1
H(g)=- Z [3 (cjczurl + c;r+lci> 3 (C;-rci+2 + c;r+20i> + 3 (cjclrl + ci+1ci> 3 (CTCLQ + c,+2c,>]
i=1

1 2 1
+ P [3 (chl + clcN) — § (C}fVCQ + c;cN> + § (c}L\,c]{ + clcN> — § (c},c; + CQCN)]

N
Z (1 — 2c; cl> ,
) (2.78)

gdzie P jest operatorem parzystosci (patrz (2.6)). Wida¢ zatem, ze podobnie jak w przypadku modelu
XY imodelu Isinga, problem nalezy rozwiazywaé¢ oddzielnie w podprzestrzeniach o dodatniej i ujemne;j
parzystosci. Przy zalozeniu, ze N jest parzyste, odpowiednie zbiory pedéw sa zdefiniowane za pomoca
rownan (2.11) i (2.18). Po transformacji Fouriera czes¢ ,parzysta” i ,nieparzysta” Hamiltonianu (patrz

(2.10)) maja posta¢ odpowiednio:

=2 Z {(ck cp — C_ ch k) Ak(g) + <c£cT p 1 cre— k) Bk} (2.79)
kekt
“(g) =2 Z [(ckck —c_c" k) Ar(g) + (CLCLC + CkC—k) Bk} +
hek™ (2.80)

5
(0= Dichao—coch) + s+ 5 ) (cher - ench).

gdzie
4 1
Ak(g) = g — = cosk + - cos 2k,
, 0] (2.81)
Bi(g) = 3 sink — gsin2k.
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Transformacja prowadzi do nastepujacych energii wzbudzen:
Ek A2(g) + BE,
B i i
Yk = COS 5 ) Ck + sin ? o (2.82)
(sin ¥, cos Vy) = ( ) )

Powyzsze rownosci sg prawdziwe dla wszystkich pedéw, w przestrzeni o ujemnej parzystosci mamy
dodatkowo:

eo=9g—1, ex= +§
0 g ) ™ g 3 (283)

Zwracamy uwage, ze podobnie jak w rownaniach (2.15) i (2.22) energii wzbudzenia dla modow 0 i 7
nie otrzymuje sie poprzez proste podstawienie kK = 0 lub k£ = 7 do wzoru (2.82), wskutek czego dla
pewnych wartosci pola g moze byé ona ujemna.

Podobnie jak w przypadku modelu Isinga, najnizszy stan w podprzestrzeni o ujemnej parzystosci
ma wzbudzony mod zerowy za$ mod 7 jest pusty; odpowiednie stany podstawowe sg dane wzorami

(2.16) i (2.23) ich energie wynosza odpowiednio:

Ef =2 Z €k, (2.84)
kekt
_ 8
Ey =-2) e - 3 (2.85)
kek—

W przeciwienistwie do modelu Isinga, w przypadku rozszerzonego modelu XY stan podstawowy nieko-
niecznie lezy w podprzestrzeni o dodatniej parzystosci (patrz rysunek 2.2). W niniejszej pracy bedziemy
modelowaé ewolucje, ktora zaczyna sie gleboko w fazie paramagnetycznej (duze wartosci pola g) badz
dla g = 0. Dla rozwazanych rozmiaréw uktadu, jak widaé¢ z rysunku 2.2, stan podstawowy dla g > 1
znajduje sie w podprzestrzeni o dodatniej parzystosci, zag dla ¢ = 0 mozna wybraé¢ stan o dodat-
niej parzystoséci z dwoéch mozliwych stanéw zdegenerowanych. Dlatego nier6wnowagowy stan uktadu,
podobnie jak dla modelu Isinga, ma postaé¢ (2.35), przy czym ug, vg spelniaja rownanie rézniczkowe:

4 1 2 1.
ii < Uk ) :ﬁk< Vg >’ fp =2 ( g(t) — 5 cos(k) + 5 cos 2k —35sin(k) + 5 sin 2k

Uk —Zsin(k) + 3 sin2k 3 cos(k) — 3 cos 2k — g(t)
(2.86)
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Rysunek 2.2: Wykres przerwy energetycznej zwiazanej z tamaniem symetrii rozszerzonego modelu
XY (2.77) w zaleznosci od zewnetrznego pola magnetycznego g (otrzymany za pomoca rachunkow
numerycznych). Odpowiednio gleboko w fazie paramagnetycznej przerwa energetyczna jest zawsze
dodatnia i z bardzo dobra dokladnoscia opisana zaleznoscia liniowa d(g) = 2g — 2 (mozna to poréwnaé
z drugim ze wzoréw (2.27) dla modelu Isinga). Z wewnetrznego wykresu, ktory pokazuje zaleznosé
w bliskim sgsiedztwie punktu g = 1 widaé, ze przerwa energetyczna moze by¢ tam ujemna (obszar
znajdujacy sie pod czerwona linia wyznaczajaca 0). Oznacza to, ze stan podstawowy dla pewnych
wartosci pola ¢ ma ujemna parzystosé. Dla lepszej ilustracji zmian wartosci 6(g) wykres wykonano dla
stosunkowo malego rozmiaru uktadu, N = 20. Dla wiekszych rozmiaréw przerwa energetyczna w fazie

ferromagnetycznej jest bardzo bliska zeru i szczeg6ly jej zachowania sa mato widoczne.
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Rozdziat 3

PrzejScia zatrzymane w punkcie

krytycznym - ,,polowa” mechanizmu
Kibbla-Zurka

W tym rozdziale opiszemy dynamike uktadu, ktory nie zostal w pelni przeprowadzony z jednej fazy
do drugiej, lecz ewolucja zostata zatrzymana w punkcie krytycznym. Skupiamy sie na modelu Isinga
zadanym Hamiltonianem, ktéry dla wygody czytelnika zapisujemy ponownie:

N

H(g) = =) (ofof +907), (3.1)
i=1

Model Isinga jest standardowa platforma do badania dynamiki nier6wnowagowej. Ciagte przejscia
(tzn. spelniajace warunek 0 < 7g < 00) w tym modelu byly bardzo intensywnie badane, patrz np.
[16, 21, 40, 41, 42, 43, 44, 45]. Bardzo szeroka literatura jest jest rowniez dostepna na temat przejsé
natychmiastowych, gdzie g jest skokowo zmieniane i nastepnie obserwowane jest zachowanie swobod-
nie ewoluujacego ukladu [46, 47, 48, 49, 50|. Scenariusz przej$cia opisany w niniejszym rozdziale (na
podstawie pracy [51]) taczy podejscia typowe dla przejsé ciagtych i natychmiastowych. W poczatkowej
fazie uktad jest doprowadzony z fazy paramagnetycznej do punktu krytycznego za pomoca ciaglego
przejécia z czasem przejscia 7g. Nastepnie uktad ewoluuje swobodnie w punkcie krytycznym - ten frag-
ment dynamiki ma charakter przejécia natychmiastowego ze stanem poczatkowym parametryzowanym
przez 7q, a nie, jak zazwyczaj, wartodcig pola g dla ktorego zaczyna si¢ przejscie.

Doktadna posta¢ zmiany parametru wywotujacego przejscie jest nastepujaca:

g<t>:{1‘t/m T (3.2)

Ewolucja rozpoczyna sie w stanie podstawowym Hamiltonianu (3.1), gteboko w fazie paramagne-
tycznej. Uktad ewoluuje w kierunku punktu krytycznego i znajduje sie¢ w nim w stanie wzbudzonym
w chwili t = 0. Poziom wzbudzenia jest kontrolowany przez czas przejicia 7g (wieksze 7g prowadzi do
bardziej adiabatycznej ewolucji). Kiedy uklad znajdzie sie w punkcie krytycznym, pole magnetyczne
juz nie podlega zmianom, tak, ze uktad kontynuuje tam ewolucje swobodna. Bedziemy badaé¢ ewolucje
dwodch obserwabli: magnetyzacji poprzecznej S*(t) oraz tzw. echo Loschmidta, zdefiniowanego dla ¢ > 0
jako:

L(t) = [{(t = 0| p®)* = (¥(0)] e =Dy (0))?, (3.3)
gdzie |1(t)) jest nieréwnowagowa funkcja falowa uktadu. Celem analizy tych obserwabli dla zatozonego
protokotu przejscia (3.2) jest ilosciowe zbadanie, w jaki sposob relacje przewidywane przez mecha-
nizm Kibbla-Zurka (1.23) - (1.25) manifestuja sie¢ w ewolucji swobodnej tych obserwabli w punkcie
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Rysunek 3.1: Dynamika magnetyzacji poprzecznej (2.47) dla przejscia (3.2). Wykres wewnetrzny poka-
zuje w powiekszeniu dwa piki pojawiajace sie podczas ewolucji swobodnej. Amplituda oraz szerokosé
potéwkowa sg oznaczone literami odpowiednio A i W. Czerwone krzyzyki pokazuja wartosé rownowa-
gowa magnetyzacji w punkcie krytycznym w granicy termodynamicznej (N — o0), ktora jest rowna

Seq = 2/m =~ 0.637. Symulacje wykonano dla uktadu N = 2000 spinéw i czasu przejscia 7o = 100.

krytycznym. Oprocz doktadnych wynikéw numerycznych, podajemy analityczne przyblizenia, ktére z
bardzo dobra doktadnoscig ujmuja kluczowe zachowanie badanych obserwabli. Wszystkie rysunki w

tym rozdziale zaczerpnieto z pracy [51].

3.1 Ewolucja magnetyzacji poprzecznej

Typowa ewolucja magnetyzacji poprzecznej jest przedstawiona na rysunku 3.1. Wykres zostal otrzy-
many za pomoca wzoru (2.47), wspolczynniki vy dla kazdego pedu k € kT zostaly obliczone poprzez
numeryczne rozwiazanie ukltadu rownan (2.36) z v = 1 oraz warunkami poczatkowymi (zastosowano

algorytm Bulirscha-Stoera [52]):

up(t =to) = uy', vt =to) = v, (3.4)

gdzie u;! i v sa obliczone ze wzoréw (2.34) w go = 5. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze taki
wyboér wartosci gg z bardzo dobra doktadnoscia przybliza idealna sytuacje, gdy stan poczatkowy ma
wszystkie spiny skierowane w kierunku osi z. Uzasadnia to zastosowanie w dalszej czesci pracy rozwia-
zan analitycznych danych poprzez funkcje Webera (wzory (2.42), (2.43)). Powodem, dla ktoérego nie
stosujemy wylacznie wzorow wykorzystujacych funkcje Webera do symulacji S*(t) sa kwestie wydaj-
nosciowe.

Wykres 3.1 pokazuje charakterystyczna, periodyczna strukture ewolucji po zatrzymaniu zmiany
pola magnetycznego w punkcie krytycznym (¢t = 0). Oscylacje maja miejsce wokot wartosci bazowej,
ktora oznaczamy S7. Nalezy zaznaczy¢, ze ta warto$¢ bazowa jest w ogélnosci rézna od S*(0) oraz od
wartosci rdwnowagowej magnetyzacji poprzecznej w punkcie krytycznym. Bedziemy analizowaé naste-
pujace, charakterystyczne dla tej ewolucji wielkosci (zalezne od rozmiaru uktadu oraz czasu przejscia

TQ):
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1. Okres oscylacji.

2. Wartosé¢ S#(0) i jej relacje do wartosci rownowagowe;j.
3. Amplitude piku A.

4. Szerokos¢ potowkowsa piku W.

Aby doktadnie zbadaé¢ i wyjasni¢ zachowanie powyzszych wielkosci, znajdziemy analityczne przybli-
zenie ewolucji za pomoca metod z rozdziatu 2. Po pierwsze, dla ¢t > 0 (czyli dla ewolucji swobodnej)

wspolczynniki ug (t) 1 vg(t) z ogdlnej postaci zaleznego od czasu stanu (2.35) mozna znalezé z réwnania:

vg(t) ) _ iy v (0) = 1 —cos(k) —sin(k)
< uk(t) ) - eXp< hkt) < ux(0) > e ( —sin(k) cos(k) —1 ) | (39)

Obliczajac exp (—iﬁkt) otrzymujemy:

v (t) _ cos(ext) —isin(k/2) sin(ext) icos(k/2)sin(ext) vk (0) (3.6)
icos(k/2)sin(ext) cos(ext) +isin(k/2) sin(eyt) ’ '

gdzie, ze wzoru (2.15),
e = 4sin(k/2). (3.7)

Korzystajac z wartosci vg(t), mozna obliczy¢ magnetyzacje poprzeczna (2.47)

S*(t)=1— % D [[cos(ext) — isin(k/2) sin(ext)]ox(0) + icos(k/2) sin(ext Jur (0)] . (3.8)
kekt

Warto$ci wlasne Hamiltonianu hy, sa rowne tei. Wzor (3.8) jest punktem wyjscia do pelnego opisu ewo-
lucji swobodnej po zatrzymanym przejsciu. Jedynymi nieznanymi wielkogciami sa vy (0) i ug(0), ktore
sa wyznaczone poprzez rozwiazania rownania (2.36) z warunkami poczatkowymi (3.4). Jak zobaczymy
dalej, mozna jednak dobrze je przybliza¢ stosujac asymptotyke funkcji Webera.

Okres oscylacji. Analizujgc okres oscylacji dla réznych rozmiaréw ukladu oraz czaséw przejscia
7o mozna zauwazy¢, ze jest on niezalezny od czasu przejscia, i z bardzo dobra dokladnoscia wymnosi
N/2, gdzie N jest rozmiarem uktadu. Fakt ten mozna wyjasni¢ korzystajac ze wzoru (3.8). Mecha-
nizm Kibbla-Zurka przewiduje, ze wzbudzona beda mody odpowiadajace ,,malym” pedom. Charakte-

rystyczna, nierdbwnowagowa skala pedéw jest dana poprzez % (patrz rozdzial 1), czyli:

1
k< —. (3.9)

V7Q

Gdy przejécie jest idealnie adiabatyczne (1g — 00), dla kazdego k zachodzi ug(0) = uyy!, vp(0) = v5},
gdzie ug;! oraz v,! sa wartosciami wspotczynnikow uy’, vo! obliczonymi w g = 1 (patrz (2.34)). Wtedy
magnetyzacja poprzeczna po dojsciu do punktu krytycznego ustala si¢ na wartosci réwnowagowej Sg,
i zadne oscylacje nie sa obserwowane. Gdy 7¢ jest skoniczone, pedy spetniajace (3.9) sa wzbudzane, co
prowadzi do powstania pikéw widocznych na rysunku 3.1. Dla duzych 7¢ tylko mate pedy sa wzbudzane,

i energie wzbudzeri mozna przyblizaé nastepujaco:
e ~ 2k. (3.10)

Uwzgledniajac powyzsze przyblizenie we wzorze (3.8) widaé¢, ze okres oscylacji T' otrzymuje sie z
zaleznodci

2%T = 7. (3.11)
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Rysunek 3.2: Nieréwnowagowa wartos¢ magnetyzacji poprzecznej w punkcie krytycznym pomniejszona
o wartos¢ réwnowagowa. Stosujemy przyblizenie % dla wartosci réwnowagowej, ktore jest Scistym wy-
nikiem w granicy termodynamicznej i z dobra doktadnoscia sprawdza sie w uktadzie N = 1000 spinéw.
Czarna linia pochodzi od fitu In(S#(0) — 2/7) = —1.8465(5) — 0.4989(1) In(7g).
Poniewaz najmniejszy ped nalezacy do k™ jest réwny > otrzymujemy od razu wartos¢ okresu 1" = %
Wartos$é S#(0). Przeanalizujemy, w jaki sposob warto$¢ magnetyzacji poprzecznej w punkcie kry-
tycznym po przejéciu nieréwnowagowym dazy do wartosci réwnowagowej. Dla modelu Isinga wartosé
réwnowagowa magnetyzacji poprzecznej w punkcie krytycznym w granicy termodynamicznej jest rowna
% (patrz np. [53]). Symulacje numeryczne sugeruja, ze dla N > £ (czyli tam, gdzie mechanizm Kibbla-

Zurka powinien dziatac), zachodzi:
2 1

550) = =~ —, (3.12)
=V
co zilustrowano na rysunku 3.2.
Amplituda i czestosé polowkowa oscylacji. Wykorzystujac wyrazenia (2.42) oraz (3.8) mozna
poda¢ analityczne wyrazenie dajace bardzo dobre przyblizenie ewolucji swobodnej w g = 1. Pierwszym
krokiem jest wykorzystanie wynikéw teorii Kibbla-Zurka i zalozenie, ze ograniczamy sie do malych

pedow, speliajacych (3.9). Wykorzystujac przyblizenie sin k ~ k mamy (patrz rownanie (2.42)):

i2(0) = /Tok? = (k/70)*//TQ- (3.13)
Funkcje z(t) obliczamy w zerze, gdyz interesuja nas rozwiazania w punkcie krytycznym. Korzystajac

z rozwiniecia funkcji Webera w szereg [31] (mozna je réwniez otrzymaé za pomoca programu [54])

otrzymujemy:
v(0) ~ \/TiQk‘\/ze_Mka,
up(0) ~ e~ TR /4 —im/4 [1 + %TQkQ(fy +1In2)|, (3.14)

1
eq . ,eq
Vg & Ugy, = ﬁ’
gdzie v jest stala Eulera-Mascheroniego rowna w przyblizeniu 0.5772 ... Warto zaznaczy¢, ze wykona-

., .. . . . . . e in2 . . ..
lismy rozwiniecie sin? k = k2 +. .. bezposrednio w argumencie funkcji e=77@ 50" (k)/4 g nie calej funkeji
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eksponencjalnej. Pozostawia to czynnik gaussowski e~ TQk?/ 4 ktory postuzy do wyeliminowania wyso-
kich pedéow k£ > 1 /é ~ 1/,/7q dajacych jedynie przyczynki do ewolucji adiabatycznej. Podstawiajac

wyrazenia (3.14) do (3.8) otrzymujemy:

S#(t) ~ const — % Z |:Sin2(6]€t) + \g?k:\/@ sin(2ext) + gk2TQ cos®(ext) e~k /2 (3.15)
kekt

gdzie const oznacza niezaleznos¢ od czasu. Warto zwrocié¢ uwage na forme wyrazenia w nawiasach
kwadratowych, ktore mozna traktowac jako rozwinigcie w k,/7q - parametr ten jest zwiazany z tym,
z jaka doktadnoscig uwzgledniamy efekty nieadiabatyczne w ewolucji. Rozwijajac funkcje Webera do
wyzszych rzedéw wzgledem k otrzymaliby$my wyzsze cztony tego rozwiniecia. Najprostsze przyblizenie
otrzymuje si¢ biorac ,zerowy” czlon powyzszego rozwiniecia. Wykorzystujac tozsamo$é sin?(2kt) =
1/2 — cos(4kt)/2 otrzymuje sie:

2
S§(t) = const + N Z Cos(4]{:75)6_7”‘9k2/27 (3.16)
kekt

gdzie czton —2/N Y7, v e~™Tak?/2 yostal dotaczony do wyrazu statego. Biorac pod uwage konkretne
wartosci pedow k € kT (2.11), z powyzszego réwnania jest jasne, ze kolejne piki pojawiaja sie co N/4
i sg skierowane naprzemian: powyzej bazowej S; (,zerowy” pik to S%(0), nie skupiamy si¢ na nim w
dalszej analizie) oraz ponizej. W zwiazku z tym specyficznym uktadem pikéw bedziemy mowié o ich
antyperiodycznosci. Aby dosta¢ amplitude i szerokosé potéwkowa pikow wykonamy kolejne przyblizenie,

mianowicie przejscie do granicy termodynamicznej N — 0o, co wiaze sie z zamiang sumy na catke w

N s
— dk 3.17
> =g [ (317)

kekt

nastepujacy sposob:

co prowadzi do:
const + #6_&:2/(”7@). (3.18)

/27
Przejscie do granicy termodynamicznej niesie ze soba ten problem, ze catkowicie traci si¢ informacje o
strukturze periodycznej ewolucji, zachowujac jedynie ksztalt pojedynczego piku (okres rowny N/4 staje
sie nieskoriczony). Aby formalnie zapisa¢ nasze przyblizenie, zakladamy doktadna reprodukowalnosé
ksztaltu (3.18) i uwzgledniamy antyperiodycznosé metoda ,brute-force™

o0
SE(t) = const + ——— 3 (=) S=5N/2/(770). (3.19)
T\/270 =
Powyzszy wzér dobrze odtwarza strukture ewolucji dla wzglednie matych czaséw oraz ksztalt pikow
(patrz rysunek 3.3). Dla dtugich horyzontéow czasowych piki zanikaja: maleje ich amplituda oraz rognie
szerokos¢ potowkowa (rysunek 3.4).

Ze wzoru (3.19) mozna odczyta¢ spodziewana zalezno$¢ amplitudy oraz szerokosci potowkowej
pikéw od 7q:

10225 min2

~
~

A ~ % V7o ~ 10470, 3.20
227 VR 2 V7 “ o2

Jak juz wspomnieli$my, przybliZenie (3.19) traci na dokladnosci dla duzych czasow ewolucji. Dlatego
w analizie zgodno$ci parametrow (3.20) z danymi numerycznymi skupimy sie na pierwszym piku (na
rysunku 3.1 skierowanym w do6t). Poréwnanie przyblizenia (3.19) z danymi numerycznymi zawiera
rysunek 3.5. Mozna z niego wywnioskowaé, ze wykladniki skalujace z (3.20)(réwne 1/2) zgadzaja sie z
wynikami numerycznymi z doktadnoscia 1%, co jest bardzo dobrym rezultatem.
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Rysunek 3.3: Pierwszy pik magnetyzacji poprzecznej podczas ewolucji swobodnej. Linia czarna oznacza
magnetyzacje obliczona numerycznie (jako fragment rysunku 3.1). Linia czerwona pokazuje przyblizenie
za pomoca szeregu (3.15), za$ niebieska wyrazenie (3.19). Wyraz staly w (3.15) i (3.19) zostal wybrany
w ten sposéb, aby odtworzy¢ wyniki numeryczne daleko od centrum piku. Wykres wewnetrzny bazuje
na tych samych wyrazeniach co gtéwny, ale z danymi przesunietymi poziomo tak, ze piki maja $rodek
w tym samym czasie. Wykresy zostaly wykonane dla N = 2000 i 7¢g = 100. Warto zwréci¢ uwage, ze
przyblizenie (3.19) gubi informacje o oscylacjach pojawiajacych sie przy prawym koncu piku.
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Rysunek 3.4: Wykres przedstawia kwaziperiodycznosé oscylacji w punkcie krytycznym. Wykresy (a) i
(b) przedstawiaja amplitude i szerokosé¢ potoéwkowa pikow, patrz rysunek 3.1. Pokazuja, ze piki stop-
niowo sa coraz nizsze i szersze. Na wykresie (¢) zaznaczono, w domenie czasowej, pozycje kolejnych
maksimow. Linia ciagla jest fitem liniowym —2.66(4) 4+ 500.079(4)n, gdzie n jest numerem piku. Od-
legtos¢ miedzy pikami jest w przyblizeniu rowna N/4 = 500. Pozycja kolejnych pikéw nie wykazuje
stopniowych zmian, jak wielkosci z wykresow (a) and (b). Wykresy wykonano dla N = 2000 oraz

7o = 100, doktadnie tak jak na rysunku 3.1. Czerwone kropki pokazuja wyniki numeryczne.

37



0.01F (a)
0.008 |-

0.006 -

| I | I | I
1500 < 2000 2500 3000
Q

|
500 1000

Rysunek 3.5: Wtasnosci pierwszego piku magnetyzacji poprzecznej w zaleznos$ci od czasu przejscia
7Q. Wykres (a): amplituda pierwszego piku. Czerwone kropki pokazuja numeryke, za$ linia czarna
pochodzi z fitu In(A) = —1.421(2) — 0.4962(3) In(7g). Moina to zapisa¢ jako A ~ 0.241/75%0 i
poréwnaé z (3.20). Wykres (b): Szeroko$¢ poltowkowa pierwszego piku. Ponownie czerwone kropki
pokazuja wyniki numeryczne, za$ czarna linia pochodzi z fitu In(WW) = —0.05(3) + 0.493(4) In(g),
co moze byé¢ przeksztatlcone do W = 0.9517’8‘493 (3.20). Rozmiar uktadu wynosi N = 2000 dla obu

wykresow.

Dyskusje ewolucji swobodnej magnetyzacji poprzecznej koticzymy obserwacja, ze
AW =0.23, (3.21)

a zatem iloczyn A-W jest niezalezny od 7o w kwantowym modelu Isinga. Praktycznie taki sam rezultat
otrzymuje sie bezposrednio z danych numerycznych z rysunku 3.5. Na zakonczenie zaznaczamy, ze jezeli
przejscie nie konczy sie w punkcie krytycznym, obserwuje sie inng dynamike magnetyzacji poprzecznej
[45].

3.2 Dynamika echa Loschmidta

Uzywajac podobnych technik jak dla magnetyzacji poprzecznej z poprzedniego podrozdziatu, prze-
analizujemy tzw. echo Loschmidta, ktore jest zdefiniowane jako modul iloczynu skalarnego (lub, w
zargonie, przekrycie) pomiedzy stanem poczatkowym, przyktadowo |¢), oraz stanem poddanym ewolu-
cji czasowej, e 71| ¢). Wielkoéé ta, nazywana rowniez amplituda powrotu lub wiernoscia (ang. fidelity),
w sposob nietrywialny zalezy od czasu o ile tylko |¢) nie jest stanem wlasnym Hamiltonianu H. Echo
Loschmidta bylo w ostatnim czasie intensywnie analizowane dla przej$¢ natychmiastowych, gdzie |¢)
jest stanem wlasnym Hamiltonianu przed przejsciem, zas A jest Hamiltonianem po przejsciu (patrz
np. [55, 56, 57| dla prac poswieconych kwantowemu modelu Isinga i [58, 59] w og6lnym kontekscie).

W dalszej czedci tego rozdziatu skupiamy sie na echu Loschmidta w punkcie krytycznym H =
H(g = 1), obliczonym dla stanu |¢), ktory jest nierownowagowym stanem kwantowego modelu Isinga

doprowadzonego do punktu krytycznego:

L(#) = [((0)e7 0= 5p(0)) [ = [{ (0) [y (1)), (3.22)
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Rysunek 3.6: Echo Loschmidta dla uktadu N = 2000 spinéw i czasu przejscia 7g = 100. Wykres (a)
pokazuje okresowos¢ i zanik ,powrotow”. Wykres (b) przedstawia echo Loschmidta dla malych czasow

ewolucji do pierwszego piku. Szerokosé potéwkowa pierwszego piku jest oznaczona literg W.

gdzie t > 0, a stan [¢(t)) mozna otrzymaé¢ wykorzystujac ogélna posta¢ (2.35) oraz réwnanie ewo-
lucji (3.6). Podobne podejscie do analizy echa Loschmidta zostalo zastosowane w pracy [45], gdzie
ciggle przejécie rozpoczynajace sie i konczace daleko od punktu krytycznego zostalo wykorzystane do
otrzymania stanu |¢). Prowadzi to do dynamiki echa Loschmidta réznej od tej, ktora zajmujemy sie
w niniejszej pracy. Rysunek 3.6 przedstawia typows zalezno$é¢ echa Loschmidta od czasu dla przejscia
(3.2).

Podobnie jak w przypadku magnetyzacji poprzecznej, w ewolucji echa Loschmidta obserwuje sie
piki pojawiajace siec w praktycznie identycznych odstepach czasowych, ktore staja sie coraz mniejsze
(w sensie amplitudy) i szersze (w sensie szerokosci potéwkowej), patrz rysunek 3.7. Piki te czesto sa
nazywane w literaturze ,powrotami” (ang. revivals) - intuicyjnie, wzrost przekrycia miedzy stanami
|(t)) 1 [1(0)) oznacza, ze stan ewoluowany jest ,blizszy” stanowi poczatkowemu (przyjmujac zwycza-
jowa interpretacje podobienstwa stanéw |(-,-)|). Echo Loschmidta jest bliskie zeru pomiedzy pikami.
Aby dokladniej opisa¢ jego zachowanie, uzyjemy podobnych technik jak w przypadku magnetyzacji
poprzecznej.

Po pierwsze, zapisujemy stany |¢(t)) = eiH(g=1t |1(0)) przy uzyciu operatoréw fermionowych:

@) = TT [wxlt) = ve(t)efel | lvac) (3.23)

kekt
Unormowanie stanu [1(0)) pociaga za soba warunek |ug(t)|? + |vi(t)|? = 1. Wykorzystujac to mozna

zapisac:
L(t) = ] (1= lur(0)vr(t) — ve(0)ur (1)) - (3.24)
kekt
Echo Loschmidta zapisane w takiej postaci pozwala uzy¢ przyblizen (3.14) dla kazdego k. W granicy
malych pedow (w sensie nieréwnosci (3.9)), przyblizenia te z bardzo dobra dokladnoscia opisuja wynik
doktadny. Z drugiej strony, dla duzych pedéw czynniki gaussowskie w (3.14) powoduja, ze wyrazy
wchodzace w sklad iloczynu (3.24) sa bliskie 1, dajac do dynamiki wktad adiabatyczny.
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Rysunek 3.7: Zilustrowana kwaziperiodycznosé echa Loschmidta. Wykres (a) pokazuje pozycje kolej-
nych pikow w domenie czasowej. Ciagla, czarna linia przedstawia fit 0.96(23) + 1000.11(2)n, gdzie n
jest numerem piku. Odlegtos¢é miedzy pikami jest z bardzo dobra dokladnoscia rowna N/2 = 1000 i
nie wykazuje stopniowej zmiany w czasie, tak jak to ma miejsce dla amplitudy A i szerokosci potow-
kowej w. Symulacje zostaly wykonane dla N = 2000 i 7¢ = 100, czerwone kropki pokazuja wyniki

numeryczne.

Podstawiajac (3.14) do (3.24) otrzymujemy:

L)~ [] [1 — sin®(ejt)e ™R | | (3.25)

kekt
Wyrazenie to mozna zestawi¢ z (3.15). Zauwazmy, ze tutaj, w przeciwienistwie do magnetyzacji po-
przecznej, czlony ,szeregu” proporcjonalne do k,/7g i (k, /TQ)2 znikaja. Podstawiajac przyblizenie na

energie wzbudzenia w punkcie krytycznym, mozemy zapisac:

Lot) = [ [1 —sin2(2kt)e_”9k2], (3.26)
kekt

ktore jest periodyczne z okresem % Nastepnie, wykorzystujac [[exp = exp(D>_), przechodzac do

granicy termodynamicznej i zamieniajac sume na catke sprowadzamy powyzsze wyrazenie do:

N m
exp(%/o dk ln{l — sin2(2kt)e_”@k2}) . (3.27)

Dalsze uproszczenie mozna otrzymaé zauwazajac, ze powyzsze wyrazenie ma bardzo ostre maksimum
w t = 0, skad wykorzystujac rozwiniecie logarytmu In(1 + ) &~ = — ... przeksztalcamy wykladnik w
nastepujacy sposob:

N T .2 —mrok? N —4t2/(n7q)

— — [ dksin®(2kt)e 7Y ~ — (1 —e Q ) . (3.28)
2 Jy 8T\ /TQ

Przypominamy, ze powyzsze przyblizenia sg poprawne przy zalozeniu, ze 7g > 1. Podobnie jak w przy-

padku magnetyzacji poprzecznej, przejscie do granicy termodynamicznej spowodowalo utrate informa-

cji o periodycznosci L(t), co naprawiamy wprowadzajac odpowiednie przesuniecia o N/2 w wykladniku
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Rysunek 3.8: Wykres (a) pokazuje zestawienie doktadnych wynikéw numerycznych dla echa Loschmidta
w poblizu pierwszego piku (linia czarna) oraz przyblizen (3.25) i (3.29) (linie czerwona i niebieska,
odpowiednio). Wykres (b) pokazuje dane z wykresu (a) podniesione do potegi 1/N i pokazane w
szerszym zakresie czasowym. W ten sposob szczegoly echa Loschmidta pomiedzy pikami (gdzie echo
Loschmidta jest bardzo bliskie zeru) moga by¢ klarownie uwidocznione tak, ze mozna ocenié¢ jakosc
poszczegdlnych przyblizen. Wykresy wykonano dla rozmiaru uktadu N = 2000 i czasu przejscia 7g =
100.

eksponenty. Ostatecznie dostajemy przyblizenie:

N o0
Lo(t) =~ exp [— Sro (1 — Z 64(’55]\//2)2/(“7@))] _ (3.29)
v s=0

Poréwnanie kolejnych przyblizen (3.25) i (3.29) z dokladna symulacja numeryczna pokazano na rysunku

3.8. Omoéwimy teraz po kolei charakterystyczne cechy otrzymanych wynikow.

Jakosé przyblizen. Z rysunku 3.8 mozna wywnioskowaé, ze oba przyblizenia (3.25) i (3.29) zacho-
wuja sie bardzo podobnie wokét pierwszego piku i z dobra doktadnoscig odtwarzaja dane numeryczne.
Jednakze pomiedzy pikami przyblizenie (3.25) zachowuje sie znacznie lepiej niz (3.29), patrz rysu-
nek 3.8(b). Swiadczy to o istotnej roli pelnej relacji dyspersji w punkcie krytycznym (3.7) (podobne
zachowanie mozna zaobserwowac na rysunku 2 z pracy [55], gdzie badano przejscia natychmiastowe).

Czestos¢ pojawiania sie pikow. Nalezy zaznaczy¢, ze pomimo ze piki (,powroty”) pojawiaja
sie co N/2 z bardzo dobra dokladnoscia (co jest widoczne z rysunkow 3.6 1 3.7), to ich amplituda i
szeroko$¢ polowkowa zmieniaja sie w trakcie ewolucji, czego nie odtwarza wzor (3.29). Interesujace
jest to, ze pomimo tego, ze pelna relacja dyspersji (3.7) jest konieczna do odtworzenia ksztalttu L(t)
pomiedzy pikami, to za ich periodycznos¢ odpowiada jej forma dla najnizszych pedéw, gdzie dziala
przyblizenie ¢, ~ 2k.

Amplituda i szerokosé¢ poléwkowa pikow. Wazna cechg przyblizenia (3.29) jest to, ze prze-
widuje staly, niezalezng od 7o i N wartos¢ amplitudy A pierwszego piku réowna 1 (co nie jest zgodne
z wynikiem symulacji, patrz rysunek 3.6). Odréznia to przyblizenie echa Loschmidta od analogicz-
nego wyrazenia dla magnetyzacji poprzecznej (3.19), ktore pozwalato uzyskaé¢ nietrywialng zaleznosé
od czasu przejscia. Wzor (3.29) pozwala jednak opisa¢ zachowanie szerokosci potowkowej, ktora ozna-
czamy W. Korzystajac z tego, ze przyblizenie to przewiduje wartosé echa Loschmidta réwna % W
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Rysunek 3.9: Wykres (a): szeroko$é¢ potéwkowa echa Loschmidta dla uktadu N = 2000 spinéw. Czarna
linia przedstawia fit In(W) = —2.01(1) + 0.757(1) In(7g), co mozna zapisa¢ jako W~ 0.13722'757. Ten
fit moze by¢ poréwnany do (3.30) obliczonego w N = 2000, to jest do wyrazenia 0.1657?2/ : Wykres
(b): Szerokosé¢ polowkowa echa Loschmidta dla czasu przejécia 7g = 500. Czarna linia przedstawia fit
In(W) = 6.67(4) —0.523(5) In(NN), co sprowadza sie do W ~ 788.4/N9523_ Fit ten moze by¢ poréwnany
do (3.30) po polozeniu g = 500, co daje W~ 782.2/N1/2. Czerwone kropki na obu wykresach zostaly

obliczone na podstawie symulacji numerycznych.

potowie piku, mozemy zapisaé:

3/4 3/4
- 8m\/TQ an‘ 7Q Q
W=, /—nmmoln|]l - ————| & 2rV2In2—= ~ 7.4, 3.30
\/ 0 N % ~ ~ (3.30)

gdzie do rozwinigcia logarytmu skorzystano z warunku N > | /7g (patrz warunek (1.29), po uwzgled-
nieniu z = v = 1). Weryfikacje powyzszego przewidywania z danymi numerycznymi dla pierwszego
piku przedstawiono na rysunku 3.9.

Jest widoczne, ze wyktadniki skalujace (3.30) zgadzaja sie z doktadnoscia kilku procent z wynikami
numerycznymi (zaréwo skalowanie wzgledem 7¢, jak i rowniez V). Sama zaleznos¢ (3.30) jest nietypowa

na pierwszy rzut oka. Przeprowadzajac analize wymiarowa, mozna jg zapisa¢ w postaci:

e
th\/;, (3.31)

gdzie £ oznacza dhugos$é tancucha spinowego, to znaczy stala sieci pomnozona przez IN. Diugosé taricu-
cha pojawia sie w (3.31) poprzez zamiane sumy na catke po pedach w (3.27). Nier6wnowagowa dltugosé
korelacji f pochodzi od zatozenia mechanizmu Kibbla-Zurka, ktére méwi ze uniwersalna dynamika
uktadu zalezy od pedéw poprzez wyrazenie k/ k ~ /@f . Przeskalowanie pedow pod caltka (3.28)

k— k/E (3.32)

powoduje pojawienie sie czynnika £ w (3.31). Z kolei # pojawia sie w wyrazeniu (3.31) poprzez relacje
dyspersji. Aby to pokazaé, zauwazmy ze czas wchodzi rownan poprzez wyrazenie ext ~ k%t dla nisko
energetycznych modéw w punkcie krytycznym, ktorych wzbudzenie powoduje pojawienie sie powrotéw
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widocznych w echu Loschmidta. Nastepnie wykorzystujemy przeskalowanie (3.32) otrzymujac ext —
k*t/ éz i jednoczesnie zauwazajac, ze w teorii Kibbla-Zurka mamy f % ~ t. Ta procedura pozwala uzyskac
t/t, co zadaje skale czasowa w (3.31).

Na koniec zauwazmy, ze stosujac powyzsze rozumowanie mozna réwniez odtworzy¢ skalowanie am-
plitudy A ~ 1 /f i szerokosci potéwkowej piku magnetyzacji poprzecznej W ~ t (zgodnie ze wzorem
(3.20)).

3.3 Podsumowanie

W poprzednich podrozdziatach rozwazalismy ciagte przejscie w modelu Isinga, ktéry poczatkowo
byl przygotowany w stanie podstawowym gleboko w fazie paramagnetycznej. Przejscie zostato do-
prowadzone do punktu krytycznego g. = 1, a nastepnie uktad ewoluowal swobodnie. Skupiliémy sie
na analizie magnetyzacji poprzecznej oraz echa Loschmidta. Obie te wielkosci wykazuja charaktery-
styczna periodyczng strukture, gdzie kolejne piki pojawiaja sie w odlegloéci proporcjonalnej do roz-
miaru uktadu, zas ich szeroko$é¢ potéwkowa skaluje sie zgodnie z przewidywaniami teorii Kibbla-Zurka.
Zaproponowalismy prosty sposob $cistego, analitycznego sposobu opisu tych ewolucji.

Podkreslamy, ze w naszych symulacjach nie stosujemy granicy termodynamicznej N — oo, ktéra
byla zazwyczaj zakladana we wczesniejszych pracach (zobacz np. [45, 60]). Jest to istotne z dwoch
powoddéw. Po pierwsze, pozwala zaobserwowaé kwaziperiodyczne piki, ktorych okres jest rozbiezny
w granicy termodynamicznej. Po drugie, wyniki dla skoriczonego rozmiaru powinny mieé¢ znaczenie z
punktu widzenia uktadéw eksperymentalnych, ktérych rozmiar zazwyczaj znaczaco odbiega od granicy
termodynamicznej (najnowsze symulatory kwantowe pozwalaja bada¢ eksperymentalnie ok N = 50
spinéw), patrz [61, 62].

Jezeli chodzi o analize echa Loschmidta, to istotng wartoscia dodang niniejszej pracy w stosunku
do poprzednich wynikow [55, 57| jest rozwazenie nietrywialnego stanu poczatkowego. Stan ten bowiem
generujemy za pomoca nieréwnowagowej ewolucji, ktéra zawiera informacje o wyktadnikach krytycz-
nych z oraz v. Dzigki temu echo Loschmidta jest dodatkowo parametryzowane przez 7g, co czyni je
bardziej ztozona wielkoscia, ktéra moze byé wykorzystana do probkowania dynamiki nierébwnowagowe;j.

Przedstawione w tym rozdziale wyniki moga by¢ rozbudowane w rézny sposéb. Po pierwsze, mozna
rozwazaé¢ modele catkowalne wykazujace inne wartosci wyktadnikéw krytycznych z oraz v. Po drugie,
mozna rozwazy¢ uklady w skonczonej temperaturze i sprawdzié, jaki wpltyw na wlasnosci skalowania
pikdéw ma wprowadzenie dodatkowego parametru, jakim jest temperatura. Elementy rozszerzenia teorii
Kibbla-Zurka na uktady w skoriczonej temperaturze mozna znalezé np. w [63]|. Trzecia, i najbardziej
ambitng drogg dalszych badani jest rozwazenie uktadéw niecatkowalnych, ktore nie maja analitycznego
rozwiazania, takich jak model Bosego-Hubbarda [64] czy dalekozasiegowy model Isinga [65]. Te eks-
perymentalnie realizowalne uktady wykazuja kwantowe przejscie fazowe i mozna badaé¢ ich dynamike
nieréwnowagowa w kontekscie mechanizmu Kibbla-Zurka.

Jeszcze inna, komplementarna droge postepowania implementujemy w nastepnym rozdziale, w kto-
rym rozwazamy przejscia z fazy ferromagnetycznej m.in. do punktu krytycznego, zas gtéwna obserwabla
poddana analizie jest magnetyzacja podtuzna.
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Rozdzial 4

Dynamika magnetyzacji podluznej 1
lamanie symetrii

Celem tego rozdzialu jest przeanalizowanie zjawiska tamania symetrii w fazie ferromagnetycznej
z wykorzystaniem przej$¢ nieré6wnowagowych i mechanizmu Kibbla-Zurka. Podobnie jak w poprzed-
nim rozdziale, prototypowym modelem wykorzystanym do symulacji bedzie model Isinga, lecz zapre-
zentowane rozwazania moga by¢ tez zastosowane do innych ukladéw wykazujacych przejscie fazowe i
podobna strukture poziomoéw energetycznych (patrz rys. 2.1). Kluczowa wielkoscia jest przerwa energe-
tyczna zwiazana z tamaniem symetrii § ((2.25), (2.27)). Przypominamy, ze zanika ona wyktadniczo wraz
z rozmiarem uktadu w fazie ferromagnetycznej i w granicy termodynamicznej stan uktadu jest dwu-
krotnie zdegenerowany dla 0 < g < 1, podczas gdy Hamiltonian jest symetryczny wzgledem zamiany
of — —oyf - stad uzycie terminu ,lamanie symetrii” w tym kontekscie. Pomimo tego, ze rozwazamy
szczegbdlny model, metoda ma ogdlny charakter i moze by¢ zastosowana zaréwno do numerycznego jak
i eksperymentalnego wyznaczania przerwy energetyczne;j.

Idea jest nastepujaca: uktad jest poczatkowo przygotowany w stanie, w ktérym wszystkie spiny
sa spolaryzowane w kierunku x (schematycznie mozna to przedstawi¢ jako |—— ... —)) i zewnetrzne
pole g jest rowne 0. Nastepnie g jest zmieniane z czasem przejScia 7g do réznych wartosci w fazie
ferromagnetycznej, w fazie paramagnetycznej oraz do punktu krytycznego, po czym uktad ewoluuje
swobodnie. Analizujac potem ewolucje swobodng magnetyzacji podtuznej, mozna uzyskaé¢ informa-
cje o zachowaniu przerwy energetycznej zwiazanej z tamaniem symetrii (2.25), a takze wykorzystac
mechanizm Kibbla-Zurka w celu iloSciowej oceny, jak adiabatyczne jest rozwazane przejscie.

Organizacja rozdzialtu jest nastepujaca. W pierwszym podrozdziale przedstawiamy idee oraz przy-
pominamy znane wyniki dotyczace zachowania magnetyzacji podtuznej w modelu Isinga z periodycz-
nymi warunkami brzegowymi. W drugim podrozdziale prezentujemy wyniki dla symulacji wykonanych
w ukladzie z periodycznymi warunkami brzegowymi (za pomoca metody bezposredniej diagonalizacji
Hamiltonianu). Podrozdzialy trzeci i czwarty zawieraja wyniki dla modelu Isinga z otwartymi warun-
kami brzegowymi, dla wiekszych rozmiaréw uktadu. Wykorzystujac ksztalt obserwowanych ewolucji
podajemy systematyczna metode okreslenia ,adiabatycznosci” przejscia oraz poréwnujemy ja z prze-
widywaniami teorii Kibbla-Zurka i skalowania skoriczonego rozmiaru. Podrozdzial piaty stanowi pod-
sumowanie oraz przedstawia eksperymentalny kontekst prezentowanych wynikéw. Niniejszy rozdziat
bazuje na pracy [30], z pracy tej zaczerpnieto rowniez wszystkie rysunki.
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4.1 Wprowadzenie

Idee tego rozdziatu przedstawiamy dla modelu Isinga z periodycznymi warunkami brzegowymi:

N

H(g)=-> (0f0f 1 +907), ok =o0f. (4.1)
=1

Uktad ten poddany jest ciagtemu przejsciu, ktore jest zadane wzorem:

+t/7o dla —grmo <t <0
g(t)z{gf /T 97 (4.2)

gy dla t > 0.

Wartos$¢ 7¢g kontroluje szybkoé¢ zmian pola magnetycznego do wartodci gy, gdzie rozpoczyna si¢ ewo-

lucja swobodna. Stan poczatkowy w g = 0 jest wybrany w nastepujacy sposob:
V) =|—=>— ... =). (4.3)
Naturalng obserwablg do badania zjawiska tamania symetrii jest magnetyzacja podtuzna:

M, = (o%), (4.4)

7

gdzie wybor oczka sieci ¢ nie ma znaczenia w modelu z periodycznymi warunkami brzegowymi, z
uwagi na translacyjna niezmienniczo$¢. Magnetyzacja podtuzna jest czuta na sposob, w jaki symetria

ol — —ol jest tamana. Zachodzi bowiem:
— M7 < M, < M1, (4.5)

. s . (A .
gdzie wartosé M;? spetnia:

(4.6)

A — (1-¢)Y8% dlano<g<i1
10 dlag>1

dla rozmiaru uktadu dazacego do nieskoriczonosci [6]. Wielkosé Mz? bedziemy nazywaé magnetyzacja
rownowagowa, jej zachowanie w granicy N — oo zostato otrzymane z dwupunktowej funkcji korelacji.
Bedziemy analizowa¢ M;? w ukladach o skoriczonym rozmiarze, gdzie, jak zobaczymy dalej, nalezy
zastosowaé nieco inne podejscie.

Typowe zachowanie magnetyzacji rownowagowe]j przedstawiono na rysunku 4.1, skad jest jasne,
ze magnetyzacja dla skoniczonych ukladéow jest analityczna. Kluczowe jest teraz zrozumienie, w jaki
sposob analiza M, moze by¢ uzyta do znajdowania przerwy energetycznej zwigzanej z tamaniem sy-
metrii. Aby to wyjasni¢, odwolamy sie do rozdzialéw 1 i 2. Przypomnijmy, ze kluczowy jest fakt,
ze Hamiltonian (4.1) komutuje z operatorem parzystosci zdefiniowanym w (2.6). Dzigki temu, prze-
strzenn Hilberta mozna przedstawié¢ jako sume prosta dwoch podprzestrzeni: o dodatniej parzystosci
i 0 ujemnej. Przerwa energetyczna zwigzana z lamaniem symetrii 0 jest réznica pomiedzy pomie-
dzy najnizszymi poziomami energetycznymi Hamiltonianu w obu podprzestrzeniach. Wyrazenia na §
w roznych fazach oraz jej zachowanie asymptotyczne zostato przytoczone we wzorach (2.27)-(2.29).
Struktura poziomoéw energetycznych jest przedstawiona na rysunku 2.1. Warto réwniez przypomnieé
role dynamicznych przerw energetycznych Ay i A_, ktore sg zdefiniowane jako odleglo$ci pomiedzy
najnizszymi poziomami energetycznymi w kazdej podprzestrzeni osobno. Ich gtéwna rola w rozwaza-
nych ewolucjach polega na tym, ze relacja komutacji (2.26) zabrania dynamicznych przej$é pomiedzy
podprzestrzeniami o réznych parzystosciach. Dlatego wzbudzenia uktadu generowane podczas przejécia

(4.2) zaleza od 7g, A4 i stanu poczatkowego. Przerwa energetyczna ¢ odgrywa istotng role jedynie w
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Rysunek 4.1: Magnetyzacja rownowagowa M;? w modelu Isinga z periodycznymi warunkami brzego-
wymi. Krzywe, od gory do dotu, odpowiadaja rozmiarom ukladu 2 (czarny), 12 (czerwony) oraz oo
(niebieski). Pierwsza z nich zostala otrzymana za pomoca wzoru (4.19), druga za pomoca diagonalizacji

numerycznej Hamiltonianu, za$ trzecia ze wzoru (4.6).

sytuacji, gdy pojawia sie lamanie symetrii - a to ma miejsce w przypadku wybranego przez nas stanu

poczatkowego [1). Zauwazmy bowiem, ze:

) = [4) + |v-), (4.7)

gdzie
I e e e R e I e e R L

|th4) = NG SNUSES NG : (4.8)

Stany |¢4) 1 [¢—) maja dobrze okreslona parzystosé, tzn. P |¢+) = £ |11 ). Gdy stan ewoluuje w czasie,

mozna zapisac:
[W(E) = [+ (®) +1o-@)),  Ply+(t)) = £ [¢+(t) (4.9)
Zauwazmy teraz, ze
(Vi (B) of [ (1)) = (V- (D) o7 [V (2)) = 0. (4.10)
Wynika to z twierdzenia Wicka - poniewaz liczba operatoréw fermionowych w of jest nieparzysta,

taczna liczba operatorow w powyzszych wyrazeniach réwniez jest nieparzysta, skad sa one réwne 0.
Zatem:

M (t) = (Y4 (8)| o [ (1)) + c.c. (4.11)

W ogolnosci, obliczenie M (t) dla dowolnego 7 jest skomplikowane. Jezeli jednak zalozymy, ze 7 jest
na tyle duze, ze ewolucja jest adiabatyczna, to wykorzystujac przyktadowo (1.17) mozna zapisac:

—957Q

M;(t) = cos (/ dt 5[9@)]) Hy=1gM) o7 Iy =1,9(t))" . (4.12)

Stany |y = 1, g(t))* sa zdefiniowane w rozdziale 2 (patrz (2.16), (2.23)). Dla czesci ewolucji swobodne;

(t > 0) powyzsze wyrazenie sprowadza si¢ do:
M,(t) = M3%(gf) cos[d(gs)t + const], (4.13)
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gdzie stala faze mozna wyznaczyé na podstawie przebiegu ewolucji dla t < 0. Powyzsze wyrazenie
moze by¢ uzyte do wyznaczania magnetyzacji rownowagowej oraz przerwy energetycznej zwiazanej z
tamaniem symetrii na podstawie danych numerycznych lub doswiadczalnych.

W tym miejscu pojawia sie¢ naturalne pytanie, kiedy (tzn. dla jakich wartosci 7g) nalezy uznaé, ze
jestedmy juz w rezimie adiabatycznym. Problem ten bedziemy nazywaé zagadnieniem zmiany rezimow
i poswiecimy mu druga cze$é¢ podrozdzialu 4.4, gdzie przedstawimy iloSciowg metode podejscia do
tego problemu. Teraz przedstawimy jakosciowe rozumowanie, ktére bazuje na teorii Kibbla-Zurka.
Mianowicie przypomnijmy, ze zgodnie z teoria Kibbla-Zurka nieréwnowagowa skala dtugosci zachowuje
sic w nastepujacy sposob:

€~ g, (4.14)

Ewolucja jest adiabatyczna dla duzych 7g — oo, przestaje by¢ adiabatyczna, gdy wyzej zdefiniowana
nieréwnowagowa dtugosc korelacji staje sie mniejsza niz rozmiar uktadu. Dla modelu Isinga (z = v = 1)

warunek ten mozna zapisaé¢ w postaci:
T ~ NIV N2, (4.15)

Oznacza to, ze dla czasow przejscia rzedu N? lub wiekszych mozna oczekiwaé, ze dynamika jest z
dobrym przyblizeniem adiabatyczna.

4.1.1 Przypadek dwoéch spinéw

Zademonstrujemy teraz, w jaki sposdb przerwa energetyczna zwiazana z tamaniem symetrii oraz
rOwnowagowa magnetyzacja podtuzna moga by¢ obliczone w najprostszej wersji modelu Isinga, mia-
nowicie sktadajacego sie jedynie z dwoch spindw.

W tym przypadku mozna obliczyé¢ wszystkie energie wlasne i odpowiadajace im stany wtasne:

Eo40 = =21+ g% [0)" = A 11)+ B-| L),
_ [+
V2 (4.16)

b —a |- TR

V2
Eie =2V 1+g%  [1)T = A M) + B W),

gdzie o*[ 1) = | 1), o*[ ) = —| |),
Ap = ! , By = 9EVIte (4.17)
\/Q\/1+g2:i:g«/1+gz

Soo =—2, [0)”

)

\@\/14—92 +gy/1+ g2

oraz ]0)i oraz ]1)i oznaczajg odpowiednio stan podstawowy oraz wzbudzony w kazdej z podprzestrzeni.

Korzystajac z tych wynikéw, natychmiast otrzymuje sie:

5:507,—50,+:2<\/1+92—1), (4.18)

co jest zgodne z (2.27) dla N = 2.

Latwo teraz pokazaé, ze ekstremalne wartosci magnetyzacji podtuznej w unormowanym stanie,
ktory jest liniowa kombinacja stanow |0)* oraz [0)~ sa rowne:

M, = +1 (0¥ |0)~

1 (4.19)
=t 1Lt 1o
2 ‘/1_1_92 /1_|_g2
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Powyzsza funkcja zalezna od g jest pokazana na rysunku 4.1, gdzie mozna tatwo zauwazy¢, ze
wraz ze wzrostem g, rozni sie ona coraz bardziej od wyrazenia z granicy termodynamicznej (4.6). Ta
roznica jest niezerowa w calej fazie paramagnetycznej. Co wiecej, mozna pokazaé, ze w ukltadzie N
spinéw z periodycznymi warunkami brzegowymi, magnetyzacja podtuzna w granicy duzych wartosci
pola spelnia:

M (g — o00) = (4.20)

=

Tak prosty wynik wynika z obserwacji, ze dla g — oo stan podstawowy o dodatniej parzystosci dazy

do | 11 - - ), za$ stan podstawowy o ujemnej parzystosci zmierza do:

[T o) o [P ) [ ) oo
VN

(4.21)

4.2 Periodyczne warunki brzegowe

Przeanalizujemy teraz dynamike magnetyzacji podtuznej w modelu Isinga z periodycznymi warun-
kami brzegowymi. Istnieja rézne sposoby postepowania. Najbardziej oczywistym jest operowanie w
przestrzeni Focka, ktora jest rozpieta przez wszystkie stany postaci [T141...).

W tak zdefiniowanej przestrzeni mozna tatwo wyrézni¢ podprzestrzenie o dodatniej i ujemnej pa-
rzystodci, gdzie mozna przeprowadzaé ewolucje czasowa niezaleznie. Dodatkowsa zaleta tej metody jest
réwniez latwosdé obliczania magnetyzacji podtuznej. Wada jest oczywista: zasoby pamieciowe oraz czas
wykonania symulacji rosna wyktadniczo wraz z N, co znacznie ogranicza mozliwe do analizy rozmiary
uktadow. Inne podejscie (stosowane w pozostatych podrozdziatach) polega na mapowaniu uktadu spi-
néw na swobodne fermiony - redukuje to problem do znalezienia ewolucji czasowej N dwupoziomowych
uktadow. Jest to najefektywniejsza metoda znajdowania funkceji falowej (4.9). Problem w tym podejsciu
polega na obliczeniu magnetyzacji podtuznej (patrz uwaga pod wzorem (2.68)). Dlatego uzyjemy tu
pierwszego podejscia, to jest numerycznej ewolucji w pelnej przestrzeni Focka, aby scharakteryzowaé
ewolucje magnetyzacji podtuznej dla uktadu N = 12 spindéw. W nastepnym podrozdziale zrezygnu-
jemy z translacyjnej niezmienniczosci i przeprowadzimy symulacje dla znacznie wiekszych rozmiaréw
uktadow z otwartymi warunkami brzegowymi.

Wyniki symulacji numerycznych przejscia (4.2) dla periodycznych warunkéw brzegowych przedsta-
wiono na rysunkach 4.2, 4.3, 4.4. Wartoé¢ ¢ jest wybrana na tyle duza, aby przejscie bylo prawie
adiabatyczne. Zaktadamy, ze ewolucja swobodna odbywa sie w przedziale czasowym:

0<t< L. (4.22)
W przedziale tym obserwuje sie oscylacje, ktore bedziemy badaé réznymi sposobami:

1. Ekstrakcja z danych numerycznych. Obliczenie r6znicy polozenn dwodch pierwszych maksi-
moéw M, (t) i wykorzystanie jej do obliczenia czestosci oscylacji wia. Wykorzystujac dane nume-
ryczne mozna tez obliczy¢ roznice pomiedzy M, (t) w pierwszym maksimum i w drugim minimum
aby dosta¢ amplitude oscylacji A12. Wielkosci te zilustrowano na rysunku 4.2. Czestos$é wio oraz
amplituda Ao stanowia oszacowanie §(gy) oraz Mz?(gs) (patrz dyskusja wokot wzoru (4.13)).
Jest to najprostszy sposob charakteryzacji oscylacji pojawiajacych sie po przejsciu, wymagana

jest jedynie znajomos$é potozenia i wysokosci dwoch maksimow.
2. Fit nieliniowy. Wykonanie nieliniowego fitu funkcji postaci:

M, (t) = Agt cos(wgit + const) (4.23)
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Rysunek 4.2: Dynamika magnetyzacji podtuznej dla przejscia zatrzymanego w fazie ferromagnetycznej,
gy = 0.85. Przejécie nier6wnowagowe konczy sie w ¢ = 0, gdzie zaczyna si¢ ewolucja swobodna. Wykres
(a): krzywa czarna pokazuje wyniki numeryczne, zas czerwona przyblizenie (4.12). Wykres (b): modut
dyskretnej transformaty Fouriera (4.24) z ewolucji swobodnej magnetyzacji podtuznej obliczony w
poblizu przerwy energetycznej zwiazanej z lamaniem symetrii § (oznaczonej na rysunku czerwona
przerywana linia). Wykres (c): powiekszenie czesci wykresu (a) w poblizu trzeciego minimum. Rozmiar
uktadu wynosi N = 12, czas przejscia 79 = 40 oraz zakres czasowy oscylacji swobodnych jest réwny
L = 1000.

do danych numerycznych. Fit wykonujemy za pomoca funkcji NonlinearModelFit programu [54].
Funkcja ta pozwala réwniez oszacowaé niepewno$é statystyczng wyznaczanych parametrow, ktora
jest zaniedbywalna w naszym przypadku. Zbadanie kilku okreséw oscylacji zapewnia wykorzy-

stanie pelnego potencjatu tej metody.

3. Dyskretna transformata Fouriera. Obliczenie dyskretnej transformaty Fouriera zdefiniowanej

jako:
1 S—1 .
Mo(wj) = > My(sAt)ei*a,
S
s=0 (424)
L o7
At=73, w= % j=01,...,8 1,

gdzie S jest liczba punktéow danych numerycznych wygenerowanych podczas ewolucji. Bedziemy
wyznacza¢ maksimum globalne |Mx\ odczytujac jego polozenie wpax oraz wysokosé |Mx(wmax)|.
Pierwsza z tych wielkosci bedzie stanowi¢ oszacowanie §(g¢), zas druga oszacowanie na potowe

wartosci M;?. Dlatego wprowadzamy notacje:

Amax = 2’M(wmax)’- (425)

Zastosowalismy wszystkie te techniki do danych z rysunkéw 4.2 - 4.4, wyniki prezentujemy w tablicy 4.1.
Mozliwos¢ przetestowania réznych sposobéw analizy danych jest korzyscia, ktoéra ptynie z rozwazenia na
poczatku prostych ewolucji w uktadzie z periodycznymi warunkami brzegowymi. Mozna zaobserwowadé
bardzo dobra zgodnoéé¢ wartosci wis, wgy oraz A, Agy z teoretycznymi wartosciami & oraz M7 (patrz
tablice 4.1, 4.2).
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Rysunek 4.3: Dynamika magnetyzacji podtuznej w uktadzie z periodycznymi warunkami brzegowymi
dla przejscia zatrzymanego w punkcie krytycznym. Organizacja wykreséw jest taka, jak na rysunku
4.2. Wartosci parametrow: N =12, gr = 1, 79 = 40, L = 300.

w12 Wit Wmax Aqz Agt Amax
gr = 0.85 | 0.028422 | 0.028747 | 0.031416 | 0.8620 | 0.8538 | 0.64
gr=1 0.13114 | 0.13108 0.12566 | 0.7286 | 0.7397 | 0.65
gr =115 | 034177 | 0.34174 | 0.33510 | 0.6178 | 0.6146 | 0.52

Tablica 4.1: Wartoéci parametréw charakteryzujacych ewolucje swobodna z rysunkéw 4.2 - 4.4. Wiel-

kosci wio, wat, - - -

wykonane w przedziale czasowym 0 <t <4 x

, Amax sa zdefiniowane w dyskusji wokol wzorow (4.23) i (4.24). Fitowanie zostato

21 _ o odpowiada czterem okresom oscylacji.

5(gy)?

Jezeli jednak poréwnamy wartosci obliczone na podstawie transformaty Fouriera, tj. wmax oraz

eq . ., . . . . . . .. L. .
Amax 7z 0 oraz Mz, to mozna zauwazy¢, ze pojawiaja sie istotne rozbieznosci. Szacowanie przerwy
energetycznej zwiazanej z tamaniem symetrii poprzez wmax jest obarczone btedem wynikajacym z
rozdzielczo$ci spektralnej transformaty Fouriera - dla przebiegu czasowego o dtugosci L jest ona réwna

27
T (4.26)
Jest to widoczne na rysunkach 4.2b - 4.4b, gdzie odlegto$¢ w poziomie pomiedzy punktami waha sie
od 0.006 do 0.02, a wiec nie jest zaniedbywalna wzgledem §. Na oszacowanie magnetyzacji réwnowa-
gowej za pomocy Amax dodatkowy wplyw ma obsadzenie innych modoéw Fourierowskich, co obniza
wartosé | M (wmax)|. Zjawisko to mozna tatwo wyjasnié za pomoca twierdzenia Plancherela [66]. Dobra
jakos¢ oszacowan & oraz M7 otrzymanych za pomoca dwoch pierwszych metod wynika z wyboru od-
powiednio duzego 7g, dzigki czemu ewolucja jest bliska adiabatycznej. Patrzac na rysunki 4.2c - 4.4c
mozna zauwazy¢ mate odchylenie od idealnie adiabatycznej ewolucji. Podobne wtasciwosdci wykazuja
ewolucje w ukladzie z otwartymi warunkami brzegowymi - przechodzimy do ich analizy w nastepnym
podrozdziale.
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Rysunek 4.4: Dynamika magnetyzacji podtuznej w ukladzie z periodycznymi warunkami brzegowymi
dla przejscia zatrzymanego w fazie paramagnetycznej. Organizacja wykresow jest taka, jak na rysunku
4.2. Wartosci parametrow: N =12, g; = 1.15, 7 = 40, L = 300.

5 Ay | AL | M
g =0.85 | 0.028747 | 1.13 | 2.00 | 0.8545
g=1 0.13109 | 1.04 | 2.07 | 0.7407
g=115]| 0.34167 | 1.27 | 2.30 | 0.6146

Tablica 4.2: Przerwa energetyczna zwiazana z famaniem symetrii d, dynamiczne przerwy energetyczne
A4 oraz magnetyzacja réwnowagowa M’ obliczone dla modelu Isinga z periodycznymi warunkami
brzegowymi dla rozmiaru uktadu N = 12. Wartosci § oraz AL sa obliczone za pomoca analitycznych
wyrazen (patrz (2.27), (2.30)), za§ M;? za pomoca numerycznej diagonalizacji Hamiltonianu. Czesé z

tych wynikéw zostala pokazana na rysunku 2.1 z rozdziatu 2.

4.3 Otwarte warunki brzegowe

W tym podrozdziale bedziemy zajmowaé sie Hamiltonianem modelu Isinga z otwartymi warunkami

brzegowymi:
N-1

Hopc(g) == ) (0fofis +907) - (4.27)
=1

Uklady z otwartymi warunkami brzegowymi sa warte gtebszej analizy z kilku powodéw. Po pierwsze,
mozliwosci eksperymentalne ich realizacji s o wiele bogatsze - zaprojektowanie uktadu z cyklicznym
oddziatywaniem spinéw jest bardzo skomplikowane (patrz [67] dla wyczerpujacego opisu jak mogtoby
to by¢ zrealizowane w symulatorze uktadu spinowego dziatajacego z wykorzystaniem zimnych jonow).

Po drugie, jak juz wspominaliSmy w rozdziale 2, obliczenia magnetyzacji podtuznej sa znacznie
prostsze w uktadzie z otwartymi warunkami brzegowymi. Gtéwng tego przyczyna jest fakt, ze operator
parzystosci nie pojawia sie wtedy w reprezentacji Hamiltonianu za pomoca operatoréw fermionowych
(patrz wzory (2.5), (2.49)). Dzigki temu mozliwe bedzie przeprowadzenie symulacji dla rozmiarow
uktadu rzedu kilkuset spinéw, co pozwoli na systematyczne zbadanie problemu zmiany rezimow (z
nieréwnowagowego do adiabatycznego) z wykorzystaniem teorii Kibbla-Zurka. W dalszej czesci tego
podrozdziatu bedziemy korzysta¢ z wynikow przedstawionych w rozdziale 2. W szczegoblnosci, przydatne
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beda wzory na energie wzbudzen jednoczastkowych (2.54). Ich wartosci liczbowe zamieszczamy w
tablicy 4.4.

Stosujemy przejscia takiej samej postaci, jak dla periodycznych warunkéw brzegowych, tzn. dane
wzorem (4.2). W celu opisania, jakie czestosci moga pojawia¢ sie w ewolucji swobodnej, zapiszmy
najbardziej ogblna posta¢ stanu ukladu w ¢t = 0, gdzie pole magnetyczne przestaje sie zmieniac:

Yt =0)) = > aiigeixlitia...in),

i1ig.dNn

Z ‘ailig...iNP = 17

iig.in (4.28)
.. . il i2 ZN

liniz . in) = (’YD (VD (%Tv) 1GS(g£)),

in =0,1 oraz v,|GS(g¢)) =0dlal <n <N,

gdzie |GS(g)) oznacza stan podstawowy modelu Isinga z otwartymi warunkami brzegowymi (tak, jak
w rozdziale 2). Zwroémy uwage, ze stany |i1ig . . . iy) tworza zupelng baze stanéw wlasnych modelu dla

g = g5. Wykorzystujac powyzszy zapis, magnetyzacja podtuzna w dowolnej chwili £ > 0 ma postac:

i N P . . . . . .
M,(t) = Z ajle.”jNailiQmiNeltZn:l(y" in)En (J172 - - .]N|Jj"\,/2|1122 c AN, (4.29)
J132-IN
1192... 0N
gdzie E,, sa energiami wzbudzen danymi wzorami (2.54) oraz n = 1,2,...N. Teraz zauwazmy, ze
wyrazenie (j1j2 ... jn|o% /2|z'1i2 ...1N) zawiera parzysta liczbe operatorow fermionowych tylko wtedy,

gdy suma
N

> " (in + n) (4.30)

n=1
jest nieparzysta (gdyz o¥; /2 zawiera ich nieparzysta liczbe). Z twierdzenia Wicka tylko te cztony sa

niezerowe, zatem mozliwe czesto$ci maja postac:

N N
w= Z(]n —in)Enp, Z(zn + jn) nieparzyste. (4.31)
n=1 n=1

Magnetyzacja podtuzna M, (t) jest generowana numerycznie za pomoca rownan (2.65), (2.73) oraz
(2.76). Macierz U(t) potrzebna do wyliczenia W znajdujemy rozwiazujac rownanie (2.71). Wykorzy-
stujemy w tym celu rozktad Suzuki-Trottera rzedu drugiego |68]. Zaleta metody Suzuki-Trottera w
stosunku do innych metod numerycznych rozwiazywania zwyczajnych rownan rézniczkowych, takich
jak np. metoda Rungego-Kutty czy algorytm Bulirscha-Stoera [52], jest wlasno$é doktadnego zacho-
wywania unitarnosci w kazdej iteracji algorytmu. Testy réznych algorytméw pokazaly, ze ma to duze
znaczenie w przypadku symulowania ewolucji magnetyzacji podtuzne;j.

Przechodzimy teraz do prezentacji konkretnych wynikéw dla ewolucji magnetyzacji podtuznej dla
przej$¢ postaci (4.2). Do systematycznej analizy przebiegow ewolucji swobodnej M, (t) wykorzystamy
narzedzia opisane w podrozdziale 4.2.

Symulacje dla przejsé¢ do fazy ferromagnetycznej wykonano dla gy = 0.851 N = 20. Wybor stosun-
kowo matego rozmiaru uktadu wiaze sie z bardzo szybkim zanikiem przerwy energetycznej & wraz z
rozmiarem ukltadu w fazie ferromagnetycznej - symulacje wiekszych rozmiaréw wymagalyby przepro-
wadzania duzo dluzszych symulacji. Ewolucj¢ dla 7g = 10 przedstawiono na rysunku 4.5. Uderzajacy
jest ,kanciasty” kontur ewolucji. Aby to zrozumieé¢, zbadamy modul dyskretnej transformaty Fouriera
(dolna czesé rysunku 4.5). Po pierwsze, zwroémy uwage na szereg pikow oznaczonych A, B, etc. ktorych
maksima wystepuja dla czestosci wa, wp, etc. Ich wartosci sg wypisane w pierwszym rzedzie tablicy
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Rysunek 4.5: Na gorze: dynamika magnetyzacji podtuznej w modelu Isinga z otwartymi warunkami
brzegowymi dla przejscia zatrzymanego w fazie ferromagnetycznej. Wartosci parametréow sa nastepu-
jace: g5 = 0.85, N = 20, 7g = 10. Wartosc ¢ jest dana poprzez Ey z tablicy 4.4 (pierwszy rzad). Na dole:
modul dyskretnej transformaty Fouriera z ewolucji M, (t > 0) z gornej czesci wykresu. Wewnetrzny
wykres pokazuje w powiekszeniu piki B-D. Na tym wykresie przyjeto L = 1200.

wA wp we wp WE WF wa
gr =0.85, N =20 | 0.0209 | 0.241 | 0.471 | 0.728
gr =1, N =50 0.0628 | 0.188 | 0.308 | 0.434 | 0.559 | 0.685 | 0.804
gr =115, N =50 | 0.325 | 0.382 | 0.471

Tablica 4.3: Polozenia maksimoéw dyskretnej transformaty Fouriera ]M;c\ oznaczonych na rysunkach
4.5, 4.6 oraz 4.7.

4.3. Jezeli poréwnamy te czestosci z danymi z tablicy 4.4 to zauwazymy, ze wartosci wa, wp, wo i wp sa
rowne Fq, E3 — FEy — E1, FEo, E3 w granicach rozdzielczosci spektralnej transformaty Fouriera - jest to
zgodne z przewidywaniami wynikajacymi ze wzorow (4.29) i (4.31). Czestosci wokot wy odpowiadaja
za gléwny okres oscylacji %, zaznaczony w gornej czesci rysunku 4.5. Odnotujmy teraz dwie wazne
wlasnosci dyskretnej transformaty Fouriera widoczne w dolnej czesci rysunku 4.5: (i) czestosci wp, we
etc. sa przynajmniej 10 razy wieksze od czestosci wy , (il) wartosé | M, (wa)| jest przynajmniej 15 razy
wieksza od |My(wp)|, |Mz(we)|. Wlasnosé (i) oznacza, ze nalezy spodziewaé sie oscylacji o wysokiej
czestosci natozonej na czesto$¢ bazowa wy. Z whasnosci (ii) wynika, ze maja one mala amplitude w
poréwnaniu do oscylacji bazowych. Obie te cechy sg bardzo wyraznie widoczne w gornej czesci wykresu
4.5.

Ey Es Es Ey4 Es5 Eg E7
gr = 0.85, N =20 | 0.0217 | 0.470 | 0.730
gr =1, N =50 0.0622 | 0.187 | 0.311 | 0.435 | 0.558 | 0.681 | 0.803
gr =115, N =50 | 0.322 | 0.383 | 0.470

Tablica 4.4: Energie jednoczastkowych wzbudzen w modelu Isinga obliczone na podstawie wzordéw

(2.54), (2.55).
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Rysunek 4.6: Na goérze: dynamika magnetyzacji podtuznej w modelu Isinga z otwartymi warunkami
brzegowymi dla przejscia zatrzymanego w fazie paramagnetycznej. Wartosci parametréw sg naste-
pujace: gy = 1.15, N = 50, 79 = 50. Na dole: modul dyskretnej transformaty Fouriera z ewolucji
M, (t > 0) z gornej czesci wykresu. Przyjmujemy L = 500.

Z inna sytuacja mamy do czynienia dla ewolucji doprowadzonych do fazy paramagnetycznej. Rysu-
nek 4.6 przedstawia ewolucje zatrzymana w gy = 1.15 dla uktadu N = 50 spinow. WyrazZnie widoczne
sg dudnienia - aby je wyjasni¢, réwniez odwolamy sie do modutu dyskretnej transformaty Fouriera i
struktury jej pikow (dolna czesé rysunku 4.6). Widoczne sa dwa duze piki scentrowane wokot wy i wp.
Fakt, ze ich amplitudy |M,(w4)| oraz |M,(wp)| sa poréwnywalne odpowiada za powstanie dudnieri.
Czestodci wy 1 wp sa tego samego rzedu wielkosci, co eliminuje mody wysokiej czestosci, ktore byty
widoczne w przypadku przejscia do fazy paramagnetycznej. Analizujac wykres 4.6, zauwazmy, ze w4,
wp 1 we z dobra doktadnoscia sa rowne E1, Eo, Es (patrz tablice 4.3 oraz 4.4).

4.4 PrzejScia doprowadzone do punktu krytycznego

Ewolucja swobodna magnetyzacji podtuznej dla przej$sé¢ doprowadzonych do punktu krytycznego
ma specyficzny przebieg, co pokazano na rysunku 4.7. Dla malych 7g wida¢ szereg waskich pikéw,
ktorych amplituda maleje wraz z czasem. Magnetyzacja pomiedzy pikami jest réwna prawie zero. W
miare zwalniania ewolucji (wzrostu 7g), szerokosé¢ pikow rosnie, jednoczesnie zmniejszaja sie odcinki
czasowe gdzie magnetyzacja jest bliska zeru. Dalsze zwigkszanie czasu przejscia 7g doprowadza do
spodziewanej dynamiki adiabatycznej, danej wzorem (4.13).

Aby wyjasni¢ osobliwy ksztalt ewolucji dla szybkich przejs¢ z rysunku 4.7 wykorzystamy dyskretna
transformate Fouriera (rysunek 4.8). Polozenia kolejnych maksimow | M, (w)| sa réwne wzbudzeniom
jednoczastkowym Fjy, Es, ... (patrz tablice 4.3 i 4.4). Charakterystyczne jest to, ze wiele czestosci
posiada swojg istotna reprezentacje w widmie, co objawia sie poprzez stosunkowo duze amplitudy
kolejnych pikéow modutu transformaty Fouriera (w przeciwienstwie do przypadku przejscia do fazy
ferromagnetycznej lub paramagnetycznej, gdzie tylko kilka pikéw odgrywalo istotna role). Kolejna
interesujaca cecha ewolucji przedstawionych na rysunku 4.7 jest bardzo dobrze widoczna periodycznosé.
Nie jest to zaskakujace dla wolnych przejsé, gdyz dokladnie tego oczekujemy w granicy adiabatycznej
(4.12) - natomiast dla szybkich przejs¢ (g = 2) tak wyrazna struktura pikoéw oddalonych o 27/6(g; =
1) jest specyficzng wlasnoscig przejsé zatrzymanych w gy = 1. Aby wyjasni¢ to zjawisko, odwolamy
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Rysunek 4.7: Ewolucja swobodna magnetyzacji podtuznej po przejéciach do punktu krytycznego w
modelu Isinga z otwartymi warunkami brzegowymi. Linie ciggle, zaczynajac od gory, odpowiadaja
symulacjom dla nastepujacych wartosci czasu przejscia: 7g = 2 (linia czarna), 7¢ = 20 (linia czerwona),
7o = 73 (linia zielona) oraz 79 = 200 (linia niebieska). Kolejne krzywe sa przesuniete o liczbe catkowita
w dol, aby umozliwi¢ ich poréwnanie. Czarna przerywana linia pokazuje funkcje 0.557 cos(0.0622t +
0.307) przesunieta o 2 w dot. Pochodzi ona z fitu dla 7o = 73, blisko czasu odpowiadajacemu zmianie
reziméw, omawianego na rysunku 4.9. Wartosci parametréw sg nastepujace: gf = 1, N = 50, ¢ jest
dana przez F; z tablicy 4.4 (drugi rzad).
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Rysunek 4.8: Modut dyskretnej transformaty Fouriera ze swobodnej ewolucji magnetyzacji podtuzne;j
dla przejscia doprowadzonego do punktu krytycznego. Parametry przejscia sa nastepujace: gy = 1,
N =50, 7¢g = 2 (gérna ewolucja z rysunku 4.7). Wewnetrzny rysunek pokazuje wzbudzenia obliczone
ze wzoru (2.54), czerwona linia pokazuje przyblizenie (4.33).

sie do struktury wzbudzenn jednoczastkowych w modelu Isinga z otwartymi warunkami brzegowymi.
Podstawiajac g = 1 oraz katy (2.58) do wzoru (2.54), dostajemy Sciste wyrazenie na wartosci wzbudzen

jednoczastkowych:
By = dsin 2 = ggin 271 (4.32)
; = 4sin — = 4sin . :
’ 2 4N +2
Dla matych wartosci ¢ prawdziwe jest przyblizenie:
B~ (20 — 1)% = (2i — 1)d(g; = 1). (4.33)

Doktadnos¢ powyzszego przyblizenia jest dobrze widoczna na wewnetrznym wykresie rysunku 4.8.
Gdyby powyzsze wyrazenie byto prawdziwe dla kazdego ¢, ewolucja byltaby idealnie adiabatyczna nie-
zaleznie od czasu przejscia. Jest ono jednak prawdziwe dla dominujacych (jezeli chodzi o amplitude piku
w | M, (w)]) czestosci, co prowadzi do bardzo stabilnej periodycznosci ewolucji z okresem 27 /8 (g7 =1).
Na koniec tej analizy podkre§lamy, ze przyblizenie (4.33) jest prawdziwe tylko dla gy = 1 - tltumaczy
to catkowicie odmienny charakter ewolucji w przypadku przej$é¢ do fazy ferromagnetycznej i parama-
gnetycznej.

Przechodzimy teraz do kolejnego, waznego elementu analizy ewolucji z rysunku 4.7. Celem jest ilo-
Sciowe zbadanie, wspomnianego w podrozdziale 4.3, zagadnienia zmiany reziméw ewolucji. Gléwnym
narzedziem bedzie analiza amplitudy pikow dla przejs¢ doprowadzonych do punktu krytycznego (rys.
4.7) - bedziemy badaé, jak szybko dazy ona do wartosci réwnowagowej M. Zasadniczo, mozliwych
jest kilka drog postepowania. Po pierwsze, mozna wzia¢ pod uwage wartos¢ maksimum globalnego
modutu dyskretnej transformaty Fouriera i obliczy¢ Apmax ze wzoru (4.25). Takie podejscie ma jednak
wady - gléwnym problemem jest ograniczona rozdzielczo$é spektralna transformaty Fouriera, co powo-
duje konieczno$é¢ analizowania dhugich ewolucji i doktadna interpolacje potozenia maksiméw z danych
numerycznych.

Po drugie, mozna ,odczyta¢” wartos¢ amplitudy oraz odleglosci pomiedzy pierwszymi dwoma pi-
kami magnetyzacji M, (t) wprost z wykresu ewolucji. Ta metoda jest jednak podatna na fluktuacje
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danych. Mozna by ja ulepszy¢ wprowadzajac usrednianie wartosci odczytanych z wielu pikéw, jednak
to rowniez wymagaltoby rozpatrywania dtugich ewolucji.
Dlatego do dalszej analizy wykorzystamy jeszcze inna, dyskutowana wczesniej metode, mianowicie
fit nieliniowy funkcji:
Agt cos(wgt + const) (4.34)

do danych numerycznych. Gtéwna zaleta tej metody jest to, ze wykorzystuje cala informacje zawarta
w wygenerowanym przebiegu M, (t), a nie jedynie w okolicach maksimow M, (t) lub |M,(w)|. Ponadto
fluktuacje danych zostaja usrednione, przez co powyzsza metoda ma potencjalne zastosowanie rowniez
w przypadku danych eksperymentalnych. Zatem w dalszej czedci tego podrozdziatu jako amplitude
oscylacji bedziemy brali warto$é Ag; otrzymang z fitu nieliniowego, ktory bedziemy wykonywaé do
danych M,(t) dla 0 < ¢ < 12N, co odpowiada okoto 6 okresom oscylacji.

Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, gdy 7¢ rosnie, wartos¢ Agi () bedzie dazyla do My%(g; =
1). Sugeruje to, ze dobra miara nieadiabatycznosci danej ewolucji M, (t) bedzie wzgledne odchylenie

amplitudy Ag(7g) od wartodci rownowagowej:

Ag(1q) — Mz (gf = 1)

dev(tg) = 4.35

( Q) Miq( g5 = 1) ( )

Zmiana reziméw nastepuje, gdy zdefiniowane powyzej odchylenie spada ponizej pewnej, ustalonej z

gory wartosci n € (0,1). Czas przej$cia odpowiadajacy zmianie reziméw bedziemy oznaczaé TGO - jest
on zdefiniowany w nastepujacy sposob:

767 = min{rq : dev(rg) <n}. (4.36)

W naszej analizie bedziemy uzywaé wartosci n = 10%. Powyzsze koncepcje zilustrowano na rysunku
4.9, gdzie przedstawiono zaleznosé¢ Agi(7g). Widoczne jest, ze amplituda obliczona z wykorzystaniem
fitu nieliniowego w bardzo gtadki sposéb zalezy od 7 - potwierdza to zasadnos¢ wyboru metody.
Wykonujac systematyczne fity dla réznych rozmiaréw uktadu 20 < N < 300 otrzymujemy zalez-
nos¢ 75°%(N), ktora przedstawia rysunek 4.10(a). Odwolujac si¢ do rozwazaii wokét wzoru (4.15),

spodziewamy sie, ze zaleznosé ta jest postaci:

o ~ N a>0. (4.37)
W celu zweryfikowania tej hipotezy, wykonujemy fit liniowy postaci:

In75°® = aln N +b. (4.38)

Jak mozna zobaczy¢ z tablicy 4.5, wspotczynniki a, b réznia sie nieco dla réznych zakresow danych,
ale warto$¢ a dazy do 2 dla duzych rozmiar6ow ukladu N (fit liniowy pokazano na rysunku 4.10(b)).
Bardzo dobrze zgadza sie to z przewidywaniami teorii Kibbla-Zurka (4.15), ktora sprawdza sie najlepiej
dla duzych rozmiaréw uktadu. Zauwazmy, ze wartos¢ wspotczynnika a ro$nie monotonicznie wraz ze
wzrostem rozmiaru ukladu - potwierdza to wysoka stabilno$é metody wyznaczania czasu przejscia
dla zmiany reziméw na bazie magnetyzacji podtuznej. Podkreslamy, ze zaprezentowana metoda nie
jest jedynym sposobem badania adiabatycznosci ewolucji; naszym celem byto przedstawienie solidnych
argumentéw, ze taka droga postepowania prowadzi do sp6éjnych wnioskéw oraz pokazanie jej zalet w
kontekscie analizy zaréwno danych numerycznych, jak i eksperymentalnych.

4.5 Podsumowanie

Celem tego rozdzialu byto zademonstrowanie, w jaki sposdéb mozna badaé¢ przerwe energetyczna
zwigzang z tamaniem symetrii za pomoca ciaglych przejsé nieréwnowagowych. Wykorzystalismy w
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Rysunek 4.9: Wykres (a): amplituda oscylacji magnetyzacji podtuznej po przejsciu doprowadzonym do
punktu krytycznego w modelu Isinga z otwartymi warunkami brzegowymi. Amplituda zostata obliczona
za pomocy fitu nieliniowego (4.34). Czerwona, przerywana linia oznaczono wartos¢ M;%(g; = 1).
Wykres (b): wzgledne odchylenie amplitudy oscylacji od wartosci rownowagowej, dane wzorem (4.35).

Cross

Zaznaczono rowniez wartos¢ 75 odpowiadajaca n = 10%, ktéra dla rozpatrywanego ukladu (N = 50)

wynosi okoto 72.83.
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Rysunek 4.10: Wykres (a): czas zmiany rezimow Tgoss

jako funkcja rozmiaru uktadu dla przej$¢ zatrzy-
manych w punkcie krytycznym modelu Isinga z otwartymi warunkami brzegowymi (g; = 1). Kropki
na wykresie pochodzg z danych numerycznych, potaczono je odcinkami aby pokazaé charakter zalez-
nosci. Wykres (b): dane z wykresu (a) pokazane w skali logarytmicznej zastosowanej do obu osi. Aby
zobrazowaé zbiezno$é metody, czerwona prosta ma wspotczynnik kierunkowy réwny 2 i wyraz wolny

dopasowany do dwoch punktéw o najwiekszym N.
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a b

20< N <30 | 1.75(1) | -2.60(4
38 < N <62 1.871(3) | -3.03(1
T0< N <142 | 1.92(1) |-3.26(6
200 < N <300 | 1.970(4) | -3.48(2

Tablica 4.5: Wyniki fitu (4.38) do danych numerycznych z roznych zakresow rozmiaru uktadu (do
regresji liniowej wykorzystano cztery lub pie¢ punktow). Blad statystyczny obliczony za pomoca funkcji
LinearModelFit z [54] podano w nawiasach okragtych.

tym celu $cidle rozwiazywalny model Isinga z periodycznymi i otwartymi warunkami brzegowymi.
Przejécia rozpoczynaty sie w tatwym do przygotowania stanie poczatkowym, ktory byt stanem wtasnym
modelu dla zerowego pola. Wartosé przerwy energetycznej zwigzanej z tamaniem symetrii mozna byto
odczytaé¢ ze swobodnej ewolucji magnetyzacji podtuznej po doprowadzeniu wartosci pola do zadanej
wartosci koricowej. Uktady z otwartymi warunkami brzegowymi wykorzystano, aby w wydajny sposdb
przeprowadzi¢ symulacje dla wiekszych rozmiaréw uktadu, i odnies¢ otrzymane wyniki do przewidywarn
teorii Kibbla-Zurka. Do systematycznej analizy ewolucji swobodnej wykorzystaliSmy trzy rézne techniki
numeryczne.

Pomimo, ze nasze analizy zostaly przeprowadzone dla modelu Isinga, zaprezentowane metody moga
z powodzeniem by¢ zastosowane do innych modeli wykazujacych tamanie symetrii. Przyktadowo, mo-
dele Isinga z dalekozasiegowym oddzialywaniem sa realizowane eksperymentalnie za pomoca symu-
latorow zbudowanych na bazie zimnych atomoéw (patrz przyktadowo [64, 69, 67, 70]). Uktady te sa
bardzo obiecujace pod katem eksperymentalnej realizacji koncepcji przedstawionych w tym rozdziale
- ich rozmiar jest wzglednie niewielki (okoto 50 spinoéw), dzieki czemu przerwa energetyczna zwiazana
z tamaniem symetrii moze by¢ zaobserwowana i zmierzona. Ponadto, dynamika takich uktadow jest
ostatnio intensywnie badana [61, 62, 71].

Inng, interesujaca platforma do weryfikacji naszych koncepcji sa komputery typu D-Wave, ktore
moga by¢ uzywane do symulowania modeli spinowych [72]. Warto zaznaczy¢, ze badania mechanizmu
Kibble-Zurka za pomoca komputeréw typu D-Wave byly niedawno opublikowane [73].

Warto réwniez podkredlié, ze zjawisko tamania symetrii w kwantowym ukladzie wielocialowym
zostalo ostatnio zbadane doswiadczalnie w [74]. Eksperyment ten zostal wykonany w zimnym gazie
atomowym, gdzie kazdy atom symulowatl 16-spinowy model Lipkina-Meshkova Glicka. Jego Hamilto-
nian jest podobny do kwantowego modelu Isinga z tym, ze oddzialywania wystepuja miedzy wszystkimi
parami spinéw, nie tylko pomiedzy najblizszymi sasiadami. Oprécz innego Hamiltonianu, zastosowany
w eksperymencie schemat przejécia réznil sie od proponowanego w niniejszym rozdziale: przejscia za-
czynalty sie w fazie paramagnetycznej, ponadto byty realizowane tylko dla jednego rozmiaru uktadu,
a zatem nie bylo mozliwe zbadanie powiazania adiabatycznosci ewolucji z teoria Kibbla-Zurka (co
stanowi istotna warto$¢ dodang naszych wynikow).

Podsumowujac, mamy nadzieje, ze przedstawione w tym rozdziale wyniki moga stanowi¢ impuls

do dalszych badan nad zjawiskiem tamania symetrii w kwantowych przejsciach fazowych.
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Rozdzial 5

Wyznaczanie punktu krytycznego za

L]

pomoca dwustronnych przejsé
nierobwnowagowych

Jednym z gtownych celow badan nad kwantowymi (a takze klasycznymi) przej$ciami fazowymi jest
identyfikacja uniwersalnych wtasnosci uktadéw poprzez analize skalowania obserwabli. Jest to rowniez
jeden z tematow przewodnich niniejszej pracy, gdzie silny nacisk jest ktadziony na identyfikacje mecha-
nizmu Kibbla-Zurka w przejéciach nieréwnowagowych. Warto jednak podkresli¢, ze wiekszosé relacji
skalowania, ktérych uniwersalnosé sie postuluje, zaktada znajomosé potozenia punktu krytycznego, co
jest juz Scisle zwigzane ze specyfika konkretnego uktadu. Ponadto, w okolicy punktu krytycznego maja
miejsce bardzo ciekawe zjawiska z zakresu fizyki wielu cial, zwiazane z nagta zmiang wtasnosci uktadu.
Zrozumienie tych zjawisk bazuje na technikach grupy renormalizacji, ktore zaktadaja sasiedztwo punktu
krytycznego [13]. Dlatego istotne jest wypracowanie efektywnych metod znajdowania punktow krytycz-
nych i oceny ich doktadnosci. Niniejszy rozdziat bazuje na pracy |75], w ktorej do wyznaczania punktu
krytycznego wykorzystano fundamentalne cechy przejéé fazowych oraz mechanizm Kibbla-Zurka do
oceny dokladnosci otrzymanych wynikéw. Poniewaz wykorzystywane sa przejScia w obie strony, pre-
zentowane w tym rozdziale idee stanowia pewnego rodzaju potaczenie koncepcji przedstawionych w
dwoch poprzednich rozdzialach. Poprzednio, przejscia o skoriczonym czasie do badania potozenia punk-
tow krytycznych wykorzystano m.in. w pracach |76, 77, 78], za$ przejScia natychmiastowe w [79, 80].
W pracach tych wykorzystano jednak inne techniki niz w niniejszym rozdziale.

Organizacja tego rozdziatu jest nastepujaca: Na poczatku opisujemy ogdlng idee, ktora co do zasady
powinna by¢ stosowalna do wielu modeli wykazujgcych kwantowe przejscie fazowe. Nastepnie krok po
kroku prezentujemy zastosowanie jej do dwoch szczegolnych modeli: rozszerzonego modelu XY (patrz
sekcja 2.3) oraz modelu Isinga w polu poprzecznym. Metoda bazuje na polaczeniu dwoch przejsé: z
fazy ferromagnetycznej do fazy paramagnetycznej oraz w przeciwng strone - w tym sensie wykorzy-
stujemy tu idee omawiane w poprzednich rozdziatach. Na zakoriczenie podajemy mozliwe uogdlnienia
zaprezentowanej techniki oraz perspektywy eksperymentalne. Wszystkie rysunki w tym rozdziale sg

zaczerpniete z pracy [75].

5.1 Metoda

Podstawowym zalozeniem wykorzystywanym w naszej metodzie jest istnienie podatnosci x wzgle-
dem pewnej obserwabli O, ktéra w granicy termodynamicznej posiada osobliwo$é w punkcie kry-

tycznym. Przez podatnos$¢ obserwabli O rozumiemy tutaj pochodna wartosci oczekiwanej obserwabli
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wzgledem parametru wywolujacego przejscie fazowe. W naszym przypadku bedzie to zewnetrzne pole
g, zatem 4(0)

x(g) = iy (5.1)
Wybor takiej podatnodci jest zalezny od modelu i od typu osobliwosci w nim wystepujacych. Przejscia
rozwazane w niniejszej pracy cechujg sie rozbieznoscia drugiej pochodnej energii stanu podstawowego
- jak zobaczymy, zasugeruje to wybo6r odpowiedniej podatnosci.

Pierwszym krokiem jest podzielenie analizowanej podatnosci na cze$¢ regularng i osobliwa:

X“Ug) = Xrdy(9) + Xeing(9), (5.2)

gdzie zaktadamy, ze czes¢ osobliwa jest rozbiezna nie szybciej niz algebraicznie wraz z odlegtoscia od
punktu krytycznego g.:
Xotng(9) ~ 19— gel ™7, v > 0. (5.3)
Na poczatku, uklad jest przygotowany w stanie podstawowym daleko od punktu krytycznego, a
nastepnie poddany przejsciu w gore zgodnie ze wzorem:
g(t) = gc + :Q (5.4)
z czasem przejscia 7g. Punkt krytyczny jest osiggany dla ¢ = 0. Dopoki uktad jest daleko od punktu
krytycznego, ewolucja jest z bardzo dobra dokladnoscia adiabatyczna i podatnosé jest réwna swojej
réwnowagowej czesci x°?. W poblizu punktu krytycznego czas reakcji uktadu, dany poprzez odwrotnosé
przerwy energetycznej [18], dazy do nieskonczonosci. Zatem podatnosé x(g(t)) bedzie opdzniona wzgle-
dem x®?(g(t)). Réznica miedzy podatnosciami bedzie najwieksza w punkcie krytycznym, gdzie x¢?(g.)
jest nieskoriczona, w przeciwienistwie do x(g.) = x[g(t = 0)] (podczas ewolucji nieréwnowagowej uktad
nie ma czasu osiagnac nieskoriczonej wartosci podatnosci). Efekt opoznionej reakeji uktadu manifestuje
sie¢ w potozeniu maksimum, ktére powinno pojawié¢ sie po osiagnieciu przez pole zewnetrzne punktu
krytycznego - zaldézmy ze dzieje sie to dla pewnego gl > (e
Przypusémy teraz, ze uktad na poczatku jest przygotowany w stanie podstawowym po przeciwnej
stronie punktu krytycznego i przejscie z parametrem g nastepuje w dof, tzn. na skutek zmniejszania
pola g. Dynamiczna podatnos¢ jest wtedy opdzniona wzgledem jej wartosci réwnowagowej, i osiaga
maksimum po przekroczeniu punktu krytycznego (a zatem dla pewnej wartosci gi < gc). Podsumowu-
jac, spodziewamy sie, ze punkt krytyczny jest zlokalizowany w przedziale (gi, gI) Powyzsze koncepcje
jakosciowo zilustrowano na rysunku 5.1.
Opisang powyzej sytuacje mozna ilosciowo przeanalizowaé wykorzystujac mechanizm Kibbla-Zurka,
przywolujac przewidywane przez niego charakterystyczne, nieréwnowagowe skale czasu oraz zewnetrz-

nego pola (patrz podrozdzial 1.2):

AT PP (5.5)

W pracy [75] zaproponowano, ze

x(g(t) ~ xf(g“)g‘g) |

o e ; v/ (1+2v)
X =x“g(te £t)] ~ 74 ;

(5.6)

gdzie f(x) jest nieosobliwa funkcja, ktora jest proporcjonalna do |z|~7 przed rozpoczeciem ewolucji
nieadiabatycznej, tzn. dla @ > 1 przy przejsciach w gore i * < —1 przy przejsciach w dot. W ten
sposdb mozna uzyskac ,daleko” od punktu krytycznego wlasnos¢ x[g(t)] ~ X;]ng(g(t)). Ansatz (5.6)
jest uzasadniony na mocy dwoch zalozen, ktore pojawiaja sie w calej niniejszej pracy (patrz rozdziat

1):
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g g, o g(0)

Rysunek 5.1: Schematyczna ilustracja procedury wyznaczania punktu krytycznego g. opisanej w pod-
rozdziale 5.1. Liniami przerywanymi oznaczono podatnosé¢ rownowagowsa, ktora jest rozbiezna w g..
Linia czerwona (niebieska) pokazuje nieréwnowagowe przejscie, podczas ktorego wartosé parametru
g jest zwiekszana (obnizana). Strzalki oznaczaja kierunek zmian pola g. Kwantowy punkt krytyczny
znajduje sie pomiedzy maksimami obu krzywych, gi < ge < gI.

1. Przyblizenia adiabatyczno-impulsowego, ktére modeluje dynamike nieréwnowagowa poprzez za-
lozenie, ze uktad jest ,zamrozony” w przedziale impulsowym (dla |t —t.| < £), za$ przed wejsciem
w obszar impulsowy podaza zgodnie z ewolucja adiabatyczna [18, 19, 81|. To wprowadza czynnik

x do wzoru (5.6).

2. Zalozenia, ze dynamika nieréwnowagowa zalezy od przeskalowanej (zgodnie z nierébwnowagowa
skalg ) odlegloéci od punktu krytycznego w domenie czasowej (t — t.)/t. Za to odpowiedzialna
jest funkcja f, ktorej argument, po podstawieniu za g(t) przejscia liniowego przyjmuje pozadana

postac.

Ansatz (5.6) w roznych postaciach i kontekstach pojawia sie réwniez np. w [38, 82, 83, 84, 85]. W
szczegdlnosci, byt dyskutowany w kontekscie dynamiki klasycznych przejsé fazowych w [86].

Ze wzoru (5.6) wynika kluczowy rezultat tego rozdzialu, ktory daje przewidywanie skalowania
odlegtosci pomiedzy maksimami:

6 =gl — gt~y /0, (5.7)

Zwracamy uwage, aby nie myli¢ § w powyzszym wzorze z przerwg energetyczng zwiagzana z tamaniem
symetrii (2.25). W zwiazku z opisana metoda konieczne jest wyszczegdlnienie nastepujacych uwag.
Kazda z nich dotyczy innego aspektu przedstawionych zagadnien:

1. Stosowalno$é metody. Powyzszy schemat mozna zastosowaé zaréwno w symulacjach nume-

rycznych, jak i w eksperymencie (patrz sekcja 5.4).

2. Stopien ogoélnosci rozwazan. Warto zaznaczyé, ze w toku rozumowania, do momentu poja-
wienia sie rownania (5.5), nie zostal wykorzystany mechanizm Kibbla-Zurka, a jedynie ogélne
wlasnosci podatnosci wynikajace wprost z definicji kwantowego przejécia fazowego i typowego za-

chowania uktadéw kwantowych w jego sasiedztwie. To sugeruje, ze opisana metoda jest bardziej
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stabilna od samego mechanizmu Kibbla-Zurka, zatem moze by¢ uzyteczna nawet w uktadach, w

ktorych ilosciowa weryfikacja teorii Kibbla-Zurka jest trudna, badz niemozliwa.

3. Przejscia jednostronne. Warto zdawaé¢ sobie sprawe, ze do oszacowania potozenia punktu
krytycznego nie wystarczy wykonaé przejécia w jedna strone. Jednostronne przejscie nie pozwala
poda¢ jednoczesnie dolnego i gbrnego ograniczenia, jak to ma miejsce przy zastosowaniu pelnego,

dwustronnego schematu przejsé.

4. Techniczne aspekty wyznaczania maksiméw podatnosci. Zauwazmy, ze opisana metoda
nie podaje doktadnego polozenia punktu krytycznego w relacji do koncéw przedziatu (gi, gl)
W szczeg6lnosci, niekoniecznie musi on sie znajdowaé¢ w §rodku tego przedziatu. Jako maksima,
wartosci gi i gI mogg by¢ stosunkowo tatwo wyznaczone zar6wno z obarczonych niepewnoscia
danych doswiadczalnych, jak i trudnych do opracowania danych numerycznych. W razie koniecz-

nosci ,wygtadzenia” danych mozna zastosowaé rozne techniki, np. przyblizenia Padé [5].

5. Kwestia rozmiaru uktadu. W tym rozdziale, w przeciwieristwie do poprzednich, nie wyste-
puje parametr N - rozmiar ukltadu. Wszystkie rozumowania (oraz symulacje) sa przeprowadzane
de facto w granicy termodynamicznej. Symulacje przeprowadzano dla rozmiaréw uktadu rzedu
N = 2000, co jest bardzo duza liczba spinéw dla tego typu uktadéw i dalsze zwiekszanie roz-
miaru praktycznie nie zmienia przebiegu ewolucji (co potwierdzilismy symulacjami numerycz-
nymi). Podkreslamy, ze podatno$é¢ nier6wnowagowa jest skoriczona, co mozna wywnioskowaé z

symulacji numerycznych przeprowadzanych dla coraz wiekszych N.

6. Zastosowanie w metrologii. Zauwazmy, ze zaleznos¢ (5.7) moze znalezé potencjalne zastoso-
wanie w metrologii kwantowej (mozliwos¢ zastosowania teorii Kibbla-Zurka w metrologicznym
kontekscie zostala zauwazona w [87]). W szczegolnosci, (5.7) moze by¢ uzyte do znajdowania

iloczynu wyktadnikéw krytycznych zv.

Przechodzimy teraz do zastosowania opisanej w tym podrozdziale metody na dwoch przyktadach:
rozszerzonego modelu XY oraz modelu Isinga. Znamy potozenie punktu krytycznego w obu modelach;
daje to mozliwos¢ krytycznego sprawdzenia skutecznosci opisanej metody i oceny jej efektywnosci. Jak
zobaczymy, oba modele wykazuja inny charakter skalowania badanej podatnosci wraz z odlegtoscig od
punktu krytycznego, dlatego ich szczegdlowe oméwienie daje pelniejszy obraz, jak stosowaé opisane
techniki w réznych, specyficznych sytuacjach.

5.2 Rozszerzony model XY

Dla przejrzystosci wywodu przypomnijmy Hamiltonian, ktérym bedziemy si¢ zajmowaé w tym

podrozdziale:
N N

_ T X 1 vy Yy 1 _x =z x z
H=- Z(Ui 01+ 3070041 — 300 07410042) — 9 E e (5.8)
i=1 i=1

gdzie g > 0 jest zewnetrznym polem magnetycznym, o;'¥* sa macierzami Pauliego, N oznacza rozmiar
uktadu. Zaktadamy periodyczne warunki brzegowe. Podstawowe wlasnosci oraz metoda rozwiazywania
powyzszego modelu znajduja sie w podrozdziale 2.3. Kluczowe beda wartosci wyktadnikéw krytycznych:
z =3, v =1/3 [38]. Podatnoscia, ktora bedziemy bada¢, bedzie podatnosé magnetyczna:

_ d{5%)

x(9) i (5.9)
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Podobnie jak w rozdziale 3, S% oznacza magnetyzacje poprzeczna, ktora z uwagi na niezmienniczosé
translacyjna (periodyczne warunki brzegowe) mozna utozsamic¢ z o7 w dowolnym oczku. W stanie
podstawowym, wielkos¢ (5.9) jest rozbiezna. Mianowicie, z twierdzenia Feynmana-Hellmana mozna
zapisad:

1 d?Ef

xX“(g) =

gdzie Ear jest zdefiniowane w (2.84). Zazwyczaj czes¢ singularna Ear zapisuje sie z uzyciem wyktadnika
a (patrz (1.13)):
Ef ~ g —g./>%, (5.11)

gdzie wyktadnik a jest dany wzorem (1.14). Wykorzystujac znane wartosci z oraz v otrzymujemy
a = 2/3, skad:
Xetng(9) ~ g = 1|77, (5.12)

Zatem,
X~ (5.13)

1/2

Biorac pod uwage, ze § ~ 7‘5 mamy pelng wiedze do skonstruowania ansatzu (5.6):

X(g() = 75> fl(g(t) — V)7 (5.14)

Wynika z niego m.in., ze X[g(t)]/Tclg/3 powinno zaleze¢ jedynie od (g(t) — 1)7612/2'

Przejécie w gore realizujemy poprzez nastepujaca zalezno$é czasows:

g(t) = <t>2, (5.15)

za$ przejscie w dot:

g(t) = g0 — T;, go = 5. (5.16)
Obie ewolucje zaczynaja si¢ w t = 0 i punkt krytyczny jest osiggany w t. = 27¢g dla przejécia w gore
oraz w t. = (go — 1)7¢ dla przejscia w dot.

Przejscia opisane wzorami (5.15) i (5.16) maja wazna wlasnosé: szybkosé przejscia |dg/dt| w punkcie
krytycznym jest rowna ) L czyli tak, jak w modelowym dla teorii Kibbla-Zurka przejsciu (1.19). Aby
wyjasni¢ uzycie kwadratowej zaleznosci od czasu w (5.15) zauwazmy, ze przejscia typowo prowadza do
powstania oscylacji podatnosci na poczatku ewolucji (patrz na przyktad [88]). Oscylacje pojawiaja sie,
gdyz zewnetrzny parametr nie jest wlaczony wystarczajaco gltadko (im wiecej kolejnych pochodnych
znika na poczatku ewolucji, tym bardziej jest ona adiabatyczna). Symulacje numeryczne wykazaty, ze
zastosowanie przejscia kwadratowego w czasie (5.15) w istotny sposob redukuje oscylacje w poréwna-
niu z przejsciem liniowym. Sytuacja jest podobna przy przejsciach w doél, jednak w tym przypadku
przerwa energetyczna na poczatku ewolucji (go > g.) jest duzo wieksza niz w przypadku przejsé¢ w
gore (startujacych z g = 0), co powoduje, ze nawet przy przejsciu liniowym (5.16) prawdopodobieristwo
wzbudzeni jest duzo nizsze i ewolucja poczatkowa duzo blizsza idealnie adiabatycznej. Zaznaczamy, ze
nieliniowe przej$cia byly juz wczesniej stosowane, patrz przyktadowo [42, 89].

Zanim przejdziemy do analizy ilo$ciowej dynamiki, nalezy poruszy¢ wazng kwestie parzystosci stanu
poczatkowego. Dla przej$é w dot, symulacje numeryczne pokazuja, ze stan podstawowy ma dodatnia
parzystosé¢ dla startowych wartosci pola (patrz np. rysunek 2.2). Z faktu, ze Hamiltonian komutuje z
operatorem parzystosci wynika, ze parzysto$é stanu jest zachowywana podczas ewolucji. Z kolei dla
przejs¢ w gore, zaczynajac od g = 0 podprzestrzenn wlasna jest dwukrotnie zdegenerowana, mozna

zatem wybraé stan poczatkowy tak, aby byl w przestrzeni o dodatniej parzystosci.
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Rysunek 5.2: Dynamika podatnosci magnetycznej x podczas przejscia w gore (w dot) w rozszerzo-
nym modelu XY jest przedstawiona na wykresie gornym (dolnym). Czerwone linie pokazuja wartosé

podatnosci w stanie podstawowym x“?[g(t)]. Czas przejscia wynosi 7g = 300.

Typowa dynamika zaréwno dla przejéé w goére jak i w doét jest przedstawiona na rysunku 5.2,
gdzie widoczne sa charakterystyczne etapy ewolucji. Na poczatku, ewolucja jest adiabatyczna (po-
wolny wzrost podatnosci). Nastepnie wchodzi w faze nieadiabatyczna i ,opoznia” sie wzgledem war-
tosci rownowagowej. Na konicu pojawiaja sie stabilne oscylacje, ktére moga by¢ zinterpretowane jako
etap kwaziadiabatyczny. Oznacza to, ze nie pojawiaja si¢ nowe wzbudzenia, ale uktad nie jest w stanie
podstawowym H[g(t)].

Wykonujac regresje liniowa [54], otrzymuje sie nastepujace wyrazenie na odlegltos¢ pomiedzy mak-
simami (5.7):

Ind = —0.209(3) — 0.4936(5) In 7¢. (5.17)

Przewidywany w (5.7) wyktadnik wynosi —1/(1 + zv) = —1/2, zatem zgadza sie to bardzo dobrze z
otrzymana numerycznie liczba —0.4936(5). Jako dopelnienie analizy, warto rowniez zbadac zaleznosé
wartodci Sredniej maksiméw podatnosci. Fit nieliniowy do danych z rysunku 5.3 pokazuje, ze

X = (L +x)/2 = ~0.063(2) + 0.4795(7)75 > (5.18)

gdzie wykltadnik doskonale zgadza sie z teoretycznie przewidywana wartoscia 1/3 (patrz (5.14)). Po-
dobny rezultat dostaje sie wykonujac fit do kazdego z maksimow XI i Xi. Jednakze obliczenie éredniej ¥
pozwala usunaé¢ drobne odchylenia XI i Xi od doktadnego skalowania zgodnego z teorig Kibbla-Zurka.
Na rysunku 5.4 zobrazowano doktadnosé¢ ansatzu (5.14).
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Rysunek 5.3: Globalne maksima nier6wnowagowe podatnosci x w rozszerzonym modelu XY. Na gorze:
srednia wartos¢ podatnosci xy w globalnych maksimach podczas przejs¢ w gore i w dot. Na dole:
odlegto$¢ pomiedzy maksimami. Czerwone linie pokazuja fity do czarnych punktéw pochodzacych z

obliczen numerycznych, patrz wzory (5.17) oraz (5.18).

0
(2(0-1)T

Rysunek 5.4: Dynamika podatnosci magnetycznej xy w rozszerzonym modelu XY przed (gorny wykres)
i po (dolny wykres) przeskalowaniu zgodnie z ansatzem (5.14). Linie czarna, czerwona i niebieska
pokazuja ewolucje dla 7g odpowiednio 200, 1000 i 5000.
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5.3 Model Isinga

Hamiltonian ma postac:
N

H =~ (oF0t,, + go7). (5.19)
=1

Podobnie jak rozszerzony model XY, model ten ma dwie fazy i punkt krytyczny w g. = 1. To, co
go odréznia, i czyni analize naszej metody nieco trudniejsza, sa wartoéci wyktadnikéow krytycznych
z=v =1, co prowadzi do o = 0. Wobec zaleznodci :

o) = B g - g (5:20)

oznacza to, ze podatnosé magnetyczna jest w punkcie krytycznym rozbiezna wolniej niz algebraicznie

(poréwnaj (5.10), (5.11)). Wlasciwa relacja ma w tym przypadku postaé [53]:

1
Xsing(9) ~ ——1n|g —1]. (5.21)

Rezultat ten jest stosunkowo dobrze znany, aczkolwiek dos$¢ osobliwy, z uwagi na to ze zazwyczaj
oczekuje sie algebraicznej rozbieznosci. Powoduje to pewne anomalie w modelu Isinga, z tego powodu
analiza jest bardziej skomplikowana niz ta opisana dla rozszerzonego modelu XY, gdzie podatno$é
skaluje sie algebraicznie. Z uwagi na niealgebraiczne skalowanie podatnosci magnetycznej, nie mozemy
zastosowaé¢ wprost ansatzu (5.6). Istnieja dwie mozliwe drogi dalszego postepowania. Mozna rozwazy¢
djgs;z
ewolucje. Mozna tez ,obej$¢” problem logarytmicznej rozbieznosci x(g) poprzez wykorzystanie x(g) i

inng podatnosé, ktora bedzie wykazywaé algebraiczng rozbieznosé (np. x(g) = ) i rozwazaé jej

znalezienie odpowiedniego ansatzu dla teorii z logarytmicznymi rozbiezno$ciami. My wybieramy druga
droge postepowania - analiza podatnosci magnetycznej Cl(%? jest bardziej dogodna zaréwno ze wazgle-
doéw numerycznych jak i eksperymentalnych. W tym celu zapiszmy relacje skalowania dla pochodnej

podatnosci magnetycznej y = %:

. 1

Wielkosé x jest juz rozbiezna algebraicznie, wiec mozna zastosowaé ansatz (5.6):
X~ y1f((g—1)ymq), (5.23)
ktory po wzieciu pod uwage, ze Y = % prowadzi do

ax
do

fla), z=(9-1)y7q. (5.24)

Catkujac wzgledem x otrzymujemy
X ~ h(z) + C, (5.25)

gdzie h(x) jest nowa tzw. funkcja skalujaca (ang. scaling function). Aby dosta¢ wartos¢ statej C' (tzn.
niezaleznej od g) wykorzystujemy warunek brzegowy, ze x(x < —1) dla przejs¢ w gore i x(z > 1) dla
przejs¢ w dot jest dobrze opisywane przez zaleznosé:

1
Xigng ~ _; In ‘g - 1‘ (526)

Funkcja skalujaca z definicji zalezy od 7¢ jedynie poprzez swoj argument. To prowadzi do wniosku, ze

X~ (g~ Dyrg) + 52, 6:27)
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Rysunek 5.5: Linie czarne: Podatno$é magnetyczna podczas przejscia w gore (wykres gorny) oraz w
dot (wykres dolny) w modelu Isinga dla 7g = 300. Linie czerwone: warto$¢ rownowagowa podatnosci

magnetycznej w modelu Isinga x?[g(t)].

gdzie h(z < —1) dla przejs¢ w gore oraz h(x > 1) dla przejs¢ w dot sa z dobra doktadnoscia opisywane
wzorem —% In|z|. Identyfikujac /7 z 1/§ otrzymujemy odpowiednik ansatzu (5.6) dla modelu Isinga
z logarytmiczng rozbieznoscia podatnodci:

X(g(t)) ~ ﬁ(g“)g_ 90) Lo (5.28)

2

Powyzszy wzor oznacza, ze x(g(t)) — 11127:2 powinno zaleze¢ jedynie od (g — 1),/7g. Wedlug naszej

wiedzy, ansatz (5.28) nie byl wczesniej stosowany w literaturze na temat nieréwnowagowych przej$é w
modelu Isinga. Mozna go réowniez otrzymac z tzw. przestrzennych przejs¢ fazowych, patrz np. [53].

Jestedmy teraz przygotowani aby powtorzy¢ kroki z podrozdziatu 5.2. Typowa ewolucja podatnosci
magnetycznej jest przedstawiona na rysunku 5.5 (zaréwno dla przejs¢ w gore jak i w dot danych
wzorami (5.15) oraz (5.16)). Fity z rysunku 5.6 wyrazaja sie nastepujaco:

In§ = —0.397(3) — 0.4965(4) In 70, (5.29)
X = 0.495(2) + 0.1575(2) In 7). (5.30)

Aby poréwnacé te wyniki z przewidywaniami teoretycznymi zauwazmy, ze czynnik przed logarytmem
w wyrazeniu na 0 jest bardzo bliski —1/2, jak nalezalo sie spodziewaé¢. Podobnie 0.1575(2) z (5.30)
powinno by¢ poréwnane z 1/(27) ~ 0.159 na podstawie ansatzu (5.28) - zgodnosé rowniez jest bardzo
dobra. Pelna weryfikacja ansatzu (5.28) jest zilustrowana na rysunku 5.7.

5.4 Podsumowanie

W tym rozdziale przedstawiliémy metode wyznaczania punktu krytycznego oparta na nieréwno-
wagowych przejsciach w dwoch kierunkach. Metode przetestowaliémy na przyktadzie dwoéch modeli,
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Rysunek 5.6: Na gorze: Odlegtosé pomiedzy globalnymi maksimami podatnosci pojawiajacymi sie
podczas przejéé w gore i w dot w modelu Isinga. Na dole: Srednia arytmetyczna wartosci xy w tych
maksimach. Czerwone linie pokazujg fity do czarnych punktéw pochodzacych z danych numerycznych,
patrz (5.29), (5.30).

0
(g-DTd

Rysunek 5.7: Dynamika podatnosci magnetycznej xy w modelu Isinga przed (gorny wykres) i po (dolny
wykres) przeskalowaniu zgodnie z ansatzem (5.28). Linie czarna, czerwona i niebieska pokazuja ewolucje
dla 7g odpowiednio 200, 1000 i 5000.
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wykazujacych rozne wtasciwosci skalowania podatnosci w punkcie krytycznym: rozszerzonego modelu
XY i modelu Isinga. Istnieje kilka mozliwych rozszerzen i uogélnienn naszej metody.

Po pierwsze, podobne obliczenia moga by¢ wykonane w innych modelach. Wptyneloby to na gteb-
sze zrozumienie zachowania podatnosci w kontekscie mechanizmu Kibbla-Zurka. Do dnia dzisiejszego
brakuje satysfakcjonujacych badari na ten temat, o czym $wiadczy mata liczba odniesienn w literaturze
- mimo gruntownych poszukiwan udalo sie znalez¢ trzy pozycje [53, 88, 90]. Wérdd tych pozycji w [53]
w ogble nie rozwaza sie dynamiki, a jedynie przestrzenny mechanizm Kibbla-Zurka. Nalezy réwniez
podkresli¢, ze jezeli g < 0o to dynamika nieréwnowagowa zawsze zawiera nieuniwersalne przyczynki,
ktore wymagaja oddzielnych badan, zaleznych od konkretnego uktadu. Na ich obecnosé wskazuje np.
brak idealnego przekrycia przeskalowanych podatnosci na rysunkach 5.4 oraz 5.7.

Po drugie, nasza metoda moze by¢ wykorzystana w celu numerycznej lokalizacji punktéw kry-
tycznych w modelach nie posiadajacych analitycznego rozwiazania. W szczeg6lnosci, perspektywiczne
wydaja sie uklady badane za pomoca metod sieci tensorowch [91, 92|, takie jak np. dalekozasiegowy
model Isinga [65, 93]. Techniki te oprocz znajdowania stanu podstawowego daja mozliwosé symulacji
dynamiki nieréwnowagowej z uzyciem metody TEBD [94] lub t-DMRG [95].

Po trzecie, proponowany schemat moze mieé spory potencjal do wykorzystania w eksperymen-
talnym wyznaczaniu diagramu fazowego uktadéw kwantowych, a takze w projektowaniu doswiadczen
majacych na celu badanie podatnosci w kontekécie mechanizmu Kibbla-Zurka. W szczegélnosci, mozna
wykorzysta¢ symulatory kwantowe uktadéw spinowych bazujace na podejsciu zimno-atomowym lub pu-
tapkowanych jonach [64, 67, 69, 70]. Dynamika uktadow wykazujacych przejscie fazowe i mechanizm
Kibbla-Zurka byta eksperymentalnie badana w [61, 62, 71].

Na zakoriczenie zauwazmy, ze zjawiska wykorzystywane w opisanej w tym rozdziale metodzie po-
winny réwniez wystepowaé¢ w nieréwnowagowych klasycznych przejsciach fazowych. Stwierdzenie to
jest uprawnione z uwagi na to, ze teoria Kibbla-Zurka oryginalnie zostala sformutowana w kontekscie
klasycznym |15, 20].

Podsumowujac, ogdlnosé zaprezentowanej metody i stosunkowo mata liczba zalozen na ktorych ona

sie opiera sugeruje duze spektrum zastosowan i otwiera wiele drég dalszych badari.
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Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono teoretyczng analize trzech koncepcji zwiazanych z dynamika
kwantowych przejs¢ fazowych: periodycznosci ewolucji magnetyzacji poprzecznej i echa Loschmidta
dla przejé¢ zatrzymanych w punkcie krytycznym, lamania symetrii oraz lokalizacji punktu krytycz-
nego. Przedstawiono réwniez niezbedne narzedzia techniczne i pojecia konieczne do zrozumienia pre-
zentowanych zjawisk, wraz z przegladem literatury prezentujacym rozwdj tej dziedziny fizyki. Pomimo,
ze obliczenia wykonano dla szczegbdlnych modeli, ktére posiadaja analityczne rozwiazanie, koncepcja
uniwersalnosci skal wprowadzanych przez mechanizm Kibbbla-Zurka pozwala oczekiwaé, ze rezultaty
powinno daé sie rozszerzy¢ na inne modele oraz uktady eksperymentalne.

Istnieja dwie zasadnicze drogi dalszych badan. Mozna probowaé rozszerzy¢ przedstawione wyniki
na uktady, ktore nie maja analitycznego rozwiazania, takie jak np. model Isinga z dalekozasiegowymi
oddzialywaniami czy model Bosego-Hubbarda. Mozna takze rozwazy¢ uktady w skonczonej tempe-
raturze - wtedy do analizy dochodzi jeszcze jeden parametr T. Ta droga podazaja pdzniejsze prace
Autora:

e M. Biatonczyk, F. Gémez-Ruiz, A. del Campo. Fzxact properties of free-fermionic spin chains.
SciPost Phys. 11:013, 2021.

e M. Bialoniczyk, F. Gomez-Ruiz, A. del Campo. Uhlmann Fidelity and Fidelity Susceptibility for
Integrable Spin Chains at Finite Temeprature: Exact Results. New J. Phys. 23:09033, 2021.

Analizowane sa w nich pelne statystyki obserwabli w catkowalnych sieciach spinowych w skoriczonej
temperaturze. Obliczenia sg jednak wykonywane w stanie réwnowagi termodynamicznej, dla ustalonych
wartodci pola zewnetrznego - dlatego tematycznie odbiegaja one od gléwnego nurtu zaprezentowanego
w niniejszej rozprawie, ktéra skupia si¢ na dynamice nierébwnowagowej. Powyzsze prace zawieraja jed-
nak niezbedne narzedzia do analizy dynamiki nieréwnowagowej, dlatego perspektywa dalszych wynikéw
w tym zakresie jest bardzo realna.

Podsumowujac, mamy nadzieje, ze pomimo tego, ze niniejsze studium dotyczy w istocie waskiego
zakresu dziedziny kwantowych przejs¢ fazowych, to zaprezentowane w nim réznorodne idee postuza

jako punkt wyjscia do dalszych badan.
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