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1 Wstep

Kwantowa teoria pola jest jedna z podstawowych teorii znanych wspbtczesnej nauce.
Obecnie nie jest znana teoria, ktéra w opinii Srodowiska naukowego ttumaczytaby
opisywane przez kwantowa teorie pola zjawiska, na gltebszym niz ona poziomie. Choé
wiara, ze taka glebsza teoria musi istnieé, jest bardzo powszechna w Srodowisku
fizykéw, to obecnie zadne z proponowanych podej$é nie moze rosci¢ sobie prawa do
bycia jej godnym nastepca.

Kwantowa teoria pola moze poszczyci¢ sie zdolnoscia do prawidlowego przewi-
dywania takich fizycznych wielkosci jak moment zZyromagnetyczny elektronu z do-
ktadnoscig do kilkunastu miejsc po przecinku, zas oparty o nia Model Standardowy,
jest najlepszym znanym nam opisem czastek elementarnych, ktéry przez kilka dekad
Swiecil nieustajace triumfy, gdy chodzi o jego zgodnos$¢ z eksperymentami. Jesli
spojrzymy na jej odbior spoleczny, to mozna zaryzykowaé twierdzenie, ze obecnie
w naszej czedci Swiata wiedza o istnieniu bozonu Higgsa jest tak samo powszechna
jak ta o wojnach napoleonskich i ich konsekwencjach.

Mimo tych wszystkich osiagnie¢, kwantowa teoria pola wciaz skrywa przed nami
wiele zagadek oraz stawia wielkie wyzwania. Od problemu liczby swobodnych pa-
rametréw w Modelu Standardowym, ktéra powszechnie uchodzi za zbyt duzg, po
zagadnienie jej $cistego matematycznego opisu i konstrukcji konkretnych modeli,
skala wyzwan jakie przed nami stawia jest ogromna. Przy czym wiekszo$¢ uwagi
i prac jest skupiona na tej cze$ci kwantowej teorii pola ktéra ma zastosowanie w fizyce
czastek, co czesciowo jest uzasadnione wielkimi osiggnieciami tej dziedziny w okresie
od 1945 roku do 2012, gdy zostat odkryty bozon Higgsa.

Jednoczesnie nie nalezy ulegaé ztudzeniu, ze kwantowa teoria pola ogranicza sie
tylko do fizyki czastek. Cho¢ mozna byloby wymieni¢ co najmniej kilka innych
galezi fizyki, gdzie kwantowa teoria pola i jej metody znalazly swoje zastosowanie,
na przyklad teoria fazy skondensowanej, to my skupimy sie na problematyce efektu
Casimira, ktérego dotyczy niniejsza praca. Efekt ten jest wynikiem oddziatywania
miedzy polem kwantowym a cialami makroskopowymi, gdy pole znajduje sie w swoim
stanie podstawowym. Mamy nadzieje pokazaé w niniejszej pracy, ze jego badanie
stanowi galtaz fizyki o wlasnej specyfice, ktora potrafi by¢ niemniej intrygujaca, niz
wspomniany juz Model Standardowy.

Wynika to z kilku czynnikéw. Po pierwsze, zjawisko to dotyczy oddzialywania
pola kwantowego w stanie podstawowym z obiektami ktére moga mie¢ nawet 10 cm
srednicy. Pozwala to mie¢ nadzieje, ze jego badanie pozwoli nam lepiej zrozumieé
zachowanie pdl kwantowych w skali dtugosci rzedu centymetrow, a na dzien dzisiejszy
nie dysponujemy wielkg wiedzg doswiadczalna na temat ich zachowan w tej konkretnej
skali. Po drugie, rowniez formalizm teoretyczny uzywany do jego analizy, ma swdj
specyficzny charakter, wynikajacy z charakteru opisywanego zjawiska.

Po trzecie, teoria opisujaca realne uktady eksperymentalne stanowi swego rodzaju
wypadkowa miedzy kwantowa teorig pola a teorig materii fazy skondensowanej,
ze wzgledu na to, ze badamy oddzialywanie stosunkowo prostego w budowie obiektu,
jakim jest pole kwantowe z ciatami makroskopowymi. Choé¢ w wyniku oddzialywania
miedzy tymi dwoma dziatami fizyki dostajemy formalizm, ktéry wymaga pewnej
biegtosci w nich obu, a modele sa czesto niezwykle skomplikowane i w wielu miejscach
niesatysfakcjonujace, to problematyka powstajaca na zetknieciu tych dwéch galtezi
fizyki rodzi wiele naprawde intrygujacych pytan i stawia ciekawe problemy.

Ostatni powdd dotyczy badan dodwiadczalnych nad tym zjawiskiem. Cho¢ niniej-
sza praca dotyczy osiggnietych przez autora wynikéw teoretycznych, to nie mozemy



zapomnieé, ze kazda dobra teoria fizyczna musi prowadzi¢ do wynikéw, ktére mozna
przetestowaé w eksperymencie. Z tego punktu widzenia fizykéw doswiadczalnych
moze zainteresowac¢ z jak powaznymi wyzwaniami zmagali sie badacze prébujacy
zmierzy¢ efekt Casimira i to jak w pomystowy sposéb starali sie je pokonaé, a moze
rowniez zacheci do wlasnych prac w tym kierunku. Z drugiej strony, gdy zadajemy
sobie pytanie o zgodno$¢ miedzy teoria a eksperymentem, to tutaj wciaz wiele pracy
wymagane jest rOwniez po stronie teoretycznej. Cho¢ bowiem istnienie tego efektu
nie budzi dzi§ w spotecznosci badaczy kontrowersji, to zawita natura testowanych
modeli teoretycznych sprawia, iz znaczenia dostepnych wynikéw doswiadczen dla
naszego rozumienia kwantowego pola elektromagnetycznego, gtéwnego obiektu badan
eksperymentalnych, wciaz nie jest kwestia przebadana w sposéb satysfakcjonujacy.

W niniejszej pracy prezentujemy wyniki dotyczace efektu Casimira, ktory po-
jawia sie w ukladzie zawierajacym skalarne pole kwantowe i dwa quasi-punktowe
ciala, ktore okreslamy jako quasi-delty. Pierwotnie zostaly one opublikowane w arty-
kule |Zie21] i korekcie do niego |Zie23]. Publikacje te sa kontynuacja prac Andrzeja
Herdegena [HerO1], [Her05|, [Her06] oraz Andrzeja Herdegena i Mariusza Stopy
[HS10], ktére dotyczyly efektu Casimira badanego w ramach podejscia algebraiczne-
go rozwinigtego przez Herdegena. Zaréwno samo ujecie algebraiczne efektu Casimira,
jak i prezentowane przez nas wyniki pragneliSmy umiesci¢ w szerszym kontekscie
historycznym, teoretycznym oraz doswiadczalnym, stad stosunkowo duzo miejsca
zostato poswiecone historii badan tego efektu i stosowanym do tego metodom.

Podejscie algebraiczne Herdegena oparte jest na sformutowanych jawnie zaloze-
niach natury fizycznej oraz formalizmie teoretycznym zwanym algebraiczna kwantowa
teoria pola. Bazujac na niej Herdegen sformutowal warunki natury fizycznej i mate-
matycznej ktore musi spelniaé¢ dany model, aby mégt byé uzyty do badania efektu
Casimira. Ponadto metody algebraicznej kwantowej teoria pola pozwalaja w sposob
matematycznie Scisty i precyzyjny zbudowaé konkretne modele, ktére wykorzysty-
wane sg do opisu tego efektu. Gwarantuje to, ze w rachunkach pojawia sie tylko
matematycznie sensowne wielkosci i tym samym nigdy nie zajdzie potrzeba usuwania
réznorakich nieskonczonodci. Jedynym wyjatkiem od tej reguly jest sytuacja, gdy
rozwazamy rodzine modeli zaleznych od parametru, stosujemy dla niego symbol A,
i badamy granice typu A \, 0. Woéwczas w tej granicy pewne wielkosci staja sie
nieskonczone, lecz takie zachowanie nie stanowi realnego problemu.

Poprzednio jedynym w pelni zbadanym w ramach podejscia algebraicznego Her-
degena ukladem byl ten rozwazany juz w oryginalnej pracy H.G.B. Casimira [Cas48§],
czyli dwoch, efektywnie nieskonczonych plyt wykonanych z metalu, ustawionych
réwnolegle do siebie, wraz ze skalarnym lub elektromagnetycznym polem kwanto-
wym. Zostalo to uczynione w pracach [Her06| i |[HS10|. Pokazano tam, ze czlon
otrzymany jeszcze przez Casimira jest jednym z wiodacych wyrazéw rozwiniecia
asymptotycznego we wspomnianym juz parametrze A, lecz nie musi by¢ ani jedyny,
ani nawet dominujacy. Przebadano tez dokladnie problem gestoéci energii w tym
uktadzie, réwniez te rezultaty pozostaja w zasadniczej zgodnosci z tymi najczesciej
przytaczanymi w literaturze.

W przypadku ukladu pola skalarnego z dwoma quasi-deltami, sytuacja jest
trudniejsza do zrozumienia. Jak pokazali w swojej pracy D. Fermi i L. Pizzocchero
czed¢ prezentowanych tu wynikéw jest catkowicie zgodna z tymi otrzymanymi dla
pojedynczej delty Diraca w ich podejsciu [FP23|. Jednak do tej pory nie zostal
znaleziony sposob pogodzenia uzyskanych przez autora wynikow na temat zachowania
globalnej energii w ukltadzie dwoch delt z tymi podanymi przez A. Scardicchia
[Sca05]. Ta rozbieznosé na dzien dzisiejszy stanowi swego rodzaju zagadke, trzeba



jednak zauwazy¢, ze nie jest to jedyna, ani nawet najwieksza kontrowersja obecna
w literaturze dotyczacej efektu Casimira. O znacznie powazniejszym problemie
zgodnoéci przewidywan teoretycznych dla efektu Casimira wyliczonych w oparciu
o teorie Lifszyca z wynikami doswiadczen piszemy w rozdziale .

Poniewaz formalizm algebraiczny i pewne techniczne rachunki pojawiajace sie przy
badaniu konkretnych modeli moga stanowi¢ przeszkode w studiowaniu rezultatéow
otrzymanych w ramach podejécia Herdegena, staraliémy sie wszystkie te zagadnienia
oméwi¢ w mozliwie jawny i prosty sposob. Dlatego tez naszg uwage zajmuja gtéwnie
podstawowe idee na ktorych podejécie Herdegena bazuje, pomijamy zas wiele kwestii
czysto technicznych. Wierzymy, ze pomimo trudnosci jakie zagadnienia te moga
nastreczaé nieobeznanemu z tym podejsciem Czytelnikowi, jego zalety w pelni to
rekompensuja. W szczegdlnosci, w dziedzinie tak pelnej otwartych pytan i réznora-
kich metod rachunkowych, ktérych wzajemna relacja nie jest dostatecznie dobrze
zrozumiana, mozliwosé przebadania konkretnych modeli efektu Casimira w sposdb
Scisty, precyzyjny i pozbawiony wieloznacznoéci, ktéra to mozliwoéé daje nam podej-
Scie Herdegena, pozwala mie¢ nadzieje na osiggniecie realnego postepu i gltebszego
zrozumienia tego efektu.

Plan niniejszej pracy jest nastepujacy. W rozdziatach i prezentujemy
historyczny zarys badan nad efektem Casimira, skupiajac si¢ gtéwnie na wynikach eks-
perymentalnych. Ze wzgledu na popularno$¢ podejscia do tego efektu bazujacego na
energii stanu zerowego, metode te poddajemy szczegdltowej analizie w rozdziale .
Rozdziat jest poswiecony przedstawieniu podej$ciu Herdegena oraz oméwieniu
uzyskanych na jego gruncie wynikéw. Model pola skalarnego z dwoma quasi-deltami
wprowadzamy i analizujemy w rozdziale . W rozdziale (b)) wyliczamy globalna
energie, liczby czastek oraz gestosé energii dla badanego modelu. Badamy tez rodzing
modeli zaleznych od parametru A i analizujemy zachowanie globalnej energii oraz
gestosci energii w granicy A N\, 0. Pewne bardziej techniczne kwestie omawianego
problemu zostaly przeniesione do odpowiednich dodatkéow.



2 Panorama badan nad efektem Casimira

2.1 Oryginalna praca Hendrika Casimira

Whasciwa historia badan nad zjawiskiem nazwanym potem efektem Casimira zaczy-
na sie od pracy Hendrika Casimira On the attraction between two perfectly conducting
plates z 1948 roku [Cas48|, ktéra wyrosta z wezesniejszych badan prowadzonych przez
Casimira wraz z D. Polderem nad rola jaka elektrodynamika kwantowa odgrywa
przy powstawaniu oddzialywan miedzy elektrycznie obojetnymi cialami |[CP48]. Ten
skromnej objetosci artykut odcisnal bardzo silne pigtno na calym tym polu badan,
ktore mozna wciaz dostrzec po ponad 70 latach, dlatego zatrzymamy sie nad nim
dtuzej. Pozwolimy sobie omdéwic¢ te jego elementy, ktére maja znaczenia dla podejscia
do efektu Casimira prezentowanego w niniejszej pracy, odsylajac zainteresowanego
szczegotami Czytelnika do pelnej lektury tego krotkiego, pionierskiego artykutu.

Punktem wyjécia tej pracy jest energia stanu zerowego (ang. zero point energy,
termin uzywany przez Casimira) pola elektromagnetycznego w sze$ciennej wnece.
Zagadnieniu energii stanu zerowego po$wiecimy wiecej miejsca w rozdziale , tutaj
wystarczy nam informacja, iz jest to energia jaka przypisujemy stanowi podstawowe-
mu pola elektromagnetycznego 2 gy, po przeprowadzeniu kanonicznego kwantowania
odpowiedniego wyrazenia klasycznego opisujacego to pole.

Wneka rozwazana w tej pracy ma krawedz o dtugosé L i jest zbudowana z idealnie
przewodzacego metalu, przy czym jedna z jej Scian jest rownolegta do plaszczyzny xy.
W nastepnym kroku zostaje w niej umieszczona plytka wykonana identycznego
materiatu, w taki sposéb, Zze ona réwniez jest réwnolegta do plaszczyzny xy. Casimir
chce teraz poréwnaé energie stanu zerowego w sytuacji, gdy plytka jest w matej
odleglosci a od Scianki xy, z energia, ktéra posiada gdy jest ona w odlegtosci uznawanej
za duza. Przyjmuje przy tym, ze ten drugi warunek jest spelniony, gdy odleglosci ta
jest bliska L/2. W artykule tym na oznaczenie energii stanu zerowego stosowany jest
symboliczny zapis

%Zhw, (2.1)

gdzie znak sumy nalezy rozumie¢ jako opisujacy jednoczeénie sumowanie i catkowanie
po odpowiednich stopniach swobody.

W tym miejscu warto przytoczy¢ stowa samego Casimira (zob. str. 793 w [Cas48]).
Dwie sytuacje fizyczne wspomniane w tekscie ponizej to pusta sze$cienna wneka oraz
wneka w ktorej umieszczona jest dodatkowa plyta.

In both cases the expressions %E hw where the summation extendes
over all possible resonance frequencies of the cavities are divergent and
devoid of physical meaning but the difference between these sums in
the two situations, (3 hw); — (3 hw)r, will be shown to have a well
defined value and this value will be interpreted as the interaction between
the plate and the xy face.

Casimir uznawal wiec nieskonczona energie stanu zerowego za nieposiadajaca sensu
fizycznego, przypisywal jednak taki sens réznicy dwoch nieskonczonych wielkosci
tego typu. Ten problem réwniez zostanie poruszony w rozdziale .

Poniewaz zaréwno Scianki jaki i metalowa plytka sg idealnie przewodzace, wiec
pole elektromagnetyczne spelnia na nich warunek Dirichleta postaci

Ej =0, (2.2)



gdzie EH oznacza sktadowsg pola elektrycznego styczng do powierzchni plytek. Tym
samym wspdélrzedne wektora falowego pola k=kyey +ky €y +k. €, moga przyjmowac
tylko dyskretny zbiér wartosci:

Ny, k,= L (2.3)

gdzie ng, ny, n, przebiegaja zakres 0,1,2, ... Casimir stwierdza jednak, ze dla duzych
wartosci L wektory falowe k, i k, mozna traktowac jako zmienne ciggte i tak samo
postepuje z wektorem falowym &, dla stanu w ktorym ptytka jest w duzej odlegtosci od
brzegu wneki. W wyniku tego otrzymuje wzér réwnowazny nastepujacemu wyrazeniu

i = 3 (L), — 5 (T ), =

‘ 3 / ,/<n2”2>+m2dm—a//m/kzuf;?dmdkz
a T
0 0

n=(0),1

(2.4)

Symbol ,,(0),1” uzyty w wyrazeniu na sume, zostal wprowadzony wzorem Casimira
i oznacza, ze wyraz odpowiadajacy wskazZnikowi sumowania rownemu 0, nalezy
pomnozy¢ przez %, by uwzglednié, iz w tym stanie pole posiada tylko jedna polaryzacje.
Warto ponownie przywotaé stowa samego Casimira, ktérymi skomentowal ten wzér
(zob. str. 794 w [Cas48]).

In order to obtain a finite result it is necessary to multiply the integrands
by a function f(k/k,) which is unity for k¥ < k,,, but tends to zero suf-
ficiently rapidly for (k/k,,) — oo, where k,, may be defined by f(1) = %
The physical meaning is obvious: for very short waves (X-rays e.g.) our
plate is hardly an obstacle at all and therefore the zero point energy of
these waves will not be influenced by the position of this plate.

Po wprowadzeniu funkcji f(k/k.,), zamianie zmiennych na u = a?x? /72 oraz zmie-
nieniu nazw wspétrzednej k., na n, dostajemy wzér

2 9 o0 0
0F = hCL (Z /d/f\/nQ—Fuf(7T n’4 “ —//dudn\/nQ—Fuf(”‘g’gijr”)).
00

(2.5)
Casimir rozwija powyzsze wyrazenie w szereg, ktorego konkretna postaé nie jest
w obecnym kontekécie wazna, ale ktorego wszystkie niezerowe wyrazy poza pierw-
szym zawieraja potegi bezwymiarowej wielkosci 7/(ak,,). Nastepnie stwierdza on,
ze wystarczy ograniczy¢ sie do owego pierwszego wyrazu rozwiniecia, otrzymujac
tym samym zaleznosc:
oE 7?1
2 - 7208
ktéra wedle jego stéw ,holds as long as ak,, > 1”. Prowadzi ona do doskonale

(2.6)

znanego wzoru na site przypadajac na jednostke powierzchni:

d 6E  mwhe 1

F=——2-"__2"""
@ da L2 480 a*

(2.7)
Wynik ten skomentowal nastepujacymi stowami (zob. str. 795 w [Cas4§]).

There exists an attractive force between two metal plates which is inde-
pendent of the material of the plates as long as the distance is so large



that for wave lengths comparable with that distance the penetration
depth is small compared with the distance. This force may be interpreted
as a zero point preasure of electromagnetic waves.

Widzimy wiec, ze juz na poczatku badania efektu Casimira istnienie uniwersalnego,
niezaleznego od materialu z ktérego zostaly wykonane plytki, wyrazenia na site,
zostalto opatrzone zastrzezeniami natury fizycznej. Ze wzgledu na wage tych fizycznych
zastrzezen dla zrozumienia prac o tym zjawisku, zatrzymamy sie nad nimi na chwile.

Jak jest napisane w poprzednio cytowanym fragmencie artykutu, Casimir wyréznia
dwie skale dlugoéci obecne w problemie. Pierwsza z nich jest wyznaczona przez
warunek, ze ak,, > 1 lub réwnowaznie a > 1/k,,. Fizyczne znaczenie tego warunku
jest proste do zrozumienia. Dlugo$¢ fali A,,, = 1/k,,, wyznacza jedna skale dlugosci
w badanym problemie, taka ze fala o dtugos¢ A > A, zostanie odbita przez ptytke,
za$ fala o dtugosci A < A, swobodnie przez nia przeniknie. Tym samym a > A,
oznacza, ze ptytki musza by¢ oddalone od siebie na odlegtosé a taka, ze fale o dtugosci
duzo mniejszej niz a beda swobodnie opuszczaly uklad. Wobec tego jedynie fale
o dlugosci wiekszej badz poréwnywalnej z A, beda wnosily wkiad do badanego
zjawiska.

Druga skala dtugosci to glebokodé penetracji Lpen tych fal elektromagnetycznych,
ktérych dlugosci jest wicksza lub poréwnywalna z A,,. Wyznaczona jest ona przez
glebokosé na jaka fale te wnikaja do wnetrza plytek. Casimir stwierdza, ze wzér
moze obowiazywaé jedynie, jesli spelniony jest warunek

L pen

—_— 1. 2.
o < (2.8)

Fizyczna interpretacja tego warunku nie nastrecza wigkszych trudnodci.

Artykul koncza stowa Casimira, ze choé¢ przewidywana sita jest malta, to eks-
perymentalne potwierdzenie jej istnienia nie jest rzecza nieosiagalna i moze mieé
pewna wartos¢ poznawczg. Mozna stwierdzi¢, ze historia badan doswiadczalnych tego
efektu potwierdzita w duzej mierze jego stowa. Po ponad 70 lat od ich publikacji,
zarowno nadzieje poznawcze wiazane z pomiarem sity Casimira, jak i rozliczne trud-
nosci eksperymentalne przed ktérymi takie proby staja to kwestie, ktére sa mocno
dyskutowane w $rodowisku oséb zajmujacych sie tym efektem. Historii tych badan
i problemom z jakimi musialy sie one mierzy¢ poswieciliSmy rozdziat .

Jak widzieliSémy, energia stanu zerowego odgrywata kluczowa role w oryginalnej
pracy Casimira, nastepnie za$ zagoScita w wielu artykulach, podrecznikach i mo-
nografiach dotyczacych tego zagadnienia. Niemniej uwazamy, ze podejscie to jest
z wielu wzgledow niesatysfakcjonujace i w obecnej pracy nie bedziemy z niego nigdy
korzysta¢. Dyskusje argumentéw na ktérych opieramy nasze stanowisko réwniez
odktadamy do rozdziatu .

Na koniec poczynimy uwage natury terminologicznej. Choé¢ Casimir rozwazat
uktad skonczonych plytek we wnece, ktore sa na tyle duze, ze mozna je efektywnie
traktowac jako nieskonczone, pézniej w pracach teoretycznych przez uktad ,,dwéch
plytek” rozumiano prawie wylacznie uklad, w ktérym obie plytki sa w Scistym sensie
nieskoniczone. Z tego powodu, gdy w dalszej czedci niniejszej pracy bedziemy pisali
o teoretycznych modelach, przez uktad dwéch plytek Czytelnik powinien zawsze
rozumieé uklad zawierajacy nieskoniczone ptytki, chyba ze powiedziano inaczej.



2.2 Zarys badan nad efektem Casimira

Historyczna perspektywa czesto pozwala lepiej zrozumieé obecny stan danej galezi
wiedzy oraz wyzwania ktore przed nami stawia. Mamy nadzieje, ze ten szkicowy
przeglad teoretycznych oraz do$wiadczalnych badan nad efektem Casimira postuzy
wladnie temu celowi i pozwoli lepiej umiejscowi¢ wyniki przedstawione w tej pracy
w szerszej perspektywie badawczej. Poniewaz wigksza cze$é¢ niniejszej pracy jest
poswiecona badaniom teoretycznym, by zbalansowaé to w jakis sposéb, ten rozdziat
skupi sie gltéwnie na badaniach doswiadczalnych.

Pytanie, ktére ogniskuje tre$¢ tej czeéci pracy jest nastepujace. Czy przewidywa-
nia modeli teoretycznych efektu Casimira zgadzaja sie z wynikami otrzymywanymi
w eksperymentach w ramach ich niepewnosci pomiarowej? Odpowiedz na to pytanie
okazuje sie nadspodziewanie skomplikowana, a wynika to z faktu, ze w przeciwienstwie
do swych teoretycznych modeli, ktére moga by¢ niezwykle proste, ciata makroskopo-
we sa zawsze obiektami ogromnie ztozonymi. Efekt Casimira jest zas tak subtelny,
ze trzeba z uwaga uwzgledni¢ wplyw calej gamy wtasnosci realnych cial, ktére moga
wplynaé¢ na wynik eksperymentu.

Mimo tego sprébujemy teraz podaé zwiezla i uproszczona odpowiedz na powyzsze
pytanie. Jesli ustawimy rownolegle do siebie dwie metalowe ptytki o powierzchni
rzedu 1cm? i w odleglosci okoto 1 um, to sita Casimira obliczona na podstawie wzoru
bedzie rzedu

F, ~107"N. (2.9)

Biorac pod uwage, ze mamy do czynienia z cialem o makroskopowych rozmiarach,
sila ta jest niezwykle mala w stosunku do sit ktére normalnie dziataja na taki obiekt.
Prowadzacy odpowiednie eksperymenty musza sie¢ zmagaé¢ z tym, ze w praktyce
usuniecie tych wszystkich sit jest bardzo trudne, jesli nie niemozliwe, wiec konieczna
jest pewna procedura ,filtrowania”, ktora wydobedzie przewidywany efekt z realnie
obserwowanej sily. Pomimo tych trudnoéci, opublikowane rezultaty badan podaja,
ze w uktadzie dwoch plytek przewidywania wyprowadzone w oparciu o wzoér
zgadzajg sie z wynikami uzyskanymi dzieki analizie danych eksperymentalny w gra-
nicy niepewno$ci tych ostatnich, ktéra wynosi okolo 10%-20%. W szczegélnosci
nalezy tutaj przytoczy¢ wyniki uzyskane przez G. Bressi’ego et al., ktére zostaty
opublikowane w pracy Measurement of the Casimir Force between Parallel Metallic
Surfaces [Bre402].

Plan dalszej czesci rozdziatu jest nastepujacy. Najpierw oméwimy wybrane za-
gadnienia teoretyczne, ktore sa niezbedne dla zrozumienia rezultatéw wiekszosci
badan doswiadczalnych, nastepnie przedstawimy w ujeciu chronologicznym wybrane
eksperymenty. PéZniej oméwimy krétko pewne kontrowersje dotyczace zgodnosci
wynikéow doswiadczen z teoretycznymi modelami sity Casimira, nad ktérymi intensyw-
nie debatowano w okresie po roku 2000. Zakonczymy zas krétka dyskusja na temat
przyblizonych metod rachunkowych uzywanych do obliczania efektu Casimira. Roz-
dzial ten nie pretenduje do podania wyczerpujacego opisu zadnego z tych zagadnien,
zainteresowany Czytelnik moze znalezé doktadniejsze ich oméwienie w monografii
[Dal+11], széstym rozdziale pracy [MUVO01] oraz artykutach [KMO6| i [KM22].

Nim przystapimy do wladciwej tresci rozdzialu musimy poczyni¢ kilka uwag
natury ogdlnej. Po pierwsze, nalezy zauwazy¢, iz historycznie badanie efektu Casimira
bylo mocno powiazane z zagadnieniem sit van der Waalsa, o ich relacji wspomina
sam Casimir na poczatku artykulu rozpoczynajacego te dziedzine badan [Cas4§|.
G.L. Klimchitskaja i V.M. Mostepanenko ujmujg zwigzek miedzy nimi w nastepujacy
spos6b [KMO06|. Zaréwno sily van der Waalsa jak i sile Casimira mozna opisaé



wspolng teorig, gdzie pierwsza z nich objawia sie w rezimie nierelatywistycznym,
druga w przypadku relatywistycznym, w ktérym nalezy uwzgledni¢ efekty retardacji
dla pola elektromagnetycznego. Obowigzujaca w literaturze wspdlna nazwa dla obu
tych zjawisko to sily dyspersyjne.

W niniejszej pracy nie bedziemy omawiaé¢ zwigzku miedzy sitg Casimira a silami
van der Waalsa. Nalezy jednak wspomnieé, ze historycznie mial on duze znaczenie dla
do$wiadczalnego zrozumienia tego efektu, poniewaz eksperymentalne wyniki badan
nad sitami van der Waalsa byly obecne w literaturze juz w chwili publikacji pracy
H.B.G. Casimira w 1948 roku. Dlatego tez badacze dokonali ponownego przegladu
dostepnych wtedy wynikéw, pod katem ich nowej interpretacji. Cho¢ owa analiza
nie dostarczyta konkluzywnych dowodéw na istnienie sity Casimira, te dawniejsze
eksperymenty wywarty zauwazalny wplyw na prowadzone pdzniej badania.

Drugie zastrzezenie ktére musimy uczynic, dotyczy dynamicznego efektu Casimira.
Zjawiska tego nie bedziemy w ogdle omawiaé, odsylajac zainteresowanego Czytelnika
do pracy przegladowej [Dod20|. Jest to umotywowane tym, ze pomimo wielu badan
prowadzonych nad dynamicznym efektem Casimira, w chwili obecnej niewiele mozna
powiedzie¢ w sposOb matematycznie Scisty na temat jego zwiazku z statycznym
efektem Casimira, ktérego badaniu po$wiecona jest niniejsza praca.

Przejdzmy teraz do kroétkiego przedstawienia pewnych rezultatéw teoretycznych
uzyskanych po 1948 roku. Z punktu widzenia badan eksperymentalnych dwa proble-
my wysuwaja sie na pierwszy plan. Po pierwsze w swej oryginalnej pracy Casimir
uzyl wysoce wyidealizowanego modelu metalu, ktéry idealnie blokuje pole elektroma-
gnetyczne, niezaleznie od jego czestotliwosci. Na poziomie teoretycznym odpowiada
to narzuceniu na pole warunkéw brzegowych Dirichleta. Choé¢ Casimira wprowadza
w pewnym momencie odpowiednia funkcje regularyzujaca by uczynié¢ rozwazane
plytki bardziej ,przezroczystymi”, to na poziomie rozwiniecia uzyskanego wzoru
w szereg potegowy ktorego dokonuje, fakt ten jest ponownie usuwany z formalizmu.

Jak dobrze wiadomo rzeczywiste ciata materialne staja sie¢ coraz bardziej ,,prze-
zroczyste” dla fal elektromagnetycznych, gdy ich czestotliwo$é¢ roénie, wiec formalizm
teoretyczny powinien dostarczy¢ nam metod obliczenia sity Casimira, ktore uwzgled-
niaja takie wtasnie zjawiska.

Po drugie, wracajac znéw do oryginalnej pracy Casimira, uzyty tam model mozna
rozumieé jako opisujacy sytuacje, gdy caly uklad znajduje w réwnowadze termo-
dynamicznej ze zbiornikiem ciepta o temperaturze T" = 0 K. Wszystkie znane nam
eksperymenty majace na celu zbadanie tego zjawiska odbywaly si¢ w temperaturze
T ~ 300K, dlatego tez zrozumienie termicznego efektu Casimira jest zagadnieniem
wielkiej wagi.

Teoria uwzgledniajaca oba te czynniki zostala pierwszy raz przedstawiona $wiatu
w opublikowanej w 1955 roku pracy Jewgienija Lifszyca. Ze wzgledu na 6wczesne
warunki, publikacja ta ukazala sie najpierw w jezyku rosyjskim, za$ rok pdézniej
opublikowany zostal jej przekiad na angielski The theory of molecular attractive
forces between solids [Lif56]. Ukazala si¢ wiec jeszcze przed rozpoczeciem wlasciwych
badan do$wiadczalnych nad efektem Casimira, ktéry to fakt mozemy datowaé na rok
1958. W nastepnych latach dalsze badania teoretyczne nad wplywem temperatury
na efekt Casimira prowadzili miedzy innymi M. Fierz [Fie60|, J. Mehra [Meh67]
oraz L.S. Brown i G.J. Maclay [BM69).

Poniewaz wiekszo$¢ eksperymentéw pordéwnuje uzyskane wyniki empiryczne z prze-
widywanymi teoretycznymi wyliczonymi w oparciu o podejécie Lifszyca, konieczne
jest dokladniejsze omoéwienie go. Podejscie to pozwala na opis zaréwno efektu Casi-
mira jak i sit van der Waalsa, wskazujac jeszcze raz na zwiazek obu tych zjawisk.



W swej oryginalnej publikacji Lifszyc rozwazal nie dwie ptytki o skoniczonej grubosci,
lecz dwie pélprzestrzenie wypelnione odpowiednia substancja materialnqﬂ W na-
szej skrotowej prezentacji tego formalizmu bedziemy podazaé za opisanym w jego
ramach ukladem dwéch ptytek, ktéry to opis pochodzi z pracy G.L. Klimchitskaji
i V.M. Mostepanenko, odsylajac zainteresowanego szczegdétami Czytelnika do tej
publikacji i cytowanej w niej literatury [KM22].

Bedziemy przyjmowaé, ze wlasnosci materiatu z ktérego wykonane sg plytki sa
opisywane przez przenikalnosé elektryczna (w) i przenikalno$é magnetyczna pu(w),
ktore sa funkcjami czestotliwosci fal elektromagnetycznych. Tym samym teoria ta
obejmuje oddzialywanie zaréwno miedzy cialami wykonanymi z metalu jak i z mate-
riatu dielektrycznego. Zaltézmy dodatkowo, ze ptytki sa ustawione w plaszczyznie xy
i rozciagaja sie w niej do nieskonczonoéci, za$ odlegltos¢ miedzy nimi mierzona jest
w kierunku z.

Wprowadzmy pewne oznaczenia i obiekty pomocnicze. Diugosé sktadowej wektora
falowego pola elektromagnetycznego prostopadlej do osi z bedziemy oznaczaé przez

ki =/k2+k2. (2.10)

Wprowadzamy dwie pomocnicze funkcje

w2

k(w, ki) = \/(k:l)2 - E(w)u(w)cj, (2.11a)

qlw, k1) =4/ (k1)?— = (2.11b)

Poprzeczny elektryczny (TE, ang. transverse electric) i poprzeczny magnetyczny (TM,
ang. transverse magnetic) wspo6lczynnik odbicia dane sa jako:

_ (w)g —k(w, k1)
T‘TE(W, kL) = ,u(w)q T k(w, kl), (2.12&)
roai(w, ki) = igiig J_r ZEZ Zi; . (2.12b)

Korzystajac z wprowadzonych oznaczen mozemy zapisaé wzér, opisujacy site
przypadajaca na jednostke powierzchni w temperaturze T' jako

hoT 7 hw
F.(T) = —ﬁ/dl@_ kJ_/dw coth <2kBT> X
0 0

Q(w> kl) q(w, kL) }
rom(w, ki)"2e200 — 1 rog(w, k) "2e20 — 1)

(2.13)

xjm{

Wzér ten nie tylko jest bardzo zlozony, ale wymaga tez od nas znajomosci tego jak
material z ktérego wykonane sa plytki, oddziatuje z polem elektromagnetycznym
w szerokim padmie czestotliwoéci. Nawet dla materiatow takich jak ztoto, dla ktérych
dysponujemy bardzo dobrymi danymi eksperymentalnymi, konieczne jest uzupetnienie
ich pewnymi modelami teoretycznymi, do ktoérego to zagadnienia wrocimy w dalszej
czesci tego rozdziatu.

'Przyktadowo, po wprowadzeniu standardowego uktadu wspétrzednych xyz, podprzestrzenie te
mozna opisaé nieréwnosciami z < 01 a < z, gdzie a > 0.
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Przejdzmy teraz do historii do$wiadczalnych badan nad efektem Casimira, ktére
zaczynaja sie w sposéb wiasciwy od eksperymentu M.J. Sparnaay’a, ktérego wyniki
zostaly opublikowane w pracy Measurements of attractive forces between flat plates
z 1958 roku [Spab8]. W tym przypadku wazniejsze niz same dane do$wiadczalne,
ktore bytly niesatysfakcjonujace i nie byly w stanie rozstrzygnaé¢ faktu istnienia lub
nieistnienia tego efektu, okazato sie zidentyfikowanie i jasne przedstawienie przez
Sparnaay’a problemoéw, ktérych rozwigzanie pozwoli w sposéb mozliwie precyzyjny
i konkluzywny zmierzy¢ site Casimira.

Eksperyment Sparnaay’a byl przeprowadzony dla oryginalnej konfiguracji, czyli
dwéch ptaskich metalowych plyt, ktorych odleglosé od siebie byta rzedu pm, zas
otrzymane wyniki byly poréwnywane z wzorem wyprowadzonym przez Casimira dla
pola elektromagnetycznego . Pomiaru dokonano dla trzech zestawéw plytek:
chrom-chrom, chrom-stal i aluminium-aluminium; dla pierwszego i drugiego zestawu
plytek zaobserwowano site przyciagajaca, dla ostatniego odpychajaca. Wyniki te
od razu rodzg pytanie o zrédlo mozliwych btedéw i niepewnosci eksperymentalnych,
ktore to kwestie Sparnaay uwaznie przeanalizowatl.

Za najwieksza stabosé stosowanej metody uznal on to, ze ostre krawedzie plytek
wraz z doczepiona do nich waga sprezynowa stuzaca do pomiaru sity, prowadzity do
powstania duzej histerezy w ukladzie, co czynito dokladny pomiar odleglosci miedzy
ptytkami bardzo trudnym. Z problemem dokladnego pomiaru odleglosci miedzy
cialami wykorzystywanymi w pomiarze sity Casimira fizycy do$wiadczalni beda sie¢
wielokrotnie mierzy¢ w nastepnych dekadach.

Kolejnym wyzwaniem byto usuniecie réznicy potencjatéw elektrycznych miedzy
plytkami. Sparnaay zwrécit uwage, ze nawet réznica w potencjale wynoszaca 17 mV
jest na tyle duza, by calkowicie przystoni¢ site Casimira. Choé¢ uzyty przez niego
uktad zostal odizolowany elektrycznie i wielokrotnie ulepszany, na powierzchni plytek
wcigz mozna bylo zaobserwowaé czastki kurzu o $rednicy przekraczajacej 2 pm, czyli
w skali problemu byly one niezwykle duze. Ich obecno$¢ mogta generowaé¢ powazne
réznice w potencjale elektrostatycznym, a takze sprawiata, ze w chwili zetkniecia
obu ptlytek, odlegtoéé miedzy nimi nie byta réwna zeru, lecz wynosita okoto 0.2 ym.
Sparnaay nie wyjasnil jednak jak zmierzyl ta ostatnia wielkosé¢.

Utrzymanie dwéch ptytek o powierzchni okoto 1cm? réwnolegle do siebie, gdy
odleglo$¢ miedzy nimi jest rzedu 1 pm réwniez okazalo sie wielkim problemem, ktéry
chyba dopiero eksperyment Bressi’ego et al. z 2002 roku, byt w stanie satysfakcjonu-
jaco rozwiaza¢ |Bre-+02]. Sparnaay podaje, ze wskutek nachylenia plytek wzgledem
siebie, odlegto$é miedzy nimi zmieniala sie nawet o 10% w zaleznosci od tego dla
ktorych ich fragmentéw byla mierzona.

Poza krytycznymi uwagami pod adresem wlasnego eksperymentu Sparnaay omé-
wil rowniez pewne wczesniejsze badania, ktérych wyniki poddane nowej analizie,
mogly potencjalnie wykazaé istnienie sily Casimira oraz oméwit pewne ich stabe
strony. Opracowanie metod pomiarowych odpornych na przeprowadzona przez niego
krytyke, wyznaczato na kilkadziesiat lat rozwdj do$wiadczalnych badan nad efektem
Casimira. Konczac juz omawianie wynikéw Sparnaay’a nalezy wspomnieé, ze gdy
w nastepnych latach Fierz, Mehra oraz Brown i Maclay opublikowali wspomniane
juz prace o wplywie temperatury na efekt Casimira, to stwierdzono, iz przewidywane
poprawki byly ponizej czutosci tego eksperymentu.

W nastepnych 20 latach prowadzono dalsze badania do$wiadczalne, nad ktérymi
nie bedziemy sie zatrzymywac. Trzeba jednak wspomnie¢ o tych ich elementach ktore
mocno wplynety na dalsze proby zmierzenia efektu Casimira. Przede wszystkim,
zapewne ze wzgledu na trudnosé utrzymania ptaskich ptytek réwnolegle wzgledem
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siebie, zaczeto woéwcezas uzywaé innych konfiguracji geometrycznych, takich jak te
wykorzystujace powierzchnie w ksztalcie walca. Jednoczes$nie, ze wzgledu na problem
roznicy potencjatéow, zaczeto uzywacé cial wykonanych z materiatléw nieprzewodzacych.
Pewne dodatkowe informacje na temat badan z tego okresu znajduja sie w széstym
rozdziale pracy [MUVO01].

Nastepnym waznym eksperymentem o ktérym chcemy powiedzied, jest ten prze-
prowadzony przez P. van Bloklanda i J. Overbeeka, a ktérego wyniki zostaty opu-
blikowane w roku 1978 w pracy van der Waals forces between objects covered with
a chromium layer [BGT8|. Mierzyli oni site miedzy plaska plytka, a Sferqu, w zakre-
sie odleglosci miedzy 132 a 670 nm. Oba obiekty zostaly pokryte warstwa chromu,
przy czym autorzy uznali, ze na powierzchni cial zawsze bedzie obecna cienka war-
stwa tlenkow chromu, co nalezy uwzglednié¢ podczas analizy danych. Dodatkowo, by
skompensowaé utrzymujaca sie miedzy ptytka a sferg réznice potencjatéw, rzedu
20mV, przez caly czas trwania eksperymentu do ukltadu badawczego bylto przylozone
odpowiednie napiecie kompensujace.

Uzycie uktadu plytka-sfera ma oczywista zalete, ze ze wzgledu na symetrie sfery,
nie jest konieczne bardzo dokladne ustawienie cial wzgledem siebie. Cho¢ prawdziwe
obiekty nie sa idealnie sferyczne, to zapewne wlaénie ten fakt sprawil, ze do dnia
dzisiejszego konfiguracja ta, wraz z jej réznorodnymi wariacjami, jest najczesciej
wykorzystywana w badaniach doswiadczalnych. Niemniej jak zobaczymy dalej, nawet
w bardzo dobrych eksperymentach zdarzalo sie uzycie zamiast sfery, lub fragmentu
sfery, ciala ktérego odchylenie od sferycznego ksztaltu powinno byé widoczne goltym
okiem. Takie przeoczenia sg zapewne wynikiem potrzeby dokladnego odizolowania
uktadu eksperymentalnego od otoczenia, w tym od dostepu $wiatla.

Negatywna strong uktadu sfera-ptytka jest to, ze wedle przewidywan teoretycznych
charakter sily Casimira bardzo zalezy od geometrii uktadu. Dwie ptytki sa przez nia
przyciagane do siebie, dla pojedynczej sfery moze prowadzi¢ zaréwno do jej kurczenia,
jak i rozciagania (zob. roz. 4.2 [MUVO01]). Nie wnikajac w detale tego skomplikowanego
problemu, mozna stwierdzi¢, iz bez odpowiedniego modelu teoretycznego nie jesteSmy
w stanie poda¢ nawet jakosciowych przewidywan dotyczacych tej sity.

Opracowanie takiego modelu dla tego konkretnego eksperymentu dodatkowo
utrudniat fakt, ze chrom posiada dwa mocne pasma absorpcyjne dla dlugosci fali
600 nm, ktore trzeba bylo uwzgledni¢ w obliczeniach. By poradzi¢ sobie z nimi w ob-
liczeniach teoretycznych zastapiono je pojedynczym pasmem absorpcyjnym, ktérego
wktad do mierzonej sily zostal oszacowany na 40% calkowitego efektu. Ostatecznie
nie udalto sie w sposéb w pelni satysfakcjonujacy sformutowaé¢ odpowiedniego modelu
opartego o teorig Lifszyca i musiano wspomagaé sie danymi empirycznymi. Pomimo
przyjecia tych wszystkich uproszczen nie udato sie znalezé $cistych rozwiazan dla
tego modelu, konieczne bylo wiec siegniecie po metod przyblizone.

Biorac te i inne trudnos$ci pod uwage, nie nalezy sie dziwié¢, ze niepewnosé
w tym eksperymencie oszacowano na 50% mierzonego wyniku. W zakresie tych
niepewnosci wyniki eksperymentalne byly zgodne z przewidywaniami teoretycznymi
otrzymanymi w ramach opisanego wczesniej podejscia. Biorac to wszystko pod uwage
mozna uznac, iz byl to pierwszy eksperyment, ktoéry jednoznacznie wskazywal na
istnienie efektu Casimira dla metalowych powierzchni. Nie mozna jednak zapominaé,
ze model teoretyczny z ktérym poréwnywano wyniki eksperymentu byt bardzo
odlegly od tego jaki rozwazal Casimir, wiec zrozumienie znaczenia uzyskanych
wtedy rezultatow dla kwantowej teorii pola elektromagnetycznego nie jest ani sprawa

%W literaturze czesto zamiast stowa ,sfera” uzywa sie terminu ,soczewka” (ang. lens).
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prosta ani oczywista. Jak zobaczymy, to samo mozna powiedzie¢ o wielu kolejnych
eksperymentach badajacych to zjawisko.

W tym miejscu przejdziemy do omawiania wynikéow S.K. Lamoreaux’a ktore
zostaly opublikowane w 1997 roku w pracy Demonstration of the Casimir Force in
the 0.6 to 6 um Range [Lam97|. Z dostepnych stéw Lamoreaux’a mozna wyciagnaé
wniosek, ze traktowal on swéj eksperyment bardziej jako demonstracje mozliwosci
dostepnych w owym czasie technik eksperymentalnych, niz jako szczegdélowe badanie
efektu Casimira i pod tym wzgledem odniést niewatpliwy sukces. Jego projekt
badawczy niezwykle ozywil dziedzine doswiadczalnych badan nad efektem Casimira
na ponad dwadzieécia lat i mozna mie¢ nadzieje, ze zainteresowanie nimi nie zmaleje
w trzeciej dekadzie XXI wieku.

Zajmijmy sie teraz dokladniejszym opisem samego eksperymentu. Badany byt
uktad sfera-ptytka, oba ciala zostaly pokryte majaca 0.5 um grubosci warstwa miedzi,
nastepnie warstwa zlota o tej samej grubosci. Sfere umieszczono na stosie piezoelek-
trycznym, za$ plytke na jednym ramieniu wahadta torsyjnego. Drugie ramie tego
wahadla petnito role elektrody w uktadzie dwoch kondensatoréow C'; i Co. Sita dziata-
jaca na plytke skutkowala powstaniem momentu sily zmieniajacego kat wychylenia
wahadla, co zas prowadzilo do zmiany pojemnosci kondensatoréw. Wéwcezas obwod
sprzezenia zwrotnego doprowadzal do uktadu kondensatoréw odpowiednie napiecie
kompensujace, tak by zostata przywrdcona pierwotna pojemnosé i to wladnie napiecie
stuzylo do wyznaczenia wielkosci mierzonej sity.

Jak podaje Lamoreaux nawet po uziemieniu uktadu zaobserwowano réznice
potencjatlu miedzy sfera a plytka rzedu 430 mV, ktéra to wielkos¢ okreslit jako
»shockingly large”. Zniwelowanie jej wplywu wymagalo przylozenia odpowiedniego
napiecia do sfery, cho¢ wydaje sie, ze nawet wtedy w uktadzie byly obecne resztkowe
sity elektrostatyczne.

Rok po publikacji oryginalnego artykutu Lamoreaux opublikowal errate, w ktorej
wskazal na nieuwzglednione wczesniej btedy i problemy obecne w eksperymencie
[Lam98|. Jednym z nich bylo to, Zze obiekt uzyty jako sfera byl znieksztalcony,
skutkiem czego, choé¢ poprzednio twierdzono, iz jego promien wynosi (11.340.1) cm, to
w erracie podano, ze dla tego jego fragmentu dla ktérego wykonywano pomiar wynosit
on (12.5 £ 0.3) cm. To ze nie zostalo to zauwazone wezesniej, wynika zapewne z tego,
ze eksperymenty tego typu wymagaja uzycia komoér prézniowych, do ktorych nie
maja dostepu zewnetrzne fale elektromagnetyczne, w tym Swiatto. Jak wspomniano
wyzej, nalezy oczekiwaé, ze poszukiwana sila jest rzedu 1077 N, nietrudno wiec
zrozumieé, dlaczego zaréwno obecnosé gazéw lub Swiatta w ukladzie moze catkowicie
uniemozliwié¢ jej zarejestrowanie. W takiej sytuacji dopiero demontaz calej aparatury
eksperymentalnej umozliwia doktadne sprawdzenie jej stanu.

Pomimo tych i innych trudnosci, eksperyment ten pokazal zgodno$¢ danych
empirycznych i teorii opartej na podejsciu Lifszyca na poziomie (5-10)%, przynajmniej
dla matych odleglosci miedzy badanymi ciatami. Niepewno$¢ ta byla wciaz zbyt duza,
by mozna bylo zaobserwowaé¢ wplyw efektéw termicznych na badane zjawisko.

Ostatnim eksperymentem ktéry oméwimy dokladniej jest ten przeprowadzony
przez G. Bressi’ego, G. Carugno, R. Onfrio i G. Ruoso, ktorego wyniki opublikowano
w 2002 roku w pracy Measurement of the Casimir Force between Parallel Metallic
Surfaces [Bre+02]. Jest on pierwsza od czaséw Spanyaara’a znana nam préba zmie-
rzenia sily w ukladzie dwéch plaskich metalowych plytek, w celu poréwnania jej
z oryginalnym wynikiem Casimira. Aby tego dokonaé, oryginalny wzér zostal
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przepisany jako
K¢

nastepnie doswiadczalnie wyznaczono warto$ci wspdlezynnika K¢ exp 1 poréwnano
z wielko$cia przewidywana przez teorie

whe N _o7 9
Kc—@wl.i’)-lo Nm~. (2.15)
Aby nie prowadzi¢ do nieporozumien, referujac dalej wynik pracy Brassiego et al.,
bedziemy tak jak oni oznaczali odleglo$é¢ miedzy plytkami symbolem d.

W pomiarze uzyto dwéch ptytek, pierwsza z nich, ktéra zostala nazwana rezonato-
rem (ang. resonator), miala wymiary 1.9 cm x 1.2 mm x 47 pm, druga zwana zrédlem
(ang. source) miata wymiary 1.9 cm x 1.2 mm x 0.5 mm. Obie byly wykonane z krzemu
i pokryte warstwa chromu o grubosci okoto 50 nm. Rezonator zostal przytwierdzo-
ny na trwale jednym konicem do mogacego wykonywaé¢ odpowiedni ruch obrotowy
fragmentu ukladu, tworzac ksztalt okreslony przez autoréw jako belka wspornikowa
(ang. cantilever beam). Drugi koniec rezonator mégt wykonywaé¢ swobodne drgania.
Zrédlo zostalo na trwale przymocowane do innego ruchomego fragmentu aparatury.
Wedlug autoréw tak skonstruowany uktad pozwalal na ustawienie ptytek réwnolegle
z dokladnoécia rzedu 3 - 10~° radiana.

Ze wzgledu na obecnos¢ réznych typow metali w uktadzie pomiarowym, miedzy
plytkami zawsze byla obecna réznica potencjalow Vy, ktéra kompensowano przez
przylozenie napiecia V.. Napiecia resztkowego

nigdy nie udato sie catkowicie wyeliminowa¢ i musiato by¢ ono uwzglednione w analizie
danych doswiadczalnych.

Podstawows wielkoscia rejestrowang w eksperymencie byla czestosé rezonansowa
najnizszego modu skreceni (ang. torsional mode) rezonatora jako funkcji odlegtosci
miedzy ptytkami. Odlegtosé ta byla mierzona za pomoca przytozonego do rezonatora
interferometru $wiattowodowego. Aby méc wyjasni¢ jak na podstawie mierzonych
czestosci mozna wyznaczy¢ K¢, exp, musimy wprowadzi¢ dodatkowe wielkosci i ozna-
czenia. Mase efektywng najnizszego modu skrecen rezonatora bedziemy oznaczaé
przez meg, efektywna powierzchnie plytek przez S. Czestotliwo$é oscylacji swo-
bodnych rezonatora wedlug artykutu wynosita vqg = 138.275 Hz. Wprowadzamy

wspotczynniki

05 Cpn = KCew 5 (2.17)

T2Meff

Cel =

AT2meg’
Jak tatwo spostrzec, znajac obie powyzsze wielkosci mozna wyznaczy¢ K¢, exp za

pomocyg zaleznosci
670 CC&S

4 Cel '
Zwiazek wiazacy state Coas 1 Cel 2z czestoscig oscylacji rezonatora, zostal wy-

KC,exp = (218)

prowadzony wczesniej w pracy, ktora autorzy referowanego artykulu napisali wraz
z A. Galvanim i F. Veronesem |[Bre+01]. Jest on postaci

v C
Av(d) =1 —vi = ~Cag — .

Czton proporcjonalny do C nosi nazwe cztonu elektrostatycznego. Na podstawie serii

(2.19)

trzech pomiaréw, zostaly wyznaczone wszystkie parametry wystepujace w tym wyra-
zeniu poza Ccas. Nalezy zaznaczyé, ze analiza danych z tych trzech serii okazata sig
by¢ sama w sobie kwestia dos¢ skomplikowana
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Nastepnie przeprowadzono czwarta serie pomiaréw. Od otrzymanych w trakcie
niej wynikéw odjeto nastepnie wktad cztonu elektrostatycznego i do tak otrzymanych
wartosé Ave(d)? dopasowano krzywa dana réwnaniem

Cc
Avg(d)? = — d;‘S. (2.20)
Otrzymana w ten sposéb krzywa pokrywalo sie w granicy niepewnosci z danymi
do$wiadczalnymi dla d w zakresie od 0.5 do 1 pum i od 2 do 3 pm. Dla odleglosci 1 do

2 pm, po uwzglednieniu niepewnosci pomiarowych, niektére wartodci doswiadczalne

lezaly odrobine ponizej tej krzywej.
Dzieki tym procedurom udato sie wyznaczyé¢ wartosci dwoch poszukiwanych
parametréw, ktoére wyniosty

Col = (4.24+£0.11) - 107 ¥ HZ? m?, (2.21a)
Ceas = (2.34 4 0.34) - 1072 Hz2 m®. (2.21b)

W rezultacie czego otrzymujemy
K¢ exp = (1.22£0.18) - 107%' Nm?, (2.22)

co w granicy niepewno$ci pomiarowych jest zgodne z wielkoscia przewidziana przez
Casimira . Wynik ten oznacza, ze eksperyment potwierdzit przewidywanie teo-
retyczne w ramach niepewnosci rzedu 15% caltkowitego rezultatu. Mozna podejrzewad,
ze ten relatywnie duzy blad sprawil, iz autorzy nie odczuwali potrzeby stosowania
bardziej subtelnych modeli sity Casimira, takich jak te oparte na teorii Lifszyca.

Sprobujemy teraz pokrdtce naszkicowaé stan badan doswiadczalnych efektu
Casimira po 2000 roku. Bogactwo badanych w tym okresie probleméw nie pozwala
nam nawet wspomnie¢ o wszystkich, stad konieczno$é ograniczenia sie do tych
prac, ktére uwazamy za szczegblnie warte uwagi. Konfiguracja sfera-ptytka wciaz
pozostawal najczedciej wykorzystywana i w eksperymentach takich jak ten H.B.
Chana, et al., uzyskiwano przy jej uzyciu wyniki, ktérych niepewnosé pomiarowa byta
rzedu 1% [Cha+01]. W ramach tej niepewnosci wyniki do§wiadczalne i przewidywania
wykorzystywanych modeli pozostawaly ze sobg w zgodzie.

Wraz z osiagnieciem tego poziomu dokladnosci, juz nie dane doswiadczalne, ale
obliczenia teoretyczne zaczety stanowié gléwne ograniczenie dla lepszego poznania
efektu Casimira. Na pierwszy plan zaczely sie wiec wysuwaé zagadnienia takie,
jak potrzeba lepszego zrozumienie mozliwosci i ograniczen powszechnie uzywanego
w rachunkach przyblizenia bliskiej sily (PFA, ang. proxzimity force approximation),
ktére to zagadnienie oméwimy potem, pod koniec tego rozdziatu.

Tak duza dokladno$é wynikéw uzyskanych w eksperymentach korzystajacych
z uktadu sfera-ptytka sprawita, ze mozna bylto ich uzyé do podania ograniczen na
teorie wychodzace poza Model Standardowy oraz korzystajace z wyzej wymiarowych
czasoprzestrzeni, czego przykladem sa prace R.S. Decci et al. [Dec+03] oraz A.O. Su-
skowa et al. [Sus+11]. Jednoczesnie zaczeto testowaé efekt Casimira we wezesniej nie
badanych konfiguracjach eksperymentalnych. Przyktadowo D. Garcia-Sanchez et al.
prowadzili badania dla ukladu sfera-nanomebrana |Gar+12a), |[Gar+12b|, G. Bio-
monte’a et al. wykorzystywali uklad ze sfera oraz obracajaca sie ptytka, ktéra zostata
w sposob periodyczny pokryta dwoma réznymi rodzajami metali [BLD16], za$ ten
uzywany przez L. Tanga et al. sktadal sie z dwdch ptytek ktérych powierzchnie byty
pokryte rzedami wypustek w ksztalcie litery ,,T” o wysokos$¢ okoto 1 ym [Tan+07].

Na osobne wspomnienie zastuguje projekt CANNEX (Casimir And Non-Newtonian
force EXperiment) w ktérym jako aparatura pomiarowa ma zostaé¢ wykorzystana

15



konfiguracja plytka-plytka |[SP21|. Stawia on sobie ambitny cel zebrania danych
do$wiadczalnych na temat efektu Casimira opisywanego w ramach podejécia Lifszyca
zaréwno w przypadku ukladu znajdujacego sie w stanie réwnowagi termodynamicznej
jak i dla rezimu pozaréwnowagowego, a takze na temat pewnych teorii majacych
wyjasni¢ nature ciemnej materii i ciemnej energii. Autorzy eksperymentu licza bowiem
na to, ze wktad hipotetycznych czastek takich jak axiony, jednego z kandydatéw
na ciemng materie, do sity Casimira bedzie moégt zostaé zaobserwowany lub tez
wykluczony dla danego przedzialu parametréw w modelu tych czastek. Uzyskanie
takich danych byloby niewatpliwie ogromnym osiagnieciem, jednak biorac pod uwage
wyzwania przed jakimi ten eksperyment staje, nie mozna dzis stwierdzi¢ jednoznacznie,
czy zakonczy sie on sukcesem.

Pozwolimy sobie tutaj na mata dygresje. W literaturze mozna znalezé réwniez
proby teoretycznego wyttumaczenia pewnych zagadnien astrofizycznych za pomoca
efektu Casimira, czego przykladem jest stosunkowo nowa praca U. Leonhardta [Leo19].
Korzysta on z idei obecnej juz wczedniej w literaturze, dotyczacej tego jak mozna
zbudowaé model wyjadniajacy ksztalt trajektorii po ktérych porusza sie $wiatto.
Mianowicie, z punktu widzenia ruchu $wiatta, niektére rodzaje czasoprzestrzeni z dy-
namicznie zmieniajaca si¢ geometrig sa nieodréznialne od czasoprzestrzeni z ustalona
geometria, lecz wypelnionych osrodkiem materialnym, ktérego wlasnoéci optyczne
zmieniajg sie w czasie i przestrzeni. Mozna wiec préobowaé obliczy¢ site Casimira dla
takiego problemu, ktéra to sile Leonhardt utozsamia ze stala kosmologiczna. Obecnie
nie mozna rozstrzygnaé, czy to podejscie okaze si¢ poznawczo ptodne.

Koniczac juz temat do$wiadczalnych badan nad efektem Casimira, musimy krétko
wspomnieé o toczacej sie od kilkunastu lat debacie na temat zgodnosci danych
eksperymentalnych i modeli teoretycznych. W okresie po 2000 roku doktadnosé
pomiaréw stala sie tak duza, ze mozliwe stato si¢ ich poréwnywanie z réznymi
kalsami modeli formutowanych w ramach podejécia Lifszyca. Ograniczymy sie tylko
do uproszczonego opisu tego problemu, za$ Czytelnika ktéry chee lepiej poznaé
ten temat, odsytamy do pracy przegladowej Klimchitskaji i Mostepanenko [KM22],
jak réwniez pracy tych samych autoréw z 2023 roku, w ktérej rozpatruja pewne
niestandardowe metody rozwiazania trapiacych ta dziedzine fizyki probleméw [KM23].

Jak juz o tym pisaliSmy wczesniej, do obliczenia sity Casimira w podejsciu
Lifszyca potrzebna jest nie tylko znajomosé empirycznych wartosci jakie przyjmuje
przenikalnodci elektryczna e(w) danego materiatu, ale takze wybranie odpowiedniego
modelu teoretycznego tej funkcji. W literaturze problemu dominujace sa dwa podejscia.
Pierwsze z nich nosi nazwe modelu plazmowego i polega ona na przyjeciu funkcji
£(w) w nastepujacej postaci:

&
N (T o

ep(w)=1— 2, (2.23)

w
gdzie wy, nosi nazwe czestotliwo$é plazmowej. Drugie podejécie znane jest pod
nazwa modelu Drudego, jego funkcja e(w) jest postaé:

2

P
ep(w)=1-— oot i (D) (2.24)
gdzie v(T') to wspdlezynnik relaksacji. Latwo zauwazy¢, ze po przyjeciu v(T') = 0

model Drudego przechodzi w model plazmowy.

Istnieje bogata literatura wskazujaca na to, ze model Drudego jest nie tylko ogél-
niejszy, ale znacznie bardziej realistyczny, gdy chodzi o opis zachowania cial statych.
Jednak szereg eksperymentalnych pomiaréow efektu Casimira, gtéwnie dla uktadu
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Rysunek 1: Tlustracja metody PFA dla ukladu sfera-plytka.

sfera-ptytka, wskazuje ze mierzone wartosci sity Casimira potwierdzaja przewidywa-
nia modelu plazmowego, odrzucaja zas te bazujace na modelu Drudego. Sytuacja,
gdy przewidywania oparte o pomiar efektu Casimira stoja w sprzecznoéci do tego,
co méwi ogromna ilo§¢ badan prowadzonych na gruncie fizyki fazy skondensowanej,
nie moze uchodzi¢ za satysfakcjonujaca. Ta rozbiezno$é zaowocowala trwajacym juz
dwie dekady ciagiem debat w Srodowisku badaczy efektu Casimira, jednak w tym
momencie nie jestedmy w stanie stwierdzi¢, jak blisko czy jak daleko jestesmy od
rozwigzania tego problemu.

W rozdziale tym nie mozemy pominaé kwestii przyblizen jakich uzywa sie przy
teoretycznych obliczeniach sity Casimira dla konfiguracji, dla ktérych rozwiazanie
analityczne nie jest znane. Szczegélnie wazne jest znalezienie odpowiednich wartosci
liczbowych dla uktadu sfera-ptytka, ktory jest najczesciej wykorzystywany w ekspe-
rymentach. Jedna z najwazniejszych metod przyblizonych, wykorzystywana by to
osiagnaé jest przyblizenie bliskiej sity (PFA, ang. Prozimity Force Approximation),
ktoremu przyjrzymy sie teraz odrobine doktadniej.

Podejécie to zostato zaproponowana jako heurystyczna metoda przez J. Blockiego
et al. w 1977 roku w pracy Proximity forces |Blo+77]. Metode ta mozna stosowaé¢ do
rozwiazania wielu roznych probleméw, w oryginalnej pracy jest ona uzyta w kontekscie
modeli jader atomowych, my jednak ograniczymy sie do wyjasnienie jej dziatania
w kontekscie efektu Casimira dla uktadu sfera-ptytka.

Problem przed ktorym stajemy to wyznaczenie energii Casimira dla uktadu sfery
S i ptytki P w funkcji ich odlegloéci a. Jak pokazano na rysunku w przyblizeniu
bliskiej sity, sfere zastepujemy uktadem plytek ustawionych réwnolegle do siebie i do
plytki P. Kazdg plytke z uktadu zastepujacego sfere taczymy w pare z odpowiednim
fragmentem plytki P o tej samej powierzchni. Nastepnie tak utworzonej parze ptytek
przypisujemy energie na jednostke powierzchni Fp,(z) dana wzorem , gdzie
z oznacza dzielaca je odlegtosé. Wedlug metody przyblizenia bliskiej sity, energia
Casimira rozwazanego ukladu wynosi

EPFA — / / do Epp(2). (2.25)
P

Cho¢ idea stojaca za przyblizeniem bliskiej sily jest tatwa do zrozumienie, to
nie jest od razu jasne, jaka jest dokladno$¢ otrzymanych za jej pomoca wynikéw.
W metodzie tej pomija sie bowiem to, ze fragmenty dwoch wyjsciowych powierzchni
nie sa réwnolegte do siebie, do tego ptytkom, ktérych powierzchnia moze byé bar-
dzo mala, przypisuje sie energie obliczong dla przypadku, gdy mozemy je uwazac,
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przynajmniej efektywnie, za nieskoniczone. Mimo tych oczywistych zastrzezen i tego
jak szeroko metoda ta byla stosowana, wydaje sie, ze przed ukazaniem sie pracy
C.D. Fosco, F.C. Lombardo i F.C. Mazzitelliego z 2011 roku, nie byly podejmowane
powazniejsze proby glebszego zbadania tej metody obliczeniowej w kontekscie efektu
Casimira [FLM11]. Inna warta wymienienia praca, poSwiecona temu zagadnieniu,
jest publikacja B. Sprenga, et al. z 2018 roku [Spr+18|. W obecnej chwili wydaje sig,
ze prawidlowe uwzglednienie niepewnosci wprowadzonych przez przyblizone bliskiej
sity i podobne metody obliczeniowe, wciaz wymaga dalszych prac w tym zakresie.
W tym krétkim szkicu badan nad efektem Casimira, staraliSmy sie przyblizy¢
Czytelnikowi droge rozwoju, gtéwnie od strony badan doswiadczalnych, jaks przeszta
ta dziedzina w swej juz ponad siedemdziesiecioletniej historii. Jak moglismy zobaczy¢,
mimo czasu jaki uptynat od pracy Casimira ktéra zapoczatkowata cale to pole badan,
zarowno pod wzgledem doswiadczalnym jak i teoretycznym, wiele wazkich problemoéow
wciaz oczekuje na pelne rozwiazanie. Miejmy nadzieje, ze nadchodzace lata beda
dla tej dziedziny réwnie owocne co dwie pierwsze dekady XXI wieku i przyniosg one
rozwigzania przynajmniej niektérych z wymienionych wczeéniej probleméw.

2.3 Analiza ,energii stanu zerowego”

Jak widzieliSmy w rozdziale Casimir wyprowadzit efekt noszacy jego imie anali-
zujac ,energie stanu zerowego” pola elektromagnetycznego. Poniewaz podejscie to
wywarto bardzo mocny wplyw na literature przedmiotu, w tym rozdziale chcieliby-
Smy w sposob mozliwie prosty przedstawi¢ nasz punkt widzenia na to zagadnienie
i dlaczego uwazamy podejécie do efektu Casimira oparte o ta koncepcje za wysoce
niesatysfakcjonujace.

By zilustrowa¢ wplyw jaki ,energii stanu zerowego” wywarta na rozumienie tego
efektu, zaczniemy od przytoczenia stow, ktérymi po ponad 50 latach Klimchitskaja
i Mostepanenko komentowali oryginalna prace Casimira [KMO0G|.

Physical explanation given by Casimira to his effect is connected with
the concept of quantum vacuum. According to quantum field theory,
“empty” space is in fact filled with zero-point (or vacuum) oscillations of
all frequencies. [...]| The total energy of the vacuum oscilations is equal to
infinity. This however, does not create a problem. The point is that in all
fields of physics (with exception of gravitation) the energies are defined up
to an additive constant. It is generally believed that all physics energies
are measured from the top of the infinite vacuum energy in empty space.
Because of this, when calculating of the physical energy of some quantum
process, one arrives first at an infinite result and then makes if finite by
substracting the infinite vacuum energy in empty space.

Ze stéw tych wynika, ze nieskonczona energie prézni nalezy uwazacé za wielko$é
fizyczna, bedaca jednym z przewidywan kwantowej teorii pola, jednak przytoczone
w rozdziale fragmenty pracy Casimira wyrazaja odmienny poglad. Obie roz-
wazane energie stanu zerowego okreslane sg tam jako ,,devoid of physical meaning”,
sens fizyczny przypisuje sie tylko ich réznicy. Jednak stwierdzenie, ze réznica dwdoch
niefizycznych wartosci daje fizyczny rezultat rowniez nie moze uchodzi¢ za w pelni
zadowalajace rozwiazanie problemu. Ta rozbieznos$¢ opinii dotyczacych fizycznego
statusu energii stanu zerowego stanowi dodatkowy powdd, by dokladniej przyjrzec sie
temu zagadnieniu.
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Stwierdzenie, ze energia stanu zerowego jest w jaki$ sposéb przewidywana przez
kwantowa teorie pola, wywodzi sie zapewne z nastepujacego faktu. Popularne w li-
teraturze procedury kwantowania pola klasycznego prowadza zwykle do wyrazenia
na energie pola kwantowego, ktére zawiera ,nieskoniczong stata addytywna”. Za przy-
klad takiego stanu rzeczy niech postuzy choéby ksiazka Peskina i Schroedera [PS95].
Nastepnie owa nieskonczona stala usuwa sie poprzez powolanie sie na pewien wariant
ponizszej zasady.

Zasada 1. Liczbowa wartosé energit E przypisana konkretnemu stanowi ukladu
fizycznego nie ma fizycznego znaczenia. Fizyczny sens ma jedynie réznica energii
miedzy dwoma mozliwymi stanami danego uktadu fizycznego.

Zasada ta brzmi jak co$ oczywistego, jednak jak bedziemy chcieli pokazaé, poprawne
korzystanie z niej nie musi by¢ wcale sprawa prosta.

Zanim do tej dyskusji przejdziemy, musimy zauwazy¢, ze Andrzej Herdegen
w koncowej czesci rozdziatu drugiego i w rozdziale siodmym swojej pracy Quantum
backreaction (Casimir) effect I. What are admissible idealizations? [Her05|, przedys-
kutowatl juz problem modeli efektu Casimira opartych na energii stanu zerowego
oraz ich zwiazek z podanym przez niego podejsciem. Nasza analiza przedstawiona
tutaj wiele zawdziecza tej pracy, pomimo faktu, ze Herdegen nie odwotywal sie
zbyt czesto do jawnie sformulowanej zasady (). Czytelnik powinien potraktowacé
lekture wskazanych czesci jego publikacji jako niezbednego uzupelnienie prezento-
wanych tu rozwazan. Do tych fragmentéw artykutu Herdegena powrdcimy jeszcze
w rozdziale .

W naszej ocenie wlasnie przemawiajaca do wyobrazni prostota sformutowania
zasady powoduje, ze zbyt czesto przechodzi si¢ do porzadku dziennego nad
pewnymi subtelno$ciami w niej ukrytymi, co skutkuje zamieszaniem pojeciowym
i stawianiem nieuprawomocnionych tez. Ten stan rzeczy sprawia, ze chcemy nasze
rozumienie tego problemu przedstawi¢ w sposéb maksymalnie jasny i prosty, nawet
jesli bedzie to skutkowaé relatywnie duzg dlugoscia tej czesci pracy, ktéra jest temu
zagadnieniu poswiecona. Mamy nadzieje, ze nawet jedli Czytelnik nie bedzie podzielat
naszych wnioskéw, to nasze stanowisko zostanie wytozone na tyle jasno, iz dyskusja
bedzie si¢ mogla toczyé wokét dobrze sprecyzowanych tez, bez wielkiego miejsca
na dwuznacznosci. Oprécz tego, pragniemy by nasze rozwazania naswietlity sens
pewnych stwierdzeri poczynionych przez Herdegena w wspomnianej juz pracy [Her(05],
ktore moga by¢ tatwo przegapione przy pierwszej lekturze tego tekstu.

Poniewaz czesto przyjmuje sie, ze energia stanu zerowego jest efektem kwantowej
natury danej teorii, przyjrzymy si¢ najpierw temu jak swobodne, by nie rzecz lekko-
myS$lne, korzystanie z zasady pozwala otrzymac taka ,nieskonczong stala” dla
klasycznego uktadu o nieskoriczonej liczbie stopni swobody. Rozwazmy wiec nieskon-
czony (przeliczalny) uktad klasycznych, swobodnych, jednowymiarowych oscylatoréw
harmonicznych. Energia i-tego oscylatora wynosi

+ —miwlxi(t)? (2.26)

Jego energia w stanie spoczynku wynosi zero. Energia pelnego ukladu (ang. total
energy) jest suma energii wszystkich oscylatoréw:

Eior = i (pi(t)z + lmiwz‘sz’(t)Q) . (2-27>

=1 Qmi 2

Jesli wiec wszystkie oscylatory spoczywaja to E o = 0.
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Zajmijmy sie przez chwile energia pojedynczego oscylatora. Zgodnie z zasada
mozemy dodaé do niej dowolna stala, ktéra oznaczmy Fg,; (od ang. energy shift),
nie zmieniajac fizycznej tredci teorii:

_ pi(t)* 1 2

E; = 5y T 5w 2i(t)> + Eshi,  Esni #0. (2.28)
(2

Energia pelnego uktadu wynosi teraz

e (pi®® L ) N
Etot - Z + 2mz W, xz(t) + ZEShl' (229)
i=1

=\ 2mi

Jesli teraz wszystkie oscylatory spoczywaja, to energia petnego uktadu réwna jest
whieskonczonej statej” > 72 Fgpi.

Zastanéwmy sie teraz, jak doszliémy do tego wyniku, ktéry wyglada na zwyczajnie
absurdalny? Przede wszystkim nalezy zauwazy¢, ze gdybysmy rozwazali tylko uktad N
oscylatoréw to obecno$é skoriczonej statej Zﬁil FE i nie sprawialaby Zzadnej trudnosci.
Tym samym nasuwa sie wniosek, ze problem wynika z tego, ze rozwazany uktad
posiada nieskonczona liczbe stopni swobody. Opierajac si¢ na tym, proponujemy
nastepujace rozwiazanie tego problemu.

Uwazamy, ze zasada nie stosuje sie tak samo do uktadéw o skonczonej i nieskon-
czonej liczbie stopni swobody. W przypadku tych ostatnich, jedli kazdemu stopniowi
swobody przypisujemy konkretna energie, za$ calkowita energia jest suma takich
energii ,na stopien swobody”, to za fizycznie sensowne nalezy uznaé tylko szczegdlne
wyrazenia na energie. Mianowicie takie, dla ktoérych energia stanu podstawowego
danego ukladu jest skonczona. Postulujemy przy tym, ze ta regute nalezy stosowadé
zaréwno do ukladéw klasycznych, jak i kwantowych.

Jedli zastosujemy takie podejécie dla nieskonczonego uktadu klasycznych oscyla-
toréw, to tracimy mozliwo$é¢ zmiany energii F;, jednak wciaz mozemy dodaé do Fot
skoniczong stalyg i w tym sensie zasada pozostaje w mocy. Obierajac inny punkt
widzenia to, ze uklady o nieskoniczonej liczbie stopni swobody rzadza sie wlasnymi
prawami, nie powinno nas dziwié. Historia nauki wielokrotnie udowadniata, Zze opero-
wanie nieskonczenie wielkimi lub nieskoniczenie matymi obiektami, oparte na intuicji
wyprowadzonej ze znajomosci przypadkéw skonczonych, prowadzilo do wielorakich
probleméw i niekonsystencji w danej teorii, ktére to braki musiaty byé¢ pdzniej pra-
cowicie usuwane. Jak Swiadcza dziela takie jak ksiazka R. Goldblatta o analizie
niestandardowej, |Gol98| z jednej strony, a z drugiej prace takie jaki monografia
S. Albeverio et al. o zastosowaniu tejze teorii matematycznej w fizyce |Alb+86]|,
matematyczna teoria wielkosdci nieskoniczenie duzych i matych i jej znaczenie dla
fizyki, to tematy wciaz dalekie od bycia catkowicie zamknietymi.

W praktyce wylozona powyzej procedura definiowania badanego uktadu w taki
sposéb by jego energia podstawowa byla réwna zeru, jest czesto uzywana, choé
moze nie jest jasno wystawiana i w pelni konsekwentnie stosowana. Przyktadowo,
w literaturze czesto spotykamy sie ze stwierdzeniem, ze skwantowane pole trzeba
,2uporzadkowa¢ normalnie”, nastepnie odrzuci¢ ,nieskonczona stata”, w rezultacie
czego stan podstawowy pola bedzie posiadal energie réwna zeru. By uczynié ten
problem oraz zagadnienie energii stanu zerowego prostszymi w zrozumieniu przedys-
kutujemy teraz dwa powiazane ze soba modele pochodzace z odpowiednich teorii
kwantowych. Bedziemy jednak unika¢ wchodzenia w ich bardziej subtelne wtasnosci.

Nasz pierwszy model to kwantowy oscylator harmoniczny, ktéry bedziemy anali-
zowaé w standardowy sposob, jaki mozna znalezé w powszechnie uzywanych podrecz-
nikach, takich jak ten autorstwa R. Shankara [Sha06|. Nasza decyzja by przedstawi¢
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tutaj dobrze znane wlasnoéci tego uktadu jest motywowana tym, ze dzieki temu
analiza typowych obliczen przeprowadzanych dla pola kwantowego staje sie znacznie
prostsza do zrozumienia.

Nasze rozwazania zaczniemy od podania hamiltonianu klasycznego jednowymia-
rowego oscylatora harmonicznego, w jego najbardziej typowej formie:

1 1
H(z,p) = %]ﬂ + §mw2x2. (2.30)

Skwantowanie tego oscylatora polega na dokonaniu podstawienia p — P, r — X:

1
H = %PQ + 2mw2X2 (2.31)

gdzie X i P to operator dzialajacy na pewnej przestrzen Hilberta 57, ktore spelniaja
nastepujaca relacje
[X, P] = ihid. (2.32)

Otrzymany hamiltonian mozemy wyrazi¢ za pomoca pary operatoréw

1
a= 2h "X+ W 5T —P, (2.33a)
S s 2h wh (2.33b)

Wstawiajac powyzsze wzory do (2.31)) otrzymujemy

H= h?w (aﬂLa + aaT) . (2.34)

Poniewaz ta forma hamiltonianu jest mato wygodna, korzystajac z relacji komutacji
[a,al] = id, sprowadzamy go do postaci

H = hwaa—i—hw id. (2.35)

Widmo operatora a'a sktada sie z liczb 0,1,2, ..., co pozwala nam obliczyé dopusz-
czalne wartosci energii jakie moze posiadaé¢ ten oscylator:

1
En:hwn+§hw, n=0,1,2,3,... (2.36)

Wobec tego minimalna energia jaka moze posiada¢ kwantowy oscylatora wynosi
Ey = %hw, stan jej odpowiadajacy bedziemy oznaczaé¢ przez 1. Czesto mozna
spotykaé sie z nastepujacy wyjasnieniem dlaczego Eg > 0. Mianowicie, na mocy
zasady nieoznaczono$ci nie jest mozliwe by potozenie tego oscylatora i jego ped byty
rownoczesnie réwne zeru. Dlatego nawet w stanie podstawowym oscylator kwantowy
wykonuje ,,drgania” woké! potozenia rownowagi, ktore sa zrédltem tej dodatkowej
energii. Na rzecz tej interpretacji przemawiaja nastepujace zwiazki.

h

(X)yo =0, <X2>1/;0 = o (2.37a)
<P>1/10 =0, <P2>1/10 = m?hw (2.37b)

Samo stwierdzenie, ze nie mozna przypisa¢ kwantowemu oscylatorowi w stanie
podstawowym potozenia i pedu réwnych zero nie budzi zadnych kontrowersji. Jednak
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uznanie, ze owe ,,drgania” sg odpowiedzialne za niezerows energie oscylator w stanie
podstawowym, to zupelnie inny problem.

Zapytajmy sie po pierwsze czy niezerowa energia w stanie ¥g w ogdle wymaga
wyjasnienia? Zgodnie z zasada wartoéé liczbowa tej energii jest zupelnie bez
znaczenia, wiec mozemy jg polozy¢ réwng zero. Dlaczego wiec wiele oséb widziato
potrzebe wyjaéniania jej wartosci? Wydaje nam sie, ze wynika to z rzadko wypowia-
danego jawnie przekonania, iz skoro oscylator klasyczny ma w stanie podstawowym
energie zerowa, to nalezy wyjaéni¢ dlaczego oscylator kwantowy ma w swoim stanie
podstawowym energie réwna Aw/2.

Wedle naszej opinii, za tak postawionym pytaniem stoi pewne pomieszanie pojec.
Mianowicie, przedstawione rozumowanie opiera sie na poréwnaniu wynikéw dwoéch
uktadow, klasycznego i kwantowego, ktore nie oddziatuja ze soba. Jednak poréwnanie
wartoéci liczbowych energii nieoddzialujacych uktadéw nie ma sensu fizycznego, gdyz
z definicji nie istnieje proces, ktéry méglby przekazaé energie jednego z nich drugiemu.
7 tego powodu uwazamy, ze argument ten nie powinien by¢ brany pod uwage.

Inny argument na rzecz fizycznego znaczenia energii iw/2 ktéry wymaga naszego
komentarza, jest nastepujacy. Hamiltonian w postaci z punktu widzenia
fizyki klasycznej posiada najbardziej naturalng postaé ze wszystkich réwnowaznych
hamiltonianéw tego uktadu, wiec otrzymany przez skwantowanie go hamiltonian
(2.35) musi posiadaé¢ najbardziej naturalng forme z punktu widzenia mechaniki
kwantowej. W takim razie réwniez skala energetyczna wyznaczona przez ten konkretny
hamiltonian, musi posiadaé¢ szczegdlny sens fizyczny. Jednak i to rozumowanie mozna
poddaé krytyce.

Powszechnie podzielany dzi$ poglad moéwi, ze to fizyke klasyczng nalezy wy-
prowadzi¢ z fizyki kwantowej nie za$ na odwrdt. Stad szukanie uzasadnienia dla
wzordéw kwantowych w ich odpowiednikach klasycznych, jest odwracaniem wtadciwej
hierarchii teorii. Gdy za$ patrzymy na to w ten sposob, to jako najbardziej naturalny
hamiltonian kwantowego oscylatora wybralibyémy zapewne

H = hwa'a. (2.38)

Dodatkowo, rozumowanie wedle ktérego naturalne wyrazenie klasyczne prowadzi do
naturalnego wyrazenia kwantowego, wydaje sie nieSwiadomie zaktadaé bardzo prosta
relacje miedzy teoria kwantowsa i jej klasycznym odpowiednikiem. W rzeczywistosci
jednak relacja miedzy tymi teoriami jest wysoce nietrywialna. Interesujaca analize tego
problemu mozna znalez¢é w pracy doktorskiej doktorskiej Petera Taylor The Relation
Between Classical and Quantum Mechanics |Tay84|. Szczegdlnie polecamy uwadze
Czytelnika podrozdziat 4.1, ktory w krétkich stowach podsumowuje interesujace nas
w rozwazanym kontekscie watki pracy Taylora.

Drugim kwantowym modelem ktéry chcemy oméwié jest pole skalarne. Przy refero-
waniu tego zagadnienia podazamy za rozdzialem 2.1 pracy [MUVO01]. Dla uproszczenia
rachunkéw, ktére maja stuzyé tylko jako ilustracja konkretnego problemu, bedziemy
rozwazali pole skalarne w jednym wymiarze przestrzennym. Zgodnie z metodologia
H.G.B. Casimira najpierw rozwazymy swobodne pole na prostej, pdzniej pole ktore
oddzialuje z dwoma idealnymi przewodnikami umieszczony w punktach x = 01z = a.

Punktem wyjscia naszych rozwazan jest réwnanie falowe jakie ma spetniaé kla-
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syczne poleﬂ o(t,x):
1 0%¢(t,z) O%¢(t,x)
¢z o2 Oa?
Dla przypadku pola swobodnego na nieograniczonej osi « bazowy zbiér rozwigzan
jest postaci

= 0. (2.39)

)¢, 2) = 47; (k)eﬂw*’m), —00 < k < 00 (2.40)

gdzie w(k) = c|k|. Ogdlne rozwiazanie tego réwnania mozna zapisaé jako
+oo
— (=) () «
o) = [ die (67 (0 )urc+ ot 2)ui) (2.41)
—0o0
Wyrazenie up oznacza pewna funkcje od argumentu k, ktéra przyjmuje wartosci
zespolone, za$ v} funkcj¢ sprzezong do niej w sensie zespolonym.

Przejscie od pola klasycznego do kwantowego polega na zastapieniu funkcji uy
przez rodzing operatoréw aj, zaleznych od parametru £, przy czym u; zastepujemy
przez operatory aL. Operatory te interpretujemy jako operatory kreacji i anihilacji
czastek o pedzie réwnym hk. Zadamy by spelnione byly nastepujace relacje komutacji:

[awal” =d(k—Fk'), lap,ar] =0, [G,I, a,H =0. (2.42)

Pole kwantowe zdefiniowane ta procedura bedziemy oznaczaé¢ przez @(t, x).

Stan podstawowy rozwazanej teorii zdefiniowany jest przez warunek, ze jest on
anihilowany przez wszystkie operatory aj. Tak okreSlony stan podstawowym
Minkowskiego bedziemy oznaczaé¢ symbolem Q. Z definicji zachodzi

arQnvin = 0, —o00 < k < o0. (2.43)

Zadajmy sobie teraz pytanie, ile wynosi energia ukladu ktora jest zgromadzona
na odcinku [0, a]? Gestosé energii jest dana przez wartosé oczekiwana elementu 0,0
tensora energii-pedu T}, , (¢, z) w stanie Qyin. Interesujaca nas skltadowa klasycznego
tensora energii-pedu ma postac

he (1
Too(t.) =g 5 010(0.2) + (0,0(t.2))?) (2.4
Do obliczen potrzebna jest nam warto$¢ oczekiwana elementu 0, 0 kwantowego tensora

To,0(t,x), ktéra otrzymujemy przez podstawieni w ostatnim wzorze ¢(t, z) — (g(t, x):

~ h 1 ~
(Qnin, To,0(t, ) Qniin) = ¢ (02 (QMim (Deo(t, CU))2QMin) +

2
R ) (2.45)
+ (s (0206, )* D) )
Zajmijmy sie najpierw czlonem zawierajacym pochodna po czasie. Mamy
+oo +00
(0:d(t2))" = / di | dk w(k)w (k) |6 () 6 (t2) agal +
o (2.46)

+ o (ta) o) (8 2) alay, — o () o) (8, 2) aan —

—o (t )¢ (o) afal,]

3Uzyta w tym rozdziale notacja wyraznie rozréznia klasyczne pole ¢(t,z) i odpowiadajace mu

o~

pole kwantowe ¢(t,z). W dalszych czeéciach niniejszej pracy pole kwantowe bedziemy dla prostoty
oznaczaé jako ¢(t,x).
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Korzystajac z relacji (2.43|) dostajemy
+
(QMina (3t$(t,$ QMIH / dk / k) (k,) X
(2.47)
x ¢y (to)el (1 2) Qs aral Quiin)-

Tak jak dla oscylatora harmonicznego by sprowadzi¢ to wyrazenie do prostszej formy,
musimy skorzystac z relacji komutacji dla operatorow a, i aL,:

ayal, =al,a, + [ak,aL/] =ala, +0(k—k). (2.48)

Wstawiajac ta zaleznosé do (2.47)) i ponownie korzystajac z definicji stanu podstawo-
wego (2.43) otrzymujemy

+

1 ~ 1
Cﬁ(QMina (8t¢(t7x))QQM1n = T / (249)
0
Analogicznie rachunek prowadzi nas do
I
(vt (D28t )* Qata) = 5 [ k(b (2:50)
7

Ostatecznie dostajemy wzor na energie zgromadzona na odcinku [0, a] w postaci

h
BEin(a /d:c Qntins To,0(t ) Qi) = a/dkw (2.51)

Wyrazenie powyzej jest w jawny sposéb rozbiezne.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy klasyczne pole oddziatuje z dwoma idealnymi
przewodnikami umieszczonymi w x = 0 i x = a. W konsekwencji tego pole to spetnia
teraz warunki brzegowe Dirichleta na odcinku [0, a:

#(t,0) = ¢(t,a) = 0. (2.52)

Bazowe rozwiazania réwnania (2.39)) spelniajace te warunki brzegowe sa postaci:

o) (t,z) = _C eEiwnt sin(knx), (2.53)
awn
gdzie k, = m™/a, w, = clkn|, n = 1,2,... Ogdlne rozwiazanie réwnania falowego

z warunkami Dirichleta mozemy teraz zapisaé¢ jako

St.2) = 3 60t 0)un+ 9t 2)us] (2:54)

Symbole u, i uw) oznaczaja liczbe zespolona i sprzezona do niej. Kwantowanie,
podobnie jak poprzednio, polega na zastapieniu u,, przez operator a, a u, przez
operator aTTL. Operatory te maja spelniaja relacje komutacji

[an,aH =0n,ms |Gn,am] =0, [a,t,ajn} =0. (2.55)
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Stan anihilowany przez wszystkie operatory a, bedziemy nazywaé stanem podsta-
wowym dla warunkéw brzegowych Dirichleta:

an Qi = 0. (2.56)

Procedura wyliczenia odpowiednich wartosci Srednich w stanie podstawowym
Dirichleta przebiega analogicznie jak dla stanu podstawowego Minkowskiego, dlatego
ograniczymy sie do podania koncowego wyniku. Jest on postaci

Fi(a /dx i, To.ot, 1) Qi) = an (2.57)

Réwniez tutaj otrzymana energia jest w jawny sposob rozbiezna.

Przedstawiony wyzej rachunek ilustruje jak standardowa procedura rachunkowa
prowadzi do pojawienia sie energia stanu zerowego. We rozdziale 2.1 pracy [MUVO]]
zainteresowany Czytelnik moze znalezé opis tego, jak poprzez odpowiednia regula-
ryzacje matematycznie nonsensownej wielkosci Epi;(a) — Ezin(a), mozna wydobyé
z niej skoniczong energie potencjalna, ktora sprawia iz ciatla odpowiedzialne za po-
wstanie warunkéw brzegowych Dirichleta beda sie przyciaga¢. Poniewaz te rachunki
nie wniosg wiele do tematyki tej pracy, nie bedziemy ich tu przytaczaé, zamiast tego
skupimy sie na tym w jaki sposob energia stanu zerowego pojawia sie w rachunkach.

Jak widzielismy, je$li wedle podanego wyzej przepisu skwantujemy klasyczny
tensor energii-pedu 7T’ ., to element f070 tak powstatego kwantowego tensora energii-
pedu zawiera czlon proporcjonalny do iloczynu a, aL,. Tak jak w przypadku oscylatora
harmonicznego korzystajac z relacji komutacji dla operatoréw a, i aL, przeksztatcamy
ten wyraz, otrzymujac w rezultacie czton proporcjonalny do iloczynu CLL, a, oraz czton
zawierajacy operator identycznosci id. Ten ostatni wyraz, prowadzacy do rozbieznego
wyrazenia na energie, reprezentuje energie stanu zerowego.

Cho¢ rachunki te sg bardziej ztozone niz dla oscylatora kwantowego, to ta sama
krytyka odnosnie traktowania wyrazu stalego, tutaj ,nieskonczonej addytywne;j
statej”, jako czego$ wiecej niz skutku ubocznego procedury kwantowania, ktorg
przedstawiliémy wtedy, stosuje sie w analogiczny sposob rowniez dla tego przypadku,
dlatego nie bedziemy jej powtarzad.

Jedynym wyjatkiem moze by¢ problem relacji miedzy teoria klasyczna i kwantowa,
ktéry w przypadku pdl jest duzo trudniejszy do zrozumienia, niz dla ukladéw
o skonczonej liczbie stopni swobody i wiecej probleméw jej dotyczacych pozostaje
nierozwiazanych. Mimo tego uwazamy, ze rozsadne jest przyjecie, iz réwniez tutaj
nie nalezy przykladac¢ zbyt wielkiej wagi do argumentéw opartych na idei prostego
zwiazku miedzy klasycznymi a kwantowymi polami.

Nasze podejicie do ,energii stanu zerowego” mozemy teraz przedstawi¢ w na-
stepujacy sposob. Procedura kwantowania teorii klasycznej powinna byé¢ rozumiana
jako pewna metoda heurystyczna, ktéra moze nas naprowadzi¢ na witadciwg teorie
kwantowa, jednak nic nie gwarantuje, iz zaprowadzi nas bezposrednio do prawidto-
wego modelu pola kwantowego. Za punkt startowy nalezy zawsze przyja¢ model,
ktory jest dobrze okreslony fizycznie i matematycznie. Takim modelem moze by¢ na
przyktad ten uzyskany poprzez uporzadkowanie normalne wyrazen uzyskanych dzigki
procedurze kwantyzacji. W tym kontekécie zasadne jest przytoczenie stow Andrzeja
Herdegena z pierwszego rozdzialu artykulu [Her05], ktore przy$wiecaja badaniom
podjetym w niniejszej pracy.
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Let us stress this: once a model has correctly been chosen, there is no space
(nor need) for further ad hoc regularizations, and the formalism should
yield well defined answers to legitimate questions.

7 tego powodu uwazamy, ze energia stanu zerowego nie jest bytem fizycznym, lecz
artefaktem procedury kwantyzacji pola klasycznego. To jednak stawia przed nami
pewien problem. Dlaczego rachunki oparte na tej niefizycznej wielkosci doprowadzity
do przewidywan, ktére posiadajg solidne poparcie w danych eksperymentalnych?
Niezaleznie od skomplikowanej relacji miedzy teoria a eksperymentem o ktérej
pisaliémy wczesniej, jest to pytania ktérego nie mozna zlekcewazy¢.

W naszej opinii juz w oryginalnej pracy Casimira mozna znalezé stowa, ktére
kieruja nas w strong rozwigzania tego problemu. W jednym z cytowanych w rozdzia-
le fragmentéw swojej pracy, Casimir uzasadnial wprowadzenie odpowiedniej
funkcji obciecia f(k/ky,) faktem, ze fale elektromagnetyczne o wysokiej czestotli-
wosci tatwo przenikajg ciala materialne. W tym sensie model zregularyzowany jest
bardziej fizyczny od modelu z ostrymi warunkami brzegowymi, z ktérego korzystat on
w wiekszosci rachunkéw. To wraz z wyczuciem fizycznym badaczy pozwolito otrzymac
warto$ciowe wyniki i unikngé¢ wielu potencjalnych putapek. Jednak pelne zrozumienie
roli regularyzacji i renormalizacji w standardowym obliczeniach dotyczacych efektu
Casimira wciaz wymaga dodatkowej pracy.
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3 Podejscie Herdegena do efektu Casimira

Czesc¢ pracy ktéra wlasnie rozpoczynamy, poswiecona jest przedstawieniu podejscia
Herdegena dla efektu Casimira. Formalizm ten stanowi podstawe dla badania zjawiska
tego w ukladzie pola skalarnego i dwéch quasi-punktowych cial, ktéremu po$wiecona
jest glowna czes¢ niniejszej pracy. Poniewaz pragniemy, by jego wyklad byl mozliwie
przystepny réwniez dla oséb nie obeznanych z metodami algebraicznej kwantowej
teorii pola, skupiliSmy sie bardziej na wyjaénieniu ogélnych idei, niz na szczegétowym
omawianiu wszystkich aspektéw tej teorii. Doktadniejsze omdwienie tych zagadnien
zainteresowany Czytelnik znajdzie w przywolywanej literaturze.

Jak to byto dyskutowane w rozdziatach i juz H.G.B. Casimir przy-
znal, cho¢ moze nie uczynil tego catkiem jawnie, ze warunki Dirichleta dla pola
elektromagnetycznego sa niefizyczne i procedura regularyzacji rozbieznych wyrazen
matematycznych jakiej uzyl, jest zwiazana z nadaniem modelowi bardziej realistycz-
nych cech. Mozna powiedzieé¢, ze na bardzo ogdélnym poziomie, podejécie Herdegena
bierze ta obserwacje za swdj punkt wyjscia.

By uczyni¢ dalsza dyskusje prostsza w zrozumieniu przyjmiemy, ze uktad jaki roz-
wazamy sklada sie z pola elektromagnetycznego i dwoch nieskoriczonych metalowych
plytek. W podejéciu Herdegena statyczny efekt Casimira jest rozumiany jako reakcja
zwrotna ukladu kwantowego (pola elektromagnetycznego) na adiabatyczna zmiane
polozen cial makroskopowych (dwéch plytek), zas odpowiedni aparat matematyczny
do opisu takiej sytuacji jest zbudowany w oparciu o algebraiczng kwantowa teorig
pola. Herdegen podal przy tym precyzyjny zestaw warunkdéw, ktore musi spelniaé
badany uklad by mozna go bylo opisa¢ za pomoca podanego przez niego formalizmu.
Jak sie okazuje uktad zawierajacy pole elektromagnetyczne spelniajace warunki brze-
gowe Dirichleta na ptytkach nie spelnia wspomnianych warunkéw. To wraz z réznymi
matematycznie nonsensownymi wyrazeniami, ktére napotykamy prébujac badaé
wspomniany uklad, stanowi argument za tym by uznaé¢ go za model matematyczny,
ktéry nie posiada fizycznego sensu, przynajmniej wtedy gdy chcemy go uzy¢ do opisu
efektu Casimira. Nalezy go wigc zastapi¢ mniej ostrym, ,rozmytym” modelem ptytek.

7 drugiej strony, problem spelniajacy warunki brzegowe Dirichleta mozna, w do-
brze sprecyzowanym matematycznie sensie, dowolnie dobrze przybliza¢ modelami
,<rozmytymi” spelniajacymi wszystkie warunki wymagane przez podejécie Herdegena.
Okazuje sie, ze jesli dokonamy odpowiedniego rozwiniecia asymptotycznego energii
wokol modelu z ostrymi warunkami brzegowymi Dirichleta, to w tak otrzymanym
wzorze pojawi sie wyraz podany w oryginalnej pracy Casimira. Jednocze$nie ta szcze-
gélowa analiza pokazuje, ze nie musi by¢ to jedyny wyraz wiodacy w rozwinieciu,
ani nawet dominujacy. Dlatego mozna stwierdzi¢, ze podejscie Herdegena z jednej
strony potwierdza kanoniczny rezultat, z drugiej, pozwala zbadaé¢ bardziej subtelne
wlasnosci rozwazanego problemu, ktére sa niewidoczne w standardowym podejsciu.

Podejscie to oczywiscie nie ogranicza sie tylko do opisu uktadu pola oddzialujacego
z dwoma plytkami, o czym $wiadczy przedstawiona w rozdziale analiza przypadku
pola skalarnego oddziatujacego z dwoma quasi-punktowymi ciatami. Zastosowanie go
do innych konfiguracji geometrycznych, jak cho¢by do pojedynczej sfery jest réwniez
mozliwe, jedynie wymaga dalszej pracy.

Struktura dalszej czedci rozdziatu jest nastepujaca. Najpierw omawiamy krotko
algebraiczna kwantowsg teorie pola, na ktérej bazuje uzywany przez nas formalizm.
Nastepnie przechodzimy do podania aksjomatéw teorii algebraicznej, ktéra jest
dopasowana do analizy efektu Casimira w przyblizeniu adiabatycznym. Nastepnie
dyskutujemy to jak wychodzac od konkretnej rzeczywistej przestrzeni Hilberta, mozna
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skonstruowa¢ model teorii quasi-swobodnej oraz jak w tym formalizmie uwzglednié
oddzialywania z ciatami makroskopowymi. Nastepnie opisujemy, jak wyrazi¢ gestosé
energii dla tak utworzonego modelu, gdy jego czesciag kwantowa jest pole skalarne.
Koficzymy za$ oméwieniem rozwoju i obecnego stanu badan nad efektem Casimira
w podejsciu Herdegena.

3.1 Kroétki wstep do algebraicznej kwantowej teoria pola

Algebraiczna kwantowa teoria polalﬂ (AQFT, ang. Algebraic Quantum Field Theory)
to podejécie do kwantowej teorii pola, szerzej: fizyki kwantowej, ktére mozna scha-
rakteryzowaé jako probe sformalizowania dwoch nastepujacych idei, odnoszacych sie
do natury zjawisk fizycznych.

1. Relacje migdzy wielkoS$ciami fizycznymi na poziomie kwantowym maja charakter
algebraiczny.

2. Obserwacje (doswiadczenia) fizycznej sa zlokalizowane w pewnym ograniczonym
obszarze czasoprzestrzeni.

Przyktadowo, jesli dokonany zostal pomiaru potozenia i pedu elektronu w detektorze
to obserwacja ta zaszta w przestrzeni zajmowanej przez ten detektor i w czasie jego
dzialania. Potozenie za$ i ped elektronu sa opisywane przez operatory, ktore spelniaja
odpowiednie relacje komutacji.

Wychodzac od tych dwdch idei zbudowany zostal odpowiedni system pojeé
fizycznych oraz aparat matematyczny. Tak otrzymany formalizm pozwala na w pelni
matematycznie Scisty opis rozwazanych zjawisk fizycznych, przy czym ma on szerokie
pole zastosowan i tatwo poddaje si¢ r6znym modyfikacjom. Nie mozna jednak ukrywac,
ze w wielu miejscach, réwniez tych kluczowych dla standardowej kwantowej teorii
pola, teoria ta jest daleka od zupelnosci, dlatego wciaz zachodzi potrzeba dalszych
prac nad nig.

Algebraiczna kwantowa teorii pola obfituje w wiele subtelnosci, ktére sity rzeczy
musimy pominaé¢ w tym jej szkicowym zarysie, a ze wzgledu na obfito$¢ dyskutowanych
w tym podejsciu probleméw, wybranie miarodajnej literatury dla zainteresowanego
Czytelnika, rowniez nie jest sprawa prosta. Kanoniczny wyktad tej teorii zawiera
ksiazka Rudolfa Haaga Local Quantum Physics. Fields, Particles, Algebras [Haa96],
ktéra niestety zostata opublikowane juz ponad 25 lat temu, a w mijajacym czasie
ukazato sie wiele waznych i oryginalnych prac, otwierajacych nowe drogi rozwoju.
Warta uwagi jest tez praca wprowadzajaca autorstwa Ch. Fewstera i K. Rejzner
[FR19], ktéra jednak réwniez nie dyskutuje nowszych osiagnie¢. W tym wzgledzie
warto poleci¢ stosunkowo niedawna prace przegladowa D. Bucholza i K. Fredenhagena
[BF23].

Problem pomiaru (réwnowaznie: obserwacji) zjawisk fizycznych byl szeroko dys-
kutowany w ramach tego podejécia i za btad uznalibyémy nie zwrdcenie uwagi
Czytelnika na przynajmniej niektore publikacje temu poswiecone. Opréocz wspomnia-
nej juz ksiazki Haaga, wart uwagi jest rowniez jego artykul [Haal3| oraz stosunkowo
nowa publikacja Ch. Fewstera [Few20]. W niniejszej pracy problem ten nie bedzie
wiecej poruszany.

Zajmiemy sie teraz pierwsza z wymienionych wczesniej podstawowych idei algebra-
icznej kwantowej teorii pola, czyli traktowaniu relacji algebraicznych jako fundamen-
talnych wlasnosci teorii kwantowej. Pragnac by nasz wyktad byl maksymalnie prosty,

“Inna nazwa tego podejécia to ,lokalna fizyka kwantowa” (LQPp, ang. Local Quantum Physics).
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zilustrujemy to przykltadem z nierelatywistycznej mechaniki kwantowej. Najbardziej
dzi$ rozpowszechnione podejécie do tej teorii méwi, ze podstawowymi jej obiektami
sg osrodkowa przestrzen Hilberta & oraz dzialajace w tej przestrzeni operatory.
Elementy przestrzeni Hilberta v € 7 opisuja stany zadanego uktadu fizycznego,
za$ operatory odpowiadaja wielkodciom jakie mozna dla niego zmierzy¢. Jesli wiec
rozpatrujemy ruch elektronu, to stan tej czastki opisuje pewien wektor ¢ € 2,
za$ wiedze o jego potozenia i pedzie mozemy uzyskaé¢ korzystajac z operatoréw X
i P. Operatory te spelniaja dobrze znang relacje

(X, P] =ihid. (3.1)

Jak wiadomo ze standardowych kurséw mechaniki kwantowej (zob. przykladowo
podrecznik [Sha06]), istnieje wiele mozliwych konkretnych reprezentacji osrodkowej
przestrzeni Hilberta 57 i operatoréw X oraz P.

Podejécie algebraiczne proponuje nastepujace spojrzenie na ten problem. Wiel-
kosci reprezentowane przez X i P sa, przynajmniej potencjalnie, obserwowalne
w eksperymentach, wiec nalezy je traktowaé jako podstawowe obiekty teorii, zwane
obserwablami. Relacje takie jak sa algebraicznymi relacjami miedzy obserwa-
blami, ktore definiujg ich matematyczng nature. Za punkt wyjscia przyjmuje sie wiec
pewna algebre o zawierajaca elementy X i P, nie rozumiane jako operatory dziala-
jace na przestrzeni Hilberta, lecz jako abstrakcyjne obiekty algebraiczne spetniajace
zadane relacje algebraiczne.

Przestrzenie Hilberta .57 i postaé¢ elementéw X i P jako pewnych operatoréw
pojawia sie w tym podejsciu jako obiekt pochodny, wyprowadzony ze struktury
algebraicznej. Dokladniej, standardowe sformulowanie mechaniki kwantowej otrzy-
mujemy poprzez zbudowanie odpowiedniej reprezentacji w : &7 — HB(H) algebry
of | gdzie B(HA) oznacza pewng algebre operatoréw ograniczonych dzialajacych na
przestrzeni €.

W tym miejscu nalezy si¢ stowo komentarza. Poniewaz X i P rozumiane jako
operatory w przestrzeni Hilberta sa nieograniczone, nie jest mozliwe reprezentowanie
ich jako operatoréw z ZB(.7), co prowadzi do wielu komplikacji technicznych. Problem
tez mozna obejs¢ korzystajac z odpowiednich eksponent tych operatoréw:

X et Poetls (3.2)

gdzie s it to pewne parametry rzeczywiste. Operator exp(iXt) nazywamy postacia
Weyla operatora X. Poniewaz X i P sg operatorami samosprzezonymi, eksponenty
w ostatnim wzorze sa operatorami ograniczonymi, zas ich relacje komutacji sg postaci

ezPs ert — ert 6zPs 6zst' (33)

By uniknaé¢ wspomnianych problemoéw technicznych, od tego momentu gdy bedziemy
méwili o relacjach komutacji miedzy operatorami zawsze bedziemy moéwili o zalez-
nosci zachodzacej dla odpowiednich operatoréw w postaci Weyla, chyba zZe jawnie
powiedziano inaczej.

Oméwimy teraz druga z wymienionych wczesniej idei, czyli lokalizacje wielko-
Sci obserwowanych. By to zrobi¢ potrzebujemy rozwazy¢ teorie rozgrywajaca sie
w czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego, ktérg bedziemy oznaczaé przez
Minky, co jednak nie powinno prowadzié¢ do trudnosci koncepcyjnych. Analogiczna
dyskusja jest réwniez mozliwa dla czasoprzestrzeni zakrzywionej, lecz przypadek
czasoprzestrzeni Minkowskiego jest najwazniejszy dla niniejszej pracy i jednocze$nie
najprostszy, stad ograniczymy sie do niego.
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Dla ustalenia uwagi, przyjmiemy ze rozpatrywany ukiad fizyczny sklada sie
z pojedynczego elektronu poruszajacego sie w czterowymiarowej czasoprzestrzeni
Minkowskiego. Za wielkos¢ pierwotna danej teorii przyjmujemy lokalna algebre,
czyli algebre wielkosci obserwowalnych przypisang ograniczonemu podzbiorowi otwar-
temuﬂ O C Mink 4, ktéra bedziemy oznaczaé¢ o7 (0). Jej interpretacja jest bardzo
prosta: o7 (0) reprezentuje wszystkie wielkosci ktére mozna zmierzy¢é w obszarze
czasoprzestrzeni €. Przykladowo, dla elektronu oznacza to stwierdzenie, ze zostat
on zaobserwowany w obszarze czasoprzestrzeni €, a jeSli tak to w ktorej jego czesci
(w jakim miejscu i czasie)?

W nastepnym kroku musimy okresli¢ jakie zwiazki maja zachodzi¢ miedzy lokal-
nymi algebrami o/ (01) i o/ (03) ktére sa przypisane dwém réznym obszarom &y, 0.
Poniewaz jesli dana wielko$¢ fizyczna moze by¢ zmierzona w obszarze € to musi
by¢ tez mierzalna w obszarze go zawierajacym, zadamy by lokalne algebry spelniat
zaleznosé

.Q{(ﬁl) C ﬂ(ﬁg), ﬁl C ﬁg. (34)

Relacja ta nosi nazwe warunku izotonii. Innym waznym warunkiem motywowanym
fizycznie jest warunek einsteinowskiej przyczynowosci, ktory méowi, ze

[ (01), 7 (03)] = {0}, (3.5)

jesli zbiory €1 i 05 s3 oddzielone od siebie w sposéb przestrzenny. Relacja ta wyraza
fakt, ze pomiary prowadzone w obszarach &y, 05, takich, ze zaden sygnal fizyczny
startujac z jednego z nich nie moze osiagnaé¢ drugiego, sg od siebie niezalezne.

Jesli mamy dang rodzine ograniczonych zbioréw otwartych w przestrzeni Minkow-
skiego, ktora bedziemy oznaczaé F' i kazdemu zbiorowi & € F przyporzadkowana jest
lokalna algebra o7 (€) w taki sposob, ze spelnione sa warunki izotonii i einsteinow-
skiej przyczynowoéciﬂ to mowimy ze zdefiniowana zostala sie¢ lokalnych algebr
(ang. nets of local algebras). Przez konstrukcje modelu, powiedzmy swobodnego
pola skalarnego, w ramach algebraicznej kwantowej teorii pola, rozumiemy podanie
odpowiedniej sieci lokalnych algebr, dla zadanej rodziny obszaréw F'. Najczesciej
za F' bierzemy rodzine wszystkich ograniczonych podzbioréw otwartych Mink 4.

PrzejdZzmy teraz do problemu, w jaki sposéb przypisaé¢ elementom algebry o (€)
konkretna wartosé liczbowa, ktéra mozemy zmierzy¢ w eksperymencie. Do tego
celu potrzebujemy wprowadzi¢ przestrzen dualna do algebry 7 (&), czyli przestrzen
funkcjonatéw liniowych okreslonych na .27 (&), ktéra bedziemy oznaczaé przez o7 (0)4
(od ang. dual). Element w € o7(0)% nazywamy dodatnim jesli w(A*A) > 0 dla
kazdego A € &/ (0).

Do wprowadzenia nastepnej definicji bedziemy potrzebowali zalozy¢, ze lokalna
algebra 7 (0) zawiera element neutralny 1: A1 = 1A, A € &/(0). Nie bedziemy
dyskutowac tego, kiedy algebra C* posiada element neutralny, zainteresowany Czy-
telnik moze znalez¢ omoéwienie tego problemu w klasycznej ksiazce O. Bratteliego
i D.W. Robinsona Operator Algebras and Quantum Statistical Mechanics [BR]. Za-
miast tego przyjmiemy, ze kazda algebra lokalna ten element neutralny posiada.
Funkcjonal w € &7 (€)% nazywamy unormowanym jeli w(1) = 1.

Element w € &7 (0)? bedziemy nazywaé stanem jesli jest on dodatni i unormo-
wany. Funkcjonal bedacy stanem bedziemy interpretowac jako reprezentacje stanu

5Dokladniej, @ jest otwarty i ma zwarte domkniecie.
SW rzeczywistoéci musi byé spetniona wieksza liczba warunkéw, jednak nie jest to specjalnie
istotne dla naszych rozwazan.
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fizycznego w ktorym znajduje sie rozwazany uktadu. Dla dowolnego elementu lokalnej
algebry A € &7 (0) wzor
w(A) = (A),, (3.6)

reprezentuje wartos¢ oczekiwana wielkosci fizycznej A w stanie w. Przyktadowo, jedli
A oznacza mierzone w obszarze ¢ polozenie elektronu wzdtuz osi z, to w(A) jest
wartoscia oczekiwang tego polozenia, gdy elektron znajduje sie w stanie w.

Opisany tutaj schemat, cho¢ moze wydawac si¢ daleki od standardowego podejscia
do teorii pola, w ktérym pierwszoplanowa role odgrywaja lagrangiany budowane z pol
klasycznych oraz procedury ich kwantowania, pozwala jednak na Scista formalizacje
tego typu teorii, czego najprostszym przyktadem jest algebraiczna teoria kwantowych
pol swobodnych. Z drugiej strony, podejscie to jest tak szerokie, ze miejsce w nim
znajduja rowniez uktady o skonczonej liczbie stopni swobody takie jak pojedynczy
oscylator harmoniczny. Patrzac pod tym katem nazwa ,algebraiczna kwantowa
teoria pola” jest w pewnym sensie zbyt waska, lecz jako, ze jest szeroko stosowana
w literaturze, réwniez my bedziemy jej uzywac.

W poprzednim paragrafie pisaliSmy o tym, ze mozna podaé algebraiczny formalizm
opisujacy swobodne pola kwantowe, co jednak z polami oddziatujacymi? To niezwykle
wazne pytanie jest powiazane z innym, ktére musimy teraz poruszy¢. Jedli mamy
dany pewien model fizyczny, przyktadowo pole skalarne, w jaki sposéb znalezé
odpowiadajaca mu sieé¢ lokalnych algebr? Jak bowiem Czytelnik zapewne zauwazyl,
powyzszy schemat méwi jakie warunki maja spelniaé takie algebry, ale nie méwi nic
o tym jak je zbudowaé¢. W tym sensie formalizm ten jest podobny do innych teorii,
ktore znane sa pod wspélna nazwa aksjomatycznych kwantowych teorii pola. W tym
podejéciu do kwantowej teorii pola formutuje sie zestaw aksjomatow, ktore dany byt
ma spelniaé¢, by byé¢ uznany za takie pole. Obecnie badanych jest co najmniej kilka
tego typu zestawow aksjomatéw, jednak nie bedziemy ich szerzej dyskutowali.

Sformutowanie modelu spetniajacego wszystkie wymagane aksjomaty jest zada-
niem niezwykle trudnym we wszystkich podejsciach aksjomatycznych, ktore pragna
by¢ matematycznie $ciste. Mimo czynionych na tym polu postepéw, problem poda-
nia odpowiedniej liczby interesujacych modeli spetniajacych zadane aksjomaty, nie
wydaje sie by¢é obecnie bliski rozwiazania. Czytelnik zainteresowany historia kon-
struowania takich modeli i problemami na jakie te proby napotykaly moze znalezé
wiele warto$ciowych informacji w pracy S.J. Summersa [Sum12]. Jesli chodzi o pro-
blem formulowania takich modeli wewnatrz podejscia algebraicznego, tu ponownie
odsytamy Czytelnika do publikacji D. Bucholza i K. Fredenhagena [BF23].

Pomimo tych wszystkich probleméw, znane metody konstruowania modeli pdl
kwantowych, pozwalaja zbudowac teorie quasi-swobodne, ktére okazujg sie wystarcza-
jace do zbadania efektu Casimira, zagadnienie to jest przedyskutowane w rozdziatach
i . Przy czym przez uklad quasi-swobodny bedziemy rozumieé¢ uktad oparty
na przestrzeni symplektycznej, na ktérej zadana jest ewolucja czasowa za pomoca
jednoparametrowej grupy transformacji symplektycznych oraz skwantowany w taki
sposoOb, ze zmienne kanoniczne sg liniowymi kombinacjami operatoréw anihilacji a
i kreacji o dzialajacych na pewnej przestrzeni Focka #poqc. Ponadto zakladamy,
ze hamiltonian kwantowej czeéci ukladu jest forma hermitowska w operatorach
anihilacji i kreacji.

3.2 Formalizm algebraiczny dla efektu Casimira

Zajmiemy sie teraz sformutowaniem schematu algebraicznej kwantowej teorii pola,
ktory pozwali nam przebadaé¢ efekt Casimira w przyblizeniu adiabatycznym. Be-
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dziemy sie starali wydoby¢ na pierwszy plan wszystkie zalozenia natury fizycznej
na ktérych to podejscie bazuje, pomijajac do pewnego stopnia bardziej techniczne
elementy. Pelny wyktad tego systemu moze Czytelnik znalezé w rozdziale drugim
oryginalnej pracy Andrzeja Herdegena Quantum backreaction (Casimir) effect I.
What are admissible idealizations? [Her05|. Tak jak poprzednio, dla ustalenia uwa-
gi, uktadem do ktorego bedziemy sie odwotywacé, jest ten sktadajacy sie z pola
elektromagnetycznego i dwoch metalowych ptytek.

Zacznijmy od przedstawienia fizycznego obrazu problemu, ktéry stoi u podstaw
stosowanego podejscia. Efekt Casimira zachodzi w uktadzie, ktéry mozna podzieli¢ na
cze$¢ kwantowa () oraz czes¢ makroskopowa M, ktérg mozna dobrze opisa¢ w ramach
fizyki klasycznej. Jak sie powszechnie uwaza kazdy ukiad makroskopowy, jak dwie
metalowe plytki, ostatecznie tez ma nature kwantowa, zas jego cechy klasyczne sg
wynikiem pewnego ,procesu uéredniania”. Niemniej na dzi§ dzien nie jest nam
znany wystarczajaco dobry opis cial makroskopowych na poziomie kwantowym,
ktory pozwalatby przeanalizowaé caly efekt Casimira korzystajac tylko z podejscia
kwantowego. Wobec tego musimy poprzesta¢ na opisie M za pomoca formalizmu
fizyki klasycznej, przypisujac mu zestaw makroskopowych parametréw, ktore to
parametry bedziemy oznaczaé¢ zbiorowo jako a. Dla pary ptytek, a oznacza jedna
liczbe, jaka jest ich wzajemna odleglosé.

Izolowany uktad @ bedziemy nazywaé ukladem swobodnym. Bedziemy réw-
niez przyjmowac, ze po wprowadzeniu obiektow M jego wewnetrzna struktura nie
ulegnie zmianie. Przykladowo, w ukladzie nie moze pojawi¢ sie zadna niezerowa
masa efektywna fotonéw. Nastepne zalozenie opiera sie na tym wilasnie uczynionym.
Mianowicie, przyjmujemy, iz efekt Casimira mozna zrozumie¢ jako przekaz energii
z uktadu @ do M, gdy M zmienia swoje potozenie. Nastepnie za$ uktad M przeksztal-
ca calg otrzymana energie na swoja energie kinetyczna, co skutkuje pojawieniem sie
odpowiedniej sity.

Ostatnie zatozenie dotyczy natury powstalej w wyniku efektu Casimira dynamiki
ruchu. Bedziemy przyjmowaé, ze polozenie uktadu M zmienia sie adiabatycznie,
skutkiem czego () bedzie si¢ zmienial w taki sam sposoéb. Opis do$wiadczalnych
badan efektu Casimira zawarty w rozdziale , pokazuje, ze takie zalozenie jest
w dobrej zgodzie z tym jak wygladaja rzeczywiste pomiary tego zjawiska, gdzie
w sposéb wymagajacy wielkiej dokladnosci zmienia sie wzajemne potozenie cial
makroskopowych bioracych udzial w eksperymencie.

Po jawnym sformutowaniu wszystkich tych zalozen, sprébujmy jeszcze raz spojrzeé
na fizyczna strone calego problemu. Pojawienie sie sity Casimira rozumiemy w ten sam
spos6b w jaki uczynit to Herdegen w swojej pracy Quantum backreaction (Casimir)
effect 1. What are admissible idealizations? |Her05]. Mianowicie, uklad makroskopowy
M pod wplywem czynnikéw zewnetrznych porusza sie w sposéb adiabatyczny, co
wywoluje reakcje zwrotng ze strony ukladu kwantowego @), ktorej skutkiem jest
pojawienie sig¢ sily Casimira.

Przejdziemy teraz do przedstawienia formalizmu algebraicznego bazujacego na
tych zalozeniach, podzielimy go na cztery czes$ci, numerowane jak w pracy Herdegena
[Her05], choé¢ moga sie one réznié¢ sposobem sformulowania. Poczatkowo bedziemy
opisywa¢ ewolucje czasowa w obrazie Heisenberga, by w odpowiednim momencie
przejsé na obraz Schrodingera. Pierwsza zestaw aksjomatéw opisuje izolowany uktad
Q, drugi dotyczy obserwabli uktadu @@ w obecnosci nieruchomych cial M, trzeci
opisuje dynamike uktadu @, gdy uktad M jest nieruchomy, w koncu cze$é¢ czwarty
zajmuje sie jednoczesng ewolucje potaczonego uktadu Q-M.
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(i); Kwantowe zmienne ukladu dla ustalonej chwili ¢ tworza algebre C*, ktéra
bedziemy oznaczaé przez <.

(i)2 Algebra o posiada reprezentacje m w przestrzeni Hilberta .:
o — (), o> A—7w(A) en(), (3.7)

gdzie 7(</) jest pojedyncza, ustalona algebra operatoréw ograniczonych na J#.
Reprezentacja algebry spelnia nastepujace warunki:

m(A*) = w(A)*, (3.8a)
m(aA+ B) =an(A)+ Br(B), (3.8b)
m(AB) = w(A)w(B), (3.8¢)

gdzie a i 8 naleza do R lub C. Wektory i macierze gestoéci nad 5 odpowiadaja
stanom systemu ). Bedziemy zawsze przyjmowaé, ze reprezentacja m jest
nieredukowalna, wéwczas wektory odpowiadaja stanom czystym.

(i)3 Dynamika izolowanego ukladu @ jest zadana przez rodzine automorfizmoéow
algebry «:
ap: A — A, A a A (3.9)

Ewolucja czasowa jest implementowana na przestrzeni J# za pomoca transfor-
macji unitarnych:

w(ad) = U 7(A) U,  U(t) = exp(itH). (3.10)

Operator H ma przy tym interpretacje operatora energii uktadu ). Od operato-
ra tego zadamy by mial widmo ograniczone od dohu, zwykle tez chcemy by miat
on stan podstawowy, ktéry bedziemy oznaczaé symbolem (2, odpowiadajacy
najmniejszej wartoéci nalezacej do jego widma. Dzigki swobodzie dodania do
tego operatora wielokrotnosci operatora id mozemy przyjaé, ze ta najmniejsza
wartosé jest réwna zeru. Na mocy nieredukowalnoéci reprezentacji 7, operator
energii jest wyznaczony jednoznacznie.

W poprzednim rozdziale algebry byly przypisywane ograniczonym podzbiorom
otwartym Mink 4, jednak w powyzszej liScie aksjomatow algebra zostata przypisana
hiperptaszczyznie t = const, ktora nie jest ani otwarta ani ograniczona. Ta mody-
fikacja jest motywowana tym, ze naszym celem jest zrozumienie ewolucji czasowej
uktadu w przyblizeniu adiabatycznym. Przyblizenie to uzasadnia idealizacje proble-
mu, w ktérej cala fizyka badanego problemu jest okre$lona przez to co dzieje sie na
samej hiperplaszczyznie ¢ = const, nie za§ w pewnym jej otwartym otoczeniu.

Zasada einsteinowskiej przyczynowosci wciaz jest spelniona, w nastepujacym
sensie. Niech D i Dy beda dwoma otwartymi i ograniczonymi podzbiorami hi-
perplaszczyzny ¢t = const, ich lokalne algebry oznaczamy przez <7 (D;) i <7 (D3).
Separacja przestrzenna w tym przypadku, redukuje si¢ do tego, by D1 i Do miaty
puste przeciecie: D1 N Dy = &@. Wowczas zgodnie z oczekiwaniem zachodzi

[/ (D), o (D2)] = {0}. (3.11)

Niemniej, poniewaz pracujemy w przyblizeniu adiabatycznym, rzadko kiedy po-
wstaje potrzeba rozwazania lokalnej algebry przypisanej zbiorowi mniejszemu, niz
hiperptaszczyzna t = const.
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Przyjmijmy teraz, ze ciala makroskopowe tworzace podsystem M zostaly wpro-
wadzone do rozwazanego uktadu, ale nie moga sie porusza¢. Wedle poczynionych
weczesniej zatozen, uklad @) nie moze w wyniku tej operacji zmieni¢ swej wewnetrznej
natury, co w formalizmie algebraicznym oznacza, iz jego algebra jest taka sama jak
dla uktadu izolowanego. Natomiast reprezentacja w przestrzeni Hilberta moze sie
zmienié¢, ale musi by¢ réwnowazna reprezentacji izolowanego uktadu Q.

(ii); Algebra o/ ukladu @ w chwili ¢ = const jest identyczna z ta dla ukladu
izolowanego.

(ii)2 Niech 7, oznacza reprezentacje algebry <7, dla sytuacji, gdy uklad M jest
w ustalonym stanie opisanym przez zestaw parametréw a. Przyjmujemy, ze ist-
nieje rodzina unitarnych operatoréw U,, taka ze

m(A) =U,ma(A) U, Ae . (3.12)

Oznacza to, ze reprezentacja m, jest rownowazna reprezentacji 7 skonstruowanej
dla uktadu izolowanego.

Powyzej opisaliSmy czego wymagamy od obserwabli systemu @, gdy uktad M jest
nieruchomy, teraz przejdziemy do zagadnienia jak wéwczas wyglada ewolucja czasowa
tych obserwabli.

(iii) Ewolucja czasowa w algebrze o/ ukladu @, gdy system M jest nieruchomy, jest
dana przez rodzing automorfizmdow

gt =, A= g A (3.13)

Ewolucja ta jest implementowana w przestrzeni J# za pomocg rodziny opera-
toréw unitarnych

m(oatA) = Us(t) 7(A) Ua(t)',  Ua(t) = exp(itHy). (3.14)

Musimy tutaj wskaza¢ na niezwykle wazny fakt. Jak to doktadniej oméwimy
dalej, interesowa¢ nas bedzie dynamika uktadu Q-M w przyblizeniu adiabatycznym.
Konsekwencja korzystania z tego przyblizenia jest to, ze dynamika dla réznych
wartosci parametréw a jest do pewnego stopnia niezalezna. Przejawem tego jest to,
ze mamy swobode dodania do H,, przy ustalonym a, dowolnej statej. Tym samym
mozemy dokonaé transformacji

H, — H: = H, + A, id, (3.15)

gdzie A, jest zupelnie dowolng funkcja a przyjmujaca wartosci rzeczywiste. Uwazamy
za rozsadne przyjecie, ze w modelu dla ktérego dysponowalibyémy petna dynamika
potaczonego uktadu Q-M, wybranie parametru A, dla jednej okreslonej wartosci a,
pozwalaloby wyliczy¢ A,, dla wszystkich wartosci jakie ten zestaw parametréw moze
przyjmowac¢. Najprawdopodobniej zachodzitoby wtedy

Ao = Ag,. (3.16)

Jednak w przyblizeniu adiabatycznym tracimy mozliwo$¢ powigzania wartosé jakie
Aq przyjmuje dla réznych wartosci parametréw a.

Nastepny krok polega na okresleniu dynamiki oddzialujacego ukladu @Q-M. Jest
to zapewne najbardziej kontrowersyjna kwestia, z ktora musi sie zmierzy¢ formalizm
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pragnacy opisaé¢ efekt Casimira. Mamy nadzieje, ze uda nam si¢ wyjasni¢ dlaczego
w prezentowanym podejsciu zostala wybrany wlasnie taki sposob rozumienia dynamiki
pelnego uktadu. W kontekécie tego problemu korzystanie z obrazu Schrodingera jest
znacznie wygodniejsze, dlatego teraz na niego przejdziemy.

Poniewaz mamy do czynienia z uktadem, ktory jest czeSciowo kwantowy, a cze-
sciowo klasyczny, przyjecie, ze ewolucja na poziomie algebry o7 jest rzadzona rodzing
automorfizméw moze okazaé sie zbyt restrykcyjnym ograniczeniem. Bedziemy jed-
nak zakladaé, ze w przestrzeni Hilberta ewolucja czasowa jest wciaz dana przez
rodzing operatorow unitarnych, co zapewni zachowanie prawdopodobienstwa w ukta-
dzie Q. Moze sie jednak zdarzy¢, iz rodzina tych operatoréw nie bedzie juz tworzyta
jednoparametrowej grupy.

(iv); Niech ewolucja parametréw M bedzie dana przez ustalona funkcje a(t), kté-
ra zmienia sie w sposob adiabatyczny. Niech rodzina operatoréw H, bedzie
okredlona przez zalezno$é (3.14]). Przypominijmy, ze w tym wzorze wartosé
parametréw a jest ustalona. Przyjmujemy, ze operator ewolucji w chwili ¢ jest
rowny H, ). Dodatkowo, niech dla kazdego a istnieje niezdegenerowany wektor
wlasny v, € # operatora H,:

Haz/}a = ana- (317)

O rodzinie stanéw v, bedziemy zaktadaé, zalezy od a w sposéb ciagly. Jesli
w chwili £ = 0 stan ukladu @ bedzie opisywany przez 1,y to na mocy
przyblizenia adiabatycznego w chwili ¢ jest on dany przez:

B(t) = Dy, (3.18)

Funkcja ¢(t) przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste i moze zalezeé¢ funkcyjnie od
FE. i,. Niech teraz operator B reprezentuje obserwable. Wartos¢ oczekiwana
tej obserwabli w chwili ¢ wynosi

(B)t = (Ya(t)s Baes))- (3.19)

(iv)e Wewnetrzna energia systemu @ jest okreslona przez operator H zdefiniowany
w réwnaniu (3.10]). Jesli uklad M jest w konfiguracji danej przez parametry a,
to na podstawie punktu (iv); warto$é oczekiwana energii systemu ) wynosi

& = (Yo, Hiby). (3.20)

Przyjmujemy, Zze cata energia przekazana z ) do M przechodzi w energie
kinetyczng tego ostatniego uktadu. Tym samym mamy do czynienia z systemem
z energig potencjalng &,, w ktérym dziala sila uogdlniona

08,

Foi= =gt (3.21)

Zwr6émy uwage na to, ze warto$¢ oczekiwana w réwnaniu nie zalezy od tego
jak w réwnaniu wybraliSmy funkcje A, ani od funkeji (¢).

Pozostaje odpowiedzieé¢ na pytanie, jaki stan i, nalezy wybraé, by obliczy¢ energie
Casimira &, danego uktadu? Tutaj podazymy za ustalong praktyka, interpretujac
efekt Casimira jako wynik wpltywu cial makroskopowych na stan podstawowy pewnego
ukladu kwantowego (zob. roz. 112 w [MUVO01]). Bedziemy wiec przyjmowadé, ze dla
kazdej wartosci a widmo operatora H, ma widmo ograniczone od dotu i posiada
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stan podstawowy €1,, ktéry odpowiada najmniejszej wartosci jego widma. Na mocy
zalozenia o réwnowaznosci reprezentacji 7 i 7w, stan ten jest jedyny. Energia Casimira
jest teraz dana jako

Eo = (Qa, HQY). (3.22)

Tym samym w podejsciu Herdegena stan pelnego ukladu Q-M jest wyznaczony
przez wzajemne oddzialywanie jego podukladéw @, M, ale energia odpowiedzialna
za pojawienie sie sity Casimira jest wyznaczona przez wewnetrzng energie uktadu @,
obliczang za pomoca tego samego operatora co dla przypadku swobodnego.

3.3 Konstrukcja teorii quasi-swobodnej

W poprzednim rozdziale przedstawiliSmy zestaw aksjomatéw dla algebraicznej kwan-
towej teorii pola, ktory jest dopasowany do potrzeb efektu Casimira. Teraz omdéwimy
w sposob szkicowy, w jaki sposéb mozna zbudowaé konkretna sie¢ lokalnych algebr
oraz jej reprezentacje w przestrzeni Hilberta, ktére beda czynié¢ tym aksjomatom.
Roéwniez ta procedura zostala szczegélowo omoéwiona w artykule [Her05], do ktérego
odsytamy Cazytelnika chcacego zaznajomi¢ sie z nia dokladniej. Poniewaz wyniki
niniejszej pracy dotycza uktadu, w ktéorym bezmasowe pole skalarne oddziatuje z dwo-
ma quasi-punktowymi cialami, w odpowiednich miejscach staraliémy sie wyjasnic,
czym konkretnie sa rozwazane obiekty matematyczne w tym wtaénie przypadku.

CzeS¢ bardziej technicznych elementéw tej konstrukeji, ktérych jednak nie mozna
bylo zupelnie pominaé, zostata przeniesiona do dodatkéw zgrupowanych w czesci
tej pracy. Poniewaz naszym celem jest przedstawienie najwazniejszych elementéw
podejscia Herdegena, nie za$ jego dokladne referowanie, nawet po uwzglednieniu
materiatu z dodatkow, zamieszczony tu opis jest wcigz niepelny. By zrozumieé
go doglebnie, Czytelnik powinien siegnaé¢ do wspomnianej juz pracy. Ponadto dla
zachowania spdjnosci wszedzie w tekscie uzywamy tej samej notacji, nawet jesli
skutkuje to tym, ze bez zapoznania sie z trescia dodatkéw, pewne oznaczenia moga
wygladaé¢ na dosé sztuczne.

Na poczatku przypomnijmy definicje teorii quasi-swobodnej. Mianem tym okresla-
my teorie bazujaca na przestrzeni symplektycznej, na ktorej to przestrzeni zadana jest
ewolucja czasowa za pomoca jednoparametrowej grupy transformacji symplektycz-
nych, wraz z odpowiednia wersja kwantowa tego problemu. W przypadku kwantowym
zmienne kanoniczne majg by¢ liniowymi kombinacjami operatoréw anihilacji a i kre-
acji af, ktére to operatory dzialaja na pewnej przestrzeni Focka #poq. Ponadto
zadamy, by hamiltonian kwantowej wersji teorii byt forma hermitowska w operatorach
anihilacji i kreacji.

Pierwsza czes¢ konstrukeji dotyczy tylko izolowanego uktadu Q). Punktem wyjscia
jest para (%, h), gdzie Z to rzeczywista przestrzen Hilberta, a h to samosprzezony,
Sci$le dodatni operator: h > 0; ktérego dziedzine bedziemy oznaczaé jako Z4(h).
Dla bezmasowego pola skalarnego mamy % = LZ(R3,du), czyli jest to przestrzen
catkowalnych w kwadracie funkcji o wartoéciach rzeczywistych, natomiast h = v/ —A.
Przez —A rozumiemy standardowe, samosprzezone rozszerzenie operatora Laplace’a.

Nastepnie w oparciu o przestrzen % budujemy przestrzen symplektyczna (£, o),

(z o) i maksymalna przestrzen symplektyczna (é\, o). Jak to zostalo szerzej omo-
wione w dodatku , jesli V jest elementem jednej z tych przestrzeni, to mozemy
go zapisa¢ w postaci V = v ® u. W szczegdlnosci jesli Vi, Vo € Z to ich iloczyn
symplektyczny dany jest jako

a(Vi, Vo) = (v2,u1) — (v1,u2), (3.23)
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gdzie V; = v; ® uy, a (-, ) jest odpowiednim iloczynem skalarnym.

Zauwazmy, ze poniewaz h > 0, wiec korzystajac z rachunku operatorowego
mozemy okresli¢ operatory h'/2, hil/i@alaj@ce na Z%. Nastepnie dokonujemy
ich przedluzenia do operatoréw W2 i 172, Korzystajac ponownie z rzeczywistej
przestrzeni % budujemy zespolong przestrzen Hilberta 2. Dla przypadku pola
skalarnego mamy # = L2(R3,du), czyli ¢ jest przestrzenia funkcji catkowalnych
w kwadracie o wartosciach zespolonych. Definiujemy odwzorowanie

PP, J(V)=h2y— ik, (3.24)

Funkcja ; jest przy tym bijekcja.

Algebre C* dla naszego modelu konstruujemy korzystajac z dobrze znanej w pro-
cedury, ktora jest opisana choéby w klasycznej ksiazce O. Bratteliego i D.W. Robin-
sona [BR]. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie. Dla przestrzeni symplektycznej

2 istnieje i jest tylko jedna algebra C*, generowana przez elementy ®(V), V € 2
i element neutralny 1, dla ktorej prawdziwe sa relacje

W (V)W (Va) = e 27 V1211 (17 + 1), (3.252)
W (V)" = W(-V), (3.25b)
W (0) =1. (3.25¢)

—~

Algebra ta nosi nazwe algebry Weyla i bedziemy ja oznacza¢ W (& ). To koticzy
budowe algebraicznej strony formalizmu, teraz przejdziemy do problemu znalezienia
odpowiedniej reprezentacji tak otrzymanej algebry Weyla.

Bedziemy rozwazaé tylko reprezentacje w przestrzenie Focka. Przestrzen Foc-
ka zbudowang w oparciu o ,przestrzeni standéw jednoczastkowych” ¢, bedziemy
oznaczaé A pock (), podstawowe informacje na jej temat mozna znalezé w dodatku
, z ktorego przytoczymy teraz kilka wzoréw. Po pierwsze beda nam potrzebne
zalezno$ci

B(f) = —=(al) + al1)"). (3.260)
Wo(f) = e, (3.26b)

gdzie f € . Reprezentacje T algebry o7, zalezng od wczesniej zdefiniowanej

funkcji 7, definiujemy jako (por. diagram @)

T=(W(V)) =Wo(j(V)), Ve (3.27)
Powyzszy wzor definiuje szukang reprezentacje algebry W(.,i/”\ ) na odpowiedniej
przestrzeni Fock’a. W tym miejscu zakonczymy omawianie schematu konstrukcji
przestrzeni wystepujacych w teorii quasi-swobodnej, przejdziemy zas do problemu
okreslenia ewolucji czasowej.
Ewolucje czasowa okreslimy najpierw na przestrzeni symplektycznej (., o). Ha-
miltonian tej czedci teorii definiujemy przez jego dziatanie na element wspomnianej
przestrzeni, ktore sg postaci v @ u € £ = P4 (h) ® %, mianowicie jako

H(v,u) = = [(u, u) + (hv, hv)]. (3.28)

N =
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Przyjmujemy przy tym, ze wszystkie parametry masowe zostaly witaczone do operato-
row pedu h. Tak postawiony zagadnienie ewolucji czasowej posiada jawne rozwiazanie,
ktore jest dane wzorem

Ti(v B u) = (cos(ht)v + sin(ht) h_lu) @ ( —sin(ht)hv + cos(ht)u). (3.29)

Rozwazany model jest symetryczny wzgledem odwrdcenia czasu. Ewolucje w prze-
strzenie .i/”\, definiujemy za pomoca wzoru (por. dodatek ((A.4))):

o~

LV =7'"5v), VeZ (3.30)

Przestrzen symplektyczna (g\, o) jest maksymalna przestrzenia jaka mozemy
zbudowaé dla teorii quasi-swobodnej. Mozna ja uwazaé, za przestrzen fazows odpo-
wiedniego problemu klasycznego. Poprzez wybranie pewnej jej wlasciwej podprze-
strzeni £ C .,?\, ktéra rowniez jest zamknieta ze wzgledu na ewolucje czasowa, moze-
my okresli¢ inne modele rozwazanego problemu. W dalszych rozwazaniach bedzie si¢
ograniczaé tylko do tych podprzestrzeni .2, ktére obok niezmienniczosci ze wzgledu
na ewolucje czasowa ft, sa rOwniez niezmiennicze wzgledem operacji odwrdcenia
czasu. Ten ostatni warunek okazuje sie by¢ rownowazny mozliwoéci przedstawienia
podprzestrzeni £ w nastepujacy sposéb

=L L, LL C Ry (3.31)

—~

Ewolucje czasowa na algebrze W (% ) okreslamy poprzez przeniesienie na nia tej,

ktora zostata wczesniej okreslona na przestrzeni &
a(W(V)) = W(T;V). (3.32)

W nastepnym kroku dokonujemy podobnej procedury, przenoszac ewolucje czasowa
2 W(Z) na praestrzen Focka #poac (). Wprowadzajac oznaczenie j(V) = f €

i korzystajac ze wzoréw (3.27) oraz (3.30) mozemy zapisaé¢ ewolucje na H pock(HA)
w nastepujacej formie:

m=(W(T,V)) = Wo(e" ). (3.33)
Zachodzi rowniez zwiazek
Wo(eht f) = ettHroac iy (f) e~ Hrock, (3.34)

Operator Hp,ex odpowiadajacy za ewolucje czasowa na . pock (£ ) jest generatorem
jednoparametrowej grupy przeksztalcen okredlonej przez ostatnie réwnanie, wiec
na mocy tego co powiedziano w dodatku ([A.4]) jest on postaci:

Hrpocx = dT'(h). (3.35)

W tym miejscu musimy odpowiedzie¢ na pytanie, jak wybor jednej podprzestrzeni
typu £ € 2 wplywa na reprezentacje algebry W (.Z1)? By to zrobi¢ bedziemy
przyjmowac, ze zawsze spelniony jest nastepujacy warunek. Bedziemy zadaé by zbior
operatoréw Op = {Wo(f) | f € 7(Z1)} dziala w sposéb nieredukowalny w przestrze-
ni JZ . Poniewaz wedle wczedniejszych zatozen £ jest podprzestrzenig niezmienniczg
ze wzgledu na odwrdcenie czasu, warunek nieredukowalnosci okazuje sie by¢ rowno-
wazny temu, ze podprzestrzenie £+ sa geste w Z . Tym stwierdzeniem koriczymy

konstrukcje teorii quasi-swobodnej.
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Wprowadzona wyzej przestrzen (027, o) odgrywa role przestrzeni fazowej klasycz-
nej wersji teorii i jak dane nam byto zobaczy¢ jest ona kluczowa w konstrukeji algebry
Weyla W(.,S?\ ), ktéra definiuje kwantowa wersje problemu. Sytuacja w ktérej kon-
strukcja kwantowej wersji teorii wymaga najpierw okreslenia teorii klasycznej, jest
dos¢ typowa w konstrukcyjnej kwantowej teorii pola. Cho¢ pytanie, dlaczego tak jest,
jest niezwykle interesujace, to nie bedziemy sie nad nim dtuzej zatrzymywac.

Ostatnia rzeczg ktora wymaga komentarza, jest kwestia dziedziny operator h
w przestrzeni Z. Jak mozna zobaczy¢ w dodatku , wiele komplikacji natury
technicznej bierze sie stad, iz musimy bra¢ pod uwage, iz moze zaj$¢ Z4(h) # %.
Nasuwa sie wiec pytanie, czy nie jest mozliwe rozpatrywanie tylko sytuacji gdy
D%(h) = Z? OdpowiedZ na to pytanie jest przeczaca, gdyz przyjecie tego zalozenia
wykluczaltoby z rozwazan uktady zawierajace pola kwantowe. O zagadnieniu tym
wspomnimy jeszcze w (3.6]).

3.4 Uklad quasi-swobodny w obecnosci cial makroskopowych

Przejdziemy teraz do zagadnienia skonstruowania teorii quasi-swobodnej w obecnosci
cial makroskopowych, bazujac na aksjomatach podanych w rozdziale . Przed-
miotem naszego zainteresowani w tym rozdziale bedzie wiec uktad Q)-M, niezaleznie
od tego, czy czes¢ M jest nieruchoma, czy tez porusza sie w sposéb adiabatyczny.
Poniewaz interesuje nas problem skalarnego, bezmasowego pola kwantowego, w calym
rozdziale bedziemy przyjmowac, ze Y4 (h) # Z.

Wprowadzenie cial makroskopowych, ktorych konfiguracja geometryczna jest
opisana zestawem parametréw a, bedziemy modelowaé poprzez zastapienie w proce-
durze zarysowanej w rozdziale operatora h : Z4(h) — % odpowiednia rodzina
operatorow hg : D4 (he) — %, zalezna od tychze parametréw. Dla niniejszej pracy
najwazniejszy jest przypadek, gdy rodzina h, jest zdefiniowana wzorem

h2=h?+V,, (3.36)

gdzie V, jest rodzina operatorow skonczonego rzedu. Dzigki warunkom narzuconym
na ruch ukladu M, mozliwe jest zawarcia calej fizycznej informacji o wplywie tego
uktadu na system @) w tak okreslonej rodzinie operatoréw.

W rozdziale doktadnie zbadamy konkretna rodzine operatoréw V, i pokazemy
jakie warunki musza by¢ spelnione, by h, byl rodzina silnie dodatnich operatoréw,
hq > 0 dla kazdego dopuszczalnej wartoéci a. Gdy ten warunek jest spelniony, ca-
la przedstawione w rozdziale konstrukcja przebiega bez zmian. Okazuje sie,
ze problem ten cechuje sie pewng dozg subtelnosci, nawet w przypadku operato-
row skoniczonego rzedu i sformutowanie odpowiednich warunkéw zapewniajacych
dodatnio$¢ nie jest sprawa prosta. W szczegélnosci moze to wymagacé ograniczenia
zakresu wartosci, jakie moga przyjmowaé¢ parametry a. Z tego tez powodu, w tym
rozdziale nie bedziemy dyskutowaé opisywaé zalozen przy ktérych zachodzi h, > 0,
lecz przyjmiemy, ze warunek ten jest zawsze spelniony.

Oznaczmy przez 2 przestrzen symplektyczng dla modelu bez cial makroskopo-
wych, natomiast przestrzen dla modelu w ktérym te ciala sa obecne, a ich konfiguracja
wyznaczona jest przez warto$¢ parametréw a, bedziemy oznaczaé Z Zgodnie z za-
lozeniem (ii); algebry Weyla w obu przypadkach musza by¢ sobie réwne:

o~ —~

W(Z) = W(Z). (3.37)

—

W dalszym ciagu tego rozdzialu podamy kryterium ktére gwarantuje, ze L= La,
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co w oczywisty sposob implikuje réwnosé odpowiednich algebr. Warunek ten jest
w zupelnosci wystarczajacy na potrzeby niniejszej pracy.

Obie przestrzenie symplektyczne Zi 2 konstruujemy z odpowiednich podprze-
strzeni Z @ X%, jest wiec sens zapytac sie o ich cze$é wspdlnag: Zn ,,2/’; Bedziemy
zakladaé, ze istnieje specjalna przestrzen .£°, dokladniej opisana w dodatku ,
posiadajaca ta wlasnosé, ze dla kazdego a zachodzi

20 (Da(h?) N Da(h}?)) ® (22 (W) N Dy (h7Y?)). (3.38)

W tym miejscu potrzebujemy skorzystaé z funkeji j zdefiniowanej we wzorze (A.8))
oraz z okre$lonej w analogiczny sposéb funkcji jg:

Ja(v B u) = h} v —ih V. (3.39)

Zaréwno j, jak i j, przyjmuja wartosci w przestrzeni £ . Dzieki zalozeniu (3.38))
podprzestrzen Z° nalezy do dziedziny zaréwno j jak i jq, przy dowolnej wartosci a.
Mozemy wiec okresli¢ nastepujaca funkcje

Lo=jj, ' ja(£L0) = i(£°). (3.40)

Jak wyjasniono w dodatku przestrzen (J,Jm(-, -)) jest przestrzenig symplek-
tyczna. Co wiecej, L, jest transformacjg symplektyczna.

Tak jak zostalo to oméwione w dodatku , dokonujemy rozktadu operatora
L, na cze$é liniowg i antyliniowa nad ciatlem C:

Lo="Ty+ Sa. (3.41)

Operatory wystepujace w tym réwnaniu mozemy zapisaé¢ jako

1 -1 *
T, =3 (B:'+B,), (3.42a)
_ 1 -1 *
Sa=3 (B! - B)) K, (3.42b)
By = h}? h=12, (3.42¢)

W tym miejscu przyjmiemy, ze zachodzi réwnos¢ odpowiednich przestrzeni sym-
plektycznych &= Z i przeprowadzimy konstrukcje pozostalej czeéci formalizmu.
W dalszej czesci tego rozdziatu przytoczymy odpowiednie kryterium, ktére pozwala
zapewnié te oraz inne pozadane wlasnosci konkretnego modelu.

Zajmiemy sie najpierw kwestig przeniesienia ewolucji czasowej z przestrzeni sym-
plektycznej % na algebre W(g\ ), gdy ciata makroskopowe sa w ustalony polozeniu,
opisanym przez parametry a. Ewolucja na 2 przyjmuje woéwczas postaé

Tt (V) = G (™" ju(V)), (3.43a)

gdzie V=v®u € Z.Na mocy zalozenia (iii) z rozdziatlu (3.2)) ewolucja czasowa al-

—

gebry W (%) jest dana przez rodzine jej automorfizméw, ktéra tak jak w réwnaniu

(3.32) definiujemy jako
aa,t(W(V)) = W(T,,:V) (3.44)

Przystapmy teraz do problemu analizy reprezentacji algebr wystepujacych w na-
szej teorii. Na mocy konstrukeji przestrzen J# i przestrzen pock(#") zaleza jedynie
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od wyboru przestrzeni &, tym samym sg takie same dla wszystkich wartosci parame-
tréw a. Jednak reprezentacje algebry sg okreslone jako

To(W(V)) = Wo(ja(V)), (3.45)

wiec zaleza od a poprzez funkcje j,. Dla wygody reprezentacje ta bedziemy od teraz
oznacza¢ symbolem 7,, nie za$ jak poprzednio 7;,.

Jak juz wiemy, hamiltonian ukladu Q-M jest réwny dI'(h,), przy czym procedura
konstrukcji reprezentacji gwarantuje, ze posiada on ten sam stan podstawowy {2 co
teoria swobodna. Zgodnie z zalozeniem (ii)2 z rozdzialu reprezentacja m, musi
by¢ réwnowazna reprezentacji . Inaczej méwiac musi istnie¢ odpowiednia rodzina
operatoréw unitarnych U,, takich ze dla kazdego V € % zachodzi jeden z réwnowaz-
nych warunkéw:

Uga(W(V)) U = 7(W(V)), (3.46a)
Ua (I)O,a(ja(v)) Ua* = CI)()(](V)) (346b)

Relacje te mozna przeksztalci¢ do formy ktéra jest wygodniejszej w operowaniu.
Korzystajac z oznaczenia f = j,(V) € #, warunek réwnowaznosci reprezentacji
mozna teraz zapisaé¢ jako

U, WO(f) Ua* = WO(Laf)- (347)

Oznacza to, ze operator U, implementuja odpowiednia transformacje Bogoliubowa.
W tej sytuacji rodzine operatoréw U, ustanawiajaca rownowaznos¢ reprezentacji
mozna zdefiniowaé jako

U,=U,, (3.48)
gdzie operatory Uy, sa zdefiniowane we wzorze (A.51)).

Hamiltonian dI'(h,) mozemy teraz przenies¢ do reprezentacji swobodnej:
H,=U,dl'(h,)U,". (3.49)

Poniewaz operator we wzorze powyzej generuje ewolucje czasowg ukladu @ przy
ustalonych wartosciach a, wiec operator jest tym samym, ktéry wystepuje we wzorze
w (3.14)). Stan podstawowy H, jest okre$lony przez zaleznosé

Qo = U, Q. (3.50)

Oméwimy teraz kryterium udowodnione w pracy rozdziale piatym oraz dodat-
kach A.3 i A4 pracy |Her05|, ktére gwarantuje, ze na odpowiednich poziomach
uktady w obecnosci i bez cial makroskopowych sg sobie réwnowazne. Zacznijmy od
wprowadzenia operatora

C,= BB, =h~'/2p, h=1/2 (3.51)

W dalszym ciggu kluczowsg role bedzie odgrywat warunek, ze C, jest ograniczonym
operatorem oraz
(Cy —id)?

c. < +00. (3.52)

Tr[S,S,] =Tr l

Jesli jest on spelniony to operator Cy 1/ Q(Ca —id) jest operatorem Hilberta-Schmidta,
co implikuje, ze C, i O ! jest operatorem ograniczonym. Na mocy wzoru ([3.51))
rowniez B, jest operatorem ograniczonym. Poniewaz zachodzi prosta zaleznosé

hl/? = B,h'/?, (3.53)
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wiec Dy (h(ll/2) =Dy (hl/z). W ten sam sposob dowodzimy Py (h;lﬂ) =Dy (h71/2).
Tym samym za przestrzen .2° na ktérej zdefiniowany jest operator L, mozemy przyjacé

L0 =Dz (W) © 94 (hY?), (3.54)

Kolejnym wnioskiem z (3.52)) jest to, ze normy

o]l = [|R*1/20]],

vll, veE Zp(rt?), (3.55)

sa sobie réwnowaznie. Tym samym uzupelnienie przestrzeni Z4 (hil/ 2) wzgledem
odpowiadajacych sobie norm prowadzi do tych samych przestrzeni Hilberta. To
zaé dowodzi réwnosci £ = .,?; Okazuje sie rowniez, czego dowdéd mozna znalezé
w dodatkach A.3 i A.4 cytowanej juz pracy Herdegena, warunek implikuje
implementowalnosé¢ transformacji Bogolibuowa danej przez L,, a to jak wiemy
oznacza, ze reprezentacje w i m, s3 unitarnie rownowazne.

Podsumowujac, jesli wychodzac od operatoréw h i h, na przestrzeni Hilberta
Z, pokazemy, ze zdefiniowany za ich pomocg operator C, ma gesta dziedzine oraz,
ze spelniona jest nieréwnosé , to tym samym udowodnimy réwnos¢ odpowiednich
algebr Weyla oraz unitarnag réwnowaznosé ich reprezentacji w przestrzeni Focka.

Przejdzmy teraz do nastepujacego zagadnienia. Jesli naszym ukladem @ jest
pole kwantowe, to jaka liczba jego kwantow jest obecna w stanie 2,7 Inaczej mo-
wigc, przyjmijmy, ze poczatkowo uktad byl w stanie podstawowym (2, gdzie liczba
czastek wynosita 0. Nastepnie umieszczono w ukladzie ciata makroskopowe M, co
spowodowato wytworzenie pewnej liczby kwantéw swobodnego pola, w skutek czego
przechodzimy do stanu €),. Jak znalez¢ ich liczbe? Tak postawione pytanie ma sens,
bo przyjeliémy (por. (ii); i (ii)2 w (3-2)), ze uklad kwantowy @ nie zmienia swojej
natury po wprowadzeniu cial makroskopowych.

Liczbe czastek w stanie 2, okresla wartoéé¢ oczekiwana jaka przyjmuje dla niego
operator N:

(Qa, NQy). (3.56)

Wykazemy, ze zachodzi nastepujaca rownosé
Ny =Tr[S5,55] = (Q,,NQ,). (3.57)

By wykazaé te rownosé odwolamy sie do pojeé¢ i wzoréw wprowadzonych w dodat-
ku (A.3). Zaczniemy od wyrazenia warto$ci oczekiwanej operatora N za pomoca
zdefiniowanej tam formy kwadratowej qiq:

(Qaa NQa) = Qid(Qaa Qa) = Z (&(fi)Qaa &(fi)Qa) = Z ||af(f1)Qa||2 (358)
i=1 =1

Z pomoca wzordéw (A.45¢c) i (A.49) dostajemy

>_lla(fi) Qall® = > llar, (55" fi) Qall*. (3.59)
i=1 i=1
Na mocy (A.52)) mamy teraz
N = Z LSS f)Qa,ar, (Safi)Qa) =D (Safin Sifi) =
= = (3.60)

i (fi, 8,52 f:) = T[S, 7).
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Korzystajac ze wzoréw (13.42b)) i (3.42¢) przeksztalcamy ten wzoér do postaci
1 _ _ _
Hy=1Te[h V2(h, — h)hyt (h, — R)R™Y?]. (3.61)

W dodatku A.3 do pracy |Her05] Herdegen wykazal, ze przy uczynionych zato-
zeniach, unitarna réwnowaznos$é¢ opisanych wczeéniej reprezentacji m i 7, algebry

Weyla W (&) jest réwnowazna warunkowi

N, = iTr [h=Y2(h, — B)h; (R

a

— h)h~Y?] < 4o0. (3.62)

a

Tym samym réwnowazno$¢ reprezentacji rozwazanych algebr zyskuje naturalna inter-
pretacje fizyczna. Dwie reprezentacje algebry W(.i/”\ ) sa réwnowazne wtedy i tylko
wtedy, gdy zawieraja skonczong ilo$é kwantéw pola swobodnego.

Naszkicujemy teraz wyprowadzenia wzoru opisujacego energie Casimira badanego
uktadu. Poniewaz procedura ta jest niezwykle podobna do tej ktéra doprowadzita do
wzoru , omdéwimy jg bardzo krétko. Jak to zostato powiedziane w rozdziale (3.2)
energia Casimira jest okre$lona przez wartos¢ oczekiwana hamiltonianu H ukladu

izolowanego () w stanie podstawowym uktadu Q-M:
Eo = (Qa, HQY). (3.63)

Jak wiem hamiltonian H jest postaci dI'(h), gdzie h jest operatorem definiujacym
uktad izolowany. Jego warto$é¢ oczekiwang wyrazamy za pomoca formy g¢p:

Ea = qn(Qa, Q) =D a(h' ;)% (3.64)
1=0

Wzér ten mozna otrzymaé poprzez podstawienie f; — h'/2f; w (3.59). Pozostala
czesé rachunkow przebiega tym samym tak jak poprzednio i jako koncowy rezultat
otrzymujemy

&y = iTr [(hy —h)hy (R, — R)]. (3.65)

Warunek skoniczonej energii Casimira

&y = iTr [(hy — Wz (h, — h)] < +o0, (3.66)
jest fizycznym ograniczeniem jakie narzucamy na wszystkie badane modele. Podstaé
Ng 1 &, dana przez réwnania i okazuje sie by¢ wyjatkowo dogodna
w konkretnych rachunkach, dlatego wlasnie z nich bedziemy korzysta¢ w dalszej
czesci pracy.

Konczac juz, wprowadzimy odrobine terminologi. Jesli dla danego modelu zde-
finiowanego przez h, nie jest spelniony warunek réwnoéci algebr lub jeden
z warunkow , to méwimy, ze model ten jest osobliwy wzgledem mo-
delu wyjsciowego lub po prostu osobliwy. Rownowaznie bedziemy moéwili, ze dany
typ oddzialywania jest osobliwy.

3.5 Lokalna gestos$é¢ energii dla pola skalarnego

Do tej pory omawialiSmy tylko wartosci globalne, takie jak calkowita energia i liczba
czastek wytworzonych w uktadzie, teraz zas$ przejdziemy do dyskusji lokalnej gestosci
energii. Ograniczmy sie przy tym do szczegdlnego przypadku bezmasowego pola
skalarnego, gdyz jest on najwazniejszy dla niniejszej pracy. Tak jak poprzednio
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pominiemy wiele szczegdtdow, odsylajac czytelnika do rozdziatu széstego Energy
density of quantum field pracy [Her05].

Rozwazania tego problemu zaczniemy od sformulowania go w sposob naiwny.
Naszym punktem wyjscia jest standardowe wyrazenie na tensor energii-pedu pola
skalarnego T}, ,(t, ). Gestod¢ energii jest dana jego skladowa dla = v = 0:

Too(t,7) = 5 (P62 + (VX(1,9)°). (3.67)
Od tej pory bedziemy przyjmowacé, ze t = 0 i opuszczac symbol ¢ w notacji. Wyrazenie
z punktu widzenia matematyki jest pozbawione sensu, gdyz wystepujaca w nim
wielko$é P(Z), jak réwniez X (), jest dystrybucja o wartosciach operatorowych, wiec
w ogolnosci nie mozna podnie$é go do kwadratu. W celu zaradzenia temu problemowi
wprowadzamy operacje rozdzielania punktéw (ang. point-spliting), ktéra polega na
wprowadzeniu wielkosci

1(7,9) = 5 (P@)PG) + (VX(@) - (VX()). (3.65)
nastepnie zmodyfikowania jej w sposdb, ktéry sprawi, ze biorac granice § — &
otrzymamy matematycznie poprawny rezultat. Modyfikacja o ktérej mowa, polega
na wprowadzeniu uporzadkowania normalnego:

H(Z) = lim : Ho(Z,9): = lim [Ho(Z,7) — (Q, Ho(Z, ¥)Q?)], (3.69)
YT YT
gdzie ) oznacza stan podstawowy rozwazanej teorii.

W formalizmie stosowanym w tej pracy dystrybucjom X (Z) i P(¥) odpowiadala-
by wielkoéci X (u) = ®(0,u) € W(ZL) i P(v) = ®(v,0) € W(Z), gdzie funkcje
u, v naleza do zbioru funkcji klasy Schwartza o wartosciach rzeczywistych, ktéry
bedziemy oznaczaé przez & (R3). Wobec tego X (u) jest operatorem ktéry jest
przyporzadkowany stanowi opisanemu funkcjg u. By otrzymacé operator zlokalizowany
w punkcie X (Z) trzeba bytoby mechanicznie podstawi¢ u(¥;) = 6(¥; — ). Jak jednak
tatwo sie domyéli¢, taka procedura nie jest matematycznie poprawna.

Naszkicujemy teraz matematycznie Scista wersje powyzszej procedury. Naszym
celem jest znalezienie gestoSci energii w stanie podstawowym €2, zaleznym od pa-
rametréw a opisujacych polozenie cial makroskopowych. By to zrobié, najpierw
potrzebujemy podaé¢ poprawny odpowiednik wyrazenia Hs(Z,¥), okazuje sie nia
by¢ dystrybucja o wartosciach operatorowych, ktéry bedziemy oznaczaé¢ Ha(wi,ws).
Dystrybucja ta jest okreglona na funkcjach klasy Schwartza w1, ws € .7 (R?). Teraz
(Qq,: Ha(wy,w2): Q) definiuje dystrybucje regularna T, (%, ) o wartosciach zespolo-
nych. W ostatnim kroku nalezy wzia¢ granice f — &, w rezultacie czego dostaniemy
wyrazenie na gestosé energii.

PrzejdZmy teraz do podania konkretnych wzor na gestosé energii. Jak juz zostalo
powiedziane wczesniej konstrukcja teorii quasi-swobodnej dla bezmasowego pola
skalarnego sprowadza sie do zastosowania konstrukcji przedstawionej w rozdziale
, dla Z = LZ(R3,du)ih = v/—A. Formalizm z rozdzialu réwniez pozostaje
w mocy, cho¢ moze by¢ konieczne zaostrzenie warunkéw jakie ma spetniaé operator hg,.
Kwestii tej nie bedziemy szerzej dyskutowaé, bowiem nie wnosi ona wiele do tresci
niniejszej pracy.

Zauwazmy, ze przestrzen funkcji Schwartza o wartosciach rzeczywistych .7 (R3)
jest podzbiorem Z4(h'/?) N D4 (h~1/?), wiec mozemy je wykorzysta¢ do okreslenia
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Scistych odpowiednikéw wyrazen X (&) i P(Z). Matematycznie poprawna wersja

wzoru (3.68)) to

Ha(wy, ws) = %(@(w1,0)®(w2,0) +3(0, Vo) - B(0, Vas)),  (3.70)

gdzie wi,ws € Zr(R?). Przez symbol ®(0, Vw;) bedziemy rozumieé¢ wektor po-
staci (®(0, 0y w1), P(0,Dywi), ®(0, Opsw1)), zas iloczyn skalarny jest zdefiniowany
w naturalny sposéb. W nastepny kroku obliczamy dystrybucje o wartosciach zespo-
lonych (24, : Ha(w1,ws2): ©Q4). Do tego celu wystarczajaca jest znajomosé wyrazéw
(Qq,: (V1)P(V2): Q4), dzieki czemu po prostych rachunkach dostajemy

(Qa,:Hg(wl,wg): Qa) ETa(wl,’LUQ) (371)
gdzie . .
Ta(@a ¢) = 1(%0’ (ha - h)?/)) + Z(V% (h(;l - h_l)vw)v (372)

Dla wiekszej przejrzystosci przyjeliémy oznaczenia ¢ = wi i ¥ = we. Ostatni czlon
W powyzszym wyrazeniu rozumiemy jako iloczyn skalarny okreslony we wspomniany
wczedniej sposob. Wyrazenie na gestosS¢ energii zapisane w tej postaci pierwszy raz
pojawil si¢ w pracy [HS10] jako wzér (74).

W artykule [Her05] Herdegen wykazal nastepujace wlasnosci dystrybucji Ty (¢, 1).

1. Ty(w1,ws) okredla dystrybucje na przestrzeni funkcji Schwartza . (R%). Be-
dziemy ja oznaczaé T,(Z, 7).

2. Dla kazdego 77 € R? wyrazenie T, (< +1j, K — 17) zdaje dystrybucje na przestrzeni
funkcji .#(R?). Dla kazdej ustalonej funkcji prébnej f odwzorowanie okreglone
7a pomocy wyrazenia

i &, f) = / & Ty(R + 71,7 — ) £(R), (3.73)
R3

jest ciagte i ograniczone. Gestos¢ energii zdefiniowana przez procedure rozdzie-
lania punktéw jest zdefiniowana jako dystrybucja

Egenla, f) :== &(a, 0, f). (3.74)

3. Dla funkcji f € #(R?), takiej ze f(0) = 1, definiujemy funkcje f.(R) = f(eR),
gdzie € > 0. Zachodzi nastepujacy zwiazek

i Egen(a,0, fo) = &, (3.75)
gdzie &, oznacza globalna energie Casimira.
Niech teraz T, (Z, ) bedzie wprowadzona wyzej dystrybucja regularna, ktérej odpo-

wiada lokalnie catkowalna funkcja oznaczana tym samym symbolem. Gestosé energii
okreslona przez procedure rozdzielania punktéw jest dana jako

Egen(a, T) = Ta(T, 7). (3.76)
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3.6 Historia badan efektu Casimira w ramach algebraicznego po-
dejsScia Herdegena

Na nastepnych kilku stronach przedstawimy pokrétcee historie badan nad efektem Ca-
simira prowadzonych w ramach podejscia algebraicznego Herdegena. Mamy nadzieje,
ze taka forma wyktadu pozwoli lepiej zrozumieé jego osiagniecia oraz zarysowad
perspektywy potencjalnych przysztych badan. Sila rzeczy, w tego typu szkicu musimy
niektére rzeczy pominaé, pozwoliliémy sobie tez na pewne zmiany notacji, by uczynié
ja bardziej spdjna z ta stosowana w innych czesciach niniejszej pracy. Czytelnika
pragnacego glebiej zrozumie¢ ten temat, odsylamy do omawianych dalej prac.

Andrzej Herdegen pierwszy raz zaprezentowal rozwijane przez siebie podejscie
w pracy No-nonsense Casimir force z 2001 roku [Her01]. Choé¢ w owej niewielkich
rozmiaréw publikacji wspomniana jest wiekszos$¢ elementow pelnego podejscia alge-
braicznego dla efektu Casimira, to ze wzgledu na pobiezny sposéb w jaki zostato one
zaprezentowane, nalezy ja traktowaé jako zapowiedz dalszych publikacji, co zostato
w niej jawnie stwierdzone. Z wazniejszych osiagnie¢ przedstawionych w No-nonsense
Casimir force, nalezy wymieni¢ analize warunkéw Dirichleta w ramach algebraicznej
kwantowej teorii pola oraz podanie wzoru na energie Casimira dla przypadku pola ska-
larnego w obecnosci dwoch ptytek. Przy czym sposéb wyprowadzenia wspomnianego
wzoru zostaly tam jedynie zarysowany.

Przyjrzymy sie teraz pierwszemu z tych wynikéw. Uzywajac poje¢ wprowadzonych
w mozna powiedzieé, iz w pracy tej zwrdcono uwage na niekompatybilnosé¢ prze-
strzeni symplektycznej dla problemu swobodnego pola i dla problemu pola skalarnego
z warunkami brzegowymi Dirichleta, co skutkuje niemozliwoscia zbudowania alge-
bry C* pozwalajacej jednoczeénie opisaé obie te sytuacji. W pierwszym przypadku
konstrukcja przestrzeni symplektycznej (Zpree, 0 Free) jest oparta o operator ewolucji
swobodnej hiree = V—A i jego standardows dziedzing Z(hyee) C L2(R, du).

W drugiej z rozwazanych sytuacji operator ewolucji jest dany jako hpiy, = v/ —Agc,
gdzie Apc to operator Laplace’a spetniajacy warunki brzegowe Dirichleta na ptyt-
kach. Wéwczas przestrzen symplektyczna problemu (Zpj;, opir) jest skonstruowana
z przestrzeni funkcji Z(hpy) = HY(D1) ® HE(D2) @ HE(D3), gdzie D; oznaczaja
trzy zbiory na ktére dwie ptytki dziela R?, a H}(D;) to przestrzen funkcji Sobolewa.
Ze wzgledu na rézna nature tych przestrzeni symplektycznych, nie mozna zbudo-
waé w oparciu o nie wspdélnej dla algebry Weyla, czyli tak utworzone modele te sa
wzgledem siebie osobliwe.

Herdegen zwraca tez uwage, ze nie jest mozliwe rozwiazanie tej sytuacji przez
inny wybér przestrzeni (-LFree, 0 Free). Rozpatrzmy bowiem sytuacje w ktorej jedna
ptytka jest nieruchoma, druga za$ moze sie poruszaé, tak ze odlegtosé miedzy nimi
zmienia si¢ od a; do as. Przestrzeni symplektycznych takiego problemu musiataby
zostaé¢ zbudowane z funkcji spelniajacych warunek f(z,y,2) =0, dla a1 < z < aq,
przy naturalnie wybranym uktadzie wspélrzednych xyz. To za$ sprawia, ze cala teoria
jest w interesujacym zakresie parametrow trywialna, co w jawny sposéb przeczy
wynikom eksperymentalnym oméwionym w .

Wobec tych faktéw Herdegen konkluduje, iz w podejsciu w ktorym plytki traktu-
je sie jako klasyczne, ,ciezkie” obiekty, warunki brzegowe Dirichleta nalezy odrzucié¢
jako idealizacje pozbawiona sensu fizycznego. Warunki ten nalezy zastapié¢ przez
bardziej ,,rozmyty” model ptytek. Stwierdza tez, ze wymienione réznice miedzy po-
lem swobodnym, a pola spelniajacego warunki Dirichleta majg sens fizyczny i gdy
probuje sie je ignorowac, jak czyni wickszosé standardowych podejéé do efektu Casi-
mira, wrecz nieuniknione jest napotkanie nieskonczonosci o fizycznym, a nie tylko

46



matematycznym, pochodzeniu. Jest oczywiste, ze usuwanie tego typu nieskonczonosci
poprzez réznorakie manipulacje matematyczne, nie jest w zaden sposoéb uzasadnione.

Inaczej moéwiac, jesli zaczynamy rozwazania od pola swobodnego w pustej prze-
strzeni, to by utworzy¢ plytke, ktéra jest w odpowiednim stopniu ,,przezroczysta” dla
pola kwantowego, potrzebujemy dostarczyé¢ do uktadu tylko skonczong ilos¢ energii.
Jesli jednak chcemy zbudowaé¢ plytke na ktérej pole kwantowe bedzie spetniato
warunki Dirichleta, to do uktadu bedziemy musieli dostarczyé¢ nieskonczona ilosé
energii, dlatego tez ta nieskonczona wielko$¢ ma pochodzenie i sens fizyczny. Podobne
rozumowania stosuje sie do innych tego typu rozbieznych wielkoéci jakie mozna
napotka¢ w rachunkach.

Rozwazania te rzucaja Swiatlo na rezultaty, ktére przytoczyliSmy dyskutujac
oryginalng prace Casimir w rozdziale i energie stanu zerowego w . Energia
stanu zerowego dla pola swobodnego wyrazalta sie jako catka z pewnego wyrazenia po
pélprostej [0, +00), zob. , a dla przypadku z warunkami Dirichleta jako suma
po dyskretnym zbiorze wartosci, zob. . Nasuwa sie pytanie, w jaki sposéb jedno
z tych wyrazen przechodzi w drugie? Odkladajac na bok przedstawiona juz przez nas
krytyke energii stanu zerowego, analiza Herdegena wskazuje, ze mamy do czynienia
z ukladami, ktore sa wzgledem siebie osobliwe, za$ procedura transformacji jednego
z tych ukladéw w drugi wymagalaby nieskonczonej ilosci energii. Tym samym problem
przejscia jednego wzoru w drugi mozemy zignorowac, jako nieposiadajacy fizycznego
sensu. Mozna zgadywacé, ze procedura Casimira wprowadzania do problemu funkcji
obciecia, jak i inne jej podobne, skutkuje uczynieniem obu uktadéw odpowiednio
kompatybilnymi ze sobg.

Wspomnijmy teraz krétko o wyrazeniu na energie Casimira pola skalarnego, ktére
Herdegen przedstawil w [Her(O1]. Zarysowanie metody jej obliczania zajmuje stosun-
kowo duza czes¢ tej krotkiej pracy, Czytelnik zainteresowany szczegdtami powinien
zwrci¢ uwage na zamieszczone tam wzory (11), (12) oraz (13), jak i komentarze
ktérymi sa one opatrzone. Ostatecznie, we wzorze (14) podany jest nastepujace
wyrazenia na energie przypadajaca na jednostke powierzchni

71_2

¢la) = &(0) — 115

a4 o0(a™?), (3.77)

przy czym pracujemy tu w systemie jednostek dla ktérego ¢ = 11 A = 1. Wyraz &(0)
ma interpretacje podwojonej wartosci energii samoodziatywania plytki przypadajacej
na jednostke powierzchni, jego obecnosé jest wiec catkowicie zrozumiata.

W 2005 ukazuje sie¢ w Annales Henri Poincaré pierwsza z dwéch podstawowych
praca Andrzeja Herdegena prezentujacych jego podejécie do efektu Casimira, nosi ona
tytul Quantum backreaction (Casimir) effect I. What are admissible idealizations?
[Her05]. Duza jej czesé zostala juz oméwiona w rozdziatach 7, dlatego tutaj
skupimy sie na tych wybranych jej fragmentach, ktére byly do tej pory pomijane.

W ostatniej czesci rozdziatu trzeciego tej pracy, ktory nosi tytut A class of quasi-
free systems, Herdegen wymienia kilka uktadéw ktore mozna analizowaé w przed-
stawionym podejéciu. Pierwszym z nich, oznaczonym jako (i) jest m-wymiarowy
oscylator harmoniczny, dla ktérego przestrzerr Hilberta Z jest skoniczenie wymiarowa
przestrzenia euklidesowa, standardowo mozemy ja utozsamié¢ z R™. Operatorem h
definiujacym ewolucje ,,swobodna” jest symetryczna, dodatnio okre$lona macierz
n X n, wiec w sposéb trywialny zachodzi Z4(h) = #%. Niech (e1,ea,...,e,) bedzie
baza utworzona z wektoréow wlasnych h, przy przyjetych zatozeniach taka baza zawsze
istnieje. Woéwczas zachodzi

hei = W; €4, (378)
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gdzie w; to czestosé drgan wilasnych oscylatora wzdtuz osi wlasnej wyznaczonej przez
wektor e;. Przypomnijmy, ze w rozdziale (3.3) przyjeliSmy, iz wszystkie parametry
masowe zostaly zaabsorbowane przez h. Procedura konstrukcji odpowiedniej algebry
Weyla dla tego uktadu, prowadzi do otrzymania doskonale znanego kwantowego
oscylatora harmonicznego.

Widzimy, ze w tym wypadku nazwanie ewolucji izolowanego ukltadu ,,ewolucja
swobodna” jest mylace, gdyz mamy tutaj do czynienie, i to zaréwno w przypadku
klasycznej przestrzeni fazowej, jak i algebry ukladu kwantowego, z dobrze znanym
zagadnieniem ruchu w potencjale harmonicznym. Terminologia ta jest jednak uza-
sadniona poprzez fakt, ze dla najwazniejszej z punktu widzenia efektu Casimira
klasy modeli, w ktorych uktadem @ jest swobodne pole kwantowe mamy rzeczywiscie
do czynienia z ukladem swobodnym. Model n-wymiarowego oscylatora harmoniczne-
go jest wart uwagi choCby dlatego, ze obrazuje potencjal podejécia algebraicznego do
obejmowania wspdlnym formalizmem bardzo réznych typéw uktadow fizycznych.

Jako przyklad (ii) Herdegen podaje swobodne pole skalarne. Przypomnijmy tylko,
ze dla niego mamy Z = L3(R3,dp), # = L*(R3,du) i h = v/—A. Punkt (iii) dotyczy
ukladu zawierajacego pole skalarnego wraz z zewnetrznym, niezaleznych od czasu
oddzialtywaniem. W podpunkcie (iii); omawiany jest przypadek, gdy zewnegtrzne
oddzialywanie jest postaci (&), a nowy operator ewolucji czasowej, bedziemy go
oznaczaé symbolicznie przez h,, zdefiniowany jest przez réwnanie

h:=—-A+o. (3.79)

Herdegen stwierdza, ze do tej samej kategorii modeli nalezy zaliczy¢ dowolne zaburze-
nia operatora —A, zdefiniowane czy to za pomoca operatoréw czy odpowiednich form,
jesli tylko spelniajg odpowiednie wymienione przez niego warunki. Jasno stwierdza,
ze tego typu modele moga by¢ nieosobliwe wzgledem teorii swobodne;j.

W podpunkeie (iii)2 omawia pole kwantowe zyjace juz nie na R3 lecz na wtaéciwym
podzbiorze tej przestrzeni: A C R3. Ponadto pole to ma spetnia¢ odpowiednie warunki
brzegowe, skutkiem czego operator ewolucji przyjmuje postaé¢ h2 = —Apc. Herdegen
stwierdza, ze ten model jest osobliwy wzgledem przypadku swobodnego i jako taki
nie nadaje si¢ do analizy efektu Casimira.

Ostatni podpunkt (iii)s dotyczy najpopularniejszego typu ukladu w ktérym
bada si¢ efekt Casimira, czyli sytuacji w ktorej przestrzen R? jest podzielona na
rozlaczne obszary przez dwuwymiarowe powierzchnie A1, Ao, ..., As. Polozenie tych
powierzchni opisuje zestaw parametréw a. Ewolucja czasowa okreslona jest przez
operator

hi:=—A,, (3.80)

gdzie A, oznacza operator Laplace’a, spelniajac odpowiednie warunki brzegowe na
powierzchniach A;, 7 = 1,2, ..., s. Herdegen powtarza wobec tego uktadu zastrzezenia,
ktére przedstawit juz w No-nonsense Casimir force, odrzucajac réwniez ten typ modeli,
jako nieodpowiedni dla analizy interesujacego nas efektu.

W rozdziale czwartym Deformation of a finite-dimensional harmonic oscillator
autor przedstawia zastosowanie swojego formalizmu, do obliczenia reakcji zwrotnej
n-wymiarowego kwantowego oscylatora harmonicznego, na adiabatyczna zmiane
jego czestosci i osi wlasnych. Zanim przejdziemy do jego omdwienia tego problemu,
zatrzymajmy sie na chwile nad jego relacja do tego rodzaju zjawisk, ktére zwykle
obdarzamy nazws, ,efektu Casimira”.

W tym modelu nie wystepuje zadne pole kwantowe, nie ma tez mowy o ciatach
makroskopowych M, ktére wymuszalyby zmiane w uktadzie kwantowym @, czyli
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n-wymiarowym oscylatorze. Mozna sie wiec sprzeczaé¢ czy pojawiajaca sie w tym
uktadzie sita uogélniona moze zosta¢ nazwana ,sita Casimira”, nalezy jednak zwré-
ci¢ uwage, ze uklad ten znajduje swoje naturalne miejsce w podejsciu Herdegena.
Podstawowe zalozenie natury fizycznej jego podejscia jest bowiem takie, ze efekt
Casimira polega na reakcji zwrotnej uktadu kwantowego na adiabatyczna zmiane
zewnetrznych warunkow. Wlasnie z taka sytuacja mamy do czynienie w omawiany
problemie oscylatora harmonicznego, jesli zmiane czestosci i osi wlasnych, uznamy
za wynik zmiany odpowiednich warunkéw zewnetrznych.

W naszej ocenie przyjeta w fizyce konwencja nazewnicza zabrania méwienia, ze za-
chowanie takiego n-wymiarowego oscylator jest wynikiem ,efektu Casimira”. Mimo
tej jezykowej niedogodnosci, ktéra ostatecznie nie ma wielkiego znaczenia, uwazamy,
iz analiza tego ukladu w kontekscie efektu Casimira ma warto$¢ poznawcza. Mamy
tu bowiem do czynienia z bardzo porostym modelem, gdzie, jak zaraz zobaczymy,
w efekcie reakcji zwrotnej pojawia si¢ odpowiednia sita. Z tego wzgledu jego analiza
moze rzuci¢ $wiatto na bardziej skomplikowany przypadek ukladu o nieskoriczone;j
ilosci stopni swobody.

Przejdzmy teraz do tego jak do ukladu z n-wymiarowym oscylatorem harmonicz-
nym wprowadzana jest dynamika adiabatyczna. Przypomnijmy, ze h jest symetryczna
i dodatniag macierza n X n. Zgodnie z procedura juz wspomniang w rozdziale w rozdzia-
le , zastepujemy h rodzing h, macierzy symetrycznych i dodatnio okreslonych,
gdzie a jest zbiorcza nazwa potrzebnego zbioru parametréw. W tym konkretnym przy-
padku mozemy przyjaé, iz zachodzi hg = h, gdzie przez 0 oznaczyliSmy symbolicznie
sytuacje, gdy wszystkie parametry a sa rowne 0.

Zmieniajac troche notacje, czestosci wlasne h bedziemy od teraz oznaczac przez €;,
analogiczng zmiane zastosujemy dla h,. Czestosci i wektory kierunkowe osi wtasnych
macierzy h oraz h, spelniaja réwnania

he; = €ie;, (3.81)
ha €a,i = €a,i€a,i- (382)

Ogélny wzoér na energie potencjalng w takim uktadzie, przybiera dla tego
ukladu postaé
n
Z 6a4k 6 (ea,lm ei) ‘, (383)
i,k=1 €a,k
gdzie (-, -) oznacza euklidesowy iloczyn skalarny.

By lepiej zilustrowaé¢ otrzymany wynik, Herdegen rozpatruje przypadek dwuwy-
miarowego oscylatora, dla ktérego czestosci nie ulegaja zmianie, ale ktérego obie osie
wlasne w pewnej chwili zaczynaja sie obracaé adiabatycznie z tg samag predkoscia.
W takiej sytuacji zbiér a redukuje sie do jednego parametru, kata ¢ miedzy wektora-
mi e, ; 1 e;. Zachodzg oczywiste zwiazki e ; = €5, (€,1,€2) = —(€eg,2,€1) = sin(p)
i€y = €p. Wzor przyjmuje teraz postaé

& _(62_61)2(71_ 71)- ( 2
b= (e —e)sin ©)°. (3.84)

Natomiast na podstawie wzoru (3.21) otrzymujemy dzialajacy w tym ukladzie

moment sity:

€2 1 Liert — e51) sin(2p). (3.85)

Autor zauwaza, ze gdy €1 \( 0 przy €3 = const, czyli gdy ruch po osi wyznaczonej

Fp=—

przez wektor e, 1 dazy do ruchu swobodnego, wéwczas moment sity dla ¢ # 0 dazy
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do nieskonczonodci, co jest zgodne z oczekiwaniami. Jednoczesnie zastosowane do
tego uktadu podejscie wzorowane na metodzie energii stanu zerowego przewidywaloby
zerowy moment sily, co jest zupelnie niefizycznym rezultatem. Jest to kolejny wazki
argument, przeciwko korzystaniu z energii stanu zerowego.

Rozdzial siodmy Remarks on relations with some other approaches omawianej
pracy po$wiecony jest dyskusji relacji miedzy zaprezentowanym we wczesniejszych
czedciach pracy podejéciem algebraicznym, a innymi metodami spotykanymi w litera-
turze. Kazdy Czytelnik zainteresowany miejscem jakie zajmuje podejécia Herdegena
w dziedzinie badan efektu Casimira koniecznie powinien zapoznaé si¢ z tym rozdzia-
tem oraz krotka dyskusja podejécia opartego o energie stanu zerowego zamieszczong
pod koniec rozdzialu drugiego tej pracy.

W omawianym rozdziale Herdegen komentuje podejscie bazujace na ,funkcjach
Greena” oraz te w ktorych efekt Casimira oblicza sie korzystajac z dwoch operatoréw
energii: operatora energii pola swobodnego i operator energii uwzgledniajacy oddzia-
tywanie. Wskazuje réwniez, dlaczego nie nalezy uwazaé tych metod za specjalnie
satysfakcjonujace. Jednak z naszego punktu widzenia dwa inne watki tego rozdziatu sa
bardziej interesujace.

Pierwszym z nich jest analiza podejscia opartego o energie stanu zerowego w ra-
mach formalizmu algebraicznego Herdegena, ktére jest swego rodzaju kontynuacja
dyskusji konczacej rozdzial drugi A quantum system under external conditions tej
pracy. Autor pokazal tam, ze wyrazenia kluczowe dla obliczen opartych o energie
stanu zerowego mozna wyprowadzi¢ z jego formalizmu, jesli dokona sie kilku nieupraw-
nionych przeksztatcen matematycznych, w czym dopatruje sie zrodet nieskonczonosci
obecnych w standardowej analizie. Waga poczynionych tu ustalen, wcigz chyba nie
znalazta wlasciwego oddzwieku w literaturze przedmiotu.

Drugim waznym dla nas tematem omawianym w tym rozdziale, jest kwestia
lokalnej quasi-rownowaznosci reprezentacji w kontekscie lokalnej gestosci energii.
Znaczenie tego zagadnienia dla niniejszej pracy stanie sie jasne w rozdziale (5.4)).
Przedyskutujemy najpierw samo pojecie lokalnej quasi-réwnowaznosci reprezentacji,
by méc bardziej rzeczowo wyjasni¢ jak stosuje sie ono do lokalnej gestosci energii.

Dopuszczajac sie pewnych uproszczen, problem ten mozna rozumieé¢ w nastepujacy
sposob. Rozpatrzmy znéw system sktadajacy sie z pola skalarnego i dwéch ptytek, przy
czym model plytek moze by¢ zaréwno osobliwy, jak i nieosobliwy. Dla problemu pola
swobodnego budujemy sie¢ lokalnych obserwabli, ktéra oznaczymy przez &pree(0).
Sie¢ ta posiada reprezentacje mrree W przestrzeni Hilberta J#me.. Dla przypadku
uktadu z dwoma plytkami konstruujemy sie¢ opiates(0) z reprezentacja 7 plates Na
przestrzeni Hilberta J#piates.

Nie mozemy zakladaé¢, ze sieci lokalnych algebr sa identyczne, opisuja wszak
dwie rézne sytuacje fizyczne. Poniewaz jednak opisuja one obserwable ktére mozna
zmierzy¢ w zbiorze €', moga one by¢ rowne, jesli obszar ten jest odpowiednio ,,daleko”
od miejsca, gdzie znajduja sie ptytki. Doktadniej, przyjmijmy, ze & jest ograniczonym
zbiorem otwartym, ktérego domkniecie nie przecina sie z obszarem czasoprzestrzeni
zajmowanym przez plytki, ewentualnie jest od tego obszaru odpowiednio oddalony.
Wéwezas moze zachodzié réwnosé o pree(0) = Aplates(0), W takiej sytuacji ta lokalng
algebre bedziemy oznaczaé po prostu jako «7(0). Zadanie by reprezentacje T ryee
i Tplates DYty globalnie rownowazne jest w ogdlnoéci zbyt mocny warunkiem, niemniej
jesli ograniczmy sie do wielkosci lokalnych, ktére mozna zmierzy¢ w € sytuacja
prezentuje sie inaczej.

Rozpatrzmy element A € o/ () i jego reprezentacje mpee(A) jako operatora
na przestrzeni Jpee. Niech stan ukladu, przy czym stan rozumiemy tu w sensie
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podanym w (3.1)), bedzie dany na przestrzeni Hilberta @ jako macierze gestosci
p1,0- Jedli istnieje macierz gestosci po o okre$lona na przestrzeni Jpiates, taka ze
dla kazdego A € &7 (0) zachodzi

Tr[lol,(f Wp‘ree(A)] = Tr[pZ,ﬁ 7"-Plates(-A)]v (386)

to méwimy, ze reprezentacje sa lokalnie quasi-ré6wnowazne.

W rozdziale omowilismy zagadnienie lokalnej gestosci energii zdefiniowanej
za pomoca tensora energii-pedu swobodnej teorii pola skalarnego, ale w stanie
podstawowym {2, modelu w ktérym obecne sg ciata makroskopowe. Mamy wiec tu
do czynienia z reprezentacja analogiczng do 7 piates zbudowang w przestrzeni Focka
w oparciu o wektor 2,. W rozdziale siodmym pracy |[Her05] Herdegen oméwit kwestie
lokalnej quasi-réwnowaznodci tej reprezentacji, z reprezentacja 7 gree W przestrzeni
Focka, ktéra to przestrzen tym razem jest zbudowana w oparciu o stan podstawowy €2
teorii swobodnej.

Wynik jego analizy mozna podsumowaé stwierdzajac, ze zgodnie z oczekiwaniami
lokalna gestosé¢ energii w obszarze & ktéry jest ,odpowiednio daleko” od cial ma-
kroskopowych liczona w stanie ), jest rOwnowazna tej obliczonej w stanie ). To
czy model plytek jest osobliwy czy nie w stosunku do teorii swobodnej, nie odgrywa
tutaj roli, dzieki zalozeniu ze obszar € jest ,odpowiednio oddalony” od cial makro-
skopowych, a mierzona wielkoé¢ jest zdefiniowana lokalnie. Jednoczesnie Herdegen
z naciskiem podkredla, ze jest to jedynie wynik lokalny, obowiazujacy dla Scisle
okreslonej klasy obszarow €, na podstawie ktorego nie mozna wyciagaé¢ wnioskéw
odnosnie globalnej (catkowitej) energii Casimira. W przypadku bowiem wielko$ci
globalnych warunki kompatybilnosci modeli, lub ich brak, odgrywaja kluczowa role
w badanym problemie i uniemozliwiaja poréwnanie lokalnej gestosci energii w obu
tych modelach, gdy obszar & w ktérym jest ona mierzona przecina sie z obszarem
zajmowanym przez ciala makroskopowe.

PrzejdZzmy teraz do wynikéw drugiej podstawowej pracy Andrzej Herdegena
Quantum backreaction (Casimir) effect II. Scalar and electromagnetic fields [Her06|.
Jak mozna wnioskowaé z jej tytulu, pokazano w niej jak korzystajac z ogdélnego
formalizmu wylozonego w omoéwionej wlasnie pracy, mozna obliczy¢ efekt Casimira
w uktadzie dwbch plytek oddziatujacy z polem skalarnym lub elektromagnetycznym.
Doktadniej rzecz biorac wykazane zostalo, ze przypadek pola elektromagnetycznego
z ,rozmytymi” warunkami brzegowymi, moze zosta¢ zredukowany do uprzedniego
rozwiazania problemu pola skalarnego dla podobnie ,rozmytych” warunkéw brze-
gowych Dirichleta i Neumanna. Uzasadnia to porzadek pracy i to, ze najpierw
przedyskutujemy fragment po$wiecony wtasnie polu skalarnemu.

W pierwszym kroku Herdegen analizuje uktad ztozony z swobodnego pola ska-
larnego, do ktérego pdzniej zostana wprowadzone nieskonczone plytki. Juz na tym
poziomie warto rozlozy¢ problem na cze$¢ dotyczaca ruchu w plaszczyznie xy, w ktorej
potem beda znajdowacé sie owe plytki, i ta odnoszaca sie do ruchu w kierunku z, pro-
stopadlego do tej ptaszczyzny. Wielkodci opisujace ruch w plaszczyznie xy bedziemy
opatrywali indeksem L.

Wykorzystywane do konstrukcji teorii quasi-swobodnej przestrzenie Hilberta
X i A (zob. roz. (3.3)) rozkladane sa w nastepujacy sposéb: Z = Z, @ %,
i = ®H,. Operator h na £ moze zostaé przedstawiony jako

h=/(he ®id) + (id@h.). (3.87)

Dla swobodnego pola skalarnego zachodza nastepujace relacje: # = L*(R?, dzdy),
H, = L*(R,dz), h? = —=A,, h2 = —02, gdzie A to dwuwymiarowy operator
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Laplace’a. Wprowadzenie do uktadu plytek Herdegen modeluje poprzez zastapienie
operatora h, przez rodzing operatoréw h o, gdzie a to odleglos¢ miedzy ptytkami.
W nastepnym kroku autor zajmuje sie wyprowadzeniem wersji warunkéw
i w postaci odpowiedniej dla rozwazanego problemu. Poniewaz rozwazane plytki
sa nieskonczone, nie mozemy liczy¢ na to, ze energia Casimira &, i liczba utworzonych
czastek A, obliczone dla catego uktadu beda skonczone. Skonczone za to powinny by¢
wartosci obu tych wielkosci przypadajace na ., jednostke powierzchni”. Kierujac sig¢ tym
Herdegen wyprowadza nastepujaca, nietrywialng wersje wspomnianych warunkéw.

, Ho 1

M= M T, T Tom Y(rea ~ha) <o, (3.88)
. Sa 1

€q := lim = T [(hz,a - ha)(th + hz,a)(hzza - hz)] < +oo.

Ly, Ly—oo Ly Ly 247 '
(3.89)

Jak tatwo si¢ domysli¢ L., L, oznaczaja dlugos¢ brzegéw plytki. Nalezy jednak
zwroci¢ uwage, ze okreSlenie w poprawny sposéb dwéch powyzszych granicy, gdy
L., L, — oo, okazuje si¢ by¢ problemem uwiklanym w pewne nieoczywiste subtelnosci
techniczne, ktérych jednak nie bedziemy tutaj omawiaé¢. Kolejny raz widzimy, jak
wiele uwagi wymaga poprawna analiza efektu Casimira.

W tym momencie pojawia si¢ problem znalezienia rodziny operatoréw h, , dla
ktérej spelnione sa zaleznosci i . Metoda uzyta do tego celu zostala
zaproponowana juz w No-nonsense Casimir force [Her01], oraz pokrétce opisana jako
przypadek (iii); w rozdziale trzecim pracy [Her(05|. Zasadniczo polega ono na takim
zmodyfikowaniu wtasnosci spektralnych operatora h, w reprezentacji pedowej, tak by
nowo powstaly operator czynit zado$é¢ wspomnianym warunkom.

Doktadniej, niech (hE%)Q = (02)pc bedzie operatorem spehiajacym ostre, a wiec
osobliwe warunki brzegowe dla z = 01 z = a. Niech ponadto F'i G beda rzeczywistymi,
nieujemnymi i mierzalnymi funkcjami okre$lonymi na zbiorze [0,4o00). Rodzine
operatoréw h , okreslamy jako

heva = he+ G(he) [F(hE) = F(h2)] G(he). (3.90)

Ta klasa okazuje sie zbyt ogdlna z punktu widzenia i , CO wymusza
narzucenie dodatkowych ograniczen na funkcje F' i G. Nie wnikajac w szczegoly
techniczne, gléwna idea tych modyfikacji jest nastepujaca. Jesli przez k € [0, +00)
oznaczym elementy widma operatora h, 4, to dla duzych wartosci k jego wiasnosci
spektralne maja dazyé¢ do tych jakie posiada operator ewolucji swobodnej h . Jest to
motywowane wielokrotnie juz przytaczamy faktem fizycznym: nalezy oczekiwac, iz dla
rosnacych czestotliwosci ciala makroskopowe staja sie coraz bardziej przezroczyste
dla promieniowania. Poniewaz duzym czestotliwosciom odpowiadaja duze wartosci k,
wiec zachowanie pola dla k — oo powinno coraz bardziej przypominaé ewolucje
swobodna.

Wprowadzona jest réwniez przeskalowana wersja problemu, w ktérej wcze$niej
wybrane funkcje F' i G zostaja zastapione przez

Fu(p) = pF(E), Gulp)=G(£), n>0. (3.91)

Autor pracy wykazal, ze przy odpowiednich warunkach, rozpatrywany model dazy
przy p * +oo, w dobrze okreslonym matematycznie sensie, do zagadnienia pola
skalarnego ze $cistymi warunkami Dirichleta lub Neumanna. Fakt ten ma duze
znaczenie dla zrozumienia otrzymanych w tej pracy wynikdw.
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Wyrazenie na rozwinigcie asymptotyczne energii Casimira przypadajacej ,na jed-
nostke powierzchni” dla pola skalarnego podany jest w rozdziale szdstym omawianej
pracy jako wzor (6.2). Przyjmuje ono postaé

2
S (1'2“;> a% - ﬁoag +ega (3.92)
Musimy teraz wyjasni¢ sens pewnych pojawiajacych si¢ w tym wzorze symboli. Para-
metr 6 moze przyjmowacé¢ wartos¢ =1, przy czym § = —1 daje nam wzor obowiazujacy
dla ,rozmytych” warunkéw Dirichleta, natomiast § = 1 odpowiada ,,rozmytym”
warunkom Neumanna. Wielkos$¢ €., nie zalezy od a, lecz jest zalezna od wyboru
funkcji F' oraz G i opisuje podwojong energie samoodziatywania plytki przypadajaca
na jednostke powierzchni. Wielkos¢ ¢ takze nie jest zalezna od a, lecz i ona zmienia sie
wraz ze zmiang funkcji F' oraz G i to w sposéb do$¢ skomplikowany. Czytelnik zain-
teresowany jak dokladnie ¢ zalezy od funkcji F' i G, powinien przyjrzeé sie wzorom
(6.32), (6.52) i (6.53) oraz towarzyszacej im dyskusji w [Her06]. W koncu €4, , oznacza
reszte w rozwinieciu asymptotycznym, spelnia ona nastepujace nieréwnoéci

(3.93)

l€4,a| < const—,
a

Niech teraz eg’“ oznacza energie dla modelu przeskalowanego, w ktéry do zde-
finiowania operatora h, , uzyto funkcji (3.91). Autor omawianej pracy wykazal,
ze zachodzi

e H = 3e?, (3.94)
Korzystajac z tej wlasnosci mozna tatwo wykaza¢ nastepujacy wzor
1+6\ ¢ 72
li Sl Ben — () — ) e 3.95
00 (ga H Coe 2 ) a2t 144043 (3.95)

Wynik powyzszej granicy jest dobrze znane w literaturze dotyczacej efektu Casimi-
ra dla pola skalarnego w uktadzie dwoch plytek. Herdegen opatruje ten rezultat
nastepujacym komentarzem. Dla przypadku warunkéw Dirichleta, ktére w ostrej
formie odtwarzane sg w granicy u " oo, mozna mowié¢ o istnieniu uniwersalnej
sity Casimira, cho¢ sama energia Casimira jest wéwczas nieskonczona. Jednak dla
warunkéw Neumanna zaréwno sita jak i energia Casimira sa w granicy rozbiezne.
Co wiecej, kontynuuje Herdegen, rezultatu tego nie mozna wyjasni¢ méwiac, ze po
odrzuceniu ,nieistotnej, cho¢ nieskoniczonej statej” w przypadku warunkéw Dirichleta
energia w rozpatrywanym ukladzie dana jest uniwersalnym wzorem. Staly wyraz o
ma bowiem treé¢ fizyczna, opisuje energie pola zgromadzonego wokot dwoch plyt
i przez to nie moze by¢ traktowany jako nieistotny. Ponadto wyrazenie dane wzorem
jest ujemne, jednak pelne wyrazenie na energie jest zawsze dodatnie,
jako wartosé oczekiwana dodatniego operatora. Cho¢ wiec wyraz €4 nie daje wktadu
do sity, to jego pominiecie uniemozliwia poprawne zrozumienie efektu Casimira.
Gdy chodzi o kwestie dodatnio$ci wyrazenia , powinniSmy poczyni¢ maly
komentarz. Okazuje sie, ze istnieje minimalna odleglo$¢ na jaka w badanym modelu
mozna zblizy¢ badane plytki, co stanie sie bardziej zrozumialte, gdy przejdziemy
do omawiania modeli zdefiniowanych bezposrednio w przestrzeni potozen. Fakt ten
jest jednak intuicyjnie prosty do zrozumienia. Plytki w ,rozmytym” modelu maja
skoniczong grubosé i gdy zblizymy je na odlegtos¢ réwna tej grubosci dojdzie do ich
zderzenia. Przestang wtedy obowiazywaé rozliczne zatozenia jakich wymagamy od
badanego uktad. Istnienia minimalnej odlegloéci, jaka mozemy rozpatrywaé w tym
modelu, wyjasnia czemu wzor moze przedstawia¢ dodatnig wielko$é.
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Osobnej uwagi wymaga obecno$é cztonu c¢/a? we wzorze obowigzujacym dla ,,roz-
mytych” warunkow Neumanna. Patrzac z punktu widzenia standardowego podejscia
do efektu Casimira, nalezaloby sie zapytaé, kiedy ¢ # 0, lecz bazujac na uzyskanych
wynikach Herdegen odwraca to pytanie. Wskazuje on bowiem, ze nie jest znany
zaden ogdlny powdd by stalta ¢ znikata. Co wiecej w chwili pisania tego artykutu,
przypomnijmy, ze opublikowal go w 2005 r., nie byl znany mu zaden konkretny
przypadek modelu z ¢ = 0. Znalazl za to szczegdlna klase modeli, dla ktérych musi
zachodzi¢ ¢ > 0. Do kwestii tych powrécimy niedtugo.

Rozdzial si6dmy artykutu Herdegena jest poswiecony wykazaniu tego, ze orygi-
nalny problem Casimira dla pola elektromagnetycznego i dwéch ,rozmytych” ptytek
moze zostaé¢ sprowadzony do ,superpozycji” probleméw pola skalarnego dla ,,rozmy-
tych” warunkéw Dirichleta i Neumanna. Kolejny raz badany problem okazuje sie
obfitowaé w wiele nieoczekiwanych subtelnosci.

Jego omoéwienie rozpoczniemy od wypisania réwnan Clerka Maxwella, uzywajac
systemu jednostek CGS:

. 10B _ 10E 1, -

E+-—"= B—-"" = Z4rj .
V x E+ T 0, Vx Sar = oA (3.96a)
V. E = 4mp, V-B=0. (3.96h)

Réwnania nalezy uwazaé, za rownania ruchu pierwszego rzedu w czasie, zas
(13.96b|) za rownania wiezéw. Z tego wzgledu nie mamy catkowitej swobody wyboru wa-
runkéw poczatkowych, jaka obecna jest choéby w przypadku standardowego réwnania
falowego. Wybierajac te warunki musimy zagwarantowaé, ze spelniaja one réwnania
wiezoéw, wiec w pierwszym kroku nalezy te rownania rozwigzac i zidentyfikowac te
zmienne polowe, ktére sg niezalezne.

Tutaj jednak pojawia sie nowy problem. Dynamika wybranych niezaleznych
zmiennych polowych musi zostaé¢ tak sformutowana, by mozna byto odtworzy¢ ,roz-
myte” warunki brzegowe dla pola elektromagnetycznego. Skutkiem tego, geometria
problemu, to czy pracujemy w uktadzie ptytka-plytka, sfera-plytka, etc., wplywa
na to jakie zmienne pola nalezy wybraé jako niezalezne. Zly wybér niezaleznych
zmiennych polowych sprawia, ze poprawne odtworzenie zachowania uktadu zawie-
rajacego pole elektromagnetyczne staje sie trudniejsze, lub zgota niemozliwe. Aby
zidentyfikowaé¢ zmienne wlasciwe dla ukiadu ptytka-ptytka Herdegen przeprowadzit
bardzo subtelna analize, ktorej szczegotéw nie bedziemy przytaczaé. W wyniku jej
doszedl do nastepujacych wnioskéw.

Na poziomie przestrzeni symplektycznej, problem pola elektromagnetycznego
z odpowiednimi warunkami brzegowi reprezentuje suma prosta przestrzeni symplek-
tycznych odpowiadajacych problemowi pola skalarnego z ,rozmytymi” warunkami
brzegowymi Dirichleta i Neumanna. Analogicznie, algebra C'* odpowiadajaca polu
elektromagnetycznemu jest iloczynem tensorowym algebr C* zbudowanych dla pola
skalarnego spelniajacego wspominane juz warunki brzegowe. Dzigki temu mozna
pokazaé, ze wzér na energie Casimira przypadajaca na jednostke powierzchni, moz-
na otrzymac¢ dodajac do siebie dwa warianty wzoru . Energia ta dla modelu
przeskalowanego przybiera wiec postaé:

2

H© —

_ C
EEM, 0 = ebr per b = 132+ Py~ " (3.97)

AB—
—+e)
72003 = hC
Tym samym sila Casimira przypadajaca na jednostke powierzchni wynosi
2

d c T
T M0 = _%g%M,a =H 3~ 50008 T FEM, 0> (3.98)
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gdzie f ’]f:M . Przedstawia reszte rozwiniecia asymptotycznego sity Casimira. Wyraz
proporcjonalny do a4
iz ¢ =1, h = 1, pokrywa sie z kanonicznym wynikiem Casimira, ktéry jest dany
przez rownanie .

Koniec rozdziatu siédmego jest zarazem koricem gltéwnej czeSci omawianej pracy,

w ostatnim wzorze, po uwzglednieniu tego, ze przyjeliémy

stad nie dziwi to, iz autor przedstawit tu jej ogdélne podsumowanie. Patrzac sie wstecz
na wyniki uzyskane obu czesciach pracy Quantum backreaction (Casimir) effect
(I[Her05|, [Her06]), Herdegen zwraca uwage na to jak wiele subtelnosci, niemozliwych
do zaobserwowania za pomoca standardowych metod rachunkowych, zostato wydobyte
dzieki uzyciu formalizmu algebraicznego. Jest to niewatpliwie duze osiagniecie w teorii
efektu Casimir, ale do tej pory literatury przedmiotu chyba wciaz nie przyswoita ich
w dostatecznym stopniu.

Herdegen dyskutuje rowniez jak wyniki i maja sie do dostepnych
danych eksperymentalnych. Z oczywistych wzgledéw najbardziej kontrowersyjna
kwestig jest obecnoéé cztonu proporcjonalnego do a2
energii Casimira. Poniewaz badania eksperymentalne efektu Casimira oméwilidmy juz
stosunkowo dokladnie w rozdziale , nie bedziemy ich tutaj przytacza¢. W naszej
ocenie przedstawione tam informacje pokazuja, ze rowniez dzis, cho¢ od publikacji

W rozwinieciu asymptotycznym

prac Herdegena minely juz prawie dwadziescia lat, dostepne dane nie pozwalaja
wykluczyé sily Casimira miedzy dwoma ptytkami, ktéra zawiera czton a=3.

Prace nad problemem efektu Casimira dla konfiguracji dwdch ptytek byty konty-
nuowane w artykule Andrzeja Herdegena i Mariusza Stopy Global vs local Casimir
effect z 2010 roku [HS10]. Poniewaz stanowil on ogromna inspiracje dla wynikéw
omawianych w gléwnej czesci niniejszej pracy, by uniknaé¢ niepotrzebnych powtorzen,
jego wyniki oméwimy w sposéb mocno wybidrezy.

Glowna réznica miedzy podejsciem Herdegena i Stopy w stosunku do tego uzy-
wanego w omoéwionej wlasnie pracy Herdegena |[Her(06|, polega na sposobie mody-
fikowania operator h,. Gdy tam zmieniano jego witasnosci w przestrzeni pedéw,
tutaj odpowiednie zmiany sa dokonywane w reprezentacji potozen. Tym sposobem
Herdegen i Stopa definiuja pole skalarne z ,,rozmytymi” warunkami Dirichleta i Neu-
manna, nastepnie biorac superpozycje tych uktadéw dostaja model opisujacy pole
elektromagnetycznego oddziatujace z dwoma plytkami. Z jednym zastrzezeniem, kto-
re oméwimy pdzniej, otrzymuja dla tej klasy modeli wzor na energie Casimira
pola elektromagnetycznego. Zaznaczy¢ nalezy, ze niektére oznaczenia uzyte w pracy
Herdegena i Stopy maja odrobine inny sens, niz gdy wystepowaly we wczesniej
omowionych publikacjach pierwszego z tych autoréw. Dodatkowo, uzywany przez
nich parametr skalowania to A = 1/p.

PrzejdZmy teraz do tego, jak Herdegen i Stopa analizuja problem pola skalarnego.
Jego dynamika w kierunku z jest dana przez réwnania

(@2 +h2)p(t,Z) =0, h2=-0>+V,. (3.99)

Wystepujacy w tym wzorze operator V, jest operatorem skonczonego rzedu, ktory
w reprezentacji poltozen jest operatorem catkowym o nastepujacym jadrze:

V(z,2')=0 (g(z —b)g(z' —=b)+g(z+b)g(z' + b)) , (3.100)

gdzie g jest pewna funkcja klasy 6;°(R), czyli funkcja nieskonczenie rézniczkowalna
o zwartym nos$niku. Jej nosnik spelnia ponadto warunek: suppg C [-L/2,L/2],
gdzie L jest pewng ustalong liczba dodatnia. Funkcje ta mozna zinterpretowad
jako opisujaca ksztalt przestrzenny ptytek w kierunku z. Natomiast o to stala,
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ktora w zaleznosci od rozwazanych warunkéw brzegowych przyjmuje jedna z dwéch
wartosci: ¢ = £1. Model taki jest w oczywisty sposob nielokalny, ale, jak komentuja
to autorzy, nielokalnosé ta pozostaje pod nasza catkowita kontrola.
W podejéciu tym staje sie oczywiste dlaczego na odlegtosé a dzielaca dwie plytki,
nalezy narzuci¢ warunek
a > L. (3.101)

W przeciwny bowiem razie dojdzie zderzenia ptytek i wiele sposréd zatozen, ktérych
wymagamy od badanego ukladu traci racje bytu. Tego typu warunek pozwala zagwa-
rantowac, ze wzor , wyliczony w reprezentacji pedowej, w poprawny sposob
przedstawia dodatnig energie Casimira.

Tak zdefiniowana klase modeli autorzy poddaja bardzo szczegbélowej analizie.
W rozdziale siédmym ich pracy, pod tytulem The energy, zaprezentowany jest
nastepujace rozwiniecia asymptotyczne energii, ktora w uktadzie zawierajacym pole
skalarne przypada na jednostke powierzchni.

71_2
1440a3
c c1ly T
a? ' 144063 144043

£Dir,a = €co — +o(a™?), (3.102a)

i +o0(a™?). (3.102b)

€Neu,a — €oc0 —

Stata c jest tg sama ktéra wystepuje we wzorze , symbol ¢; dla drugiej tego typu
stalej wprowadziliSmy dla uproszczenia oznaczen. Zaréwno c jak i ¢; zalezg od wyboru
konkretnego modelu, czyli wybranej funkcji g. Konkretna postaé tych zaleznosci nie
bedzie dla nas istotna, znacznie wazniejsze jest to, ze dla wszystkich badanych modeli
zachodzi ¢ > 0 i ¢; > 0. W konsekwencji wyraz zachowujacy sie jak a~2 jest zawsze
obecny. We wzorze (3.102b)) wystepuje takze zdefiniowana przez autoréw funkcja
Iy, ktora réwniez wyraza sie przez funkcje g. Mozna pokazaé, ze wartosé tej funkcji
w zerze spelnia zaleznosé Iy > 0.

Z wzoréw (3.102a) i (3.102b) wynika, ze w badanej klasy modeli kanoniczny

wyraz Casimira, odpowiedzialny za sile, ktéra zachowuje sie jak a~*, moze zostaé
zaburzony. Jego ogdélna postaé¢ dla modeli zawartych w tej klasie to

72 cqlym?

T 72003 T 14403

(3.103)

Autorzy opatrujg ten wynik komentarzem, ze poniewaz wéréd badanych modeli
istniejg takie, dla ktérych Iy = 0, wiec przynajmniej dla czesci z nich kanoniczny
wynik zostaje odtworzony w sposéb doktadny.

Autorzy analizujg réwniez przeskalowana wersje badanych modeli, uzyty przez
nich parametr skalowania A spelia warunek A € (0,1]. W prezentowanym podejsciu
procedura skalowania ma prosta interpretacje fizyczna. Gdy A zmierza do zera, no$nik
funkcji g dazy do punktu, tym samym grubos¢ pltyt w kierunku z dazy do zera,
podczas gdy sita oddzialywania z polem dazy do nieskonczonosci. Tak jak poprzednio,
w granicy tej odtwarzane sg $ciste warunki brzegowe Dirichleta i Neumanna.

W rozdziale 6smym ich pracy Herdegen i Stopa dokladnie analizuja lokalne
wlasnosci rozwazany modeli. Z wielu interesujacych wynikéw tam przedstawionych,
jako choéby analizy zachowania Stanéwm w granicy A N\, 0, musimy poprzestac
na omowieniu rezultatéw dotyczacych lokalnej gestosci energii, zdefiniowanej tak jak
zostalo to oméwione w rozdziale .

"Stany rozumiemy tutaj w sensie podanym w rozdziale (3.1)).
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Niech &g, den(a, z,A) oznacza gestodé energii dla modelu przeskalowanego przy
A > 0. Przypomnijmy, ze jest ona zdefiniowana jako dystrybucja i w obecnej sytu-
acji jest ona dystrybucja regularng na R. Autoréw interesuje jej granicy punktowa,
gdy A N\ 0, natomiast wartosci a i = sa ustalone. Pokazali oni, ze w sensie dystrybu-
cyjnym zachodzi

éags,den(a’ 33') = )1\1{% gHSAien(aaxv)\) =

L
1672(Ja] — b)*’

- 2

> b
el >0 s 00

T o
- 4 Z 2 - 47 |l’| < b7
1440a nel2Zi1) 1672 (nb — x)
gdzie b = a/2. Herdegen i Stopa mocno podkreslaja, ze tylko i wylacznie dla funkcji
préobnej p(z) € 65°(R), ktérej noénik nie przecina si¢ z punktami x = +b zachodzi
nastepujacy wzor, wyrazajacy w sposéb Scisty to jak nalezy rozumie¢ granice lokalnej
gestosci energii przy A\ O:

400 +oo
/dxéaHS’den(a,m,?\)gp(:n): /d:z:é"ﬁsvden(a,m)gp(m). (3.105)

Do tego zagadnienia powrécimy podczas dyskusji zachowania gestosci energii w ukla-
dzie z dwoma quasi-deltami, ktérej poSwiecony jest rozdziat .

Mimo tych zastrzezen, by moc poréwnac lokalna gestosé energii z energia glo-
balna, autorzy decyduja sic wykonaé¢ kilka matematycznie niedozwolonych operacji.
Na poczatku poprzez analize zachowania wzoru , gdy a ' 400, identyfikuja
oni wyrazy odpowiedzialne za gestos¢ energii samoodzialywania plytek, jej wartosé
dla jednej ptytki bedziemy oznacza¢ przez

g

Etis,serr(T) = BT (3.106)
Wzor (3.104) mozna teraz przepisa¢ jako:
gES,den(a’ T) = (gags,self(x +b) + Efg sarr(@ — b) + gES,int(x)a (3.107)
gdzie funkcja
g
P YAV > ba
672 ([a] + )} 2]
s in () = 5 (3.108)
T 3 7 z|<b
1440a* 1672 (nb — x)*’ ’

ne(Z+1\{-1,1}

zostaje w naturalny sposob zinterpretowana jako wyrazenie opisujace gestos¢ energii
oddzialywania miedzy plytkami.

Herdegen i Stopa podejmuja sie teraz wyliczenia catki po R z & E&mt (z), bedac
catkowicie $éwiadomi tego, ze jest to matematycznie niedozwolone i w ten sposdb
przekraczaja ramy stosowanego formalizmu. Calka ta okazuje sie by¢ zbiezna i dla
Scistych warunkow Dirichleta oraz Neumanna prowadzi do tego samego wyniku:

2

B = 1
HS,int 144043 (3 09)

o7



Tym samym, by odtworzy¢ wyraz uzyskany przez Casimira w jego oryginalnej
pracy wystarczy wykonaé, co jest matematycznie zabronione, catke z gestosci energii
EB i (2) PO R.

Niemniej nalezy zwréci¢ uwage, ze ta procedura odtwarza tylko jeden wyraz
z rozwiniecia , wiec osiggneta jedynie cze$ciowy sukces. Ponadto rachunek
ten zostal wykonany dla $cistych warunkéw brzegowych, ktére w tym podejéciu
otrzymujemy tylko w granicy skalowania A N\, 0, a jak wykazali Herdegen i Stopa
globalna energia Casimira jest wéwczas rozbiezna jak A~3. Te obliczenia sa mylacy
réwniez dlatego, ze otrzymana energia jest ujemna, podczas gdy dla A # 0 energia ta
jest zawsze dodatnia oraz skonczona.

Wszystkie te fakty ilustruja, jak subtelna jest zalezno$¢ miedzy energia globalng
i lokalng gestodcia energii oraz jak wazne jest pozostawanie w ramach zakre$lonych
przez formalizm algebraiczny. Cho¢ wyniki otrzymane przez przekroczenie tej granicy
moga mieé¢ pewnag warto$¢ poznawcza, to jak wskazuje powyzszy przyktad, w ten
sposob potencjalnie tracimy wazne informacje o naturze fizycznej danego uktadu.
Jest wysoce watpliwe, czy jest to cena warta zaplacenia.

Dalsze badania nad efektem Casimira w ramach tego podejscia prowadzit autora
niniejszej pracy, ktéry w artykule Algebraic Approach to Casimir Force Between
Two 0-like Potentials |Zie21| przedstawil wyniki osiagniete dla ukladu pola skalar-
nego z dwoma quasi-punktowymi cialami. Artykut ten zawieral blad rachunkowy,
w konsekwencji czego postawiono w nim pewne nieprawdziwe tezy. Blad ten zostat
zauwazonym przez Davide Fermiego oraz Livio Piazzocchera, ktorzy w zwiazku z tym
opublikowali prace A note on "Algebraic approach to Casimir force between two
0-like potentials" (K. Ziemian, Ann. Henri Poincaré, Online First, 2021) [FP23].
Uwzgledniajac uwagi Fermiego i Piazzocchera autor niniejszej pracy opublikowat
krotka note z errata [Zie23].

Doktadnemu omoéwieniu wynikéw dla ukitadu pola skalarnego z dwoma quasi-
punktowymi cialami po$wiecona jest wiekszo$é niniejszej pracy, dlatego tutaj przy-
toczymy tylko pewne wazniejsze wnioski z nich ptynace. Po pierwsze, w przypadku
tego uktadu zachodzi silna rozbieznos$¢ pomiedzy rezultatami uzyskanymi w po-
dejsciu algebraicznych, a tymi znalezionymi przy uzyciu bardziej standardowych
metod. W przeciwienistwie do kanonicznego wyrazu Casimira pojawiajacego sie w pro-
blemie dwéch plytek, w przypadku dwéch quasi-punktowych cial do tej pory nie
udalo sie zidentyfikowa¢ analogicznego uniwersalnego wyrazenia, przewidywanego
przez wszystkie podejécia. Niemniej nie mozna wykluczyé¢, ze zostanie ono odkryte
w przysztosci.

Po drugie, na poziomie jakosciowym formalizm algebraiczny przewiduje iz sita
miedzy dwoma quasi-punktami bedzie odpychajaca, podczas, gdy standardowe me-
tody prowadza do sily przyciagajacej. Nalezy jednak zauwazy¢, ze obecnosé cztonu
proporcjonalnego do a~2? w rozwinieciu sprawia, ze rowniez dla ukladu dwdch
plytek sita Casimira moze sta¢ odpychajaca, podczas gdy kanoniczny wynik méwi
o sile przyciagajacej.

Po trzecie, rezultaty uzyskane dla gesto$é¢ energii w problemie z dwoma quasi-
punktowymi ciatami, pokazuja, ze nie ma zadnego powodu uwazaé, iz matematycznie
niedozwolone operacje bede w ogélnym przypadku rachunkowo wykonywalne. Do-
ktadniej, tak jak Herdegen i Stopa obliczyli gestos¢ energii dla dwoch plytek ze
$cistymi warunkami brzegowymi, tak tutaj mozna ja obliczyé¢ dla dwdch idealnie
punktowych cial, kiedy to mamy do czynienia z dwoma potencjatami typu delta
Diraca. Wycalkowanie tej gestosci energii po R? jest jak wtedy niedozwolone, jesli
jednak bedziemy probowali wykonaé tg zabroniong operacje, to tym razem wynik
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okaze si¢ rozbiezny. Co wigcej, tak otrzymana gestos$¢ energii dla problemu dwoéch
delt jest wielko$cia niezalezng od uzytego modelu, podczas gdy globalna energia, jest
rozbiezna, ale w sposéb bardzo silnie zalezny od wyboru tegoz modelu.

Biorac to pod uwage, fakt, iz wykonanie nieuprawnionego catkowania gestosci
energii dla uktadu dwdéch plytek prowadzito do skonczonego wyniku i to takiego,
ktéry odtwarzal wyraz Casimira, nalezy uznaé za szczesliwy zbieg okoliczno$é. Zwrdé-
my przy tym uwage, ze uktad dwoch plytek posiada wigksza symetrie, niz uktad
dwéch delt Diraca, a jak wiadomo, tego typu zbiegi okolicznoéci czesciej zdarzaja sie
w ukladach o duzej symetrii.

W tym przegladzie historycznym potrzebujemy jeszcze oméwi¢ prace C. Dappiag-
gio, G. Nosariego i N. Pinamontiego The Casimir effect from the point of view of
algebraic quantum field theory, ktéra ukazala sie¢ w roku 2016 w pismie Mathematical
Physics, Analysis and Geometry [DNP16], poniewaz jest ona stosunkowo nowa préba
przebadania efektu Casimira dla masywnego pola skalarnego i dwéch ptytek w ra-
mach algebraicznej kwantowej teorii pola. Doktadniej, badane sa w niej dwa uktady.
Pierwszy z nich, to nieskoniczona poélprzestrzen ograniczona nieskonczona ptytka.
Przypadek ten jest okreslany jako system Casimira-Poldera, co jest odniesieniem
do cytowanej juz pracy tych dwoéch autoréw, ktéra poprzedzita pionierski artykut
samego Casimira [CP48|. Drugi badany przypadek to standardowy uktad pola ska-
larnego i dwéch plytek, acz potraktowany w bardzo specyficzny sposéb. Uktadowi
temu nadaja miano systemu Casimira i tylko wyniki ktére otrzymali dla niego
beda nas tutaj interesowac.

Nim przejdziemy do krétkiego omawiania tej pracy, potrzebujemy poczynié
nastepujaca uwage techniczna. Mianowicie Dappiaggio, Nosari i Pinamonti zawsze
utozsamiajg czterowymiarowa czasoprzestrzen Minkowskiego Mink 4 z R* z odpowied-
nim tensorem metrycznym. Réwniez wszystkie rozwazane podzbiory R* dziedzicza
po przestrzeni Minkowskiego odpowiedni tensor metryczny i Czytelnik powinien
zawsze mie¢ to na uwadze.

Jak pokazuje cytowana przez Dappiaggiego et al. literatura, autorzy znaja prace
Andrzeja Herdegena ([Her05|, [Her06]) oraz prace napisana przez niego wraz z Ma-
riuszem Stopa ([HS10]). Niemniej pewne kluczowe elementy zaproponowanego przez
niego podejscia do efektu Casimira nie znalazly w ich pracy satysfakcjonujacego
oddzwigku. Przeprowadzona przez nich analiza systemu Casimira dotyczy bowiem,
jesli mozna to tak ujaé, sztywnego uktadu dwoch plytek z warunkami brzegowymi
Dirichleta. Jak mozna przeczyta¢ na poczatku rozdziatu trzeciego ich pracy pod
tytutem Algebraic Quantum Field Theory and the Casimir effect, rozpatruja oni pole
zyjace na zbiorze Z := R3 x [0,d] C R* i nigdzie nie dyskutuja w sposéb rzeczowy
tego jak wielkos$¢ d, oznaczajaca oczywiscie odlegto$é miedzy ptytkami, bedzie sie
zmienia¢ w czasie [DNP16].

W pracy tej nie mozna tez znalezé analizy tak waznego dla nas problemu, czy
warunki brzegowe Dirichleta dopuszczaja jakakolwiek nietrywialng dynamike w mo-
delu, ktéry jest zgodny z algebraiczng kwantows teoria pola? Wydaje sie, ze fakt
iz rozwazany przez nich uklad jest sztywny, sprawil, iz tego typu problemy nie
zyskaly z ich strony wtasciwej uwagi. Wszystko to oczywiscie utrudnia poréwnanie
otrzymanych przez nich wynikéw, z tym uzyskanymi w podejsciu Herdegena.

By umieéci¢ uzyskane przez nich wyniki we wtasciwym kontekscie, potrzebujemy
najpierw pokrétce opisa¢ schemat teoretyczny, ktorego uzywaja. Jak zostalo to juz
wspomniane w rozdziale , algebraiczna kwantowa teoria pola nie precyzuje
sposobu, w jaki nalezy zbudowaé sie¢ lokalnych algebr konkretnego modelu, co
pozostawia duza swobode odnosnie wyboru odpowiednich metod. Dappiaggio, et al.
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wybieraja do tego celu dobrze znane w literaturze podejscie, funkcjonujace pod nazwa
formalizmu funkcjonaléw, ktorego omdwienie Czytelnik moze znalezé chocéby
w pracy Brunettiego, Diitcha i Fredenhagena [BDF09).

Zacznijmy od zauwazenia, ze na czasoprzestrzeni Minkowskiego mozna okresli¢
rézne rodziny funkeji, takie jak rodzina funkcji gladkich € *°(R%), funkcji gtadkich
o zwartym nosniku €;* (R*), etc. Poniewaz interesuje ich problem pola skalarnego,
autorzy rozpatruja klasyczne pole skalarne spelniajace réwnania (por. row. (24)
w pracy [DNP16]):

Pu(z) = (0 - £R(x) — m*)u(x) =0, (3.110a)
u(z,0) = u(z,d) =0. (3.110b)

W réwnaniach tych m oznacza parametr masowy, R(x) to skalar krzywizny cza-
soprzestrzeni, £ to parametr mierzacy sile sprzezenia pola z skalarem krzywizny,
zas £ = (t,z,y). Poniewaz oddzialywanie z skalarem krzywizny nie jest dla nas
wazne, od tego momentu we wszystkich formutach bedziemy przyjmowaé & = 0.
Sami autorzy zaznaczaja, ze uwzglednienie czlonu ER(x) w plaskiej czasoprzestrzeni
Minkowskiego jest motywowane gléwnie, jesli nie wytacznie, tym jak jego obecnosé
wplywa na postaé¢ tensora energii-pedu.

Bez niepotrzebnego zaglebiania sie w szczegdly, mozemy stwierdzié, iz korzysta-
jac z wybranych rozwiazan ukladu réwnan (3.110al), (3.110bf), konstruowana jest
przestrzen funkcji €(Z). W nastepnym kroku definiowana jest przestrzen regu-

larnych funkcjonatéw ZC nad € (7). Przez funkcjonal rozumiemy standardowo
odwzorowanie, ktére jest liniowe nad C:

FL 5 F :u(x) — F(u(r)) € C, (3.111a)
F(au(z) + pv(z)) = aF (u(z)) + BF (v(z)), (3.111b)

gdzie u(x),v(x) € €°(Z), o, B € C. Przymiotnik ,regularny” odnosi si¢ do pewnych
dodatkowych warunkéw narzucanych na rozwazane funkcjonaly, ktérych postaé
nie jest w tym miejscu wazna. Dobrze znana w literaturze procedura mowi jak,
w sposob dosé nietrywialny, utworzy¢ sie¢ lokalnych algebr wychodzac od przestrzeni
funkcjonaléw 900. Jak mozna sie domysli¢, algebra ta opisuje kwantowa wersje
badanego problemu. Nastepnie autorzy buduja odpowiednie stany na tej algebrze,
przy czym stan jest rozumiany w sensie podanym w rozdziale . Zbudowanie
w ten matematycznie $cisty sposob sieci lokalnych algebr i odpowiednich stanéw na
niej wypelnia wieksza cze$¢ omawianej pracy.

Czytelnik mégt zauwazyé, ze ponownie napotykamy sytuacje, gdy konstrukcja
kwantowej wersji problemu, czyli sieci lokalnych algebr, bazuje na znajomosci rozwia-
zan odpowiedniego problemu klasycznego. Korzystajac bowiem z rozwiazan réwnan

(3.111a)) i (3.111b)) opisujacych klasyczng wersje problemu, konstruowana jest prze-
strzeti € ©(Z), ktéra z kolei pozwala okreslié przestrzen funkcjonaléw regularnych .ZC.
Dopiero za$ ta przestrzen funkcjonatéw pozwala zbudowaé odpowiednie lokalne alge-

bry. Klasyczna dynamika jest wiec w pewnym sensie ,,ukryta” w kwantowej wersji
rozwazanego problemu.

Dysponujac tym formalizmem Dappiaggio, et al. obliczaja szereg wielkosci, nas
bedzie interesowac tylko ta ktora nazywaja ,zregularyzowana gestoscia energii”. Jest
to dystrybucja na pewnej klasie gladkich funkcji z nosnikiem zwartym, ktéra to
przestrzen oznaczaja symbolem C§°(Z). Do definicji tej dystrybucji potrzebny jest
quasi-swobodny stan w?, ktérego funkcja dwupunktowa zostala, wedle ich stéw,
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zbudowana z stanu podstawowego Minkowskiegolﬂ za pomoca metody obrazéow. W ich
notacji zregularyzowana gesto$¢ energii przyjmuje postac

~ 1 572
0. ) _ 4 20 (31— 3y _ (3 (23
w” (:To,0:1(f)) 144Od4/d z f(x) [1 5 (l/J 1-%) -9 (d))]-
R4

(3.112)
Potrzebujemy zatrzymac sie tu na chwile i oméwié¢ sens symboli uzytych w ostat-
nim wzorze. Wybér funkcji f € C5°(Z) gwarantuje, ze efektywnie catka wykonywana
jest nie po caltym R* lecz tylko po wnetrzu zbioru Z. Symbol : Tp,0:H5 oOznacza,

ze wyrazenie otrzymane przez kwantowanie klasycznego tensora 7}, , zostalo ,,upo-
rzadkowane normalnie”, wzgledem iloczynu definiujacego rozwazang algebre. Symbol
H w indeksie odnosi sie do funkcji Hadamarda, ktéra jest potrzebna przy definicji
tego iloczynu. Natomiast ¢ (z), z € R oznacza pochodna logarytmiczna funkcji
gamma, Eulera.

Poréwnujac wzor (3.112)) z (3.108)), zauwazamy cze$ciowe podobienstwo miedzy

gestoscia energii otrzymanej przez Dappiaggiego et al. i tej obliczonej przez Herdegena
i Stope, dla przypadku gdy |z| < b. W obecnej chwili nie potrafimy odpowiedZ na
pytanie, czy gdyby rozwinaé¢ wyrazenie w w szereg potegowy w x3/d oraz
wykona¢ catkowanie z funkcja prébna f(z) o odpowiednio ,,duzym” nos$niku, to
w rezultacie zostalby odtworzony wzér (3.108)).

Niezaleznie od wyniku tej procedury, uwazamy, ze podejécia Dappiaggiego et al. nie
mozna uwazaé za w pelni satysfakcjonujace. Jak juz wspominalidémy, nie przeprowadzili
oni analizy subtelnych fizycznych i matematycznych aspektow tego problemu, ktore
Herdegen wskazal w omawianych juz wczeéniej pracach. Przede wszystkim, jak juz
wczesniej wspomnieliSmy, poniewaz nie zostal przeanalizowana kwestia dynamiki
uktadu przy zmieniajacej sie wartosci d, system rozwazany przez Dappiaggiego et al.
mozna okredli¢ jako niezwykle sztywny, co w naszej ocenie jest bardzo powaznym
problemem, gdy chcemy méwié o ruchu tego uktadu.

Powstaje wiec pytanie, czy pochodna po zmiennej z d z wyrazenia mozna
w ogdle sensownie utozsami¢ z silg dzialajaca w rozpatrywanym ukladzie? Kilka
argumentéw sugeruje, ze odpowiedz jest przeczaca. Po pierwsze, jak staralidémy sie
pokaza¢ wyzej, model ten dotyczy Scistych warunkéw brzegowych Dirichleta, a jak
to byto wczesniej dyskutowane, prowadza one do niefizycznych modeli sity Casimira.

Po drugie, jak pokazali Herdegen i Stopa, w badanej przez nich rodzinie modeli
matematycznie niepoprawne catkowanie gestosci energii, jest technicznie wykonywalne
i prowadzi do skonczonego wyniku. Rezultat ten jednak nie odtwarza w sposéb w petni
poprawny energii, a wiec i sity Casimira. Poniewaz przytoczony wynik Dappiaggia
et al. dotyczy wlasnie gestosci energii, nie jesteSmy w stanie wykluczy¢, iz i tutaj
po wykonaniu calki z niej otrzymamy czes¢ poprawnego wyniku. Pragniemy jednak
zaznaczy¢, ze w Swietle rezultatéw omoéwionych w rozdziale , taka zgodnosé
nalezy uwazaé za wynik szczesliwego zbiegu okolicznosci.

Pomimo tych zastrzezen na dzien dzisiejszy nie jesteSmy w stanie rozstrzygnac,
czy wynik uzyskane przez Dappiaggia et al. prowadza do prawidlowego wzoru na
site Casimira w badanym uktadzie. By to rozstrzygnaé¢ potrzebna jest dokladniejsza
analiza stosowanego przez nich formalizmu.

Na poprzednik kilku stronach mogliémy zobaczy¢, ze formalizm algebraiczny
pozwala na matematycznie $cista analize efektu Casimira, odstaniajac wiele jego sub-
telnych niuanséw, ktore sa niedostepne standardowym metodom. Na dzien dzisiejszy

8 Autorzy uzywaja dla niego nazwy ,,préznia Poincarégo”.
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uzyskane w jego ramach przewidywania nalezy uzna¢ za zgodne, a przynajmniej
za niesprzeczne, z dostepnymi danymi do$wiadczalnymi. W naszej ocenie w chwili
obecnej w srodowisku badaczy efektu Casimira powinna zostaé przeprowadzona
szersza dyskusja, nad rolag metod algebraicznych dla zrozumienia tego fenomenu.
Dopiero w jej rezultacie bedzie mozliwe wtasciwe ocenienie ich znaczenia dla tego
dziatu nauki.

W tym momencie mozemy zadaé pytanie o przysztoéé teoretycznych badan efektu
Casimira w ramach podejscia Herdegena. Czytelnik nie powinien by¢ zaskoczony
tym, ze liczba otwartych probleméw przed jakim to podejscie staje jest ogromna, tak
ze moze wrecz przytlacza¢ swoim rozmiarem. Odkladajac nawet na bok tak wazne dla
poréwnania z eksperymentem zadanie, jak opracowanie algebraicznego wariantu teorii
Lifszyca, liczba konfiguracji geometrycznych przebadanych w ramach formalizmu
algebraicznego jest na chwile zbyt mata, by mogta uchodzié¢ za satysfakcjonujaca.

W takiej sytuacji wybér probleméw badawczych, ktérymi nalezy zajaé sie w pierw-
szym rzedzie, nie moze chyba unikngé wplywu subiektywnych przekonan piszacego.
Biorac to pod uwage, chcieliémy wysunaé na pierwszy plan dwa zagadnienia, ja-
ko w naszej ocenie szczegllnie wazne w tym momencie. Po pierwsze, czy mozna
przedstawione w niniejszej pracy wyniki uzyskane dla pola skalarnego i dwoch quasi-
punktowych cial uogélni¢ w ten sposob, by mozna byto za ich pomocg obliczy¢ efekt
Casimira dla uktadu z polem elektromagnetycznym? Po drugie, czy mozna w ramach
prezentowanego podejscia przebadaé¢ doktadnie problem efektu Casimira w ukladzie
pola skalarnego i pojedynczej sfery?

Nalez dodaé, ze autor niniejszej pracy przeprowadzil juz wstepng analize uktadu
pola skalarnego i pojedynczej sfery w obronionej w roku 2013 pracy magisterskiej
Efekt Casimira — algebraiczna analiza modelu sferycznego. Gtéwnym problemem
ktory stanal na przeszkodzie ukonczenia tych badan, dotyczyt uzyskania rozwiniecia
asymptotycznego energii Casimira, gdy parametr skalowania A N\, 0. W badanym
modelu pokazania, ze dla wszystkich A € (0,¢), przy pewnym ¢ > 0, problem jest
nieosobliwy, okazalo sie zadaniem nietrywialnym. Mamy jednak nadzieje, ze zadanie
to zostanie ponownie podjete, a problem w satysfakcjonujacy sposéb rozwigzany.
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4 Analiza modelu pola skalarnego z dwoma quasi-deltami

4.1 Model uktadu z dwoma quasi-deltami

Otwieramy obecnie gtdwnag czes$¢ niniejszej pracy, ktéra dotyczy nastepujacego pro-
blemu fizycznego. W czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego obecne jest
bezmasowe pole skalarne (¢, Z) oraz dwa identyczne, sferycznie symetryczne ciala
o skoniczonym rozmiarze, na tyle ,masywne” by mozna bylo je uwazaé za obiekty
makroskopowe. Zgodnie z tym co zostalo napisane w rozdziale w uktadzie takim
powinna pojawi¢ si¢ odpowiednia sita Casimira, ktérej charakter pragniemy zbadac.
Naszej podejécie do tego problemu bazuje na badaniach przedstawionych w pracy
Andrzeja Herdegena i Mariusza Stopy Global vs local Casimir effect [HS10].

Cho¢ formalizm algebraiczny nie narzuca nam ograniczen odnosnie rozmiaréw ciat
makroskopowych, to bedzie nas interesowalo gléwnie zrozumienie efektu Casimira,
dla sytuacji gdy ich rozmiary sa bardzo mate. W dalszych czeSciach pracy zostanie
pokazane, ze gdy rozmiar tych cial dazy do zera, badany model jest zbiezny do
modelu dwoch delt Diraca. Stad przyjeliSmy okreslaé¢ tego typu obiekty terminem
quasi-delty. Okazuje sie, ze uktad dwdch delt jest osobliwy w sensie zdefiniowa-
nym w rozdziale , jednak w ,dowolnie malym otoczeniu” tego uktadu zawsze
istnieje uklad nieosobliwy i dzieki temu mozna mdéwi¢ o rozwinieciu asymptotycznym
,2wokot” modelu z dwoma Scistymi deltami. Wszystkie te wyniki zostana w sposéb
matematycznie Scisty sformutowane i udowodnione w dalszej czesci pracy.

Przystapmy teraz do bardziej szczegdtowego opisu badanego uktadu. Oznaczmy
przez d wektor taczacy srodki obu cial, za przez a dtugosé tego wektora. W czasoprze-
strzeni Minkowskiego wybieramy standardowy uktad wspotrzednych, ktérego czeéé
przestrzenna tworzy uklad kartezjanski. Cho¢ nie ma to znaczenia dla postaci otrzy-
manych wynikéw, to mozna przyjaé, iz Srodki obu cial leza na osi z. W takiej sytuacji
poczatek uktadu wspéirzednych nalezy wybraé tak, by ciala byly rozmieszczone
symetrycznie wzgledem punktu z = 0.

Oprocz tego, ze oba ciala sa sferycznie symetryczne to bedziemy réwniez przyj-
mowac, ze ich Srednica jest zawsze ograniczona od goéry przez ustalong liczbe L.
Bedziemy tez zakladaé, ze odlegtosé miedzy ich érodkami geometrycznymi a spelnia
nier6wnosé

a> L. (4.1)
W przeciwnym wypadku mogtoby dojé¢ do zderzenia tych dwoch cial i wiele zalozen na
ktérych bazuje uzyty formalizm zwyczajnie przestaloby obowiazywaé. Poniewaz taka
sytuacji wykraczaloby poza ramy efektu Casimira, ten przypadek nalezy wykluczyé
z prowadzonych tu rozwazan.

PrzejdZmy teraz do problemu dynamiki pola skalarnego. W przypadku swobodnym
jest ona opisywana réwnaniem

82
(atQ + h2> ¢(t,7) =0,  h*=-A. (4.2)

Natomiast rownanie ewolucji uwzgledniajace obecnosci cial makroskopowych przy-
biera postaé

2
(;2 + h§> o(t, @) =0, h2=h>+V; (4.3)

Operator Vz bedziemy nazywaé¢ quasi-potencjalem, wybér takiej nazwy stanie sie
bardziej zrozumialy w dalszej czesci pracy.
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By moéc zdefiniowaé quasi-potencjal musimy najpierw wprowadzi¢ pewna klase
funkcji, ktérej elementy bedziemy zwykle oznaczaé¢ symbolem g. O funkcjach tych
zakladamy, ze sa sferycznie symetryczne, gladkie i posiadaja zwarty noénik:

9(7) = g(|)) € €°(R%),  suppg < B(0,%). (4.4)

Tutaj symbol supp g oznacza nosénik funkcji g, zas B (6, L/2) kule domknieta o srodku
w punkcie 0 i promieniu L/2. Ze wzgledéw technicznych (zob. dod. (C.3))), przyjmu-
jemy rowniez, ze g moze przyjmowac tylko nieujemne wartoéci rzeczywiste:

9(z) =2 0. (4.5)

Bedziemy réwniez stosowaé nastepujaca umowe. Jesli o € R to przez g(z) bedzie-
my rozumieé¢ obcigcie funkcji g(Z) do osi z, Czytelnik nie powinien mie¢ probleméw
ze zrozumieniem z kontekstu o ktérej funkcji mowa. Na mocy definicji funkcja g(z)
jest klasy 65°(R). Przez Uy bedzie oznaczaé operator translacji funkcji o wektor 7

[Ur g](Z) := g(Z — 7). (4.6)

Poniewaz funkcje postaci Uz g sa w oczywisty sposéb elementami przestrzeni
Hilberta L%(R3,d3z), wicc ponizsza definicja quasi-potencjatu za pomoca iloczynu
skalarnego w tej przestrzeni jest matematycznie poprawna.

Va=0l9) (1U5 9/(U5 9l +|U_5 ) (U_5 91) =

=o(o)(lUz9) 1U_;9)) (gﬁg:) , b=
b

W tym wzorze o(g) jest rzeczywistym parametrem, zaleznym od funkcji g, ktérego

(4.7)

dokladna posta¢ zostanie podana dalej, po wprowadzeniu odpowiednich oznaczen
i konwencji. Obecno$¢ wyrazu o(g) w quasi-potencjale jest podyktowana przez pro-
blem badania rodziny modeli zaleznych od parametru A, otrzymanych przez procedure
przeskalowania jednego, wybranego modelu, czemu po$wiecony jest rozdzial .
Przy takim wyborze Vz jako prosty wniosek z twierdzenia Kato-Rellicha otrzymujemy,
ze operator h (-l? jest operatorem samoprzezonym o tej samej dziedzinie co h 2.

Nie jest zaskakujace, ze operator Vz przyjmie szczegdlnie tatwa w interpretacji po-
stac, jesli zapiszemy go w reprezentacji potozen. W takiej sytuacji jest on operatorem
catkowym z jadrem

Va(Z,§) = a(9) [g(f— 6) g(7-8) +g(7+8) g(y+5) ] . (4.8)

Tak jak w przypadku pracy Herdegena i Stopy, cho¢ operator ten jest nielokalny, to
jego nielokalno$¢ jest bardzo prosta do zrozumienia i kontrolowania [HS10]. Poniewaz
nazwe ,,potencjal” stosuje sie zwykle do lokalnych oddzialywan, stad zdecydowali-
Smy sie okresla¢ Vz jako ,quasi-potencjal”. Jak tatwo zauwazy¢ opisuje on sytuacje,
w ktérej pole ¢(t, ¥) oddzialuje z dwoma identycznymi, sferycznie symetrycznymi
ciatami, takich ze srodek jednego z nich znajduje sie w punkcie 5, drugiego zas w punk-
cie —b. Od tego momentu, bedziemy utozsamiaé¢ nos$nik funkcji g z przestrzennym
ksztaltem cial makroskopowych.

W rozdziale pisaliSmy o trwajacej juz dwadziescia lat kontrowersji dotyczacej
zgodnoéci wynikéw eksperymentalnych dla efektu Casimira, z wynikami teoretyczny-
mi obliczonymi na podstawie teorii Lifszyca przy zadanym modelu przenikalnosci
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dielektrycznej e(w). Model plazmowy i model Drudego zakladaja lokalny zwiazek
miedzy polem elektrycznym a pradem, jednak jesli w metalu wystepuja takie zjawiska
jak choé¢by anomalny efekt naskérkowy, to relacja miedzy tymi wielko$ciami staje sie
nielokalna. Z tego powodu w cytowanym juz artykule Klimichitskaji i Mostepanenko
(por. roz. 4.3 1 5 w [KM22|) podjeto prébe wyjasnienia tego problemu, poprzez
rozwazenie pewnych nielokalnych modeli oddziatywania fal elektromagnetycznych
z materialem. W naszej opinii stanowi to dodatkowy argument na rzecz badania
efektu Casimira w modelach z nielokalnymi oddzialywaniami.

Poniewaz funkcja g jest sferycznie symetryczna, wzér pokazuje, ze quasi-
potencjal jest symetryczny wzgledem obrotéw wokdt osi x. Poniewaz jak tatwo
zauwazy¢, model jest tez niezmienniczy wzgledem przesuniecia obu cial o ustalony
wektor 7, wielkosci fizyczne moga zalezeé tylko od dlugosci wektora d laczacego
srodki tych cial. Z tego powodu czesto bedziemy uzywacé notacji, w ktérej wyrazenia
zaleza nie od d, ale bezpoérednio od a.

Aby podaé jawna postaé¢ funkcjonalu o(g) potrzebujemy najpierw wprowadzi¢ do
rozwazan kilka obiektéw, ktére odtad beda sie czesto pojawialy w niniejszej pracy.
Naszym pierwszym krokiem jest obliczenie transformaty Fouriera funkcji g(Z):

1
3
V2T

+o0o
L 1 4 .
0) =30) = 5 [ oe @) = o= [ dweagte) =

K (4.9)

sin(pz)

+oo
1
= — dx ——=x°g(x),
Tw_/ e g9(z)

gdzie p = |p|. Analogicznie jak dla g(Z) definiujemy funkcje jednej zmiennej g(p),
p € R. Transformata Fouriera g(p) jest rzeczywista, sferycznie symetryczna funkcja
analityczna, za$ g(p) jest rzeczywista, gladka funkcja parzysta, ktéra mozna prze-
dtuzyé¢ do funkcji analitycznej na calej ptaszczyznie zespolonej C, zob. dod. .
Ponadto, g(p) jako transformata Fouriera gltadkiej funkcji o no$niku zwartym g(&)
jest funkcja klasy Schwartza i w konsekwencji jest tez nia g(p). Definiujemy

M, = g(p)*. (4.10)

Tak okreslona funkcja M), jest nieujemna, parzysta i mozna ja rozszerzy¢ do funkcji
analitycznej w calej plaszczyznie zespolonej C, ponownie zob. (C.1)). Przez M,
bedziemy oznacza¢ jednowymiarowg odwrotng transformate Fouriera funkcji M):

~

1
M, = —— / dp eP" M,,. 4.11
—o00
W dalszym ciggu bedziemy uzywali réwniez nastepujacej notacji:
o [ i
m 3
x(g) = o / dp My = v2m 707 (4.12)
—00

gdzie a > 0 jest swobodnym parametrem badanego modelu. Jego sens bedzie szerzej
dyskutowany w kolejnych rozdziatach.
Mozemy teraz podaé jawna postaé funkeji o(g):

o(9)”" = —a(Mo + x(9))- (4.13)
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Powyzszy wzor moze sie wydawaé nienaturalnie skomplikowany, dlatego zasadne
jest opatrzenie go pewnym komentarzem. Jak to juz zostalo wspomniane, w roz-
dziale bedziemy rozwazaé sytuacje, gdy Vz zostanie zastapiony przez rodzine
quasi-potencjalow Vz ), gdzie A jest pewnym parametrem skalowania. Przyjecie o(g)
W postaci gwarantuje, ze granica przy A N\, 0 tak okreslonej rodziny mode-
li, jest matematycznie dobrze okreSlona, nietrywialna oraz prowadzi do fizycznie
interesujacego problemu. Znalezienie rodziny quasi-potencjaléw ktérych granica
skalowania posiada wszystkie te wlasnosci, nie jest problemem ktére posiada oczy-
wiste rozwiazanie. Gdybysmy w niniejszej pracy badali tylko konkretne, ustalone
modele, wystarczajace byloby przyjecie, przykltadowo, o(g) = —1. Poniewaz jednak
problem zachowania przeskalowanych modeli jest dla nas niezwykle wazny, bedziemy
we wszystkich obliczeniach korzysta¢ z podanej uprzednio formy o(g).
Przyjrzyjmy sie teraz temu, co sie stanie z rozwazanym modelem, gdy dokonamy
nastepujacego podstawienia.
9(#) = Co(@), (4.14)

gdzie C' > 0. Proste obliczenia pozwalaja stwierdzié¢, ze wyrazy quasi-potencjatu
zmieniaja sie w nastepujacy sposéb.

‘U:H; g><U:H; g’ — CQIU:H'; g><U:|:5 gl (4.15a)
a(g) = C20(g). (4.15b)

Przyjeta przez nas forma o(g) gwarantuje wiec, ze sam quasi-potencjal nie ulega
zmianie przy takiej transformacji funkcji g. Tym samym bez zmiany fizycznej tresci
modelu, mozemy zazada¢ by g byla odpowiednio znormalizowana. Ze wzgledéw
rachunkowych wygodnie jest przyjaé, ze

§(0) = \/21?3 R/ 433 g(7) = 1. (4.16)

To zas$ prowadzi do
My = §(0) = 1, (4.17a)
a(9)"! = —a(l + x(9))- (4.17b)

W obecnej chwili podstawowe elementy badanego modelu sg juz jawnie sformu-
lowane. Zanim jednak przejdziemy do analizy efektu Casimira, poprzez obliczenie
liczby wykreowanych kwantow pola oraz energii Casimira, musimy przyjrze¢ sie wia-
snosciom operatora h 52. Ich badanie ujawni potrzebe dodatkowych warunkéw jakie
bedziemy musieli narzucié¢ na nasz model. Analize te rozpoczniemy od przyjrzenia sie
resolwencie haz.

4.2 Analiza resolwenty operatora h

Zarowno przy obliczaniu resolwenty operatora h 52 jak i przy badaniu efektu Casimira,
zob. roz. , bedziemy korzystali z dobrze znanych metod z teorii rozpraszania. By
jednak to méc to zrobié, musimy najpierw zagwarantowad, iz teoria ta pozwala nam
uzyskaé pelng informacje o badanym problemie. Problem ten dla badanego modelu
rozstrzyga twierdzenie Kato-Rosenbluma.

Twierdzenie to méwi, ze jesli H i V' sa samosprzezonymi operatorami na przestrze-
ni Hilberta 5, a V jest operatorem klasy sladowej, to cze$¢ absolutnie ciggla widma
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H jest unitarnie réwna widmu absolutnie ciggtemu H + V. W tej pracy pojecie abso-
lutnej ciagtosci zawsze bedzie odnosito sie do absolutnej ciggtosci wzgledem miary
Lebesgue’a na R. Jak dobrze wiadomo operator h? = —A ma tylko widmo absolutnie
ciagle réwne [0,00). Poniewaz interesuje nas przypadek rodziny h52 = h2+V;
gdzie Vz jest operatorem skonczonego rzedu, wiec tym bardziej operatorem klasy
sladowej, widma absolutnie ciagte obu operatoréw sa unitarnie réwne.

Pozostaje jeszcze pytanie o to, czy operator h 52 posiada widmo punktowe lub oso-
bliwe? W rozdziale pokazemy przy jakich warunkach widmo tego operatora
sktada sie tylko z widma absolutnie ciagtego. Jesli Czytelnik jest zainteresowany
lepszym zrozumieniem roli widma operatora w teorii rozpraszania, polecamy mu za-
poznania sie z twierdzeniem XI.8 oraz dyskusja na poczatku rozdziatu XI.3 w ksiazce
Reeda i Simona |[RS78a].

Badanie resolwenty zaczniemy od wprowadzenia nastepujacej konwencji.

Go(w?) = (wQ - h2>_1 , G(w?) = <w2 - h62)_1 , (4.18)
gdzie w? € C. Poniewaz pierwiastek kwadratowy w dziedzinie zespolonej jest funkcja
dwuwartosciowa, przyjmiemy konwencje wedle ktérej dla danej liczby zespolonej
2z = w?, przez \/z = w bedziemy rozumieé ten pierwiastek dla ktérego Jmw > 0.
Resolwenta G(w?) spelnia réwnanie Lippmanna-Schwingera,

G(w?) = Go(w?) + Go(w?)Vz G(w?). (4.19)

W kontekécie badanego problemu znany z teorii rozpraszania operator T'(w?) jest
okreslony jako

T(w2) =Vz+V; G(wQ)V&'. (4.20)

Z (4.19) i (4.20) wynikaja dwie bardzo wazne zaleznosci:
T(w?) = Vg + Va Go(w?) T (w?), (4.21a)
G(w?) = Go(w?) + Go(w?) T(w?) Go(w?). (4.21b)

Wyrazenie nosi nazwe réwnania Lippmanna-Schwingera dla operator T'(w?).
Doktadniejsze omoéwienie tych rownaniach mozna znalezé w rozdziatach 8-a i 8-b
ksiazki Taylora |Tay72].

By rozwiaza¢ réwnanie na operator T'(w?) podazajac $ladem pracy [HS10],
postulujemy, ze ma on nastepujaca postaé

102 = (05a) 1059 70 ( 7)) (422
-5

gdzie 7 (w) jest macierza wymiaru 2 X 2 o wyrazach zespolonych. Zwr6émy uwage,
ze w przyjetej notacji ta macierz jest funkcja w nie zas w?. Podstawiajac te postacé
operatora T'(w?) do réwnania (4.21a]) w prosty sposéb dostajemy

“1
9(10):(““’) “(w)> , (4.23)

u(w) —t(w)
gdzie
+00 w2
u(w) = —(Uzg, Go(w?)g) = 2n° M, —. (4.24b)
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We wzorach tych skorzystaliSmy z postaci o(g) oraz dla uproszczenia notacji po-
mineliSmy jawna zalezno$é t(w) i u(w) od g. Réwnosé zostala wyliczona
w dodatku .

Zatrzymajmy si¢ na chwile, by przyjrzeé sie wlasno$ciom funkcji t(w) i u(w),
rozumianym jako funkcje argumentu zespolonego. Beda nam one potrzebne w dalszej
czesci pracy. Obecnie sg one zdefiniowane tylko dla Jmw > 0. Na tym zbiorze dla
wyrazenia wystepujacego we wzorze spelnione sa zalozenia o rézniczkowaniu
pod znakiem calki, wiec funkcja t(w) jest tam analityczna. W przypadku funkcji
u(w), potrzebujemy skorzystaé z wyniku przedstawionego w dodatku , ktéry
méwi, iz funkcje M, mozna przedtuzy¢ do funkcji analitycznej na calej ptaszczyznie
zespolonej. Z tego prosto wynika, ze to samo mozna powiedzie¢ o funkcji u(w).

W tym miejscu potrzebujemy wprowadzi¢ nastepne ograniczenie na badany model.
Bedziemy zakladali, ze spelniona jest nieréwnosé

2

a>—— ° > 1, (4.25)

© 272
gdzie av jest swobodnym parametrem obecnym w definicji o(g) (por. ) Poniewaz
konkretny model jest zdefiniowany przez ustalona wartos¢ «, wiec wzér powyzej
nalezy rozumie¢ jako dolne ograniczenie na wartos¢ jaka w tym konkretnym modelu
moze przyjmowaé odleglto$é a. Fizyczny sens tej nieréwnosci zostanie wyjasniony
w rozdziale .

Rozpatrzmy teraz norme macierzy 7 (w):

1 1
17 (w)]| = max{ , } (4.26)
[t(w) + u(w)]" [t(w) — u(w)]
W dodatku [C.4] mozna znalez¢ dowdd nastepujacej nieréwnosci
400
w?
w? —u
—00

ktérej bezposrednia konsekwencja jest to, ze |Ret(w)| > a. Korzystajac dodatkowo
z oszacowania |u(w)| < a/vy (zob. (C.7)) dostajemy

111
a—2n2/a  al—~~

17 (w)]| < Jmw > 0. (4.28)

1 Y
Powyzsza nier6wnosé nie zalezy od wyboru konkretnej funkcji g(Z) z rozwazanej przez
nas klasy. Warunek (4.25)) sprawia, ze prawa strona tej nieréwnosci jest nieosobliwa
i silnie wieksza od zera.

W dalszym ciggu pracy bedziemy stosowali notacje

Fy=3(p) (77 5F). (4.29)
Korzystajac z niej, na podstawie (4.21b]) mozemy napisaé
- T
71 G(w?) — Go(w)|d) = ——2 _ F(w)——I . (4.30)
<p| (’U) ) O(w )’q> w2—ﬁ2 (w)wg_q—»g

Poniewaz operator h 62 jest samosprzezony, wiec jego widmo zawiera sie catkowicie
w R. Tym samym dodatnio$¢ tego operatora jest réwnowazna istnieniu ograniczo-
nej resolwenty na ujemnej pélprostej rzeczywistej, czyli dla w = iu, przy p > 0.
Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé

Ft 7z 1 1
7 7P ;3 3
/(M2 72 d’p < const; / 7(1 e d’p. (4.31)
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Wynika ona z tego, ze .5 jest funkcja ograniczong przez staly i prostej zmiany
zmiennych p — pp. Na mocy tego oraz nieréwnodci , dostajemy, ze réznica
G(—u?) — Go(—p?) jest operatorem Hilberta-Schmidta, a ponadto zachodza naste-
pujace nieréwnosci:

1
IG(=4?) = Go(=1?)|| < 1G(=1?) = Go(—4?)|lns < const". (4.32)
Poniewaz ||Go(—p?)|| < const/u?, ostatecznie mamy

1G(=12)]| < comst (1 + 12) . (4.33)
B

Nieréwno$¢ ta dowodzi istnienia resolwenty na przedziale (—oo,0), a to implikuje
dodatnios¢ operatora h 62. Zauwazmy tez, ze nieréwnosé rowniez nie zalezy od
wyboru konkretnej funkcji g(Z). Kolejnym wnioskiem jaki mozemy z tego wyciagnaé
jest to, ze resolwenta G(w?) jest funkcja analityczna w? dla w? € C\ [0, +0c0).
Dodatkowo obszar jej analitycznodci jest pokryty przez w, ktére spelniaja warunek
Jmw > 0. Dowodu istnienia resolwenty na tym zbiorze, przedstawiony w troche
innym kontekscie, mozna znalez¢ w dodatku .

4.3 Model przeskalowany i granica resolwentowa

Model oméwiony w poprzednich ustepach stosuje sie do cial o dowolnych rozmiarach,
jesli tylko sa one od siebie odpowiednio daleko (zob. i ) Zasadne jest
jednak zbadanie sytuacji, w ktérej kazde z rozwazanych cial jest Sciagane do punktu.
Taka procedura prowadzi do znacznego uproszczenia badanego modelu i uzyskania
konkretnych wynikéw. Nawet biorac pod uwage fakt, ze poprawne przeprowadzenie
operacji $ciagania ciala makroskopowego do punktu wymaga od nas pewnej dozy
uwagi i dyscypliny, uzyskane wyniki uzasadniaja zbadanie tego problemu.

Procedura $ciagania ciata do punktu, polega na zastapieniu funkcji g(Z) opisujacej
jego ksztalt, przez funkcje ga(Z), A € (0, 1], takiej ze érednica jej no$nika jest mniejsza
niz AL i wziecie granicy A N\, 0. Oznacza to, ze réwniez quasi-potencjat V; zostanie
zastgpiony przez rodzing quasi-potencjatow V3 .

Na poczatku naszych rozwazan przypomnijmy, ze postaé¢ o(g) dana réwnaniem
(4.13)) zostata podyktowana wlasnie problemem badania przeskalowanego modelu
w granicy A N\, 0. Funkcje ga(Z) wybieramy w postaci

gA(E) =Ag(F) <= a®) = gAp). (4.34)

To, ze we wzorze powyzej wystepuje A~3, a nie przykladowo A~° nie ma zadnego
wplywu na fizyczna tre$¢ rozwazanego modelu. Jak bowiem zostalo powiedziane
w rozdziale , przy przyjetej przez nas postaci o(g), badany model jest niezmienni-
czy ze wzgledu na podstawienie g(&) — Cg(Z), C > 0. Przyjecie wykladnika réwnego
—3 w powyzszym wyrazeniu jest podyktowane tylko wygoda rachunkowa, gdyz jest
to jedyne skalowanie ktore zachowuje warunek normalizacji , to zas$ pozwala
znacznie uproscié¢ obliczenia. Chcemy jednak podkreslié, ze wyboér o(g) w postaci
(4.13) nie zostatl podyktowany checia znalezienia modelu ktory jest niezmienniczy
przy podstawieniu g(Z) — Cg(Z), lecz analiza jego zachowania przy A N\, 0. Tym
samym ta symetria modelu jest dla naszych rozwazan kwestia drugorzedna.
Przyjrzyjmy sie teraz prostym konsekwencjom wybranej przez nas postaci funkcji
gA(Z). Spelnia ona wszystkie warunki jakie narzuciliSmy na funkcje ¢(Z) w rozdziale
, tacznie z wspomnianym juz warunkiem normalizacji. Jest wigc ona po prostu
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innym elementem rozwazanej klasy funkcji i wszystkie przeprowadzone do tej pory
rozwazania pozostaja w mocy jesli dokonamy wszedzie podstawienia g(Z) — ga(Z).
Co wiecej, z tego samego powodu zaleznosci takie jak nieréwnosé , ktére nie
zaleza od wyboru funkcji g(Z), sa tym samym niezalezne od wartosci parametru A.

Przyjrzyjmy sie jeszcze funkcji ga(p) (jednej zmiennej). Poniewaz g(p) jest funkcja
klasy Schwartza, od razu dostajemy

19 (p)| = lg(Ap)| < C, C >0. (4.35)

Stata C w powyzszej nierownosci réwniez nie zalezy od wartosci parametru A. Po-
nadto jesli przez M, ) oznaczmy odpowiednik funkcji M) (zob. (4.10)) w modelu
przeskalowanym, to zachodzi prosta zaleznosé

M\ = My, (4.36)

W tym momencie mozemy podaé jawna postac¢ operatora hﬁ% » definiujgcego
przeskalowany model. Poprzez zastapienie funkcji ¢(Z) funkcja g (%) we wzorze (4.7))
dostajemy

hiy=h"+Van, (4.37a)

a

U-
Vi = o) (V90 10_5.90)) szi ji{) , (4.37b)
b

gdzie b=a /2. Resolwente tego operator bedziemy oznaczaé symbolem G (w?):
Ga(w?) = (w® — h2,)" . (4.38)

Na podstawie tego co zostalo powiedziane wczesniej, wszystkie obliczenia z rozdziatu
(4.2) mozna krok w krok powtérzy¢ dla modelu przeskalowanego, jedynie dokonujac
w odpowiednich miejscach podstawien

g—=9x  g») = galp), My, — M. (4.39)

Poniewaz jawne przeprowadzenie tych rachunkéw nie wniesie wiele do pracy, ogra-
niczmy sie do podania koncowych wynikéw.
T
4 4 F 5 T I
(F|GA(w?) = Go(w?)|7) = %527?\(“1)$ (4.40)

w? — g2’

S

F5a = g(Ap) (e_ig'ﬁ e 'ﬁ) , (4.41)

-1
Fil(w) = (‘“(W “W”)) , (1.42)

+o0 9
w
ta(w) = —a(gr) + (ga, Go(w?)gyp) = o + 27 / dp Py R 5 Mp, (4.43a)
—00

2—p

iwa

~ o~ e
ur(w) = —(Uzgr, Go(w?)gr) = 2m° My

(4.43b)

Na podstawie tego co powiedziano wczesniej wyrazy macierzy .75 ) sa ograniczone
przez stala:
(Fpail <C, i=1.2, (4.44)
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jak réwniez zachodzi nieréwnosé

1 1
T L —— 4.45
e (1.45)
Oba te oszacowania sa niezalezne od A.
Zatrzymajmy sie na iloczynie skalarnym wystepujacym w wyrazeniu (4.43a)).
Korzystajac ze wzoru (4.11)) mozna go przeksztalcié¢ do postaci

+o0
2
_ 3~ w
(g}\, GO(QUQ)g)\) = —A 1\/27‘(‘ M0+27T / dp WM}\Z; (446)
—0o0

Czlon proporcjonalny do A~! jest najbardziej osobliwy ze wszystkich wystepujacych
w rozwazanych wyrazeniach i gdyby nie zostal skompensowany przez obecnosé
wyrazenia proporcjonalnego do x(g) w funkcji o(g) (zob. ), wéwcezas niektore
wyrazy macierzy J)(w) w granicy A N\, 0 bylyby rozbiezne. Zachowanie to jest
z oczywistych wzgledéw niepozadane, co uzasadnia, przynajmniej czesciowo, wybrang
przez nas postaé o(g).

Z omawianych wyzej oszacowail na % ) i 7x(w) wynika, iz dla ustalonej liczby
w?, takiej ze Jmw > 0, spelniona jest nieréwnosé

C
[(w? = p?)(w? = §2)|
Na mocy twierdzenie Lebesgue’a mozemy obliczyé¢ granice tego wyrazenia w sensie

przestrzeni L?(RS du), gdy A \, 0, poprzez wziecie granicy punktowej wyrazenia
podcalkowego. Elementarny rachunek daje

[(FlGA(w?) = Go(w?)|7)| < (4.47)

1
. X
(v — i2m2w)? — (2m2e™we /a)?

1 S _ion2y  op2e ib- g 1
X ———s (e—zb-p ezb~p) a—1 ;rmw 7T. a € ) s (4.48)
we—p 2%267 a — 27w e~ d ] w?—gq

W dodatku pokazano, ze istnienie powyzszej granicy implikuje istnienie operatora

2 : g 2 — 2 7 = —
L —)1\1{%<p|G>\(w ) — Go(w?)|q)

samosprzezony h 52 o nastepujacych wlasnosciach. Jego widmo jest réwne [0, +00).
Jesli przez C:’(w2) oznaczymy jego resolwente, to jadro catkowe <ﬁ\é(w2) —Go(w?)|7)
jest réwne wyrazeniu wystepujacemu po prawej stronie wzoru . Na koniec,
zachodzi réwnosé

=
a

SRL- lim hZy=hs (4.49)

gdzie symbol ,SRL-lim” oznacza silna granice resolwentowsa. Poniewaz zagadnienia
te sa mocno techniczne, zostaly one przeniesione do dodatku , my za$ przystapimy
do dyskusji uzyskanych rezultatow.

Najwazniejszym wynikiem tej czedci pracy, jest pokazanie, ze rodzina przeskalo-
wanych modeli zdefiniowanych relacjami (4.37a)), (4.37b]) i (4.34) jest w sensie silnej
granicy resolwentowej zbiezna do operatora haQ. Operator ten jest jednoznacznie
okreslony przez prawsa strone réwnania i dobrze znany w literaturze dotyczacej
hamiltonianéw nierelatywistycznej mechaniki kwantowej, zawierajacych potencjaly
typu delta Diraca. Standardowa pozycja w tej dziedzinie jest monografia Sergio

Albeverio, Friedricha Gesztesy’ego, Raphael Hgeghena-Krohna i Helge’a Holdena
Solvable Models in Quantum Mechanics |[Alb+88|. Szczegblnej uwadze Czytelnika
polecamy ,Introduction” i rozdzial II.1 owej ksiazki. Musimy uczuli¢ Czytelnika,
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ze autorzy tej monografii stosuja inng notacje i konwencje, niz te uzywane w niniejszej
pracy.

Operator graniczny R 62 zostal szczegbdlowo omowiony w rozdziale 11.1 Solvable
Models in Quantum Mechanics i jak tam zostalo wyjasnione, przedstawia uktad
zawierajacy dwie delty Diraca znajdujace sie w punktach +b. Zostal tam réwniez
przedyskutowany problem, dlaczego ,naiwna” definicja potencjatu typu delta Diraca
nie jest matematycznie sensowna oraz przeprowadzono jego $cista konstrukcje. Ta
ostatnia procedura wymagal wprowadzenia odpowiednich , parametréow obciecia”
i przejsé¢ granicznych. Warto zauwazy¢, ze autorzy tej pozycji nie poprzestali na jednej
metodzie definicji potencjatu typu delta Diraca, lecz zbadali kilka jej wariantéw,
zarOwno w reprezentacji potozen jak i pedéw. Poniewaz model przeskalowany, do
ktérego omawiania wrocimy w dalszej czesci pracy, dostarcza konkretnej metod
zdefiniowania tego typu potencjatu, nie bedziemy omawia¢ metod uzytych w tej
monografii.

Nalezy zaznaczy¢, ze Albeverio et al. sa zainteresowani przede wszystkim bada-
niem wtasnosci modeli w ktorych oddzialywanie jest zdefiniowane za pomoca $cistej
delty Diraca, a wspomniane metody konstrukcji tego typu potencjaléw pelnia role
pomocniczg w stosunku do tego gléwnego celu. Dlatego tez nie poswiecaja temu
problemowi zbyt wiele miejsca. Jest to spojrzenie odwrotne do naszego, w ktérym to
wtasnie modelom z A # 0 przypisywany jest sens fizyczny, podczas gdy ten z dwoma
deltami jest tylko pomocniczym bytem matematyczny. Z tego tez wzgledu Czytelnik
nie znajdzie w ich ksiazce jawnej analizy tej konkretnej klasy modeli zbieznych
w granicy skalowania A \, 0 do delty Diraca, ktora jest uzywana w niniejszej pracy.

Warto réwniez zauwazy¢, ze aby otrzymaé dobrze okreslony wynik przejscia
granicznego, Albeverio et al. réwniez potrzebowali rozwazaé procedure w ktérej
wstala sprzezenia” potencjalu, analogiczna do rozwazanej tutaj funkcji o(g), musi
staé¢ sie funkcjg parametrow modelu. W tym kontekscie napotkali oni kontrcztonny,
ktérym w niniejszym podejsciu odpowiada juz dyskutowany wyraz x(g). Innym
wartosciowym ich osiagnieciem jest pokazanie, ze whrew oczekiwaniom, potencjat
typu 0(Z), ktéry ma ,stala sprzezenia réwna jeden”, nie jest okreslony w sposéb
jednoznaczny. Méwigc doktadniej, na R3 potencjal tego typu zawiera parametr
swobodny, odpowiadajacy uzywanemu w tej pracy parametrowi a, ktéry jest obecny
przyktadowo we wzorze (4.48)).

Najwazniejszym jednak z naszego punktu widzenia ustaleniem podanym w mo-
nografii Albeverio et al., jest to, ze jesli zachodzi warunek v < 1, gdzie v zostala
zdefiniowana w , to istnieje co najmniej jeden stan zwigzany o ujemnej energii.
Tym samym operator Eg nie jest dodatnio okreslony i wobec tego nie mozna dla
niego zbudowa¢ teorii quasi-swobodnej wedle procedury przedstawionej w . In-
terpretacja fizyczne tego faktu jest bardzo prosta. Jedli dwie delty Diraca zblizymy na
odpowiednio maltg odleglosé, to w ich uktadzie pojawi sie odpowiedni stan zwiazany.

Musimy jednak zwréci¢é uwage na to, ze jak zostanie to szerzej omoéwione w roz-
dziale , uktad dwoch delt Diraca jest zawsze osobliwy, gdyz wystepuje w nim
nieskoniczona ilo$¢ energii i czastek swobodnych. Niemniej jesli v > 1, czyli model
graniczny nie posiada standéw zwigzanych, to modele przeskalowane sg nieosobliwe
dla wszystkich A > 0. W przypadku v < 1 istnieje mozliwo$¢, ze dla pewnego A1 > 0
w modelu przeskalowany réwniez pojawi si¢ stan zwiazany o ujemnej energii i tym
samym model ten stanie sie niefizyczny. Problem zbadania czy modele przeskalowane
posiadaja stany zwiazane, cechuje sie pewng doza subtelnosci, poniewaz za$ prostszy
przypadek v > 1 jest juz sam w sobie interesujacy, postanowiliémy ograniczy¢ nasza
analize do tego zagadnienia. W naszej ocenie uzyskane w tej pracy wyniki, stanowia
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wystarczajace uzasadnienie tej decyzji.

4.4 Analiza spektralna

Niniejsza czesé pracy poswiecimy badaniu wlasnoéci spektralnych rozwazanego mode-
lu. Poniewaz, jak zostalo to wyjasnione w rozdziale ( . qukCJe gA(¥) sa po prostu
innymi funkcjami z klasy wprowadzonej w rozdziale , analiza przedstawiona
ponizej stosuje sie w takim samym stopniu do modelu Wyjéciowego, jak i do modeli
przeskalowanych. Po tych uwagach wstepnych, mozemy przej$¢ do wlasciwej tematu
tego rozdziahu.

Jak zostato pokazane w rozdziale operator th jest dodatni, tym samym
jego widmo zawiera si¢ w zbiorze [0, +00), za$ jego widmo absolutnie ciagle jest
réwne [0, +00). By ustali¢ charakter tego widma, skorzystamy najpierw z twierdzenia
Weyla, zob. twierdzenie XIII.14 i ,Example 3” w rozdziale XIII.4 ksigzki Reeda,
Simona |[RS78b|. Mozemy je wystowi¢ w nastepujacy sposéb. Niech beda dane dwa
samosprzezone operatory Hp i V' oraz niech

H=Hy+V. (4.50)

Jesli V' jest operatorem zwartym, to widma istotne operatoréw H i Hy sa identyczne.
W naszym przypadku Hy = h?> = —A, V = Vz, wiec na mocy tego twierdzenia widmo
istotne h? jest réwne [0, 00).

Wobec tego trzeba odpowiedzieé¢ na pytanie, czy liczba 0 jest wartoscia wtasna
tego operatora. Dla dowodu nie wprost przyjmijmy, ze 1 jest unormowanym stanem
wlasnym h 52 do wartosci wtlasnej 0. Rozpatrzmy teraz iloczyn skalarny

= 12
WM%W%—wamwz—;+/ﬂ%¥YQ? (4.51)
RS

By uzyskaé ta réwnosé skorzystaliémy z definicji resolwent G(—p?) i Go(—p?). Z dru-
giej strony na mocy oszacowania ([4.28]) i wzoru 0) daja nam nier6wnosé

2
H%WFM%4MﬂﬁWH<114</ pwwn>. (452

al—rxy w2+
R3
Potrzebujemy teraz przeanalizowaé zachowanie calek wystepujacych w tych
wyrazeniach. Zacznijmy od prostego przeksztalcenia

L

R3 B(O 1) R3\B(0,1) (4.53)

<18
i

e > 0.

Wobec tego prawa strona réwnania (4.51]) musi zawiera¢ czlon ktéry zachowuje sie
jak —Cp~2, dla pewnego C' > 0. Przejdzmy teraz do analizy calki po prawej stronie

nieréwnoéci :
’d} 3 3 1
(R[ pﬂ+q2) (/dplw )(/d ))gcu, (4.54)
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gdzie C' > 0. Powyzsza nierownos¢ otrzymalidmy traktujac wyjsciowe wyrazenie jako
kwadrat iloczynu skalarnego funkcji z L?(R3,d3p) i korzystajac z prostej zmiany
zmiennych ¢ — ug. Ostatecznie dostajemy

@ G?) = o) € S €30 (459)
Powyzsza nierownosé jest sprzeczna z tym, ze jej lewa strona musi sie zachowywacé
jak —Cp~2, dla pewnego C' > 0. Tym samym ¢ nie moze byé¢ stanem wlasnym do
wartosci wtasnej 0.
Ostatnim pytaniem na ktére musimy odpowiedzieé, jest to, czy na przedziale
[0, 00) istnieje widmo osobliwe. Standardowe kryterium rozstrzygajace ten problem
jest podane jako twierdzenia XIII.19 i XIII.20 w ksiazce |[RS78b]. W badanym przez
nas przypadku kryterium to mozna wystowi¢ w nastepujacy sposéb. Niech . (R3)
oznacza przestrzen funkcji klasy Schwartza i wybierzmy dwie liczby 0 < a < b. Jesli
dla kazdego f € .7(R?) funkcja zespolona

(a,b) x i(0,1] 3 w? — (f, G(w?)f), (4.56)

jest ograniczona, to operator h 52 nie posiada na odcinku (a,b) widma punktowego
ani osobliwego.
Zaczniemy od oczywiste przeksztalcenia:

(f, G?)f) = (f, Go(w?)f) + (f, [G(w?) = Go(w?)]f). (4.57)

Wyraz (f, Go(w?)f) jest ograniczony na interesujacym nas zbiorze, co wynika ze zna-
nych wlasnosci operatora h? = —A. Drugi wyraz mozemy zapisa¢ jako

(fv [G(w2) - /d3 e ﬁ_, /d3 q'giq_’)_q. (4.58)

Jak wiemy wyrazy macierzy .%; sa ograniczone przez stala, a jesli zachodzi Jmw > 0
iy > 1 to ograniczone sa réwniez wyrazy macierzy 7 (w). Tym samym caly problem
sprowadza sie do zbadania czy dla kazdej funkcji L € .(R?), funkcja zespolona

—»

/d3 p / dp /dQ L(pn), (4.59)

jest ograniczona na rozwazanym zbiorze. Funkcja [(p) jest klasy Schwartza na [0, +00).
Przeksztalcimy teraz funkcje K (w?), korzystajac przy tym z notacji w? = k2 + ie.

+o00
, I(p) Cam Uk) I(p) — (k) k*—p?
K (k2 _ /d ) d .
(k" +ie) / P ic—p2 . 2vizric ) PR 7 i
(4.60)

Pierwsze wyrazenie w ostatniej réwnosci dostaliSmy poprzez proste catkowanie z wy-
korzystaniem metody residudw.

Przyjmijmy teraz, ze k? € (a,b), gdzie a i b zostaly okreslone wezeéniej, zas
e € (0,1]. Pierwszy czlon w ostatniej réwnosé w jest w oczywisty sposdb
ograniczony na tym zbiorze. Poniewaz zachodzi elementarna nieréwnosé

k2_p2
- | <1, 4.61
|/~c2—p2+ie ( )
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pozostaje nam tylko przeanalizowaé wyrazenie

I(p) —U(k) _Up)—Il(k) 1 (4.62)

k2—p2  k—p k+p
Jeslik 2 ¢ >0,c < aip >0, to powyzsza funkcja jest gladka na tym zbiorze,
na mocy standardowego twierdzenia analizy moéwiacego, ze iloraz réznicowy funkcji
gladkiej tez jest funkcja gtadka. Ponadto dla p > b ta funkcja jest ograniczona przez
const/p?. Stad dochodzimy do wniosku, ze dla k? € (a,b) jest to funkcja ograniczona,
co konczy dowdd ograniczonosci funkcji okreslonej w . Tym samym pokazali$my,
ze operator h 62 posiada tylko widmo absolutnie ciagle réwne [0, +00).
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5 Energia Casimira i liczba czastek w modelach zawie-
rajacych dwie quasi-delty

Przechodzimy teraz do najwazniejsze czeSci naszej pracy, w ktérej zajmiemy sie
problemem obliczenia energii Casimira i liczby czastek dla modeli wprowadzonych
w rozdziale . W pierwszym rzedzie zbadamy jak te wielkosci zachowuja sie dla
ustalonego modelu, pézniej dla rodziny modeli zaleznych od parametru skalowania A.
Zbadamy tez granice A \, 0. Na koniec przejdziemy do analizy gestosci energii
zaréwno dla pojedynczego modelu, jak i dla przeskalowanej rodziny modeli.

5.1 Energia Casimira i liczba czastek dla modelu zawierajgcego dwie
quasi-delty

Jak zostato to wyjasnione w rozdziale , w podejséciu Herdegena energi¢ Casimira
i liczbe wytworzonych czastek mozna obliczyé korzystajac z formut

ba=7 Tr[(hg — h)h; ' (hg — h)], (5.1a)

Na = iTr[h_l/Q(ha — h)hz;' (hg —h)h™ '], (5.1b)

Ze wzgledu na symetrie badanego uktadu energia Casimira i liczba czastek zaleza
tylko od dlugosci wektora @, dlatego w naszej notacji bedziemy je zapisywaé jako
zalezace od a = |d|.

Korzystajac z reprezentacji pedéw oraz wilasnosci spektralnych operatora h,
mozemy zapisa¢ prawe strony obu wymienionych wzoréw za pomoca jednej formuty

T (@) = [ Ao (e - Dby (=PI F) p=15lL (52)
R3

gdzie podstawienie 7 = 0 daje wyrazenie na energie, a 7 = 1 na liczbe czastek.
Wyniki rozdziatu (4.4]) pozwalaja nam zastosowaé te¢ sama procedure do operatora hg.
Uzywajac notacji k = |k| mozemy zapisa¢ wynik tej operacji jako

Tt 2, (a) = / @ (ke — p)? (5] F+) P, (5.3)
]R()‘

gdzie |l§—|—> oznacza stan wlasny operator hgz, zob. rozdziatl 10-a w |Tay72]. Potrzebu-
jemy teraz siegnaé po jeszcze jedna zaleznosé, dobrze znang w teorii rozpraszania
(zob. roz. 8-d op. cit.):

(P T (k2 + i0)| k+)
k2 —p2+i0

(Pl k+) = 6(k - 7) + (5-4)

Ze wzgledu na obecnosé delty Diraca w powyzszym wzorze, wyrazenie | (7| k+)|?
samo w sobie jest pozbawione sensu. Zauwazmy jednak, ze tak naprawde w ([5.3])
mamy do czynienia z kwadratem nastepujacego wyrazenia.

(FIT + 0 F).

(k =p)(FIk+) = ——

(5.5)
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Podniesienie powyzszej wielkoéci do kwadratu nie nastrecza juz zadnego problemu.
Uzywajac wzoru (4.22)) otrzymujemy

Tr 2. ( /d3kd3 M, My, X

k) (5.6)

-

% ‘(641;-;? eib-p) ﬂ(k—HO)( —ib-k ez’E-E)T‘Q'

By uprosci¢ ostatni wzér, skorzystamy, tak jak zrobiono to w pracy [HS10],
z tozsamodci, ktora zachodzi dla dowolnych macierzy wierszowych A, C' o n kolumnach
i dowolnej macierzy kwadratowej B wymiaru n X n:

[ABCH* = Tr [aTABCTCBY] . (5.7)
Dzigki niej dostajemy

|(e—il;~ﬁ ei5~ﬁ) y(k‘—l—ZO)( ib-k eig-E)T|2 —
(5.8a)

[
=
X
3
o
_.I_
=
2
\?El
g
=
+
=

- oo et oo 1 eik-a
M) = (e Pk ek ) (gmibk o gibok) - . (5.8b)
(5% ) (55 )
To zaé prowadzi nas do

/d k:d3 _ k) M, M, Tr[///(ﬁ) T (k +i0) .4 (k) ﬁf(kﬂ'oﬂ,

(5.9)

W dalszych rozwazania bedziemy potrzebowali skorzystaé¢ z dwéch nowych funkcji
t(k) i u(k), okreSlonych dla rzeczywistego argumentu k. Definiujemy je jako wartosci
brzegowe funkcji wprowadzonych we wzorach (4.24a)) i (4.24D))

=li ] =1l ). 1
t(k) lim t(k +ie), wu(k) lim u(k + ie) (5.10)

Jak zostalo to wspomniane wczesdniej, wzoér definiujacy u(w) pozwala w prosty sposéb
przedtuzy¢ ja do funkcji analitycznej na caltej ptaszczyznie zespolonej, wiec jej wartosé
brzegowa mozemy dostaé¢ przez proste podstawienie w = k.

Obliczmy teraz funkcje t(k). Zacznijmy od przeksztalcenia wzoru na funkcje t(w),
gdy w =k + ie:

2

k% —p? M, — M
t(w):a+27er/dp% b_Tp i
w=—=p
o]

o0
2 2/d
+ 2mw J pwz_p2 k2 — p2

(5.11)

Pierwsza z calek powyzej oblicza sie elementarnie za pomoca metody residuéw,
co prowadzi do wyrazenia

k% —p? M, — Mj,
w2 —p2? k2 —p?

t(w) = a — i2r2wMy, + 2mw? / dp (5.12)
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Powtarzajac rozumowanie z rozdziatu pokazujemy, ze dla wszystkich k,p € R
pierwszy utamek w calce w powyzszym wzorze jest na modul ograniczony przez
jeden oraz (M, — My)/(k* — p?) jest funkcja gladka swoich argumentéw. Zauwazmy
ponadto, ze dla ustalonego k funkcja (M, — My)/(k? — p?) jest majoryzowana przez
C/(1 + p?) dla pewnej stalej C > 0. Na mocy twierdzenie Lebesgue’a o zbieznoéci
majoryzowanej otrzymujemy

t(k) = li\% t(k +ie) = a + 2k}, — 202k M. (5.13)
€
Symbol
M, Mk
I,= | d . 5.14

wprowadziliémy za przykladem pracy IHSIOI. Podsumowujac, mamy

t(k) = a + 2rnk* I, — 2wk My, (5.15a)
ika

u(k) = 27T2Mk€a

(5.15b)

PrzejdZzmy teraz do macierzy 7 (k + i0):

. k) w(k)) 1 tk) (k)
y(kﬂ@):( . ) =~ e (u(k) t(k)>. (5.16)

Macierz ta jest dobrze okreslona i ograniczona na pétosi dodatniej, bo oszacowanie
(4.28) pozostaje prawdziwe w granicy Jmw N\, 0. Przyjrzyjmy sie jej czeci urojonej:

sin(ka)
Jm T (k+i0)~! = 212k Mj, (Sin(l,m) kla ) : (5.17)
ka

Ponownie nasladujac prace [HS10|, wprowadzamy wielkos$¢

. - 1 sin(ka) .
_ /dQ(k:)///(k) =47 (g % | R=
SQ

ka

|

: (5.18)

X

gdzie S? oznacza sfere o promieniu jeden. Jak latwo sprawdzi¢ norma tej macierzy
jest ograniczona z gory:

1L (k)| < 8. (5.19)

Zauwazmy, ze zachodzi interesujaca relacja
Jm T (k +i0)7L = ngk.z(k), (5.20)
ktérej analogiczna wersja zostala opisana w pracy [HS10]. Prowadzi ona do

ZL(k) = (TT(k+i0)" — T (k+i0)71). (5.21)

ﬂ'kMk

Jezeli teraz wykonamy calkowanie po katach we wzorze (5.9) dostaniemy naste-
pujaca zaleznoéé

—T

Tr 2, ( /dkdp (p M, My, Te[£(p) 7 (k +i0) L (k) T (k +i0)

A E(p + k)2

(5.22)
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co wraz z (5.21)), daje nam

2 p2—7' ) )
Tr Z;(a) = -~ / dp dk (;072Mp Re {i Tr [Z(p).T (k +i0)]}. (5.23)
]R2

+ k)

Przyjrzyjmy sie dokladniej wyrazeniu

Re {i Tr[L(p) 7 (k+i0)]} = 87 9m = 75 E00, (5.24a)
h(z) = Sinz(z), zeC. (5.24D)

Funkcja wystepujaca we wzorze (5.24a)) jest ograniczony przez stala na mocy oszaco-
wan (4.28) i (5.19). Z wzoru (4.28) wynika ponadto, ze stala ta mozna wybraé¢ w taki

sposéb by byla ona niezalezna od a. Wobec tego jesli pokazemy zbieznosé calki

400 400 97

p
0/ dp 0/ M (5.25)

to tym samym wykazemy zbiezno$é¢é wyrazenia ((5.23]) dla obu wartosci 7. Wykonujac
w nim catkowanie po k otrzymujemy

“+00
/ dpp'~" M. (5.26)
0

Dla 7 = 0, 1 funkcja podcatkowa jest funkcja klasy Schwartza na R, co koniczy dowod
zbieznosci rozpatrywanych wyrazen.
Zapiszmy teraz wyrazenia na energie i liczba czastek jako

Tr Z:(a) =Jm / dp dk fr(p, k). (5.27)

2
RY

Funkcja fr(k,p) jest wartoScia brzegowa nastepujacej funkcji:

P )+ h(pa)u(z)

T - (e 529

fr(p,z) =16
Funkcja fr(p, z) jest analityczna dla Jmz > 0, ponadto dla p > 0idla Jmz >0
jest to funkcja ciagta. By to wykazaé¢, zwroémy uwage, ze jak zostalo powiedziane
wezesniej, funkcja ¢(z) jest analityczna przynajmniej dla Jmz > 0, zas u(z) mozna
przedtuzy¢ do funkcji analitycznej na calej ptaszczyznie zespolonej. Na mocy wzoréw
i mianownik #(z)? — u(z)? nigdy nie przybiera wartosci 0 dla Jm z > 0.
Poniewaz nieréwno$cé pozostaje w mocy dla Jm z ~\, 0, dochodzimy do wniosku,
ze drugi mianownik we wzorze jest niezerowy dla Jmz > 0. Z wzoru
i konstrukeji funkeji ¢(k) wynika, ze funkcja t(w) jest ciagla dla Jmw > 0.
Wszystko to pozwala stwierdzi¢, ze fr(z,p) jest ciagla dla Jmz > 0 i analityczna
dla Jm z > 0, spelnia wiec wszystkie warunki uogélnionego twierdzenia Cauchy’ego,
ktére gwarantuje, ze catka po konturze I' znika (zob. rys. (2)). Korzystajac ponownie
z tego, iz funkcja jest ograniczona, dostajemy nieréwnosé

1
| f-(z,p)| < const T ik (5.29)

p|?
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0 Ba! R

Re z

Rysunek 2: Kontur calkowania funkcji (5.28)).

Widzimy wiec, ze caltka po krzywej vp znika w granicy R — +o0o0. Oznacza to,

iz mozemy zamienié¢ catke po krzywej 1 na catke po —vs. Procedura ta ma ta wielka
ika

zalete, ze w jej wyniku w wyrazeniu podcatkowym funkcje oscylujace e, zostaja
zastapione przez szybko gasnace funkcje e ¢,
Wyrazenie na energie Casimira przybiera obecnie postac
£(a) = Re / dp dk fo(p, ik). (5.30)
R}
Z wzoréow (4.24al) i (4.24b) tatwo odczytujemy
+oo 2
—0o0
e—ka
u(ik) = 2m* My, : (5.31b)
a
co prowadzi nas do
2 . .
P t(ik) + h(pa)u(ik)
&(a) =16R / dkd 5.32
(@ ‘ P o+ ik)2 " t(ik)2 — u(ik)2 (5.32)
RQ

Rozpatrzmy teraz nastepujacy problem. Energia Casimira & (a) sklada si¢ z dwoch
czedci, energii pola skoncentrowanego wokot kazdego z cial makroskopowych i energii
oddziatywania miedzy tymi dwoma obiektami. Pierwsza z nich bedziemy nazywaé
energia samooddzialywania (ang. self-energy), jej warto$¢ dla pojedynczego ciala
bedziemy oznaczaé¢ symbolem &gqs. Jest dobrze znanym faktem, Ze energia samo-
odzialywania jest zwykle rozbiezna dla ciat punktowych i jak zostanie pokazane
w rozdziale , w badanym modelu doktadnie taka sytuacja zachodzi.

Energie samoodzialywania obliczamy w nastepujacy sposéb. Jedno ciato przy-
twierdzamy na state do poczatku ukladu wspotrzednych i przechodzimy w wyrazeniu
na &(a) do granicy a — +00. Gdy dwa ciala sg ,nieskoriczenie daleko od siebie”,
energia uktadu bedzie réwna podwojonej energii samoodzialywania pojedynczego
obiektu. Przystapimy teraz do wyliczenia tej energii. Korzystajac z wzoréow
i mozna w prosty sposéb pokazaé ze funkcja u(ik) spelnia nieréwnosé

ek

0<u(ik)<C—,  C,n>0. (5.33)

a
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Wida¢ wiec, ze funkcja ta jest ograniczona i zbiezna jednostajnie do zera, gdy a — oo.
Te same wlasnosci posiada oczywiscie réwniez funkcja h(pa). Na mocy tego co zostalo
powiedziane przy analizie zbieznosci wyrazenia na energie Casimira i liczbe czastek,
mozemy teraz wej$¢ z granica pod catke otrzymujac

Sett =+ Tim @m(a)—Si)%/d a2 M (5.34)
self = 5 ke O\ W T O : PO k)2 k) ‘
R
Odejmujac od &(a) energie 2&%s)¢ otrzymujemy energie oddzialywania
p? u(ik)? + h(pa)t(ik)u(ik:). (5.35)

Eini(a) = 16 %R/Z WA i M T GR) HGk ) — u(ik)

Energie samoodziatywania wygodnie jest analizowaé, gdy zmienna cal-
kowania k przebiega po dodatniej osi rzeczywistej, a nie po dodatniej osi urojonej
jak obecnie. Mozemy to uczyni¢, ponownie korzystajac z konturu . Dla ustalonej
wartosci p > 0 tak jak poprzednio pokazujemy

2 M
P - < const

B+ 27 W) (5.38)

Ip+ 2%

wiec réwniez tutaj catka po g znika w granicy R — 4o00. W konsekwencji tego
dostajemy

2
~ p My,
£ :8Jm/d dk—P_ Zp
“ PO+ E)2 (k)
52
. . (5.37)
— 1672 / dpdk —2 p Tk .
om : POV k)2 (o + 20k21)? + (272K My )2
R+

7, przeprowadzonej wczesniej analizy wynika zbiezno$é ostatniej catki w tym wzorze.

5.2 Energia Casimira dla rodziny przeskalowanych modeli

Obecnie stajemy przed zadaniem zbadania zachowania energii Casimira i liczby
czastek dla modeli przeskalowanych. W poprzednim rozdziale wykazalidmy, ze za-
réwno energia jak i liczba czastek sa skonczone dla kazdego ustalonego modelu,
okres$lonego przez jedna z funkcji g(Z) spelniajacych warunki podane w rozdziale
([4.1). Przypomnijmy, ze funkcja gx(Z), dla ustalonego A # 0 jest po prostu inng
funkcja z tej samej klasy, tym samym dla wszystkich modeli przeskalowanych te dwie
interesujace nas wielkoéci sa skoniczone. Poniewaz dla zrozumienia efektu Casimira
dla przeskalowanej rodziny modeli najwazniejsze jest zrozumienia zachowania energii,
gdy za$ chodzi o liczbe czastek wystarczajaca jest wiedza, ze jest ona skonczona dla
A #£ 0, dlatego tej ostatniej wielkoSci nie bedziemy juz szerzej dyskutowad.

W rozdziale narzuciliSmy ograniczenie na odlegltos¢ miedzy $rodkami cial
makroskopowych jakie sa dopuszczone w badanym modelu, ktore przybiera postaé
a > L (zob. réw. ) W modelu przeskalowanym zaleznos¢ ta zostaje zastapiona
przez nastepujacy zwiazek:

a>AL. (5.38)

Wielkosé AL jest gornym ograniczeniem na Srednice no$nika funkeji g(Z) i tym
samym gdérnym ograniczeniem na Srednice ciala makroskopowego. Poniewaz wielkos¢
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ta znika gdy A N\ 0, wiec dla zachowania modelu w tej granicy, poczatkowa wartosé¢
L nie ma znaczenia. Dlatego tez, bez ograniczenia ogdlnosci uzyskanych wynikéw,
mozemy znacznie uprosci¢ nasze rozwazania poprzez przyjecie

L="-. (5.39)

Tym samym w badanym modelu pozostaje tylko jeden parametr wymiarowy: stata a.
Zauwazmy, ze w takiej sytuacji mamy

a
v=1> L. (5.40)

Ten wybor nie wplywa na zakres parametru skalowania A, ktéry jak poprzednio
moze przyjmowaé dowolna wartosé z przedziatu (0, 1]. Okazuje si¢ jednak, ze problem
ponownie bardzo sie uproéci, jesli zawezimy wartosci jakie moze przyjmowaé¢ A do
mniejszego przedziatu (0,1/2). Poniewaz réwniez to ograniczenie nie wplywa na
zachowanie modelu w granicy A N\, 0, dlatego od tego momentu bedziemy zaktadac,
ze rOwniez ten warunek jest spelniony.

Zamiana funkcji g(Z) na g)(¥) we wzorach na &ger i &int(a) sprowadza sie do
wykonania w nich nastepujacych podstawien

Mp — M)\p, t(lk) — t)\(ik), u(zk) — U)\(lk) (5.41)

Funkcje t)(ik) i ua(ik) zostaly zdefiniowane we wzorach (4.43al) i (4.43b]). Poniewaz
procedura ta jest do$¢ mechaniczna, ograniczymy sie do podania jej rezultatow.

Przyjrzyjmy sie najpierw wyrazaniu na energie wtasnag dla modelu przeskalowanego

(vor. (537)):

2
EsttN) = 8 Jm [ dpdk —E— —
self( ) TnR/2 p (p_l_k)Q t}\(k)
+
167> /d dk Pk Myp Mg (>:42)
= T .
J, PO+ 02 (0 +27k2D )2 + (272K Miy,)?

Symbol Iy, przedstawia funkcje otrzymana przez wykonania podstawienn (5.41))
we wzorze ((5.14)). Prosty rachunek pokazuje, ze zachodzi

I g = M. (5.43)

W zwiazku z tym okazuje sie korzystne wykonanie we wzorze (5.42) podstawien
k — k/N, p— p/A. W ich rezultacie otrzymujemy

p2k M, My,
p+ k)2 (A + 2mk21})? + (272K M;,)2° (5.44)

Esaif(N) = A11672 / dp dk (
R2

Zajmijmy sie najpierw funkcja podcatkowa wystepujaca w tej rownosci, bedziemy
ja oznaczaé¢ symbolem Fj(p, k). Poniewaz przyjmuje ona tylko nieujemne wartosci,
na mocy lematu Fatou zachodzi

. <1 ‘
/dpdk %{‘I%)F)\(p,k) \%%/dpdk:Fx(p, k) (5.45)
R2 R2
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Lewa strona tej réwnosci wynosi

. 1 p? My, My,
dpdk lim F(p,k) = — [ dpdk P . 5.46
[ p )\1{‘% )\(pv ) A2 /2 P k(p—i— k)2 (k]—k)g + (ﬂ_Mk)g ( )
R R¥

Poniewaz My = 1 (zob. ), dla p > 0 calka po zmiennej k w powyzszych
wyrazeniu jest rozbiezna w sposéb logarytmiczny w k£ = 0, wiec na mocy twier-
dzenia Fubiniego-Tonelliego, catka ta jest rozbiezna. Biorac dodatkowo pod uwage
obecno$é¢ czynnika A~! we wzorze oraz nieréwnoéci widzimy, Ze energia
samoodziatywania &s¢(A) jest silnie rozbiezna w granicy A N\ 0.

PrzejdZzmy teraz do analizy energii oddzialtywania. Wyrazenie je opisujace bedzie
wygodnie zapisa¢ za pomocg nowego zestawu funkcji. Wprowadzmy najpierw zmienne
bezwymiarowe ¢ = pa, | = ka, nastepnie okreslmy

“+o00o
, 1 12
ra(l) == gt;\(%) =7+ = / du mMA“/‘“ (5.47a)
na(l) == guy\(l) — Mypyjee”™, (5.47b)
W . na(1)?
Q5 (a,1) = NI OOk (5.47¢)
QP (a,1) = —m)__ (5.47d)

T}\(Z)Q — n;\(l)2

Korzystajac z nich mozemy teraz zapisa¢ energie oddzialywania jako

4o 2
Eimt(a,\) = i e / dqdl (qqizM;\q/a (Q;”(a, 1)+ h(q)Qg\Q)(a,l)). (5.48)
R2

+il)
7
Kluczowym rezultatem tego rozdziatu jest rozwiniecie asymptotyczne tego wzoru
dla A N\, 0. Jak dalej pokazemy, mozna je uzyskaé za pomoca niezbyt skomplikowanych,
acz dtugich i technicznych rachunkéw, dlatego zasadne jest rozpoczaé jego dyskusje
od przytoczenia koncowego wyniku.

éaint(a,A):
e —21 oo 1o 2 —2l _ _—dl
_ 2« K/ e 2 di bix F[3(y+1)% et
O e N B N Rk
+o00o 400
2 le=2tdl 1 (1—1)e 2
- = +—/—dl+Ra,7\ ,
> | et 3 | Grpen e Ry

0 0

(5.49)

gdzie R(a,\) oznacza reszte rozwinigcia asymptotycznego. Zalezne od modelu stale

X 1 b1 zostaly wprowadzone odpowiednio w (4.12]) i (C.48a)). Korzystajac z elemen-
tarnych nieréwnosci

1 < 1 1 . 1
L A O e e
latwo wykazuje sie zbieznosé czterech calek jawnie wymienionych w rozwinieciu
asymptotycznym. Ponadto reszta rozwiniecia spelnia oszacowanie

(5.50)

|R(a,A)| < const(a) A, (5.51)
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Ze wzgledu na dlugosé i techniczng nature obliczen, dzieki ktorym uzyskujemy
wzor , wiekszo$¢ z nich umiescilismy w dodatkach @ i . Ponizej prezentuje-
my liste krokéw, ktére wraz z informacjami zawartymi we wspomnianych dodatkach,
prowadza do szukanego rezultatu.

(a) Wyliczenie wiodacych czlonéw rozwiniecia wzgledem A calki po zmiennej ¢
w ([5.48)); znalezienie oszacowania dla reszty.

(b) Znalezienie rozwiniecia Taylora wzgledem parametru A funkcji Q;\Z) (a,l); znale-
zienie oszacowania dla reszty.

(c) Potaczenie punktéw tych wynikéw by otrzymadé (5.49)) i (5.51).

W wyniku procedury z punktu (a) otrzymujemy

+o00 9
1
7 = Re / dq (q—i({iil)QM)‘q/a = % — ol 4+ Zi(a,1,N), (5.52a)
0
%y (LA < A2, (5.52)
2y
T gsing)
S1n s
Iy = Re / dq ﬁmq/a = 21— e+ Aa(a L), (5.532)
0
|%(a,1,N)| < )\%Z(Q + e 2, (5.53b)
Procedura z punktu (b) prowadzi do
(1) e
Q5 (a,l) = DI £ 1% =] + Z3(a,l,N), (5.54a)
le~ld ! »
[P(a, 1N <A 1+§+d{21('y+l)+e |t (5.54b)
Q(l) (a l) — 6_2l + A bil l2 [3(7 + l>2ei2l — 674l] + %4((1 l A)
MU DI D2 =] Ty (12 (y +1)2 — e 2 e
(5.55a)
|Z4(a,1,N)] <
le~ld 13 2
2 2 -1 1 -1
e (m{zw T4+ e b dd [+ 1) + e }+ (5.55D)
(v +1)? { 3 l } l )
= d2(y+1)+e }+72 + 5 (137 +250) ).
@ !
Q}\ (a, l) = W _’_%5((17[,}\), (556&)
—1/2 1
B0, N)] <A . d {2 +d[20(v+1) + 7] } . (5.56b)

Pojawiajacy sie w tych wzorach symbol d jest skrétowym zapisem funkcji d(a,l,A)
zdefiniowanej w dodatku , wzor (E.3)).
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Dzieki opisanej wyzej procedurze otrzymujemy réwniez nastepujace informacje
na temat reszty wystepujacej we wzorze (|5.49).

R(a,N) = Ri(a,A) + Ra(a,A) + R3(a,A) + Ra(a,A) + Rs(a,N), (5.57)
4
Rifa.N) = - / dl %1 (a,1, NQ (a, 1), (5.584)
0
6 |
2 _—1
(V)] <Ay / dl ?ed, (5.58b)
0
12y [
X
Raa) = 5 =% 0/ dl Za(a, 1,\), (5.59%)

< A2 70dlleld Iy + 1)+ 12+ 1B aa [1(7 +1) + 1elr +
o 24 2 (5.59D)

(7+l)2{ ), L } 11
+ d[2(y+1)+e ]+72 + 515137 +250) ),
4 7
Ry(a ) = ——5 / dl1%5(a,1, M), (5.60a)
7 0
4 F l
| Ra(a,A)] < At / dl2ed {1 Ll +e] } . (5.60b)
7343 / ~
“+oo
4 (2)
RafaN) = - / dl %(a,1, NQP (a, 1), (5.61a)
" 0
2
1
Ra(a M) <A /dll(2+l)e d, (5.61b)
0
2
Rs(a.N) = - / dl Zs(a, 1, \)(1 = e, (5.62a)
0

2

“+oo
1
|Rs(a,1,N)] < Ay /dle‘3l/2l(1+l)d{2+d[2l(7+l)+e_l]}. (5.62D)
Y
0

3

Dzigki zastosowaniu nieréwnosci tatwo pokazaé, ze wszystkie calki wystepujace
we wzorach f sa zbiezne.

Wzér na rozwiniecie asymptotyczne energii Casimira jest do$¢ skomplikowa-
ny, dlatego przy jego badaniu byliSmy zmuszeni uzy¢ kombinacji metod analitycznych
i numerycznych. W rezultacie tego znaleziony zostal jakosciowy obraz tego jak zacho-
wuja sie jego cztony wiodace. Pomimo braku $cistego dowodu, uwazamy, ze otrzymany

85



obraz jako$ciowy jest wiarygodny. Niemniej wyniki obliczen numerycznych pozosta-
wiaja pewien margines bledu, ktérego doktadne zbadanie wymagatoby dodatkowej
pracy, prowadzac przy tym tylko do niewielkiego zysku poznawczego, dlatego uznali-
$my, ze nie jest zasadne podjecie tego problemu.

Obliczenia numeryczne o ktérych mowa zostaly wykonane w jezyku Python, wer-
sja 3.10.12 z pomocy paczek numpy 1.26.01iscipy 1.11.2, przy czym ostania z nich
korzysta z biblioteki Fortrana QUADPACK. Odpowiedni skrypt Pythona z kodem zré-
dlowym tych obliczen jest dostepny w repozytoriumlﬂ Code-for-scientific-papers
na GitHubie, w katalogu Algebraic-Approach. .. Skrypt ten mozna réwniez uzyskaé
piszac bezposrednio do autora, pod adres kziemianfvt@gmail.com.

Analize wiodacej czeSci rozwiniecia asymptotycznego podzielimy na dwa
etapy. W pierwszym z nich bedziemy prezentowaé tylko wyniki ktére mozna uzyskaé
czysto analitycznie, w drugim te dla ktérych niezbedne byt pewien wktad obliczen nu-
merycznych. By utatwi¢ Czytelnikowi $ledzenie tych rozwazan, przepiszemy najpierw

wzér (5.49) jako

Emi(a.N) = =5 [X110) + bixTa(y) = I(7) + Li(y) + Ra,A) |, (5.63)
gdzie
Ii(y) = 7 01D 7_2: 312 — (5.64a)
I(y) = i O/Oo (lj Eé’;ﬂ?f; ::_;1;]]2 dl, (5.64b)
I3(y) = ,QY :/OO o l)[(lj_jl;)li — (5.64c)
Li(y) = i :/Oom dl. (5.64d)

Wyraz 2a/73 jest dodatni, wiec nie wptywa on na jakoéciowy charakter przewidywanej
sity i dlatego bedziemy go zwykle ignorowaé¢ w rozwazaniach. W tym miejscu warto
przypomnie¢, ze dopuszczamy tylko v > 1.

W pierwszym kroku naszej analizy wykazemy, ze funkcje — przybie-
raja jedynie wartosci dodatnie. Dla funkcji I;(7), ¢ = 1,2,3 wynika to bezposrednio
z tego, iz ich funkcje podcatkowe sa dodatnie, z wyjatkiem moze [ = 0, gdzie dwie
z nich przyjmuja warto$é 0. Wykazanie tego samego faktu dla funkeji 74(y) wymaga
kilku dodatkowych prostych operacji.

By to pokazaé¢, w pierwszym kroku zapiszemy I4(7) jako réznice dwoch jawnie
nieujemnych catek:

1 +o0
1 (1—1)e 2 1 (1—1)e 2
== dl — — / . 5.65
70/ ()P Sy (5-69)

Poniewaz (v + 1)2 — e=? jest funkcja monotonicznie rosnaca w [, to pierwsza catke
W POWYZSzym wzorze mozemy w posty sposéb ograniczy¢ od dotu, a druga od gory,

9Peten adres: https://github.com/KZiemian/Code-for-scientific-papers.
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w rezultacie czego dostajemy

1 +oo
Ii(y) > [(v+1 —— [/ Je 2 dl — /(5—1)e2ldz]. (5.66)
0

1

Po przeprowadzeniu elementarnego catkowania otrzymujemy

1
Li(v) > T e 0. (5.67)

Udowodnimy teraz, ze funkcje I1(7) i I3(7) sa silnie malejace w . Jesli ustalimy
warto$¢ [ to ich funkcje podcaltkowe sa silnie malejacymi funkcjami . Poniewaz te
funkcje podcalkowe sa ponadto ciggle, wiec mozemy zapisaé

Ii(m1) = Ii(72) /dlU 71,72, 1), 71 < 72, (5.68)

gdzie U(~,1) jest funkcja nieujemna, ciagla, silnie wigksza od zera dla przynajmniej
jednej wartosci I. Stad I1(y1) — I1(v2) > 0, co dowodzi zadanej wlasnosci. Dokladnie
to samo rozumowanie stosujemy do I3(7).

Zajmijmy sie teraz problemem podania gérnych oszacowan na funkcje I;(7y), gdzie
1 =1,2,3,4. Jak wspomnieliSmy wczedniej, nieréwnosci pozwalaja wykazac,
ze calki reprezentujace te funkcje sg zbiezne. Dokladniej, oszacowania te pozwalaja
stwierdzi¢, ze odpowiednie funkcje podcatkowe sa majoryzowane przez bardzo proste
funkcje catkowalne i calki z tych funkcji majoryzujacych mozna policzy¢é w sposob
elementarny. Przykladowo dla I;(vy) zachodzi

[1i(9)] < /dl = ﬁ (5.69)

Nieréwnosci tego typu sa uzyteczne przy sprawdzaniu wynikéw numerycznych.

Doktadne obliczenie wszystkich tego typu oszacowan wystepujacych w rozwaza-
nym problemie nie wniostoby wiele do naszej wiedzy, niemniej warto zwroci¢ uwage
na ogolng strukture nieréwnosci, ktéra mozemy dzieki nim uzyskaé. By uczynié
otrzymane wzory prostsze w czytaniu, wprowadzamy funkcje

F(1.0) = 3110) + bixTa(3) = I5(3) + Li(). (5.70)

Korzystajac z tych samych metod, ktérych uzyliémy przy analizie funkcji I1(7),
dostajemy nastepujaca nier6wnosé

1
n; (,),2 _ 1>m27

gdzie n; € {1,2,3}, m; € {1,2}, a C; i C; to pewne stale dodatnie. Poniewaz dla
~v =1 w ukladzie dwéch delt pojawia sie stan zwiazany, a obecne w I;(y) funkcje
podcalkowe staja sie osobliwe dla [ = 0, nalezy spodziewaé sie, iz energia jest

1 4
AL —i—ZCi

F(M<C1—H——
(3% = 1) i=2

(5.71)

rozbiezna w granicy v \, 1. Z podanego oszacowania i elementarnej tozsamosci
72 =1 = (y+1)(y — 1) wynika, Ze rozbieznoéé ta nie moze byé¢ mocniejsza niz ta,
ktéra pochodzi od wyrazéw postaci (y — 1),
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Ustalmy teraz vo > 1. Postepujac zgodnie z stosowana wczesniej procedura, dla
wszystkich v > 7 funkcje podcatkowa wystepujaca w I1(7y) mozemy zmajoryzowaé
w nastepujacy sposob:

6_2l 1 o

(Y+D[(y+1)? —e 2] S % -1 (5:72)

Analogicznie postepujemy dla funkcji I, I3 i I4. Proste zastosowanie twierdzenia

o zbiezno$ci majoryzowanej daje nam

7l/i‘lﬁoo Ii(y) =0. (5.73)

Ostatnim krokiem czysto analitycznej analizy czesci wiodacej rozwiniecia ,

bedzie dyskusja pewnych wlasnoéci obecnych w nim wspoétczynnikéw x i by, ktére

zostaly zdefiniowane we wzorach i . Nie jest szczegélnie trudne do za-

uwazania, ze ich wartosé zalezy od wyboru konkretnej funkcji ¢g(z). Korzystajac

dodatkowo z nieréwnosci , dostajemy nastepujace ograniczenia na wartoéci
jakie te wspotczynniki moga przyjmowac.

878/m 134544
T~

0<x<
X o

) (5.74a)

1
0<b<—. (5.74b)
(6

Pierwsza z tych nieréwnosci pozwala nam spojrze¢ na badane modele z nowego
punktu widzenia.

Przypomnijmy, ze wedle uzywanej przez nas konwencji, kazdy model posiada
ustalong raz na zawsze warto$¢ parametru «, wiec zmiana jego wartosci oznacza
zmiane rozwazanego modelu. Ponadto, przy analizie rozwiniecia asymptotycznego
ograniczyliémy nasza uwage do klasy modeli w ktérych obowiazuje relacja L = 272 /a.
Wprowadzamy teraz graniczng wartosS¢ parametru o wzorem

ap = V8Ymn? ~ 19.1. (5.75)

W obecnej chwili podzieli¢ badana przez nas klas¢ modeli na dwie podklasy. Pierwsza
z nich zawiera te modele dla ktérych a < ap, wiec dla nich jest dopuszczalna
mozliwo$¢ x = 1. Modele w drugiej klasie spetniaja o > ap,, wiec dla nich zawsze jest
prawda, ze x < 1. Ponadto jesli bedziemy zmieniali modele tak, ze o 400, przy
A = const, wéwczas wklad cztonéw zalezny od parametréw modelu x i by we wzorze
dazy do zera, podczas gdy wktad dwoch pozostatych rosnie jak a.

Ze wzgledu na obecno$é czynnika A~! w wzorze na rozwiniecie asymptotyczne
sama wartos¢ wspotczynnika y nie rozstrzyga o wielkosci wkladu cztonu zawierajacego
I1() do energii Casimira. Jednak rozgraniczenie tych dwéch typéw modeli wciaz ma
pewna wartos¢ poznawcza, rzuca bowiem nowe $wiatto na to jak w danym przypadku
zachowuje sie rozwiniecie asymptotyczne.

Potrzebujemy uczuli¢ Czytelnika na to, ze zwiazek L = 272 /a jest kluczowy
dla przedstawionej wlasnie analizy. Gdyby nie zachodzilta ta, lub podobna relacja
wiazaca parametr o z L, to prawe strony nieréwnosci i zawieraltby
odpowiednie potegi parametru L. Tym samym bez dodatkowej wiedzy o wielkosci
parametru L w danym modelu, nie moglibySmy powiedzie¢ prawie nic o tym jakie
wielkosci moga dla niego przyjaé parametry x i by.

Przejdziemy teraz do tych wynikow, do otrzymania ktérych potrzebna byla ana-
liza numeryczna. Na dwdéch rysunkach w przedstawione sa wykresy wartosci
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Rysunek 3: Wykres wartosci numerycznych funkeji I;(), i = 1,2, 3,4, dla wartosci
parametru vy z zakresu odpowiednio [1.1,7] i [1.01,1.1].
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Rysunek 4: Wykres warto$ci numerycznych wyrazenia —I3(y) + I4(7), dla wartosci
parametru vy z zakresu odpowiednio [1.1,7] i [1.01,1.1].
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numerycznych funkeji I;(vy), i = 1,2, 3,4 w funkcji v, blad obliczenn numerycznych byt
zawsze rzedu 1078 w przyjetej skali, czyli z naszego punktu widzenia jest zaniedbywal-
nie maty. Wyniki te sa w zgodzie z udowodnionym juz faktem, ze wszystkie badane
funkcje daza do zera, gdy v " +00. W naszej opinii pokazujg réwniez przekonujaco,
ze nie tylko funkcje I1(7) i I3(y) daza do zera monotonicznie malejac, co zostalo
wezesniej udowodnione, lecz to samo jest prawda réwniez dla Io(y) i 14(7).

Jesli chodzi o zachowanie wyliczonych funkcji w okolicy zera, tutaj réwniez re-
zultaty numeryczne pozostaja w zgodzie z naszym oczekiwaniem, iz funkcje te beda
eksplodowaé gdy v N\, 0. Jednoczesnie dla przetestowanych przypadkéw, stopien
rozbieznosci wynikéw numerycznych pozostaje w zgodzie z oszacowaniami analitycz-
nymi. Przykladowo dla v = 1.01 wzér daje nam ograniczenie |I1(7y)| < 24.63,
za$ metody numeryczne pokazuja, ze I1(7y) ~ 0.93. Fakt, iz warto$¢ ta jest mala
w stosunku do maksymalnej, jaka dopuszcza nieréwnosé wynika najpewniej
z tego, ze dla [ > 0 funkcja podcatkowe wszystkich funkcji I;(y) sa bardzo silnie
tltumione, wiec wkilad do wartoéci danej catki daje gléwnie male otoczenie punktu
I = 0. Takie spojrzenie wyjasnia réwniez dlaczego wartosci przyjmowane przez I5(7y)
i I3(7y) sa wyraznie mniejsze niz dwoch pozostatych funkeji, bowiem ich funkcje
podcatkowe znikaja w [ = 0.

Kolejnym waznym wnioskiem z tych obliczen jest to, ze kombinacja liniowa
dwoch niezaleznych od modelu wiodacych cztonéw rozwiniecia asymptotycznego
—I5(7) + I4(7), jest monotonicznie malejaca funkcja v, zob. rys. (). Dzigki temu
mozemy stwierdzié¢, iz rozwazana klasa modeli przewiduje istnienie sity odpycha-
jacej miedzy cialami makroskopowymi, przynajmniej w tym zakresie parametréw
w ktérym rozwiniecie asymptotyczne daje dobry obraz energii Casimira. Sila ta
rosnie do nieskonczonosci, gdy v dazy do wartosci réwnej 1, co odpowiada odlegtosci
miedzy ciatami a dazacej do 272 /a. Wnioski te prezentuja najwazniejsze rezultaty
przeprowadzonej tu analizy jakoSciowej rozwiniecia asymptotycznego.

Ostatnim zagadnienie zwiazanym z analizg numeryczng jakim sie zajmiemy, to
proba oszacowania ktory z wiodacych czlonéw w rozwinieciu asymptotycznym
jest dominujacy. Z danych przedstawionych na rysunku wynika, ze I1(y) ma
najwieksza wartos¢ spoérdd rozwazanych funkcji dla wszystkich wartosci argumentu.
Analiza danych wskazuje no to, ze zachodzi

Ii(v)
Ix(v) 2T

co uznajemy za wiarygodny rezultat. Numeryczne badanie ilorazéw matych liczb,

(5.76)

z ktérymi mamy do czynienia dla v > 5, nastrecza pewnych technicznych trudnosci,
dobrze znanych w tej dziedzinie badan. W naszej ocenie ilo$¢ pracy jaka wymagaloby
uzyskanie dokladniejszego dolnego oszacowania na wartosci ilorazu I1(y)/I2(7), nie
jest uzasadniona warto$cig potencjalnie uzyskanych wynikéw, dlatego ograniczymy sie
do do$é¢ surowej analizy na jaka pozwala ostatnia nieréwno$é. Ta analiza nie ma
na celu dowodzenia czegokolwiek w sensie Scistym, lecz pragnie wskazaé¢ na typ
zachowania, ktéry z duzym prawdopodobienstwem cechuje badane modele.

Prostym wnioskiem z postaci wzoréw i , jest to, ze czlon zawierajacy
I;(y) bedzie dominowal nad tym z I2(7y), jesli spelniona jest zaleznosé

A< L (5.77)
b1

Poniewaz zachodzi relacja (5.74b)), a A € (0,1/2), warunek ten bedzie automatycznie
speliony dla o > 1/14. Plynie stad wniosek, ze pomiedzy wartoSciami parametru «

91



wynoszacymi ag = 1/14 ~ 0.07, a ap, =~ 19.1, rozciaga sie rodzina modeli, dla ktérych
moze by¢ speliona relacja x > 1, a jednoczesni dla wszystkich dopuszczalnych warto-
Sci A wyraz z I1(7y) dominuje nad Is(7y). Uwazam za rozsadne przyjac, ze rozwiniecie
asymptotyczne bedzie obowiazywaé tylko dla A < 0.1. Jesli wiec bedziemy zachodzié
X = 1, to energia Casimira bedzie zdominowana przez pierwszy czton rozwiniecia
asymptotycznego.

Dla a > ay, zachodzi x < 1, aby wiec wyraz x/A byl rzedu jednosci musi by¢
spelniona nieréwnosé

8
A< M (5.78)
ol

Wyraz po prawej strony tej nieréwnosci przyjmuje wartos¢ w przyblizeniu 0.5 dla
a ~ 22.78 i wartoéé okoto 0.1 dla o =~ 34.06. By uzyskaé¢ ograniczenie A < 1074
musimy przyja¢ a > 191.52. Te ogdlne obserwacje sugeruja, ze dla stosunkowo
duzego zakresu wartosci parametru o > 1/14, wyraz zawierajacy Ii(vy) bedzie
dominowaé¢ nad wszystkimi pozostaltymi. Dokladniejsze zrozumienie, kiedy moze
dojé¢ do sytuacji, ze w rozwinieciu asymptotycznym pierwsze dwa wyrazy beda
dawaé¢ mniejszy wklad niz suma —TI3(y) + I4(y) wymagaloby uzyskanie dodatkowych
informacji o rozwinieciu asymptotycznym. Zdecydowalidémy sie nie podaza¢ ta droga,
lecz poprzestaé na obecnych wynikach.

Pozostaje jeszcze oméwié przypadek o < ag = 1/14 ~ 0.07. Wowcezas pierwszy
wyraz rozwiniecia asymptotycznego dominuje nad drugim, gdy A < 7a. Jesli, jak
przyjeliSmy poprzednio, oszacowanie asymptotyczne obowiazuje dla A < 0.1, to
oznaczaloby, ze pierwszy wyraz dominuje nad drugim mniej wiecej w przedziale
0.01 < a £ 0.07, jednak doktadniejsze oszacowania wymagalby lepszego poznania
wlasnosci rozwiniecia asymptotycznego. Jak juz wspominaliSmy, w naszej ocenie
potencjalny zysk poznawczy, nie uzasadnia prowadzenia nad tym dalszych prac,
przynajmniej w obecnej chwili. Na tym zakonczymy analize wzoru .

Stajemy teraz przed problemem, co mozna powiedzieé¢ o zachowaniu si¢ reszty
rozwiniecia asymptotycznego? Podstawowy problem w uzyskaniu tego typu informacji,
polega na wyliczeniu lub oszacowaniu od gory calek zawierajacych funkeje d(a,l, M),
mozna to uczynié¢ za pomoca nieréwnosci podanych w dodatku w dodatku [E] takich
jak . Niemniej wobec faktu, ze nie dysponujemy na razie innym niz jakosciowym
zrozumieniem wiodacych wyrazéw w rozwinieciu asymptotycznym, szukanie bardzo
dokladnych oszacowan na reszte nie jest niczym uzasadnione.

Zamiast tego, zbadamy jej zachowanie dla duzych wartosci parametru a, co
odpowiada duzym wartosciom v. Woéwczas wystarczajace jest wykorzystanie z prostej
nieréwnosci . Analogicznie jak dla funkcji , gbrne oszacowania otrzymane
tym sposobem zawiera tylko catki ktére mozna policzy¢ analitycznie. Z tych samym
powodow co wéwcezas, zamiast przeprowadzaé¢ doktadne rachunki, zadowolimy sie
podaniem ogdélnej struktury otrzymanego oszacowania. Latwo sie przekonaé, iz
przybierze ono nastepujaca postac.

AR | 1

R(a,N)| <A)Y Ci— 55—,
|R(a,A)| ; S (= Ty

gdzie n;,m;, N € N, a C; > 0 to pewne state. Wartosci jakie moga przyjmowaé te

(5.79)

wspoélczynniki sg ograniczone przez nastepujace nieréwnosci
1< N <37, 1< n; <6, 1<m; <3 (5.80)

Roéwniez tutaj przeprowadzona analiza jest dosé¢ surowa i subtelniejsze rozwazania
najprawdopodobniej doprowadzilaby do znalezienia bardziej optymalnych ograniczen.
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Podstawowy wniosek jaki ptynie z nieréwnosci jest nastepujacy. Dla v > 1
(réwnowaznie a > 1) reszta R(a,A) znika zaréwno w przypadku gdy ~ jest stale
i AN 0, jak i gdy A jest ustalona, a v 7 +o00 (czyli a / 4+00). Zasadnym jest wiec
wyciagniecie wniosku, ze pelne wyrazenie na energie Casimira maleje do zera bardzo
szybko wraz rosnaca odlegloscia.

Fatwo zauwazy¢ duze podobienstwa miedzy wzorami i . Wynika to
z tego, ze naszym celem bylo ogélne scharakteryzowanie zachowania obu reszt, nie zas
przeprowadzenie bardzo precyzyjnej ich analizy. Dlatego do uzyskania obu oszacowan
uzyliSmy niezbyt wyrafinowanych nieréwnosci , , co jak tatwo zauwazyc¢,
prowadzi w obu przypadkach do pojawienia si¢ gérnych oszacowan tego samego typu.

Przejdziemy teraz do poréwnania otrzymanych otrzymane w tej pracy wynikéw,
z tymi rezultatami badan nad problemem dwdéch delt Diraca opublikowanych przez
A. Scardicchio w pracy Casimir Dynamics: Interactions of Surfaces with Codimension
> 1 Due to Quantum Fluctuations [Sca05] oraz przez M. Spreafico i S. Zerbiniego
w pracy Finite temperature quantum field theory on noncompact domains and ap-
plication to delta interactions [SZ09]. W obu przypadkach postaramy sie mozliwie
krotko zreferowaé stosowane przez tych autoréw podejécie do problemu, co powinno
uczynié bardziej zrozumialymi wszystkie réznice dzielace omawiane rezultaty.

A. Scardicchio w swojej pracy [Sca05b|, postawil sobie za cel obliczenia oddziatywa-
nia typu Casimira dla uktadu fizycznego, w ktorym obok pola skalarnego znajduja sie
takze defekty, zwane przez niego réwniez branami, ktére maja ksztalt punktu, linii
badz plaszczyzny, przy czym przez defekt punktowy rozumie on obecnosé delty
Diraca. By to osiagnaé rozwaza on sytuacje, gdy badany model znajduja sie w czaso-
przestrzeni o wymiarze d + 1, gdzie d = 1,2, 3. Z punktu widzenia niniejszej pracy,
interesujacy jest tylko przypadek dwéch punktéw w trzech wymiarach przestrzennych,
jednak by lepiej zrozumieé cele i osiagniecia Scardicchia, przedyskutujemy réwniez
ten aspekt jego pracy.

Glowna idea na ktorej opiera sie praca A. Scardicchia jest intuicyjnie latwa
do zrozumienia. Jesli rozwiazemy problem dla dwéch delt Diraca w jednym wymiarze
przestrzennym, a nastepnie dotozymy dwa wymiary przestrzenne ,prostopadte do
pierwszego”, to dostaniemy uklad dwéch nieskonczonych ptyt, ktéry zwykle roz-
waza sie dla efektu Casimira. Wydaje sie, ze Autor, bazujac na czesto spotykanej
w literaturze interpretacji delty Diraca, jako sposobu zdania warunkéw brzegowych
na funkcje o wartosciach zespolonych 1 (x) w punkcie x = 0, uznal, ze taka procedura
,rozciagania” daje w rezultacie model, ktéry spelia odpowiednie warunki brzego-
we na plaszczyznie do ktérej punkt x zostal rozciggniety. Niemniej nie zostato to
stwierdzone w sposob jawny. Nalezy dodadé, iz interpretacja potencjatu typu d(& — )
za pomoca warunkéw brzegowych jakie ma spelniaé funkcja ¢ (Z) w pojedynczym
punkcie Zp jest dyskutowana réowniez w cytowanej przez Scardicchia monografii
Albeverio et al. [AIb+88|, wiec Scardicchio jest §wiadomy niuanséw, w ktére ten
problem jest uwiklany.

Niemniej, z naszego punktu widzenia taka procedura jest mocno niezadowalajaca.
A. Scardicchio dodaje dodatkowe wymiary dopiero na poziomie wyrazenia na energie
Casimira, patrz roz. V w [Sca05|], nigdzie nie dyskutujac jak zachowuje si¢ kwantowe
pole skalarne ¢(Z,t) w trakcie ,rozciagania przestrzeni”. Réwniez w cytowanej przez
niego literaturze nie znalezliémy odpowiedniej analizy tego problemu. Wobec tego nie
mozemy by¢ pewni, ze w trakcie rozciggania przestrzeni nie napotkamy powaznych
probleméw technicznych, ktére obecnosé zostata zignorowana w omawianym przez
nas artykule. Wielorakie subtelnosci dotyczace efektu Casimira, ktore dyskutowalismy
juz w rozdziale , kazg z wielka ostroznoscia podchodzi¢ do tego typu procedur.
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Przejdzmy teraz do bardziej szczegdétowego omoéwienia jego metody. W rozdziale
IT omawianej pracy wprowadzony zostaje hamiltonian (por. wzoér (4) w [Sca05|)

N N
=1 i=1

opisujacy masywne pole skalarne ¢(Z,t) oddziatujace z N deltami Diraca. Wprowadza
zostaje réwniez spektralna gestos¢ hamiltonianu H wzorem

1
E)=—limImTr(H — E)"". 5.82
p(E) = — lim Im Ti(H — E) (5.52)
Poniewaz autor zaczyn od modelu zawierajacego Sciste delty Diraca, energia Casimira
jest w pierwotnym sformulowaniu matematycznie nonsensowna, stad natychmiast
pojawia sie potrzeba pewnych regularyzacji. Dlatego tez wprowadza energie stanu
zerowego (por. wzor (3) op. cit.) jako

A
&= ;/dEp(E)\/E, (5.83)
0

gdzie A to parametr obciecia. Wzér tej jest kluczowy dla omawianej pracy, gdyz na
nim opieraja sie wszystkie jej znaczace rezultaty.

Trzeba przy tym zauwazy¢, ze autor dos¢ czesto i pltynnie przechodzi od rozwazania
uktadu delt Diraca, do modelu podobnego do tego uzytego w niniejszej pracy,
gdzie potencjal reprezentuje pewna gltadka funkcja, ktérej wlasnosci nigdy nie sa
szczegbtowo sprecyzowane. Jesli rozwazany jest model z gtadka funkcja, Scardicchio
zamieszcza tez komentarz jak przez odpowiednie przejscie graniczne dostaé otrzymac
z niego model zawierajacy delte Diraca oraz wnioski jakie, w jego opinii, plyng z tej
procedura. Jednak styl jego pracy nie utatwia przeéledzenie tych wszystkich przejsc.

W nastepnym kroku obliczona zostaje gesto$é spektralna p(E) pelnego hamilto-
nianu H, od ktérej odjeta jest gestos¢ spektralna po(E) operator Hy i dopiero tak
otrzymana wielko$¢ jest uzyta do obliczenia energii stanu zerowego. Uzasadnione to
zostaje stwierdzeniem, ze gesto$¢ spektralna swobodnego hamiltonianu nie zalezy od
zadnych z parametréw delt Diraca, stad nie gra zadnej roli w analizowanym efek-
cie. Nalezy podejrzewaé, ze uwzglednienie po(E) doprowadziloby do pojawiania sie
dodatkowych rozbieznych wyrazen we wzorze na energie Casimira.

Po pewnych dodatkowych przeksztalceniach wzér na energie stanu zerowego
przybiera postaé¢ (por. wzor (20) op. cit.)

A
1 0 . s
E = ~5- JmO/dE an—E lnili%det ['(E +ie,{d;}). (5.84)

We wzorze tym wystepuje macierz I'(E, {d;}), ktéra wprowadzona jest we wzo-
rze przedstawiajacym resolwente operatora danego przez . Doktadny opis tej
macierzy mozna znalezé w cytowanej juz monografii Albeverio et al. [Alb+-8§].

W nastepnym kroku od wyrazenia zostaja odjete energie samoodziatywania
delt Diraca, co prowadzi do wzoru

A
1 o . detT(E +ie, {@:})
&=——3m [ dEVE——1Inl . 5.85

or mo/ OE N0 detT(E + ic, 00) (5:85)
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Wedle autora dysponujac ta wersja wyrazenia na energie stanu zerowego mozna usunagé
parametr obciecia A. Mianowicie, nalezy najpierw wykonaé¢ catkowanie przez czesci,
nastepnie nalezy skorzysta¢ z konturu I'; przedstawionego na rysunku , na ktoérego
pétokregu funkcja podcatkowa jest szacowana przez C exp(—2sin(6/2)/[E[amin),
gdzie 0 < 0 < 7, amin = min,»; |d; — a;|. Wedlug jego stéw, kontur ten pozwala
zamienié¢ catke po zbiorzﬂ [0,A] na ta po [—A, 0] i w tej ostatniej calce mozemy bez
problemu wzia¢ A 7 +oo.

Poniewaz autor do tej pory przyjmowal skonczona warto$é¢ parametru obciecia
A, nalezy domniemywadé, ze dopiero w tym kroku mégt on zostaé usuniety i z tego
wzgledu ten rachunek powinien byé¢ poddany szczegotowej analizie. Wydaje sie bo-
wiem watpliwe, by zaprezentowana procedura mogta przeprowadzi¢ catke rozbiezna
w zbiezna. Jednak w samym artykule nie znajdujemy szerzej dyskusji tej proce-
dury, konieczne jest wiec doktadne przeliczenie wszystkich uzytych tam wyrazen
matematycznych, czego nie bedziemy sie tu podejmowac.

Po wspomnianych przeksztalceniach wzor, ktéry teraz utozsamiany jest z energia
Casimira, przyjmuje ostateczna postaé¢ (por. wzor (22) w [Sca05)):

& = % +/OOdE ! 1n(detr(_E’{a"})) . (5.86)
0

VE detT'(—F, 00)

7 wzoru tego mozna otrzymaé¢ wyrazenie na sile Casimira dla dwéch delt w trzech
wymiarach, w cytowanej pracy jest ona podana we wzorze (27). Chcemy zwrocié
Czytelnikowi uwage, ze parametr o uzywany przez Scardicchio nie jest tozsamy z tym
stosowanym w niniejszej pracy, uzywa on za to tej samej konwencji jaka cytowana
juz wielokrotnie ksiazka Albeverio et al. Jesli wiec oznaczymy stosowany przez nich
parametr jako aa to zachodzi relacja

ap = —r. (5.87)

Uwzgledniajac ten fakt, ktadac m = 0 i wprowadzajac zmienna bezwymiarowsa
l = k/a, gdzie a to odleglto$¢é miedzy punktami w ktérych znajduja sie delty Diraca,
mozemy podany w omawianej pracy wzor zapisa¢ jako

400
a1l e 2
gCasi(a) = m; / dl 111(1 — W) . (5.88)

0

Dla uproszczenia analizy wprowadzamy oznaczenie

1 +oo e_2l
Isea(y) = > / dlIn (1 - W) . (5.89)

0

Wedhug Scardicchia sita przewidywana przez ten wzér jest zawsze przyciagajaca,
co potwierdzajg wyniki obliczen numerycznych zaprezentowane na wykresach .
Blad obliczeri numerycznych réwniez w tym przypadku byl rzedu 1078, wiec mozemy
go zaniedbaé¢. Obliczenia numeryczne wykonano tutaj korzystajac z tego samego
zestawu oprogramowania co poprzedni, odpowiedni skrypt mozna tak jak poprzednio
znalez¢é w repozytorium Code-for-scientific-papers, lub piszac do autora tej
pracy pod adres kziemianfvt@gmail.com.

Mozemy teraz przejs¢ do omowienia wynikéw pracy M. Spreafico i S. Zerbiniego
Finite temperature quantum field theory on noncompact domains and application

10 Autor okregla te procedure zastapienia jednej calki drugg mianem ,obrotu Wicka”.
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to delta interactions |SZ09]. Ich podejécie wychodzi od problemu pojawienie sie
w termicznej kwantowej teorii pola, ktéry wymaga pewnego komentarza. pominiemy
przy tym wiekszo$¢ kwestii czysto technicznych. Tak jak jest to przyjete w tej gatezi
fizyki, bedziemy pracowa¢ w ukladzie jednostek w ktérym stata Boltzmanna kg = 1,
a takze korzystaé z oznaczenia 8 = 1/T, gdzie T to temperatura w skali bezwzgledne;.

Niech teraz M bedzie rozmaitoscia Riemanna o wymiarze n, a S okregiem
o promieniu r = /2, przy czym wspélrzedna na tym okregu bedziemy oznaczaé
przez u. Na N = SL x M okreslamy teraz hamiltonian pola skalarnego

82
H= 92 Ay, (5.90)
gdzie A s to operator Laplace’a na M. Uzywany przez Spreafico i Zerbiniego forma-
lizm dopuszcza zastapienie —A 7, lecz w ich pracy takie przypadki nie sa analizowane.
Dla tak sformulowanego ukladu Autorzy postawili sobie zadanie obliczenia funkcji
rozdziatu Z.

Kluczowa dla omawianej pracy procedura zdefiniowania funkcji rozdziatu roz-
poczyna sie od nastepujacego spostrzezenia. Przynajmniej dla przypadku zwartej
rozmaitosci M, w sposob czysto formalny zrenormalizowana funkcje rozdziatu mozna
zapisaé za pomoca wyznacznika funkcyjnego:

Z =det (12, H) '/, (5.91)

ren

gdzie len to stala renormalizacji. Jak jest wyjaénione w pierwszym rozdziale refero-
wanej pracy, metody nadawania sensu temu wyrazeniu dla zwartego M sa dobrze
znane, autorzy zas pragna uogolni¢ te procedury na przypadek, gdy rozmaitosé ta
nie jest zwarta. Nalezy zwréci¢ uwage Czytelnika na to, ze w swojej pracy Spreafico
i Zerbini, w przeciwienstwie do Sccardicchia, nigdy nie korzystaja z modelu w ktérym
delta Diraca jest zastapiona gladka funkcja. Cata procedura usuwania zle okre$lonych
wyrazen matematycznych zawierajacych niedozwolone operacje na dystrybucji 6(%)
odbywa sie na poziomie definiowania funkcji rozdzialu Z.

W nastepnym kroku potrzebujemy rozpatrzyé dwa operatory A i Ay okreslone
na o$rodkowej przestrzeni Hilberta 2. Operator te ma by¢ samosprzezone i nieujem-
ne, przy czym widmo A rozklada sie na widmo punktowe i ciggle. Kwestia widma
absolutnie ciaglego i osobliwego nie jest w tej pracy dyskutowana. W takiej sytuacji
przestrzen Hilberta mozna roztozy¢ na podprzestrzen 7, odpowiadajaca widmu
punktowemu A i analogiczng podprzestrzen J#; dla widma ciaglego: 5 = ¢, © ..
Przez A, bedziemy oznaczaé obcigcie operatora A do 7, tak samo okreslamy
operator A..

Dla operatora typu A, mozna zdefiniowa¢ dobrze znang w literaturze przedmiotu
funkcje dzeta operatora:

C(s; Ap) = i?\js, (5.92)

gdzie A ; to wartosci wlasne operatora A,. Szereg ten jest zbiezny dla Re s > s, gdzie
liczba sg jest wyznaczona przez wlasnosci operatora A,. Dla pozostaly argumentéw
zespolonych funkcje ta definiujemy poprzez odpowiednie przedluzenia analityczne.
Autorzy staja teraz przed problemem okreslenia podobnej funkcji dla A.. By to
uczyni¢ wprowadzaja dla pary operatoréw (A, Ag) wzgledna funkcje dzeta
poprzez zaleznosé:

1 o0
C(s; A, Ag) = (s) /dttsfl Tr(e*tAC — e*tAO) . (5.93)
0
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Powyzsze wyrazenie jest dobrze okreslone dla di < Re s < dg, gdzie liczby d; i do
Sg wyznaczone przez rozwazang pare operatorow. Tak jak poprzednio funkcje te
przedtuzamy analitycznie na caty plaszczyzne zespolona.

Wzorujac sie¢ na pewnych formalnych wtasnosciach wyznacznikéw i wynikach
otrzymanych dla zwartej rozmaitosci M, autorzy definiuja teraz zrenormalizowang
funkcje rozdziatu jako

1 1 1
InZ = 5¢'(0;Ap) — 5¢(0; Ap) In(5) + 5¢(0; Ac, Ag) —
2 2 2
1 (5.94)
= 560 Ac, Ag) log(I3.y),
gdzie prim oznacza pochodng po zmiennej s. Wedtug autoréw miedzy funkcja roz-
dzialu a energia Casimira zachodzi nastepujacy zwiazek
Ecasi(a) = —ma JzIn Z. (5.95)
—00
Za pomoca wprowadzonego wyzej formalizmu w rozdziale 4.1 swojej pracy Spre-
afico i Zerbini’ego analizuja problem pojedynczej delty Diraca, zas w rozdziale 4.2
dwdéch delt, w obu przypadka do zdefiniowania tych modeli wykorzystywane sa
metody przedstawione w ksiazce Albeverio et al. [Alb+88]. Otrzymane przez nich
wyniki dla uktadu z jedna delta beda mial znaczenie dla rezultatéw omawianych
w rozdziale (5.4), teraz jednak skupimy sie na przypadku dwoch delt Diraca. Aby
otrzymaé wyrazenie, ktore wedle Spreafico i Zerbini’ego opisuje energi¢ Casimira dla

dwdch identycznych delt, nalezy w podanym w rozdziale 4.2 pracy |[SZ09| wyrazeniu
na In Z podstawié, zgodnie z (5.87)), zaleznosé

(0%

23" (5.96)

nastepnie zastosowaé wzér (5.94)). Otrzymany ta droga wyrazenie zapiszemy dla
wigkszej przejrzystosci za pomoca zmiennej bezwymiarowej [ = av. Wynosi ono

gCasi(a) =
_ 20 17dl I %e 'y—‘il—i—e%l‘ +cos(2l)—2fy B
3 4’)/ (’)’ — Zl)2 — 622l l (597)
— il + e2i
dll .
’7 / Re ( l)2 e2il ) ]
Pojawiajaca sie w tym wzorze funkcja cosinus catkowy jest zdefiniowana jako

+00
- / dt Coi(t) (5.98)

1
1 (In(2lyen)—1)+

Wartosé tak obliczonej energii Casimira zalezy od stalej renormalizacji [ en, jednak
jak stusznie zauwazaja autorzy, sita przewidywane przez ten wzér, jest juz niezalezna
od tego parametru.

Zauwazmy, ze gdybysmy mogli podstawi¢ [ = iq w to dwie wystepujace
tam funkcje podcatkowe przybralyby posta¢ zblizona do tych obecnych w ,
nasuwa sie wiec nastepujace pytanie. Czy mozna wzor zapisaé jako pojedyncza
calke po zbiorze [0, 400), nastepnie, tak jak zostalo to uczynione w przypadku wzoru
, za pomocy odpowiedniego konturu w plaszczyznie zespolonej, zamienié¢ catke
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po osi rzeczywistej na catke po osi urojonej ez = 0, IJmz > 07 Jak juz widzielidmy,
taka procedura na poziomie rachunkowym skutkowala, miedzy innymi wykonaniem
podstawienia [ = iq.

Takie podejscie wydaje sie by¢ najbardziej logicznym punktem wyjscia dla poréw-
nania wynikéw Spreafico i Zerbiniego z przedstawionymi w tej pracy. Niemniej jesli
nawet jest mozliwa, to udowodnienie tego wymagatoby dokladnej analizy rozdziatu 4.2
ich pracy [SZ09], czego jednak nie bedziemy sie tutaj podejmowac.

W obecnym momencie mozemy przystapi¢ do poréwnanie wynikow A. Scardic-
chia oraz M. Spreafico i S. Zerbiniego z tym przedstawionymi w tej pracy. Praca
Scardicchia przewiduje, ze po odpowiedniej procedurze ,,usuwania nieskonczonosci”,
otrzymamy niezalezne od tej procedury wyrazenie na energie, ktore przewiduje site
przyciagajaca miedzy dwoma deltami Diraca w trzech wymiarach. Analiza przepro-
wadzona w oparciu o formalizm algebraiczny prowadzi do innego wniosku. W $wietle
tego podejécia model dwdch delt jest osobliwy, w sensie zdefiniowanym w rozdziale
, jako taki wiec nie moze by¢ traktowany jako model fizyczny. Z drugiej strony,
model nieosobliwy moze by¢ ,,dowolnie blisko” modelu dwoéch delt i wzor
pozwala zrozumieé¢ ogélne zachowanie energii Casimira w takiej sytuacji. Przewiduje
on site ktora jest zawsze przyciagajaca, przynajmniej dopoki wpltyw reszty rozwiniecia
asymptotycznego mozna zaniedbaé¢. Dodatkowo, wzér ten bardzo silnie zalezy od
parametréw modeli nieosobliwych, zaleznych od wyboru funkcji g(Z), ktorej uzy-
wamy do modelowania quasi-potencjalu. W tym momencie nie widzimy mozliwosé
pogodzenia tych tak rozbieznych wynikéw.

Przyjrzyjmy sie teraz wynikowi Spreafico i Zerbiniego. Choé¢ na ten moment
nie mozemy powiedzieé¢ jakie jakoSciowe zachowanie przewiduje, to widzimy, iz
otrzymany przez nich wzér na energie Casimira zawiera czlon In(2lyep ), gdzie lyen
jest stalg renormalizacji. Cho¢ czton ten nie wplywa na sile Casimira, to wynik
rozni sie bardzo od tego uzyskanego przez Scardicchia, ktorego wzory sg wolne od
wszelkich parametréw pochodzacych od procedury regularyzacji i renormalizacji.
Ré7ni sie réwniez bardzo od wynikéw przedstawionych w tej pracy. W prezentowanym
przez nas podejsciu cztony zalezne od modelu nie tylko sg obecne w wyrazeniu
na energie Casimira, ale réwniez daja wklad do sily, ktéry w szerokim zakresie
parametréw powinien by¢ dominujacy. Powszechnie powtarzana w spotecznosci
fizykow stwierdzenie méwi, ze wynik nie moze zaleze¢ od sposobu regularyzacji
i renormalizacji modelu fizycznego. Czy wiec nalezy stad wyciagnaé¢ wniosek, ze ktéras
ze stron popetnita btad przy przeprowadzaniu obliczen?

W pierwszym rzedzie nalezy zwréci¢ uwage na to, ze nie jest absolutng prawda,
iz wszystkie metody regularyzacji i renormalizacji modeli prowadza do tych samych
rezultatow. Cho¢ istotnie tak jest w wiekszoé¢ przypadkéw obecnych w literaturze,
to nawet w fizyce czastek, gdzie metody usuwania nieskonczonosci sa testowane
wyjatkowo mocno, znane sa przypadki, gdy rézne metody ,,usuwania nieskonczonosci”
daja rézne wyniki. Przykladem tego jest toczona w okresie po 2010 roku dyskusja
nad tym jaki jest poprawny sposéb obliczania amplitudy rozpadu czastki Higgsa
na dwa fotony. Szersze omowienie tej debaty oraz propozycje rozwiazania problemu
za pomocy procedury Bogoliubowa-Epsteina-Glasera, w ktérej nie napotyka sie
nieskonczonych wyrazen mozna znalezé w pracy [DDG21]|. Nie trzeba dodawad,
ze zaprezentowane w tym artykule podejscie do rozpadu czastki Higgsa pozbawione
wielkosci nieskonczonych, jest pod wieloma wzgledami pokrewne spojrzeniu na efekt
Casimira prezentowanemu w niniejszej pracy.

Jesli chodzi o kwestie, czy ktéras ze stron popetnita blad obliczajac efekt Casimira
dla dwéch delt, musimy zwrdci¢é uwage na to, jak rézne byly metody uzyte do
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analizy tego zjawiska przez wspomnianych autoréw. Wobec tego cho¢ nie mozna
wykluczyé nieodkrytych jeszcze bledéw rachunkowych, to jest co najmniej réwnie
prawdopodobne, ze jest to jeden z tych przypadkdéw, gdzie rézne metody obliczeniowe
prowadza do rozbieznych wynikéw. W niniejszej pracy chcieliSmy zaprezentowad
podejécie z ktorego korzystaliémy w spos6b maksymalnie jasny i prosty, co mamy
nadzieje przyczyni sie w jakims stopniu do lepszego naswietlenia tej strony problemu.
Wspominali$my juz kilkakrotnie o pewnych niejasnoéciach w podejsciu A. Scardicchia
oraz M. Spreafico i S. Zerbiniego. W naszej ocenie, niewiele wigcej mozna powiedzieé¢
o tym zagadnieniu, bez glebszego przeanalizowania uzytych przez nich procedur, co
na ten moment pozostaje otwartym problemem.

Ostatnia rzecza nad ktora chcielibyémy sie zatrzymad, jest teza A.Sccardicchia,
kilkakrotnie pojawiajaca sie w jego pracy [Sca05|, ze gdy efekt Casimira zachodzi
miedzy defektami w postaci punktow lub prostych, proznia staje sie niestabilna,
czego objawem jest pojawienie sie tachionéw. Dla dwoch defektow punktowych, czyli
dwoch delt Diraca, autor stwierdza, ze tachiony pojawiaja sie, gdy spelniony jest
warunek postaci v < 1, dlatego pozwalamy sobie zaproponowaé inna interpretacje
tego problemu.

W swietle stosowanego tu formalizmu, uwazamy iz nie ma powodu twierdzi¢,
ze w takich warunkach fizyczna préznia staje sie niestabilna, badz nastepuja in-
ny niepozadany efekt natury fizycznej. Naszym zdaniem jedynie model pdl quasi-
swobodnych traci swoja racje bytu i uporczywe trzymanie si¢ go, skutkuje pojawie-
niem sie patologii, ktére nie maja jednak fizycznego znaczenia. Swiadcza jedynie
o ograniczeniach stosowanego formalizmu.

5.3 Lokalna gestos$é¢ energii dla modelu dwéch quasi-delt

Problem ktérego badaniu chcemy poswieci¢ te czesé pracy, polega na obliczeniu
gestosci energii pola skalarnego ¢(t, Z) w ukladzie z dwoma quasi-deltami korzystajac
z formalizmu przedstawionego w rozdziale . Jak zostalo tam wyjasnione, gestosc
energii jest dana jako

éaden(av '7_’:) = T(i’(f’ f)v (5'99)

gdzie T7(%,7) jest jadrem catkowym dystrybucji

Ta(p ) = i(% (hg —h)Y) + i(w, (hzt = H V). (5.100)

Zaktadamy przy tym, ze funkcje o(&), ¥ (&) przyjmuja tylko wartosci rzeczywiste
i maja zwarte nosniki.

Metoda ktoérej uzyjemy by obliczy¢ T5(#, ) ponownie jest zaczerpnieta z pracy
[HS10]. Naszym punktem wyjscia sa dwie elementarne tozsamosci:

—+00

1 2 1
e N — 5.101
k 770/ Tr2—|—k:2’ ( a)
9 T7° 1 1
k—p=-=1[d 2( — ) 5.101b
p 7T0/ rr ,,42_’_]{;2 7a2+p2 ( )

Jesli we wzorach (4.18) podstawimy w = ir to otrzymamy
—~1 -1
Go(—r?) = —(r+h2) . G =—(r2+h) (5.102)

Korzystajac teraz z reprezentacji spektralnej operatoréw h i hz, mozemy zapisaé
iloczyny skalarne wystepujace w formule ((5.100]) jako
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(¢, (hg — /drr o, [G(=1?) = Go(—r*)]9), (5.103a)

(Vo (h3' — V) = — = / dr (Vo, [G(—r2) — Go(—r?)] V). (5.103b)

Jadro catkowe operatora G(—r?) — Go(—r?) znajdujemy poprzez zastosowanie od-
wrotnej transformaty Fouriera do wyrazenia ze wzoru (4.30) w ktérym dokonano
podstawienia w = ir:

T

DT 3 _—iy-q lT
e T _ (ir) | d°qe —_.
P 2+r2 / R

(5.104)
By uczyni¢ wzory bardziej zrozumialymi, w dalszym ciagu bedziemy korzystaé
z oznaczen

[G(=r%) = Go(—1?)](&, 7

J(r, @) = (H(r,|Z=B|) H(r,|7+0b]), (5.105a)

T
3 /d?’p g(p)ﬁ2 ey (5.105b)

Symbol J(r,Z) nalezy rozumieé¢ jako dwuelementowy wektor w formie wiersza.

Poniewaz funkcja g(p) jest sferycznie symetryczna, wiec postaé¢ funkeji podcal-
kowej we wzorze nie ulega zmianie przy podstawieniu p’ = Op, ¥’ = OZ,
gdzie O jest macierza ortogonalna 3 x 3. Wobec tego funkcja H(r, |Z|) zalezy tylko
od dlugosci wektora T, fakt ten zostal juz uwzgledniony we uzytej przez nas notacji.
Symbolem H'(r,|Z|) bedziemy oznacza¢ pochodng tej funkcji po drugim argumencie.
Jako ze g(p) jest funkcja klasy Schwartza, latwo zauwazy¢, ze zachodzi

1 1
| H(r,|Z|)| < const T2 | H'(r,|%])| < const T2 (5.106)
Korzystajac z jawnej postaci Zz (zob. (4.29)) mozemy przepisa¢ rozwazane przez

nas jadro catkowe jako
[G(—7?) — Go(—rD)](Z,§) = J(r, @) T (ir) T (r, 7). (5.107)

Zmnalezienie wyrazenia odpowiadajacego nie przedstawia teraz zadnych pro-
bleméw. W przypadku wzoru trzeba wykona¢ jeden dodatkowy krok, mia-
nowicie catkowania przez czesci czlonéw zawierajacych V; (%), gdzie V; = 9/0x;
i analogicznie dla funkcji ¥ (¢). Poniewaz funkcje ¢ i ¢ posiadaja zwarte nosniki,
czlony brzegowe przy calkowaniu przez czesci znikaja i ostatecznie mamy

+oo
1
Ta(@.) = 5= [ dre® @) 7 i) I () -
™
1 foo (5.108)
~ 5 / dr Zjij(r, Z) T (ir) V; I (r, ).
0 J=1
Obie calki w powyzszym wzorze sa zbiezne, co wynika z oszacowania (4.28]) na norme

Z (w) i nieréwnoéci przedstawionych w ((5.106). Wnioskujemy stad, ze Tz(¢, 1) jest
dystrybucja regularna na R3 x R3.
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Zgodnie z opisana w rozdziale (3.5)) procedura rozdzielania punktéw, we wzorze
(5.108) ktadziemy teraz ¥ = ¥ i po prostych obliczeniach dostajemy nastepujace
wyrazenie na gesto$¢ energii.

1 u(ir (5.109)
= H(r,|Z+ b)) H(r,|Z—b|) —
”o/ T — (i | 1T A BDH (= b))
— T . _,_l—)» _ )
B (JU;F 2 (f ﬂ)HI(T,!:E'—l—bDH’(r,\*—bD
|Z 4+ b]|Z — D]

Plynie stad wniosek, ze &gen(d, f) rozumiana jako dystrybucja na funkcjach f €
7 (R3), jest dystrybucja regularng na R3.

Podobnie jak w przypadku energii globalnej, potrzebujemy teraz wyodrebnié¢
ze Wzoru gestodé energii pochodzacg od samooddzialywania rozwazanych
cial, procedura postepowania jest analogiczna jak wtedy. Najpierw obliczamy gestos¢
energii samooddzialywania jednego ciala, poprzez umieszczenie go w érodku uktadu
wspolrzednych, co sprowadza sie do podstawienia & — b= i, i przechodzac do granicy
a — +o00. W wyniku prostego rachunku dostajemy

“+o0o
" . S, o 1 1 . .
gsingle(ﬂ) = agljlkloo gden(av b+ y) = % / dr t(iT‘) [H’(T, ‘y‘)Q - TZH(Tv ‘y‘)2]
(5.110)
Gestos¢ energii samooddziatywania dwoch cial jest dana przez
gself(aa f) = éasingle(f"i_ g) + @@single(f - [_)')7 (5111)
natomiast gesto$¢ energii oddzialywania jest zdefiniowana jako
éaint(aa f) = C’gaden((_i7 ZE) - éaself(ay f) (5112)
Tym samym otrzymujemy
+o00o
1 u(ir)? -
Emt(@,7) = — [ d H'(r,|Z+b|)* —
(6, %) = 5 0/ T R — (g L 174D
—r2H(r,|Z + b))% + H'(r,|Z — b])* — r2H(r,|Z - b])?] -
1T wlir (5.113)
-= [ d 2H(r,|Z+b|)H(r, |7 — b]) —
o | A g P E B 1~ B)

5.4 Lokalna gesto$¢ energii w granicy A \ 0

Zbadamy teraz problem gestoéci energii dla modelu przeskalowanego, gdzie funkcja
g(Z) zostaje zastapiona przez funkcje gi(Z). Naszym gléwny celem jest zbadanie
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jak przeskalowana gesto$¢ energii &gen(d, &, A) zachowuje sie¢ w granicy A \, 0, przy
ustalonych wartosciach @ oraz 7.
Aby otrzymadé wyrazenie na gestosé energii przeskalowanego modelu nalezy we

wzorach (5.109)) i (5.113]) dokonaé podstawien
t(ir) = ta(ir),  u(ir) = ua(ir), (5.114)

oraz zastapi¢ funkcje H(r,|Z|) przez

i &

1 e
H\(r, |Z]) = — /d3p§(>\p)7ﬁ : (5.115)
Ver P2
W wyniku tego dostajemy wyrazenie na energie samoodzialywania ciat dla modelu
przeskalowanego
+oo
Sar(@ TN = o [ dr [ 74+ 51 = r2Ha(r, |7+ B)?) +
27 ta(ir) ’ ’
0
. too . (5.116)
— [ d Hi(r, |Z — b)) — r2Ha(r,|Z — b])?].
b [ R 7 = B = 2y~ B
0

Gestos¢ energii oddzialywania tego modelu wynosi

+oo
S 1 ua(ir)? L 1= T2
int (& Ly = 5= - : - H; (r, —
&4, N) 27 0/ dr ta(ir)[ta(ir)? —u;\(zr)2][ A |7 45))

— r2Hy(r, |2+ b])? + Hy(r, |2 — b])? — r2Hy(r,|Z — b])?] —

u(ir) L L o
“/ A i = ar? | 7N 1+ B G 7= )
(Z+b)-(F— 6) T -

(5.117)

Zajmijmy sie¢ teraz zachowaniem tych wyrazen w granicy A\, 0. Zaczniemy od
wykonania catki po katach w (5.115)), co daje

+o0o
i1 i~ ipx p
Hy(r,z) = ooz / dpg(Ap)e et (5.118)

Dla prostoty uzyliSmy oznaczenia x = |Z|. Przyjrzyjmy si¢ wystepujacemu w po-
wyzsze]j calce wyrazeniu g(Ap) exp(ipx), w ktérym rzeczywisty argument p zostaje
zastapiony zmienng zespolona z € C. Na mocy nieréwnosci ((C.4) zachodzi

AL| Jm z|
2

| g(Az) exp(izz)| < exp —zJm z) . (5.119)

Tak samo jak w rozdziale (5.2)) ktadziemy L = 272/« oraz wprowadzamy ograniczenie
na wartosci jakie moze przyja¢ parametr skalowania: A € (0,1/2). Ostatni wzor
przyjmuje dzieki temu postaé
2
| g(Az) exp(izz)| < exp (W —zJm z) . (5.120)
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Przyjmijmy, ze wartoéé & jest ustalona. Jesli Jmz > 010 < M2/a < z, x = | 7|
to catke w mozemy wykonaé korzystajac z konturu I'y przedstawionego
na rysunku @ Warunek ten mozemy zinterpretowaé, stwierdzajac, ze dopuszczalny
zakres wartosci jakie przyjmuje parametr A jest funkcja Z:

1
0 <A < min (2 O;|_§|> . (5.121)

Gdy ten warunek jest spelniony, catkowanie metoda residuéw daje

17|
H)\(r,|f|):\/; (iAr) < ER (5.122a)

—r|Z|

. T, N
H,(r,|Z]) = —\/gg(z?\r)(l + r|Z]) e (5.122b)

Warunek narzucony na A ktéry umozliwia Wykonanie tej calki ma prosta interpretacje
fizyczna. Funkcja Hy(r, |Z|) jest dana wzorem ), jesli punkt ¥ znajduje sie
poza nosnikiem funkcji g (Z). Inaczej méwiac, punkt Z jest poza obszarem zajmo-
wanym przez cialo makroskopowe, ktérego srodek znajduje sie w poczatku uktadu
wspolrzednych. Ttumaczy to tez rowniez, dlaczego wzor ten nigdy nie jest poprawny
dla Z = 0.

Przyjrzyjmy sie teraz granicy

éaselﬂ lim(C_ia i") = ?1\1{% (Dﬁself(a:, z, ?\). (5.123)

Dokladniej bedzie nas interesowala granica punktowa powyzszego wyrazenia, obliczo-
na dla ustalonych wartosci @ i Z. Wobec tego bez straty ogdlnosci mozemy przyjac,
ze parametr A czyni zado$¢ warunkowi . Przy tym zalozeniu, uzywajac po-
nownie nieréwnosci tatwo pokazaé prawdziwos¢ nastepujacych oszacowan.

| Hy(r, |Z])| < Cre™ @27, | H} (1, |Z])| < (C3 + Cyr)e= 2", (5.124)

gdzie C1,C5,C3,Cy > 0. Jak wynika z nieréwnosci wyraz 1/t)(ir) jest
ograniczony na modul przez stala, co wraz z warunkami powyzej pozwala nam
w wyrazeniu na &see(d, &, A) wejsé z granice A \ 0 pod caltke na mocy twierdzenia
Lebesgue’a zbieznosci majoryzowanej. W rezultacie dostajemy

—

@@self, lim(aa f) - @(dsingle, lim(f + b) + gsingle,lim (f - 5)7 (51253)

672r|i’|

éasmgle hm = 4 / ot on 2 (1 + 2T|CL‘|) |f| . (5125b)
7 tego co zostalo wczesniej powiedziane wynika, ze wzor ma sens tylko dla
i # 0, skutkiem czego e, 1im (@, ¥) ma sens tylko, gdy # # +b. Ten fakt jest prosty
w zrozumieniu, gdyz Eingle, 1im (%) Wyrazenie opisuje gestos¢ energii wlasnej delty
Diraca, za$ nosnik osobliwy &(Z) jest réwny {0}. Widzimy wiec, ze dla A # 0 gestosé
energii jest dystrybucja regularna na R3, lecz dystrybucja Eself, lim (@, T), otrzymana

jako rezultat przejscia granicznego jest regularna tylko na zbiorze R\ {— b b}
Chcemy uczuli¢ Czytelnika, ze fakt iz wzor nie jest prawdziwy dla & = 0
nie wynika po prostu z tego, iz dla tego punktu nie moZe by¢ spetniona zaleznosé
, lecz siega glebiej, do sposobu w jaki gestosé energia jest okreslona w podejsciu
Herdegena. Przypomnijmy, iz lokalna gestos¢ energii jest w nim zdefiniowana za po-
moca dystrybucji i doktadna analiza tych wyrazen pokazuje, iz po przejsciu
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granicznym wyrazenie to ma sens tylko na takim zbiorze D, ktérego domkniecie nie
zawiera nosnika osobliwego delty Diraca, ktéry jest réwny Z = 0. Wéwcezas dla kazde-
go punktu & € D mozna znalezé funkcje ¢ i ¢ o noénikach zwartych, spetniajacych
warunki £ € supp ¥ Nsupp @, supp ¥ Usupp ¢ C D, jak réwniez nie przecinajacych sie
z noénikiem osobliwym delty. Z tego powodu nie jest mozliwe zdefiniowanie gestosci
energii ta droga dla 7 = 0.

Rezultat ten wyklucza mozliwos¢ znalezienia globalnej energii samoodziatlywania
delty Diraca przez scatkowanie gestoéci energii po R?. Poniewaz jednak wczesniejsza
analiza pokazala, ze taka energia samooddziatywnia jest nieskonczona, usitowania
uzyskania skonczonego wyniku poprzez catkowanie gestosci energii nalezy uznaé
za tym bardziej bezzasadne. Jednak znaczenia dla poznania fizycznego tych skon-
czonych wyrazen na energie globalna, ktore zostaly otrzymane poprzez odpowiednie
zrenormalizowanie zle okre$lonych wyrazen pozostaje sprawa otwarta. Tego typu
metody wielokrotnie prowadzily do wartosciowych rezultatéw, wiec nie mozna ich
lekka reka odrzucié¢, temat ten jednak wciaz nie jest dostatecznie dobrze zrozumiany.

Nalezy przy tym zauwazy¢, ze calka z Esingle 1im (Z) po zbiorze R? \ K(0,¢) jest
skoriczona dla dowolnego £ > 0. Swiadczy to o tym, ze za nieskonczong warto$¢ energii
samoodziatywania delty nie odpowiada energia przynalezna jej czesci regularnej,
w sensie teorii dystrybucji, tylko jej czesci osobliwej, co nie jest trudne w zrozumieniu.
Musimy zaznaczy¢, ze tutaj ponownie odgrywa role fakt, ze gestosé energii zostata
zdefiniowana za pomoca dystrybucji . Jak zostalo wczesniej wspomniane,
nosniki funkcji ¥ i ¢ pojawiajacych sie w przytoczonym wzorze musze by¢ zwarte
i nie moga przecinaé sie z nosnikiem osobliwym delty, ktéry sprowadza sie do punktu
Z = 0. Poniewaz minimalna odlegloé¢ d miedzy dwoma zwartymi podzbiorami R jest
zawsze silnie wieksza od zera, dlatego gestosé energii nigdy nie moze by¢ zdefiniowana
na pewnym zbiorze S, ktéry zawiera co najmniej pewng kule domknieta K(0,¢) C S.
To za$é wyklucza mozliwo$é wziecia granicy € \, 0 w calce po zbiorze R? \ K(0,¢).

W tym momencie pozostaje nam zbada¢ nastepujaca granice dla gestosci energii
oddzialywania:

gint,lim(aa f) = )l\i{%é”im(c?, f, }\) (5126)

Tak jak poprzednio interesuje nas granica punktowa, gdy & i @ sa ustalone, zas A ™\, 0.
Metoda jej obliczenia jest dokladnie analogiczna do tej uzytej dla energii samood-
dzialywania i tak jak tam sprowadza si¢ do pokazania, ze spelnione sa zalozenia
twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowanej. Ponownie przyjmujemy, ze para-
metr A spelniony warunek i tym samym prawdziwe sa nieréwnosci .
Ponownie nieréwnosé¢ (C.47) gwarantuje nam, ze wyraz 1/t)(ir) jest ograniczony
przez stala. Oczywiste uogdlnienie wzoru na macierz 7 (w) wraz z nieréwnosci
pozwala nam stwierdzi¢, ze wyrazenie [t (ir)? — ux(ir)?] ! réwniez jest ogra-
niczone od goéry przez stala. Dla cztonéw zawierajacych funkcje uy(ir) potrzebujemy
jeszcze skorzystaé¢ z nieréwnosci . Proste potaczenie tych wynikéw dowodzi,
ze zalozenia o zbiezno$ci majoryzowanej sg spelnione, dzieki czemu po krétkich
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rachunkach dostajemy
+oo

& i) = [a c”
motin(8) = 5 / GO+ e

—21|Z+b|/a > 7 —21|Z—b|/a 5 7
6<1+21‘x+b’>+eﬁ . <1+2z|x b')]—

17+ b4 a |z — b|* a
1 +/°° ol o~ W(|E+b|+ Z-5])/a
Am? (v+D2—e | Z4+b||Z—b|

(5.127)

Choé znaleziony wzor na gesto$é¢ energii oddziatywania jest do$é¢ ztozony, to
jednoczesnie tatwo odczytaé kilka jego podstawowych wlasnoéci. Dzieki obecnosci
wyrazéw postaci exp(—!|Z|/a) catka z &int, 1im (@, Z) po zbiorze R3\ (K (b, £)UK (—b, )
jest zbiezna dla kazdego € > 0. Jednak catka po R? jest rozbiezna, ze wzgledu na
obecnos¢, tak samo jak dla energii samoodzialywania, cztonu zachowujacego sie jak
|#]~*. Réwniez jak poprzednio rozwazania na gruncie analizy dystrybucji zabraniaja
przyjecie € = 0, wiec takze tutaj fakt rozbieznosci tej calki nie stanowi problemu.

Interesujacym faktem jest to, ze wyrazenie jest uniwersalne w badanej
klasie modeli. Rozumiemy przez to, iz nie zawiera zadnych parametréw zaleznych
od wyboru konkretnej postaci modelu. Jednocze$nie wiemy, ze globalna energia
Casimira dana jest wzorem ktéry jest silnie zalezny od wybranego modelu. Jak
zostalo powiedziane w rozdziale Andrzej Herdegen wykazal, ze dla nieosobliwego
modelu, mozna odtworzy¢ energie globalng z energii lokalnej, jego wynik zawarty
jest we wzorze . Wzér ten méwi, ze lokalna gestosé energii rozumiana jako
dystrybucja jest zbiezna do energii globalnej, gdy funkcja prébna f(#) na ktoérej
jest obliczona dazy w odpowiedni sposéb do funkcji stalej fiim, () = 1. Wynik ten
mozna przettumaczy¢, przy odpowiednich zatozeniach, na réwnos¢ energii globalnej
&, 7 calka z gestosci energii &gen(T).

Przedstawione wyniki w sposéb jasny pokazuja, ze nie musi to by¢ prawda dla
modelu osobliwego. Nawet gdyby byto dopuszczone wycatkowanie wzoru (5.126)) po
R3 i wynik byt skoniczony, co jest jednak zabronione, nie jest mozliwe otrzymanie
zaleznego od modelu wzoru , poprzez catkowanie niezaleznej od wyboru modelu
gestosci energii.

Uzyskane rezultaty bedziemy teraz chcieli poréwnaé z gestoscia energii pojedyn-
czej delty Diraca obliczong przez D. Fermiego i L. Pizzocchero. Autorzy ci chcieli,
przynajmniej dla przypadku pola skalarnego, podaé¢ bardziej systematyczny niz
natenczas dostepne w literaturze, podejscie do badania efektu Casimira w réznych
konfiguracja geometrycznych i wersjach badanego problemu. Z tego powodu wyniki
otrzymane dla delty Diraca stanowia tylko skromna cze$é ich wynikéw, co skutkuje
miedzy innymi tym, ze interesujace nas rezultaty sa rozrzucone po kilku publikacjach.

7 prac tych nalezy wymieni¢ ksiazke Fermiego i Pizzocchero Local Zeta Regulariza-
tion and the Scalar Casimir Effect zawierajaca wyktad ich podejscia. [FP17]. Gestosé
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energii dla uktadu z pojedynczg delta Diraca zostala obliczona, obok innych wielkosci,
w ich pracy Local Casimir Effect for a Scalar Field in Presence of a Point Impurity
[FP18]. W koricu sam D. Fermi opublikowal prace The Casimir energy anomaly
for a point interaction w ktérej podjal sie préby obliczenia globalnej energii Casimira
dla tego uktadu, poprzez wycalkowanie gestosci energii obliczonej w poprzedniej
wspomnianej pracy. [Fer20].

W pracy On the Casimir Effect with §-Like Potentials, and a Recent Paper
by K. Ziemian (Ann. Herni Poincaré, 2021) ([FP23| Fermi i Pizzocchero wykazali btad
w artykule autora tej rozprawy Algebraic Approach to Casimir Force Between Two
0-like Potentials, w ktorym pierwszy raz opublikowano referowane w niniejszej pracy
wyniki dla uktadu dwéch quasi-delt. Fermi i Pizzocchero wskazali tez na wynikajace
z wspomnianego wczesniej pomytki, bltedne stwierdzenia na temat niezgodnosci
wynikéw otrzymanych w [Zie21], z tymi uzyskanymi przez tych dwéch autoréw. Ich
uwagi poskutkowaly publikacja tekstu poprawki Correction to: Algebraic Approach
to Casimir Force Between Two ¢-like Potentials [Zie23].

Podejmiemy sie teraz préby mozliwie krétkiego oméwienia podstaw podejscia Fer-
miego i Pizzocchero, ktére sa wylozone w ksiazce [FP17]. Rozpatruja oni pole skalarne
w czasoprzestrzeni o d + 1 wymiarach, przy czym gdy chodzi o czes¢ przestrzenna,
to przyjmuja, iz pole znajduje sie w obszarze @ C R? i moze spetniaé¢ odpowiednie
warunki brzegowe okreslone na 0€). W dalszym ciaggu bedziemy przyjmowaé, ze d = 3.
Czytelnik powinien réwniez mie¢ na uwadze, ze referujac ich wyniki pozwalamy sobie
na pewne zmiany w notacji w stosunku do oryginatu, majac nadzieje, iz uczyni to
tekst tatwiejszym w lekturze.

W omawianym podejéciu pole skalarne QAﬁ(t, Z) jest rozumiane jako dystrybucja,
ktorej wartosciami na funkcjach probnych sa operatory samosprzezone dziatajace
na przestrzeni Focka. Autorzy stosuja notacje funkcyjng réwniez dla dystrybucji, co
nalezy mieé¢ na uwadze podczas lektury wzorow ponizej. Pole to moze oddzialywaé
z niezaleznym od czasu klasycznym potencjatem V (Z), zdefiniowanym przez gladka
funkcje. Ewolucja czasowa pola jest wyznaczona przez réwnanie

9? 3\ 2
<m2—A+V@O¢@@:O (5.128)

oraz odpowiednie warunki brzegowe na 0f.
Centralne miejsce w podejéciu Fermiego i Pizzocchero zajmuje operator &/c
zdefiniowany przez wzor

gpc = —A+V(D), (5.129)

i odpowiednie warunki brzegowe. By podkredli¢ ich role dodalismy do jego symbolu
indeks BC. Operator @/gc musi by¢ zdefiniowany w taki sposéb by byl on samosprze-
zonym operatorem dziatajacym na przestrzeni Hilberta L?(§2,dx), ze standardowym
iloczynem skalarnym

(f.9) = [ d% F@)(@). (5130)
Q

Co wiecej, operator ten musi byé scisle dodatni, co oznacza, iz jego widmo o(“/pc)
musi spetlniaé¢ warunek

o(#/pc) C [€%,+00),  &>0. (5.131)

Jak zobaczymy, wymoég ten prowadzi do wielu komplikacji technicznych, ktére poja-
wiaja sie w prezentowanym formalizmie.
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W omawianym podejéciu, podobnie jak zostalo to zrobione w rozdziale lokal-
na gestod¢ energii jest zdefiniowana za pomoca wyrazu T o(t, ¥) tensora energii-pedu
dla pola skalarnego. Podobnie jak Dappiaggi, Nosari i Pianamonti (zob. roz. ), ko-
rzystaja oni z tensora energii-pedu dla pola, ktére na poziomie klasycznym oddzialuje
ze skalarem krzywizny poprzez obecno$¢ cztonu E R(x) w réwnaniu ruchu. W dalszym
ciagu w przytaczanych wzorach bedziemy zawsze ktas¢ & = 0. Warto w tym miejscu
przytoczy¢ forme tensora energii-pedu uzywang przez Fermiego i Pizzocchero:

Ty, 7) = 0, (t, )0, 0(t, 7) — nys (O G(L, T)ONG(E, 7) + V(2)0(t, 7)) . (5.132)
Po polozeniu V(%) = 0 tensor ten jest réwnowazny temu z réwnania (3.67)).

Niech Qpc oznacza teraz stan podstawowy dla modelu pola skalarnego z od-
powiednimi warunkami brzegowymi na 0€). Lokalna gesto$¢ energii ktérej badania
autorzy chcg sie zaja¢, dana jest jako

Erp den(E) = (B0, To,0(F)2B0). (5.133)

Od tego miejsca dla wigkszej zwieztoéci bedziemy przyjmowaé, ze t = 0 i opuszczaé
w notacji zmienna czasowa. Jak wczesniej zauwazyli Fermi i Piazzocchero, QAS(t, Z) jest
dystrybucja, wiec wyrazenie fo,o(f) jako w ogélnosci pozbawione sensu, gdyz zawiera
kwadrat dystrybucji. Réwniez ostre warunki brzegowe, jak zobaczymy dalej, takze
w tym podejéciu moga byé¢ przyczyna pojawienia sie zle zdefiniowanych wyrazen.

By zaradzi¢ temu, wprowadzona jest odpowiednia procedura regularyzacji i re-
normalizacji. Pierwszym krokiem w jej sformutowaniu jest wprowadzenie parametru
renormalizacji x, ktéry posiada wymiar masy. Niech teraz u € C bedzie dowolna
liczba zespolona. Definiujemy operator

ABo,w = (K 2e/pc)V4. (5.134)

Z przyczyn ktére stang sie jasne pdzniej bedzie nas interesowala granica v — 0, co
sprawia, ze nie mozemy zignorowa¢ faktu, iz dla wiekszoéci wartosci zespolonych
2/Bc, v jest silnie nielokalnym operatorem. Dysponujac tym aparatem formalnym
mozemy zdefiniowaé¢ dzeta zregularyzowany operator pola:

¢U(t, T) == e ud(t, &) = (k 2Bc) " 4(t, D). (5.135)

Musimy tutaj zwrocié uwage Czytelnika na nastepujacy fakt. Podczas gdy gg(t, Z)
jest polem lokalnym to QAS “(t,Z) jest juz nielokalnym obiektem. Co wiecej w przeci-
wienstwie do modeli wprowadzonych w rozdziale , nie jest nam znany sposéb
w jaki mozna by scharakteryzowaé¢ w sposéb dokladny jego nielokalno$é. Niestety,
autorzy nie poddajg problemu nielokalnosci pola gg “(t,Z) dokladniejsze analizie.

Zauwazymy, ze Fermi i Pizzocchero tak jak Spreafico i Zerbini méwia o ,,dzeta
regularyzacji” lub ,,dzeta renormalizacji”, przez analogie do stynnej funkcji dzeta
Riemanna. Niemniej w zadnej z tych prac nie jest wyjasnione, jaka jest wzajemna
relacja tych dwdch podejsé.

Aby nadaé sens wyrazeniu autorzy dokonuja mechanicznego podstawienia

gg — <$ " we wzorze otrzymujac
T (&) = 0,0 " ()0, (&) — 0w (0" ()00 " () + V()9 (#)?).  (5.136)

Tak zregularyzowany tensor energii-pedu T,}fy(a?), w przeciwienstwie do tego z wzoru
(15.132)), jest juz wielkoscia nielokalng. Niestety i tutaj autorzy nie dyskutuja w sposéb
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szczegolowy co ta utrata lokalnosci oznacza dla rozwazanej teorii. Niezaleznie od tego,
zregularyzowana nielokalna gesto$é energii jest teraz okreslona jako

EMp aen(T) = (Qpe, Ty (F)Qpc). (5.137)

Cho¢ sita przyzwyczajenia kaze nam nazwaé wielko$¢ z powyzszego wzoru ,lokalng
gestodcig energii”, to musimy ponownie z calg sita podkresli¢, ze wzér ten przedstawia
silnie nielokalna wielkos¢, bo zdefiniowany jest za pomoca nielokalnego pola QAS ).
Jednoczesnie nalezy wskazaé, iz Fermi i Pizzocchero zwykle nie nazywaja tej wielkosci
»Jokalna gestodcig energii”. Zamiast tego méwia o proZniowych wartosciach oczeki-
wanych (VEV, ang. vacuum ezxpectation values) odpowiednich operatoréw, w tym
wypadku skladowej ﬁffo (7).

Musimy teraz omdéwic jak przebiega proces otrzymywania skonczonych rezultatéw
na podstawie wyrazen takich jak . Podejscie jakie proponuja autorzy jest
nastepujace. Niech f* bedzie dowolna wielkoscia fizyczng zalezna od wprowadzonego
wczesniej parametru u € C, taka jak ta przedstawiona w we wspomnianym wczesniej
wzorze. Przyjmijmy, ze pierwotnie jest ona funkcjg analityczng u okreslona na zbiorze
Uy C C. W tym momencie konieczne jest rozréznienie dwbch przypadkow.

1) Mozliwe jest przedtuzenie f“ do funkcji analitycznej na zbiorze % zawieraja-
cym zero. Wéwcezas zrenormalizowang wersje f% otrzymujemy biorac wartos¢ tak
przedhuzonej funkcji w u = 0:

fre = f°. (5.138)

Symbol RP pochodzi od angielskiego regular part, ktore to zwrot oznacza nieosobliwa
czeS¢ rozwiniecia funkcji analitycznej w szereg Laurenta. Oznaczenie to w troche
zmienionej formie przyjmujemy za oryginalnymi pracami.

2) Funkcja f* przedtuza sie do funkcji analitycznej na zbiorze %, ktéry nie zawiera
0, ale zawiera zbiér postaci 0 < |u| < 7, r > 0. Wéwczas rozwijamy przedluzona
funkcje f“ w szereg Laurenta

fu= i fiut. (5.139)

Renormalizacja polega teraz na wzieciu zerowego wyrazu tego rozwiniecia

frp = fo. (5.140)

Niezaleznie od tego ktora z tych metod zostata zastosowana, by zdefiniowaé frp,
samg tg operacje bedziemy oznacza¢ tym samym symbolem RP f*:

RP [ := frp. (5.141)

Sami autorzy przyznaja, ze ta definicja renormalizacji dopuszcza pewne dwuznacz-
nosci, ktore pokazemy na przykladzie energii globalnej. Zregularyowana energia
globalna jest zdefiniowana jako

St = / 33 (Qpc, Ty (T)280). (5.142)
Q

Powstaje teraz pytanie, w jaki sposéb okresli¢ warto$é zrenormalizowanej energii?
Czy jako

&Fp.ren := RP / 43z (e, Ty'o(F)se), (5.143)
Q
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czy moze ma uzy¢ nastepujacego wyrazenia?

éDFpJen = /d3x Ren (QBc, TO?O(f)QBc). (5.144)
Q

Autorzy jawnie stwierdzaja, ze te dwie definicji nie muszg by¢ rownowazne. Wielkoscé
reprezentowana przez wzor z definicji jest skonczona, podczas gdy calka
(5.142)) we wzorze moze by¢ rozbiezna. Ostatecznie autorzy przyjeli pragmatyczne
podejscie do problemu, korzystajac z tej postaci wyrazenia na &rp, ren ktora jest
w danym momencie wygodniejsza.

Potrzebujemy doda¢ male zastrzezenie do faktu, ze wzér Zawsze reprezen-
tuje skonczona wielkosé. Jest tak, jesli mozna dokonaé odpowiedniego przedtuzenia
funkcji reprezentowanej przez to wyrazenie, do funkcji analitycznej w otoczeniu zera,
a jak niedlugo zobaczymy w konkretnym modelu moze to byé¢ niewykonalne.

By zrozumieé¢ wyniki otrzymane przez Fermiego i Pizzocchero musimy omoéwié
podzial na energie objetoSciowa (ang. bulk energy) i energie brzegowa (ang. bo-
undary energy), ktérego dokonuja. Obie te energie poddawane sa w ich pracach
odpowiedniej regularyzacji i renormalizacji. Wyjasnienie jak te pojecia funkcjonuja
w ich pracach wymaga wprowadzenia dodatkowej aparatury technicznej.

Niech &/ bedzie samosprzezonym operatorem na L?(R3, dx), silnie dodatnim
w sensie . Za pomoca rachunku operatorowego okreslamy jak poprzednio
operator o7 ~%, s € C, jego jadro catkowe bedziemy oznacza¢ jako o7 ~*(Z, i). Wielkosé
ta bedziemy nazywaé s-tym jadrem Dirichleta i oznacza¢ jako symbolem Dy (&, 7):

Dy(Z,7) := o ~*(2, 7). (5.145)
By uprosci¢ dalsze rachunki wprowadzamy oznaczenie
Dge,s(7,9) == “pa(Z,9)- (5.146)

Dtugi rachunek wychodzacy od wzoru (5.135) pozwala pokazaé, ze globalng
zregularyzowang energie &ip mozna wyrazié¢ za pomoca Dpc, s(Z, ¥) w nastepujacy

sposéb

&y = E* + BY, (5.147a)
KY .
Eipi= 5 [ d% Do, 1)o@ 2). (5.147b)
Q
u kY .0 oo
P = / da(Z) a—DBQ(uH)/Q(aE,y), (5.147¢c)
o0 "y

gdzie ny to wektor normalny do 9. Wielko$¢ Efp nosi nazwe zregularyzowanej
energii objetoSciowej, a Bp zregularyzowanej energii brzegowej.

Przejdzmy teraz do pracy Fermiego i Pizzocchero Local Casimir Effect for a Scalar
Field in Presence of a Point Impurity, [FP18]. Wéréd jej wynikéw jest obliczenie
zrenormalizowanej gestosci energii dla uktadu pola skalarnego zawierajacego pojedyn-
cza delte Diraca. Bedziemy przyjmowali, ze owa delta znajduje sie¢ w $rodku uktadu
wspolrzednych. Niestety, rachunek ten jest uwiktany w dodatkowe problemy natury
technicznej, ktére musimy pokrétce omowic.

Delta Diraca jest wprowadzona do badanego modelu poprzez zdefiniowanie ope-
ratora @/gc jako

Ao = —A, (5.148)
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wraz z warunkami brzegowymi odpowiadajacym delcie Diraca w punkcie Z = 0. Jak

juz to byla powiedziane w rozdziale , Scidle zdefiniowany potencjatl typu delta

Diraca w trzech wymiarach przestrzennych zawiera swobodny parametr, oznaczanym

przez Fermiego i Pizzocchero symbolem A. Wedle tego co podali w pracy [FP23],
parametr i parametr « wprowadzony przez nas w réwnaniu (4.13) wiaze zwiazek

272

o= (5.149)

Widmo tak okreslonego operatora /¢ jest réwne [0, +00), wiec nie jest spetniony

warunek . By to obej$¢ autorzy wprowadzaja do modelu kolejny parametr

g > 0, definiujac operator
5o = dpc + % id. (5.150)

W odpowiednim momencie trzeba bedzie wziaé¢ granice € \, 0, co zostaje przez
autoréw okreslone, jako ,renormalizacja obciecia podczerwonego”, cho¢ z testu pracy
wynika, ze zdawali sobie sprawe, iz to okreslenie moze by¢ nieadekwatne. Wobec tego
musimy uzywaé¢ podwdjnie zregularyzowawnego, nielokalnego pola

6 (t,T) = AFE (L) = (v A ie) 1 6(1, 7). (5.151)

Tensor energii-pedu ponownie dostajemy za poprzez wykonanie we wzorze ((5.132))
podstawienia ¢ — ¢ =“. Stajemy wiec przed problemem zrenormalizowania wyrazenia
zaleznego od dwdch parametrow, u i e:

(Qsc, Ty y' () Qsc) (5.152)

Ponownie, podkredlmy, ze powyzszy wzor przedstawia silnie nielokalne wyrazenie.

W omawianej pracy wybrana zostaje nastepujaca procedura usuniecia zaleznosci
od tych dwoéch parametrow. Najpierw dokonywana jest renormalizacja na pozio-
mie parametréw u, potem brana jest granica € N\, 0 z tak otrzymanej wartosci.
Przyktadowo, dla gestosci energii mamy

EFP, ron den () = gi\% RP (Qpc, Typ' (£)QBe)- (5.153)

Nalezy wspomnieé, ze w tej pracy przebadano zrenormalizowane w ten sposdb
elementy tensora T Ofb"(:f), nie podjeto jednak analizy energii globalnej, zdefiniowanej
jako catka po R? z tej wielkosci. Zagadnienie to zostanie oméwione dopiero w nastepne;
pracy autorstwa samego D. Fermiego [Fer20)].

W wyniku dosé¢ dtugich rachunkéw autorzy wyliczyli, ze gesto$é energii w tym
podejéciu wyraza sie wzorem

+o00

| 217 o217l
EFP renden(T) = ——— |1 - — |, 154
FP, rende ($) 877'2’.’15|4 + < A > 0/ d’U 1 + o (5 5 )

gdzie A to parametr od ktérego zalezy rodzina potencjatéw typu delta Diraca w trzech
wymiarach przestrzennych.

Wyrazenie przedstawia juz wielkos¢ lokalng. Z jednej strony, fizyka kaze
nam oczekiwaé¢ takiego wlasnie rezultatu, z drugiej zawitosé uzytej procedury re-
normalizacji, sprawia, ze fakt ten nie jest wcale oczywisty. Wbrew temu, co zostalto
podane w pracy [Zie2l], ktéra zawierata blad rachunkowy, wzor ten jest réwnowazny
formule . Wszystkie te zagadnienia sa szczegélowo oméwione w pracy [FP23].
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Poniewaz réwnowazno$é¢ obu tych wyrazen nie musi by¢ wcale oczywista, zapre-
zentujemy krotki rachunek, ktéry tego dowodzi. By to uczyni¢ we wzorze
na EFP, ren den (L) dokonujemy podstawienia . W nastepny kroku przepisujemy
ten wzor jako

1 | al | TR emal#ly/a?
gFP,renden(x):W 1+ ( —7_(_2> 0/ dvl—i—iv =
o . (5.155)
L /d 4 )/d e
frnd Ve — v
sm2jz|t |” P 110
L 0 0 p=a|Z|/7?
Na mocy elementarnej tozsamosci
1—p 14+pv
p+1+v: 1+v’ (5.156)
zalezno$¢ ta przybiera postac
1 +oo 14
S pv
EFP, renden(T) = 557 / dv e : (5.157)
8’/’1’2‘1"4 0 1+v p=al|Z|/n2

Po podstawieniu v = 2727 /o i dokonaniu elementarnych przeksztalceri dostajemy

I
(D@FP,renden(f):4’f|4 /d?“

0

1 + 2T|f| 6_2‘f|
o+ 272y

= @ﬁsingle,lim (f); (5158)

co dowodzi zgodnoéci wyrazenia na energie samoodziatywania pojedynczej delty
uzyskanego przez Fermiego i Piazzocchero, z tym podanym w niniejszej pracy.

PrzejdZzmy w koricu do oméwienia pracy samego D. Fermiego The Casimir energy
anomaly for a point interaction, |[Fer20|. Autor przyznaje w niej, ze energii policzona
wedlug przepisu , gdzie gesto$é¢ energii dana jest przez prowadzi do
rozbieznej catki. Wobec tego decyduje sie, wykazujac spory pragmatyzm, skorzystac
ze wzoru (5.145), czyli najpierw wycatkowaé ({2 Bc,fofb“(f)Q BC), dopiero pdzniej
dokona¢ renormalizacji. Co warto zaznaczy¢, wyrazenie (QBC,fofbu(f)QBC) nie
pojawia sie juz wiecej w tej pracy, bo Fermi powolujac sie na ksiazke napisana wraz
z Pizzocchero [FP17], stwierdza, ze zachodzi zwiazek

/d3x (Qpe, Ty (1)mc) = Bo + Ba, (5.159)
Q

gdzie Q = R%\ {0}, za$ energia objetosciowa E=% i brzegowa B sg zdefiniowane jak
w wzorach (5.147a)) i ((5.147b|). Choé¢ wzory te pochodza z pracy opublikowanej przez
samego Fermiego, uwazamy, ze oznaczanie tej wielkosci za pomocg inicjaléw jego

i Piazzocchero jest uzasadnione tym, iz jest ona poklosiem ich dtugiej wspotpracy. Od
tego momentu praca zajmuje sie wylacznie badaniem wyrazen na energie objeto$ciowa
i energie brzegowa.

D. Fermi staje teraz przed problemem, ze wyrazenie Ep jest rozbiezne dla
kazdego u, nawet pod nieobecnos¢ delty Diraca. Dlatego postanawia on zajaé sie
~wzgledna” energia objetosciowa AELp zdefiniowana w nastepujacy sposéb. Niech
A oznacza parametr wyznaczajacy model delty Diraca w trzech wymiarach prze-
strzennych. Rozwazamy po wzigciu A = 0 redukuje si¢, przynajmniej formalnie, do
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problemu swobodnego pola skalarnego w R3. Przyjecie A = 0 zgodnie z wzorami (4.8)),
(4.13) i ((5.149) odpowiada WZchqu| a = +o00. Wzgledna globalna energia w ujeciu

Fermiego jest dana jako

) . (5.160)
a=-+00

Ta wielkos¢ okazuje sie juz skonczona dla Rew > —1 i ma biegun w v = 0. Fermi
stosuje teraz juz znang procedure, najpierw renormalizuje AEI?E,” usuwajac parametr
u, nastepnie bierze granice € N\, 0. Po uwzglednieniu jego rezultat mozna
zapisa¢ jako

u K" . - o
AEGy = j/d?’l’ (DBc,e,(un/z(fE,x) — Dgc,e, (u-1)/2(Z, T)
0

 Im(@2nk/a). (5.161)

gFP,ren = ;1{(1[1) RP AE?}? = R

W tym i dalszych wzorach dokonali$émy podstawienia .

W tym momencie Fermi odnosi si¢ do wynikow przedstawionych w rozdziale 4.1
pracy Spreafico i Zerbiniego [SZ09]. W rozdziale tym podaja oni dosé¢ skomplikowane
wyrazenie na logarytm funkcji rozdziatu In Z dla uktadu z jedng deltyg Diraca. Fermi
stosujac do ich wyniku wzér , wylicza energie catkowita. dostajac

[0
gSP,single = m (1 - 1n(alren/27r2)) . (5162)

Stusznie zauwaza on, ze wzory i beda sie pokrywac, jesli przyjmiemy,
iz zachodzi relacja .
lyen = = (5.163)

gdzie e = 2.72 to dobrze znana stala matematyczna.

Koncowy krok jego analizy jest szczegdlnie kontrowersyjny, z punktu przyjetego
w tej pracy podejécia do efektu Casimira. Fermi oblicza bowiem energie brzegowa
Bgp po dwéch brzegach zbioru R\ {6}, ktorymi jest ,,sfera w nieskonczonoéci” i ,,sfera
w zerze”. Dokladniej rozwaza on calke po sferze S(r), gdy r 7 400 ir N\, 0.
7 jego pracy wnioskujemy, ze procedura renormalizacji energii brzegowej przebiega
w nastepujacy sposob. Najpierw przechodzimy z promieniem r do odpowiedniej
granicy, nastepnie usuwana jest zmienna w, na samym konicu brana jest granica
e \( 0. Autor wylicza

rginoo Byp(r) =0, (5.164)

wiec zgodnie z oczekiwaniami ,,brzeg w nieskonczonosci” nie daje wktadu do energii
brzegowej. Problem powstaje przy obliczaniu calki dla ,brzeg w zerze”, gdzie autor
otrzymuje

1lﬂi\r‘% By (r) = oo, (5.165)

dla kazdego v € C. Tym samym energia brzegowa okazuje sie by¢ rozbiezna
— |1 o U j—
BFp, ren 1= i% RP (}1{‘1[1) Bgp (r)) = 00. (5.166)

Fermi podsumowuje ta sytuacje stwierdzeniem, iz fakt, ze renormalizacja nie byta
w stanie usuna¢ wszystkich nieskoniczonosci z problemu, wynika z tego, ze model
delty Diraca nie nadaje si¢ do opisu fizyki w matej skali z ktéra mamy do czynienia
w granicy r \, 0, odlegtoéciach, gdyz w prawdziwym $wiecie, nie ma obiektow
tego typu. Jedynie gdy analizujemy konkretny problem w skali duzo wiekszej niz

1Nie bedziemy dyskutowaé tego, czy taka procedura jest w pelni poprawna matematycznie.
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rozmiar ciata ktére w modelu efektywnym zastapiliSmy delta, taka idealizacja jest
dopuszczalna.

Ostatnie stwierdzenie, ze model delty nie nadaje si¢ do opisu fizyki w malych
skalach jest jak najbardziej zgodne z podejéciem prezentowanym w tej pracy. O tym,
ze jest to bledna idealizacja w kontekscie efektu Casimira pisaliémy juz wielokrotnie
w poprzednich rozdziatach. Jednocze$nie podejscie Fermiego i Pizzocchero zostawia
nas z wieloma pytaniami oraz, w naszej ocenie, nie jest ono w pelni satysfakcjonujace.

Zaczniemy od kilku uwag natury ogdlnej. Pierwsza rzecza na ktoéra musimy zwro-
ci¢ uwage, to fakt, iz procedura regularyzacji i renormalizacji, poprzez przedtuzenie
analityczne i wzigcie zerowego wyrazu rozwinigcia, nie posiada interpretacji fizycznej,
a przynajniej nie jest ona nam znana. Po drugie przypadek pola skalarnego oddzia-
tujacego z delta Diraca i zapewne wiele innych, wymaga wprowadzenia dodatkowej
regularyzacji , uzaleznionej od parametru . Cala procedura renormalizacji
staje sie tym samym szczegélnie trudna w dokladnym przesledzeniu i ocenie. Nie
jestedmy te w stanie powiedzieé, czy zaproponowana procedura zalezy od kolejno-
Sci usuwania parametrow u i €, kwestia ta nie jest dyskutowana w przytaczanych
publikacjach.

Kolejny problem zwiazany jest z energia objetosciowa wyliczong przez Fermiego
dla pojedynczej delty Diraca . Jak juz wczesniej widzieliSmy, podstawiajac
A =0, gdzie A to parametr odpowiadajacy uzywanemu w tej pracy parametrowi «,
autor otrzymuje gestosé energii dla swobodnego pola skalarnego, ktéra jest rozbiezna.
Zgodnie z pogladem wyrazonym w rozdziale , wskazuje to na to, ze energia uktadu
nie zostala poprawnie zdefiniowana. Nasza lektura ksiazki Fermiego i Pizzocchero
Local Zeta Regularization and the Scalar Casimir Effect |[FP17|, wskazuje iz tak
jest istotnie i autorzy nie zastosowali odpowiedniej procedury ,,uporzadkowania
normalnego” w definicji gestosci energii.

Wreszcie nalezy zauwazy¢, ze jesli przez renormalizcje rozumiemy procedure usu-
wania nieskonczonosci z danego modelu, to procedura przeprowadzona przez Fermiego
w [Fer20] nie powiodla sie, gdyz energia brzegowa obliczona we wzorze jest
dalej nieskonczona. Fermi i Pizzocchero w pracy [FP23| komentujac ten fakt stwier-
dzili, ze trzeba zauwazy¢, iz po przeprowadzonej procedurze energia objetoéciowa jest
skonczona i réwna wynikowi otrzymanemu przez Spreafico i Zerbiniego. Jak réwniez,
ze obecno$¢ tego typu nieusuwalnych nieskonczonosci w modelach z , klasycznymi
warunkami brzegowymi jest dobrze znang patologia kwantowej teorii pola”. Jest to
prawda, lecz obecnosé takich nieskonczonosci jest niewatpliwie niepozadana.

Niewatpliwie, fakt, ze udalo sie pokazaé¢ zgodnos¢ energii objetoéciowej wyliczonej
przez Fermiego z tg globalng energia wyliczona przez Spreafico i Zerbiniego jest godny
uwagi. Nalezy jednak zauwazy¢, iz w podejsciu Spreafico i Zerbiniego otrzymuje sie
zrenormalizowana, skoniczong energie globalna, podczas gdy wynik Fermiego prowadzi
do skonczonej energii objetosciowej i rozbiezna energie brzegowa. Powstaje wiec
pytanie, w jakim sensie mozna mowi¢ o tozsamosci tych wynikéw? Zrozumienie tego
utrudnia fakt, ze Fermi nie liczy energii globalnej jako catki z gestosci energii, lecz
korzysta ze wzoréw ([5.147al)—(5.147¢c). Wlasciwe wigc zrozumienie tych wynikéw
wymaga szczegdlowej analizy zwiazku jaki zachodzi miedzy i .

Cho¢ wiec wynik Fermiego i Piaccocchero odnosnie gestosci energii jest zgodny
z tym przedstawionym w pracach [Zie21] i [Zie23], w obecnej chwili nie jest jasne jaka
procedure nalezaloby do niego zastosowaé by otrzymaé wzér . Jednoczesnie
chcemy podkredli¢ ponownie, ze nie jest mozliwe otrzymanie zaleznego od wlasnosci
modelu wzoru (5.49)) na energie globalng, jaki przewiduje stosowane tu podejscie,
z uniwersalnego w badanej klasie modeli wzoru .
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Dochodzimy wiec do trudnej w ocenie sytuacji, gdy wyniki trzech réznych publika-
cji, sa zbiezne ze soba w wielu miejscach, jednak ich wzajemna relacja jest zrozumiana
bardzo stabo. Nie jest to jednak sytuacja nietypowa w badaniu modelu Casimira,
gdzie zwigzek miedzy réznymi formalizmami teoretycznymi tu stosowanym jest czesto
bardzo trudny do ustalenia. Jednoczesnie mamy nadzieje, ze analiza przedstawiona
w tej pracy jest na tyle jasna gdy chodzi o uzyte metody i podejscie obliczeniowe, ze

rzuci pewne $§wiatlo na ten problem.

115



6 Podziekowania

W pierwszym rzedzie chcialtbym podziekowaé¢ Andrzejowi Herdegenowi za wprowadze-
nie mnie w tematyke algebraicznej kwantowej teorii pola i jej zastosowan do badania
efektu Casimira. A takze, za nieprzebrang wyrozumialoéé, wsparcie oraz wytrwalosé,
bez ktorych ta praca nigdy nie zostataby ukonczona.

Wyrazy wdzigcznosci naleza si¢ réwniez Bogdanowi Damskiemu, za zwrdcenie
naszej uwagi na problem efektu Casimira w ukladzie z quasi-deltami. Pawlowi
Duchowi i Wojciechowi Dybie chciatbym podziekowaé za niezliczone okazje do rozmoéw,
ktére bardzo poszerzyly moje rozumienie kwantowej teorii pola i efektu Casimira.

Niezwykle mocno pragne podzickowaé¢ moim rodzicom, Mirostawie i Krzysztofowi,
mojej siostrze Annie i jej mezowi Arturowi za niezliczona ilo$¢ momentéw, kiedy
udzielili mi wsparcia. Bez niego ta praca na pewno nie dobiegtaby konca.

Na koniec chciatbym podzickowaé Iwonie Grabskiej-Gradzinskiej, za to czego
mnie nauczyla o jezyku polskim, edycji tekstéw i tworzeniu rysunkéw do nich. Mam
nadzieje, ze pozytywne $lady jej wplywu mozna dostrzec w niniejszej pracy.
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Rysunek 6: Schemat budowy przestrzeni symplektycznych, algebr i reprezentacji
dla teorii quasi-swobodnej. Strzatka przerywana oznacza, ze drugi obiekt jest kon-
struowany z uzyciem pierwszego. Strzatka ciagla wraz z znajdujacym si¢ obok niej
symbolem funkcji, oznacza, ze dana funkcja odwzorowuje pierwszy obiekt w drugi.

A Konstrukcja algebr i reprezentacji teorii quasi-swobodnych

A.1 Przestrzenie symplektyczne teorii quasi-swobodnej

W dodatku tym przedstawimy schemat budowy odpowiednich przestrzeni sym-
plektycznych wykorzystywanych przy konstrukcji teorii quasi-swobodnej. Naszym
punktem wyjscia jest para (%, h), gdzie Z to rzeczywista przestrzen Hilberta, a h to
samosprzezony, dodatni operator h > 0 o dziedzinie Z4(h). Budujemy sume prosta

L=9hORCRDR. (A.1)

Jedli wektor V' € Z to bedziemy go zapisywali jako V = vdu, v € D4 (h), u € #Z. Dla
Vi =v1®uy, Vo = v @ usg definiujemy w standardowy sposob iloczyn symplektyczny

O'(Vl, VQ) = (’l)g,ul) — (Ul,ZLQ) e R. (AQ)

Tym samym (£, 0) staje si¢ przestrzenia symplektyczna.
W nastepnym kroku dokonujemy kompleksyfikacji przestrzeni # dostajac prze-
strzen JZ okreslong nad ciatem liczby zespolony:

H =RDiR. (A.3)

Jej elementy bedziemy zapisywaé jako v +iu € ', gdzie v,u € Z. lloczyn skalarny
na £, oznaczany w taki sposéb jak dla Z, jest dany przez wzér

(’Ul + tuy,vo + ’iUQ) = (Ul,’Ug) + (ul,ug) + i(vl,UQ) — i(ul,vz). (A4)

7 wzoru tego wynika, ze ten iloczyn skalarny jest antyliniowy w lewym argumencie
i liniowy w prawym. Przestrzen % staje sie tym samym przestrzenig Hilberta. Na 2
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okreslamy réwniez operator sprzezenia zespolonego K
H dsx—>Kr=zxeX, K(v+iu) = v —iu. (A.5)

Operator h okreslony na % mozna w jednoznaczny sposéb rozszerzyé do operatora
liniowego nad C dziatajacego w przestrzeni £, ktéry bedziemy oznaczaé tym samym
symbolem. Doktadniej, dla x = v + iu € £ okreSlamy

h(z(v+iu)) = z(h(v) + ih(u)), z€C. (A.6)

Dziedzina tego operatora wynosi Zy(h) = P#(h) ® i%%(h). Operator ten jest
samosprzezony, dodatni i przemienny z operacjg sprzezenia K.

Poniewaz operator h jest dodatni, wiec rachunek operatoréw pozwala wziaé jego
pierwiastek i utworzy¢ operatory h¥/2. Mozemy teraz zdefiniowaé¢ podprzestrzen 2
przestrzeni £

L = Dg(h) © Da(h™'/?). (A7)
W tym miejscu warto zaznaczyé, ze Zg(h) C Dg(h'/?). Mozemy teraz okreslié fun-

kcje 7 : L H nastepujacym wzorem:
JV)y=hY?%0 — ik V2u,  V=vducZ. (A.8)

7 wtasnosci h wynika, ze Ran j jest gesta, liniowa nad R podprzestrzenia JZ°, za$ j
jest bijekcja z % na Ran 7. W tym jednak momencie napotykamy na pewien problem,
moze bowiem zajsé¢ sytuacja, ze Ran j # . By obejé¢ trudnosci z tym zwiazane roz-
szerzymy przestrzen £ do przestrzeni j\, a odwzorowanie j do funkcji 3, tak by
zachodzilo Ran j = ¢

W tym celu rozpatrzmy przestrzenie 24 (h'/?) oraz 24(h~1/?) i okreslmy na
nich iloczyny skalarne

(v1,v2)4 = (K%, hM?vy), V1,V € .@g(hl/z), (A.9a)
(ul,uQ)_ = (h_l/Q’U,l, h_1/2UQ), U1, U € .@@(h_l/z). (Agb)

Mozemy teraz zdefiniowaé normy

Wl =/ (v,0)4, v Da(h?) (A.10a)
lul- =/ (u,u)_,  ue Zyz(h'/?) (A.10b)
Niech % oznacza uzupelnienie przestrzeni Z4(h*'/?) w normie || - ||. Dokonujemy

przedluzenia iloczyny skalarnego (-, )+ na cala przestrzen Z 1. Wraz z tym iloczynem
przestrzen % staje sie przestrzenia Hilberta, a zbiér Z4(h*/?) jest w niej gesty.

Poniewaz dla v € Z4(h'/?) mamy ||v||, = ||h'/?v]|, wiec odwzorowanie
Da(h?) s v w20 e % (A.11)
gdzie P4(h'/?) jest wyposazone w norme || - |4, jest odwzorowaniem liniowym

ograniczonym. Na mocy podstawowego twierdzenia o przedluzaniu operatoréw ogra-

niczonych h'/2 mozma przedluzyé¢ do operatora h1/2:
iy @, || = ol (A.12)
Analogicznie definiujemy

W12 % R, ||V = || (A.13)
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Dla dowolnych v € Z4(h'/?) i u € P4 (h~1/?) zachodzi nieréwnosé
(w,)] = |(hY20, 20| < ol Jlull- (A.14)
tym samym iloczyn (v, u) okreslony na Z4(h'/?) x 24(h~'/?) mozna przedtuzy¢ do
Ry X H_>v,u— (v,u) €R, (v, u)| < v+ [Jul|-- (A.15)
Przestrzen (.,S,/”\, o)
L =R, ®R_, 7(V1,Va) = (vg,u1) — (v1,us), (A.16)
jest przestrzenia symplektyczng. Definiujemy odwzorowania
T, JV)=hiy— k12, (A.17)

Mozna pokazaé, ze zachodzi Ran 3 =x.

A.2 Przestrzen Focka i operatory Weyla

Konstrukcje przestrzeni Focka rozpoczynamy od wybrania zespolonej Hilberta 7,
ktéra opisuje ,stany jednoczastkowe” danej teorii. Bedziemy zaktadaé, ze przestrzen
ta jest oSrodkowa. Zacznijmy od przypomnienia, ze iloczyn tensorowy przestrzeni
Hilberta Hiy, Ho, ..., H, réwniez jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(V1 ®Y2®@ ... QUYp, X1 DX2® ... Xn) =

(A.18)
= (Y1, x1)1 (W2, x2)2- - (Vns Xn)n, i, xi € Hj,

gdzie (-, -); oznacza iloczyn skalarny w H;. To samo jest prawda dla symetrycznego
iloczynu tensorowego. Poniewaz bedziemy korzystali tylko z bozonowej przestrzen
Focka, do dalszych rozwazan wystarczajace sa nastepujace przestrzenie.

Hy=C, M=K, Hp=S(H&.. 0KH), n>2 (A.19)
—_—————

n razy

Przez S oznaczyliSmy tu operator symetryzacji iloczynu tensorowego. Wprowadzone
obiekty matematyczne mozna zinterpretowaé¢ w nastepujacy sposob. Przestrzen )
zawiera tylko stan podstawowy teorii 2, 57 = £ zawiera stany opisujace pojedyncza
czastke, zas 7, zawiera stany opisujace n nierozréznialnych bozondw.

Przestrzen Focka jest zdefiniowana jako odpowiednia suma prosta przestrzeni
Hilberta J¢;,:

Hvoa(H) = é A, (A.20)
n=0

Ta suma prosta sklada sie ze wszystkich nieskoniczonych ciagéw (g, 11, .. .) spelnia-
jacych warunek

e¢)
Yo lnll} < oo, s € 4, (A.21)
n=0

gdzie || - ||; oznacza norme w ;. Mozna pokazaé, ze przestrzen ta sama jest prze-

strzenia Hilberta. Przestrzen Focka mozna interpretowaé jako przestrzen zawierajaca
wszystkie stany ktére zawieraja tylko skonczona liczbe czastek. Wychodzac od tego
punktu widzenia wprowadzamy operator liczby czastek N, najpierw na przestrzeniach
HG,1=0,1,2,...
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Ny =09y =0, Y €, (A.22a)
Ny =n1p, W€ I, (A.22D)
Poprzez warunek liniowosci mozna go okresli¢ na wszystkich elementach przestrzeni
Focka ¢ = (v, %1, %2, ...) € Hrock(HA ), takich ze 1; # 0 tylko dla skoriczonej liczby

indeksow. Nastepnie mozemy przedtuzy¢ operator N do operatora samosprzezonego
z dziedzing 2y, (N) C Hrock(H#). Stan prozni Focka jest dany przez

Q=(1,0,0,...). (A.23)

Na zbiorze 2(N'/?) okredlamy dla kazdego f € # operatory kreacji a*(f)
i anihilacji a(f). Dzialanie operatora kreacji na stan i € 7, jest okreslone jako

a*(f) = vVn+15(f @) € Hnia, (A.24)

Obecnoéé czynnika /n + 1 jest konieczna by zapewnié, ze operatory anihilacji i kre-
acji beda spelnia¢ zwiagzki komutacji, analogiczne dla tych ktére spelniaja operatory
spotykane w problemie n-wymiarowego kwantowego oscylatora harmonicznego. Ope-
rator anihilacji definiujemy za pomoca relacji

O a()y) = (a*(H)x, ¥)- (A.25)

Operatory a(f) i a*(f) przedtuzamy do operatoréw okreslonych na Z ., (N'/?),
uzywajac tej samej metody co dla operatora N. Dla ¢ € P(N) zachodzi teraz

[a(f), a*(9)le = ([, 9)¢- (A.26)
Definiujemy réwniez rodzine operatoréw ®o(f), f € # poprzez zaleznosé
1
V2

Operator Weyl’a Wy(f) na przestrzeni Focka sa okreslone przez wzér

Oo(f)v = —=(a(f) + a*(f))e, ©e D(N?). (A.27)

Wo(f) = P, (A.28)

Operator Weyl’a pozwalaja nam na przeniesienie operatora unitarnego U okreslo-
nego na % na pelng przestrzen Focka. Mianowicie definiujemy operator unitarny
I'(U) na przestrzeni Focka za pomoca zaleznosci

DU)Wo(f)§2 = Wo(U f). (A.29)

Mozna pokazaé, ze I'(U) przeprowadza podprzestrzen ¢, w nia sama:

F(U)’jfn I, — F,. (A.30)
Zachodzi réwniez
FO)w, =UU®...0U. (A.31)
n razy

Niech teraz h bedzie samosprzezonym, niekoniecznie ograniczonym, operatorem
okreglonym na 2.4 (h) C . Wéwezas e jest jednoparametrowa grupa operatoréw
unitarnych na %, natomiast I'(e?) jest jednoparametrowa grupg transformacji
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unitarnych przestrzeni Focka. Na mocy twierdzenia Stone’a istnieje operator samo-
sprzezony dI'(h) taki, ze

I'(exp(iht)) = exp(itd['(h)). (A.32)
Wprowadzmy oznaczenie
Dn(h) =S(Zx(h)@...Q Dy (h)). (A.33)
Mozna pokazaé, iz

dU(h)| g,y =h®id®...@id+ideh®id®... ®id +

L . (A.34)
+...+1d®Id®...R®id RhA.

W powyzszym wyrazeniu po prawej stronie zawsze wystepuje iloczyn tensorowy
n operatoréw.

Oznaczmy przez a(f) domkniecie operatora a(f). W £ wybieramy przeliczalna
baze ortonormalna {f;}, taka ze f; € 2, (h'/?). Niech

V=) 2# rou @2 £)) € HroaH). (A.35)
i=1
Definiujemy zbior
Qnlq) = {w € Hrock(H) ‘ e > a2 )yl < —I—oo}. (A.36)
i=1

Na Qp(q) okreslamy forme domknieta:

an(,x) = > @h2f;)h,a(h?£;)x), ¥, x € Q(q). (A.37)

i

Mozna pokazaé, ze zachodzi nastepujaca, kluczowa relacja

an(¥, x) = (¥, dT(h)x). (A.38)

W szczegblnoéci dla operatora N mamy

N = dI(id). (A.39)

A.3 Transformacje symplektyczne i transformacje Bogoliubowa

Niech J# bedzie zespolong przestrzenia Hilberta, ktérej iloczyn skalarnym bedziemy
oznaczaé (-, -). Przestrzen J# jako przestrzen nad cialem liczb rzeczywistych jest
przestrzenig symplektyczna z iloczynem symplektycznym réwnym Jm(-, -). Odwzoro-
wanie liniowe nad ciatem liczb rzeczywistych L : JZ — J# nazywamy transformacjg
symplektyczna jesli jest bijekcja i zachodzi

Jm(Lf, Lg) = Im(f, 9). (A.40)
Dla transformacji symplektycznej L okreslamy dwa nastepujace operatory
1 1
T= §(L — L), S = §(L +iLi). (A.41)

Operator T jest liniowy, zas S jest antyliniowy nad C. Dla tak zdefiniowanych
operatorow zachodzi oczywista relacja L =T + S.
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Niech Wy(f), f € £ beda okreslonymi przez wzory (A.27) i (A.28]) operatorami
Weyla dzialajacym na przestrzen Focka g (#). Okreslamy teraz nastepujaca

rodzine operatoréw

Wo,L(f) = Wo(L)- (A.42)
Przejécie od Wy(f) do Wy, .(f) nosi nazwe transformacji Bogoliubowa i czg¢sto
zapisuje sie ja w nastepujacej, rownowaznej formie

Do(f) = Po,L(f) = Po(LS). (A.43)

Dla wektoréw ¢ € 2(Po(Lf)) N2 (Po(Lif)) okreslamy odpowiedniki operatoréw
anihilacji 1 kreacje a; (f) i a;"(f) za pomoca relacji

L) = 5 @)+ 0,10 ))0. (A44a)
ol (f)o = \2(<I>0,L<f> o1 (if)) . (A.44D)

Jedli ponadto zachodzi ¢ € Z(N'/?) to spetione sa nastepujace zaleznosci:
ar(f)Y =a(T )y +a*(Sf)Y, (A.4ba)
arp (f)=a™(Tf)y+a(Sf)v, (A.45b)
a(f) = ar(T* )y —ag (S f)y, (A.45¢)
a*(f)Y = ag (T* )y —ar (S*f)¢. (A.45d)

Dla wektoréw spetniajacych warunek ¢ € 2(N) zachodzi réwniez

lap,(f),ar (9)]e = (f.9) . (A.46)

Méwimy, ze transformacje Bogoliubowa jest implementowalna w przestrzeni
J jesli istnieje unitarny operator Uy, taki ze dla kazdego f € J# zachodzi jeden
z dwoch réwnowaznych warunkow:

Wh, L(f)=UWo(f)Ur", (A.A47a)
Po, (f) = UL ®o(f) U, (A.47b)

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym by transformacja Bogoliubowa byta imple-
mentowana jest to by zdefiniowany w (A.41)) operator S byt klasy Hilberta-Schmidta
(zob. dodatek A.4 w [Her05]):

Tr[SS%] < +oo. (A.48)

Istnieje wéwczas jedyny, z dokladnoscia do czynnika fazowego, unormowany wektor
Qr, ktory spelnia zaleznosé

ar,(f)QrL =0, fex. (A.49)
Wektor ten posiada nastepujaca wlasnosé:
Qe () 2(N'73). (A.50)

I=1
Mozemy teraz okresli¢ operator Uy, poprzez rownosé

Upa™(fr)a*(f2) . a*(fr) @ = ap (f1)ag (f2) - ap (fe) Qu, (A.51)

gdzie k =0,1,2,..., f1, fo,..., fx € # . Korzystajac z (A.46]) latwo pokazaé, ze za-
chodzi nastepujaca relacja

(ar (N, a0 (9)2r) = (f, 9)- (A.52)
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A.4 Ewolucja czasowa teorii quasi-swobodnej

Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniem okreslenia ewolucji czasowej na przestrzeniach
skonstruowanych w dodatku , rozpoczynajac od przestrzeni symplektycznej
(&, 0). Zawsze bedziemy zakladaé, ze wszystkie parametry okreslajace mase zostaly
wchloniete w operatory pedu. Poniewaz przestrzen (%, o) jest zbudowana z pary
(Z,h) jako v @ u € L = Dy (h) ® X, wiec podany ponizej hamiltonian tego modelu
jest dobrze okreslony:

H(v,u) = = [(u, u) + (hv, hv)]. (A.53)

DO | =

Ewolucja zadana przez ten hamiltonian posiada jawne rozwiazanie postaci
Ti(v®u) = (cos(ht) v + sin(ht) h_lu) @ ( — sin(ht) hv + cos(ht) u) (A.54)

Operatory T; tworza jednoparametrowa grupe transformacji symplektycznych, spel-
niaja bowiem relacje

T, Ts =Tytrs, o(TV1,TiVa) = o(Vh, V). (A.55)

Zachodzi réwniez nastepujacy zwiazek wyrazajacy to, ze rozwazany model jest
symetryczny wzgledem odwrdcenia czasu:

T, = (id® — id)T,(id & — id). (A.56)

Kazda podprzestrzen £ C £ = Py (h) @ X, ktéra jest niezmiennicza wzgledem
prawa ewolucji

T, 4 C 4, (A.57)

okresla nowy model w ramach rozwazanej teorii. Jedna z takich podprzestrzeni jest
L= Da(h'/?) ® Dy (h=1/?), ktéra posiada te wlasnosé, ze dla kazdego wektora
V € £ zachodzi

J(T V) = e™j(V), (A.58)

gdzie funkcja j zostala zdefiniowana w réwnaniu (A.8)). Ostatnia zaleznos$é pokazuje,

ze przestrzen Ran j jest niezmiennicza wzgledem e, co wraz z faktem, ze j jest

bijekcja na swoj obraz prowadzi do
LV =5 (e™j(V)). (A.59)

Wzorujac sie na tej relacji definiujemy ewolucje czasows na przestrzeni 2 jako

~

TV =7""jV), Ve (A.60)

Jak zostalo powiedziane w przestrzen (.,2/”\, o) wyznacza maksymalny model
quasi-swobodny, za$ odpowiednie podprzestrzenie £, C 2 zamkniete ze wzgledu
na ewolucje czasowg definiuja inne mozliwe modele. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage,
ze sama niezmienniczo$¢ wzgledem T, nie gwarantuje niezmienniczosci wzgledem
odwrécenia czasu. Jednak w naszych rozwazaniach ograniczymy sie tylko do pod-
przestrzeni posiadajacych ta ostatnia wlasnosé. Okazuje sie przy tym, ze warunek
niezmienniczoéci wzgledem odwrécenia czasu jest réwnowazny temu, ze zachodzi

=% DY, LLCHy. (A.61)
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Mozemy teraz przenies¢ ewolucje czasows z Z na algebre W(,}? ), poprzez
przyjecia nastepujacego zwiazku:

a(W(V)) = W(T;V). (A.62)
Ewolucja czasowa na przestrzen #pock(-# ) przyjmuje teraz postaé
Wo(eht f) = ettHroc 7y (f) e~ rock e . (A.63)
Operator ewolucji czasowej jest dany jako

Hrpocx = dT'(h). (A.64)

A.5 Przestrzenie symplektyczne uktadu Q-M

Niech na rzeczywistej przestrzeni Hilberta % bedzie okre$lony samosprzezony, dodatni
operator h i rodzina operatoréw h, spelniajaca te same warunki. Maksymalna
przestrzen symplektyczna dla modelu okreslonego przez h jest dana jako

L =R, DR, (A.65)

gdzie Z4+ to uzupelnienie przestrzeni liniowej .@%(hil/ 2) w normie danej odpowiednio

przez (A.12)) i (A.13). Analogicznie przestrzen symplektyczna dla teorii danej przez
operator h, jest postaci

La=Ri 0 ® R q. (A.66)
Przestrzen #Z. , jest uzupelnieniem przestrzeni .@:@(h}/ 2) w normie zdefiniowanej
w taki sam sposéb jak w ([A.12)). Analogicznie sposéb definiujemy przestrzen %_ .

Wprowadzamy oznaczenia
D0 = Da(W?) 0 Dy(h?). (A.67)

Bedziemy zaklada¢, ze przestrzen %4 , jest gesta zaréwno w przestrzeni %+ jak
i W Zy,q. Przyjmijmy, ze istnieje podprzestrzen £° C £, gdzie 4] jest przestrzenia
definiujaca rozwazany model, ktora spelnia nastepujace warunki:

L= 2" (A.68a)
LYC Dy (A.68b)

oraz LY jest gesta w %+ 1 #+ o Wowezas jak pokazano w rozdziale 5 pracy [Her05],
jesli zachodzi relacja
ha = hY2C,h'2, (A.69)

gdzie C', dla ustalonego a jest samosprzezonym, dodatnim i ograniczonym operatorem,
woéwcezas prawda jest, ze

—_

Z =7 (A.70)

B Granica resolwentowa operatoréow i twierdzenie
Trottera-Kato

Tresé niniejszego dodatku jest poswiecona problemowi granicy resolwentowej rodziny
operatoréw i wariantowi twierdzenia Trotter-Kato. Twierdzenie to pomaga rozstrzy-
gnaé¢ dosé subtelny problem, mianowicie kiedy mozna dowies¢ istnienia operatora, do
ktorego wcezesniej wspomniana rodzina jest zbiezna w sensie granicy resolwentowe;j.

124



Od ogdlnodci rozwazan, wazniejsze jest dla nas to by przedstawione tu wyniki daty sie
tatwo zastosowaé do probleméw omawianych w gléwnej czesSci prezentowanej pracy.

By utatwié¢ lekture tej czesci pracy, zdecydowaliémy skorzystaé¢ tutaj z innej
notacji, niz w gtéwnej czesci pracy. Notacja z ktérej bedziemy tutaj korzystaé jest
dobrze znana w literaturze, stosowana jest przyktadowo w ksigzce Reeda i Simona
[RS80]. Resolwente operatora A bedziemy wiec zapisywana jako

R.(A)=(z—A)"', zeC, (B.1)

Niech Ay, A € (0,1], bedzie rodzina samosprzezonych operatoréw, niekoniecznie
ograniczonych, okreslonych na pewnej przestrzeni Hilberta 7. Méwimy, ze rodzina
ta jest zbiezna do operatora A w sensie silnej granicy resolwentowej (ang. limit
in the strong resolvent sense) przy A\ 0, jesli dla dowolnych ustalonych ¢ €
i z € C, takiego ze Jm z # 0, zachodzi

lim [[R-(40)4 — R.(A)¢] = 0. (B2)

Ten rodzaj granicy jest uogdlnieniem pojecia silnej granicy operatoréw na przypadek
operatoréw nieograniczonych. Wiecej informacji na ten temat Czytelnik moze znalezé
w rozdziale VIII.7 ksigzki Reeda i Simona, w szczegdlnosci polecamy jego uwadze
twierdzenia VIIL.19 i VIII.20 w tym rozdziale [RS80].

Zalézmy teraz, ze dla kazdego ustalonego z € C\ R resolwenta R.(A)) jest
zbiezna silnie do pewnego operatora ograniczonego, ktéry oznaczaé bedziemy O,.
Twierdzenie Trottera-Kato (zob. tw. VIIL.22 w [RS80]) podaje warunki przy ktérych
z istnienia tej granicy mozna wnioskowaé o istnieniu operatora A, takiego ze

0. = R.(A). (B.3)

Ponizej pokazemy jak korzystajac z technik uzytych do dowodu tego twierdzenia
mozna pokazad, iz istnieje operator h 62, taki Zze rodzina h 52  Wprowadzona w rozdziale
(4.3) jest do niego zbiezna w sensie silnej granicy resolwentowe;
SRL-lim h2, = h;. B.4
}\{% a, A a ( )
Nasze rozwazania zaczniemy od przypomnienia wzoru (4.47) wyliczonego w roz-
dziale (4.3), ktéry przedstawia graniczna w sensie przestrzeni L?(R% d%p) postaé
jadra calkowego operatora Gi(w?) — Go(w?):

1
L2- lim (7|Ga(w?) — Go(w?)|q) = — : x
W PIeAw?) = GolwID) =~ =072 — 2ntemaja)?
1 B N B L el d 1 Bs
X 2 _ =2 € € 9 giwa . 2 - 2 _ 72° ( )
we—p 21— a—i2r7w e~ 7] we—gq

7 oszacowania wynika, ze wyrazenia wystepujace w mianownikach w po-
wyzszym wzorze moga byé réwne zero tylko jesli w? € [0,+oc) (réwnowaznie
Jmw = 0), tym samym wzér ten przedstawia funkcje zmiennej w? analityczna
w zbiorze C \ [0, 400).

Ze zbieznoéci w sensie przestrzeni L2(R®, du) wynika, ze dla kazdego w?, spel-
niajacego warunek Jmw > 0 operator Gi(w?) — Go(w?) jest zbiezny w sensie silnej
zbiesmosci operatoréw do pewnego operatora G(w?) — Go(w?). Polézmy w = iy,
w? = —p%. Korzystajac z tego, iz nieréwnodci i nie zaleza od A, mozemy
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powtdrzy¢ rozumowanie z rozdziatu (4.2)) prowadzace do nieréwnosci (4.33]), w efekcie
czego otrzymujemy

1 1
Ga(—u?)|| < const < + ) . B.6
[GA(=p7) Lt (B.6)
Stad za$ dostajemy
~ 1 1
G(—u?)|| < const ( + ) ) B.7
1G (=) PR (B.7)

Jadro catkowe operatora G (—pu?) warto jest podaé¢ w postaci jawnej.

1
X
(a+272p)% — (272e— 1 /a)?

. o B.8)

2 2¢ha b (

X s (T T ok 2 S [
p*+p? or?e " a2 ) \eid p*+q*

Rozpatrzmy teraz operator G (—1). Na podstawie nieréwnosci (B.7]) wnioskujemy,
ze istnieje stata C' > 0, taka ze zachodzi

(P|G(—p?) — Go(—1)|q) = —

Il <, (B.9)

to za$ oznacza, ze szereg potegowy operatoréw

o0

Gw?) = (-1 - w?)'G(-1)", (B.10)

i=0
jest zbiezny co najmniej w kole |—1—w?| < 1/C i definiuje w nim operator ograniczony.
Uzywajac metody szeregdéw potegowych, analogicznej dla tej stosowanej dla funkcji
jednej zmiennej zespolonej, mozemy okresli¢ é(wQ) w kazdym punkcie C \ [0, +00).
Poniewaz zbior ten jest jednospéjny, wartoséé é(wQ) nie zalezy od sposobu w jaki
przedtuzenie analityczne zostalo wykonane. Na mocy analitycznosci prawej strony
(B.5)) musi zachodzi¢

1
(0 — i2m%w)? — (2mw2eiwa /q)? %

iwa T o B].]_
1 - ST g a — i12m2w 2772% ] 1 ( )
X g€ e iwa iol w2
we —p 27‘(‘2€T a — 21w e~qd | w*—gq

Pozostaje pokazac, ze istnieje operator samosprzezony, ktérego resolwenta jest

(PG (w?) — Go(w?)|7) = —

réwna funkcji o wartoéciach operatorowych G(w?). Zaczniemy od przypomnienia
pierwszego rownania resolwenty:

Rz (A) = Ry (A) = (22 — 21) Rz, (A) R, (A). (B.12)

To réwnanie jest oczywiscie spetnione, przez wszystkie resolwenty Gy (w?), wiec
przez przejscie do granicy otrzymujemy, ze spetnia je tez G(w?). W ten sam sposéb
pokazujemy nastepujace wlasnosci:

[G(21),G(22)] =0, (B.13a)

G(2)* = G(2), (B.13b)

gdzie z, 21,29 € C\ [0, +00).
Przejdzmy teraz do problemu obrazu Ran G(w?). Z przemiennoéci operatoréw
G(z1) 1 G(z2) oraz pierwszego réwnania resolwentowego wynika, ze obraz wszystkich
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operatoréw G (z) sa sobie réwne, ograniczmy sie wiec do rozpatrzenia Ran G (—1).
Z wzoru wynika, e jest to ograniczony, silnie ujemny operator, wiec Ran G(—1)
jest gesty w przestrzeni Hilberta. Skorzystajmy teraz z dobrze znanego w analizie
funkcjonalnej wzoru

Ker G(w?) = (P{23L11C~¥(11)2)*)l = (Rané((wz)*))J‘ = (RanG(—1))* = {0}. (B.14)

Poniewaz jadro é(wQ) jest trywialne, jest on iniekcja, czyli jest bijekcja z 5 na
Ran G(w?). Tym samym mozemy zdefiniowaé operator h 52)\ jako

E@?)\ =w? — G(w?) ™. (B.15)

7 pierwszego rownania resolwentowego wynika, ze definicja ta jest niezalezna od
wyboru w? € C\ [0, 00).

Ostatni krok polega na pokazaniu, ze 562 jest operatorem samoprzezonym. Za-
stosujemy tu standardowe twierdzenie méwigce o tym, kiedy operator symetryczny
jest samosprzezony (por. tw. VIIL.3 w [RS80]). Zgodnie z nim operator symetryczny
A okreslony na gestej podprzestrzeni S jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy,
gdy Ran(A £+ i) = 5. Mamy

Ran(h;? +i) = Ran( — G(Fi)7!) = 2. (B.16)

C Wlasnodci g(p) i M, oraz powigzanych z nimi funkcji

W tym dodatku przebadamy wtasnosci funkeji g(z), M, oraz pewnych funkcji z nim
powiazanych. Funkcje g(z) i M, sa analitycznymi przedtuzeniami funkeji g(p) oraz M,
zdefiniowanych w rozdziale (4.1)) na cala plaszczyzne zespolong C.

C.1 Oszacowania na funkcje G(z) i jej pochodne

Niniejsza cze$¢ tego dodatku poéwiecona jest wyprowadzeniu oszacowan na funkcje
g(z) oraz jej pochodne g'(z) i g”(z), ktére obowiazuja dla wszystkich z € C.

Formuta wyrazajaca g(p) jako transformate Fouriera funkeji g(x) (jednej zmien-
nej), moze zosta¢ uogdlniona na przypadek dowolnej liczby zespolonej z:

sin(zx)

+oo
N 1
g(z):m_é duag(e) 20 (C.1)

Dzieki temu §(z) i M, = §(z)? sa teraz zdefiniowane jako funkcje analityczne na
calej ptaszczyznie C. Wzér (C.1)) przeksztalcamy do postaci

+oo 1
N 1
9(z) = \/ﬂzo dx x2g(x)0/d7‘ cos(zxT). (C.2)

Poniewaz zachodzi elementarna nieréwnosé
[cos(2)| < exp(|Im 2]), (C.3)

a nos$nik funkeji g(x) jest zawarty w przedziale [—L/2, L /2], dostajemy

‘/g\(z)‘ g - / dxe‘g(x)/dTeljmszh g
2
\/TT_L/Q / N
L (C.4)
< 6L|3mz|/27 / d:ca:zg(x) _ eL|3mZV27
2
ﬁ—L/Q

127



gdzie w ostatnim kroku uzyliémy warunku normalizacji . Tym samym
| M| =[G(2)*] < e" 1P, (C.5)
Prowadzi to do waznej nieréwnosci
| M, e | < em(wImz—Liamz]) nweR. (C.6)

W szczegdlnosei dla funkeji u(w), zdefiniowanej w réwnaniu (4.24b)), przy Jmw > 0,
dostajemy

lu(w)| < %efﬁhmmw <2 (C.7)

Przypomnijmy, ze zawsze musi zachodzi¢ a > L.
Podstawmy teraz z = ik, k > 0 w réwnaniu (C.1)). Poniewaz sin(ik) = isinh(k),
w prosty sposéb dostajemy

2

smh(k:l:)
/ dz z o (C.8)

Poniewaz sinh(kx)/kx jest rzeczywista, parzysta funkcja monotonicznie rosnaca dla
kx > 0, to samo jest tez prawda dla g(ik).

Przejdziemy teraz do oszacowania §'(z), gdzie pochodng rozumiemy w sensie po-
chodnej funkcji zespolonej. Funkcje wystepujace we wzorze spetniajg zalozenia
o rézniczkowaniu pod znakiem calki, na mocy czego dostajemy

+oo
3(2) = ——— rr’g(x Trsin(zxT
g‘z)“m[od B >0/d (za7). (C.9)

Korzystajac z elementarnej nieréwnoéci | sin(z)| < exp(] Jm z|) mamy

+oo 1
3/ < et ™2 [t [arr <
V2T . :
. (C.10)
L ; 1 L
< e \ﬁmzwi/dxlz r) = Zellimz|/2
1 ors 9(z) =5
Podsumowujac
L
§2)] < et (C.11)
Analogiczny rachunek daje nam
" L2 L|7J 2
57(2)] < ekl (C.12)
C.2 Wyprowadzenie wzoru (4.24h))
Wykazemy tutaj réwnosé
iwa
~(Ua g, Go(w?)g) = 2°M,," (C.13)
a
Rozpoczniemy od prostych przeksztalcen
—(Uz g, Go(w /d?’pew v L = / dp €' M, 7102 (C.14)
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Jmz
L'y
i > .
—R, 0 'R
\ ,' Re z
\‘ ,
. ’
. 7
N 4
N ’
N L
\\ ’
\\\ ‘L’
IRETE -1

Rysunek 7: Dwa czesto uzywane kontury catkowania.

Zauwazmy, ze na mocy wzoru (C.6) zachodzi
‘eszz‘ < ef(ajmsz|sz|), 2 e C. (015)

Poniewaz a > L wiec caltke te mozemy obliczy¢ stosujac metode residuéw dla konturu
Iy, z rys. (7). W rezultacie dostajemy réwnos¢ (C.13).

C.3 Wtiasnosci funkcji M,

W tej czesci pracy przeanalizujemy jednowymiarowa odwrotna transformate Fourier
funkcji M,:

~

1 +oo

M, =—— / dp """ M, C.16
—0o

Na poczatku rozwazymy jednowymiarowa transformate Fouriera funkcji g(p):

1

h(x :—/d ePTG(p). C.ar7

(z) N 9(p) (C.17)
—0o0

Korzystajac ze znanych wlasnoéci splotu transformaty Fouriera dwéch funkcji i faktu,
ze M, = §(p)? otrzymujemy

+oo
i, = [ dyh(e - phy) (C.18)
—0o0
Ze wzoru ([4.9) oraz wlasnosci transformaty Fouriera wynika iz
1 1
—— [ dee PN (z) = ipG(p) = — / dz e P (—xg(x)), C.19
7/ (@) = ip3(0) = = (~ag@).  (C19)
— 50 —00

czyli
b (x) = —xg(x), (C.20)
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Poniewaz funkcja h(x) znika dla z < —L/2, mozemy napisaé
- / dy yg(y). (C.21)

7 ostatniego wzoru i z wlasnoéci funkcjﬂ g(z) wynika, ze h(x) jest parzysta,
nieujemna funkcja, oraz ze supp h(x) C supp g(z) = [-L/2, L/2]. Korzystajac z tego

dostajemy
M, >0, (C.22a)
My >0, (C.22D)
supp M, C [~L, L]. (C.22¢)

Poniewaz h'(x) jest funkcja ciagla o zwartym nosniku, we wzorze (C.18)) mozemy
wejs¢ z pochodna pod catke:

“+o0o
9 nr, - [yt~ i) (C.23)

Po dokonaniu zmiany zmiennych y — y + z i skorzystanie z tego, ze h'(z) jest
nieparzysta, dostajemy

[ vt =yt =~ [ dy @+ y) (C.24)

Catke te zapisujemy jako sume dwodch calek i w pierwszej z nich dokonujemy zmiany
zmiennych y — —y.

- /Oodyh/(y) h(z+y) = /dyh’ /dyh h(z +y). (C.25)

Poniewaz funkcja h(x) jest parzysta, mozemy zastapi¢ h(x — y) przez h(|x — y|).

d

+oo
N, = 0/ dy ' (y) [h(|z = yl) — bz + ). (C.26)

7 wzoru 0) wynika, ze dla = > 0 funkcja h(z) jest nierosnaca, stad

~

M, <0, z3>0. (C.27)

Warunek normalizacji (4.16]) implikuje My = 1 (zob. réw. (4.17a))), wiec zachodzi

réwnosé

+o0o
/ dx M, = /2. (C.28)

Wyprowadzimy teraz oszacowanie na warto$¢ funkcji M, w punkcie x = 0. Aby
uproscié¢ jego zastosowanie w gltéwnym tekscie, idac za tym co zostato powiedziane na

12W tym miejscu potrzebujemy skorzystaé z technicznego warunku narzuconego na funkcje g:
g(Z) = 0. Dowéd tej nieréwnosci jest gtéwnym powodem dla ktérego ograniczamy sie do funkeji
posiadajacych te wlasnosé.
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poczatku rozdziatu (5.2)) przyjmiemy L = 272/a. Zacznijmy od zapisania warunku
(4.16]) w formie

+00
/ dz g(z) = V2m. (C.29)
—00
Korzystajac teraz z faktu, ze zachodzi g(x) > 0 i suppg C [—L/2, L/2] dostajemy
z 3
V2mm
ha) < [ dylylgly) < S5 (C.30)
—0o
Analogiczne rozumowanie daje nam
+0o0 AT
. 7r
Mo = / dyh(y)® < —. (C.31)
a
—00
Ostatecznie dostajemy
v 47"

C.4 Dowdd nieréwnosdci (4.27)

Celem niniejszego dodatku jest wykazanie nieréwnosci

+00 2
w
we —u
—00

Wyrazenie w powyzszej calce mozemy zapisa¢ jako iloczyn dwéch funkcji

filw) = s o) = M, (€34
Zaréwno fi jak i fo naleza do przestrzeni L?(R,du), wiec catke (C.33) mozemy
rozumieé jako ich iloczyn skalarny (fi, f2) w tej przestrzeni. Na mocy tozsamosci
Parsevala-Plancherela dostajemy

400 +o0 +o00o .
_w2 w2 . elut
I N K
> o > (C.35)

oo o0
= —i\/27rw/dx e M, = 2w Mo + \/27r/d:r; e
0 0

gdzie w ostatnim kroku wykonalidémy catkowanie przez czesci. Korzystajac z wlasnosci

(C20) otrzymujemy

+00 +oo +oo
)/ dz ™ M| < / de | M| = — / dx M' = M. (C.36)
0 0 0

co wraz z wzorem ((C.35)) daje nam nieréwnosé ((C.33)).
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C.5 Wstasnosci funkcji (1)

Naszym celem w tej czesci pracy, jest zbadanie wtasnosci funkcji
’Y
r(l) = vt = / du——— Myya 130, (C.37)

Catke we wzorze powyzszej zinterpretujemy jako iloczyn skalarny w L2(R, du) funkcji

l2

fl(u) 2+ 2, .20 fQ(u) = M?\u/a' (C38>

+u

Na mocy tozsamosci Persevala-Plancharela przechodzimy z reprezentacji pedéow do
reprezentacji potozen.

fi(z) = /due”“M;\, \/%7\ / duew“AMqu]\Z[M/;\, (C.39a)
1 oo ux 1 oo ux

fa ——ZQ/dei:—F/de—. .39b

fQ(x) /2 ~ ul2+u2 \/ 27 E u(u—i—ll)(u—ll) (C 39 )

W przypadku x = 0, catke w (C.39b|) obliczamy w sposéb elementarny, jest ona
réwna 7l. Dla x > 0 stosujemy metoda residuéw, catkuja po konturze I'y z rys. ,
otrzymujac jako rezultat

UT l
7z2 / d c T el 4
“ (u+il)(u —il) \/27r€ (C.40)

Identyczny wynik otrzymujemy dla x < 0, wykonujac catke po konturze I'_, réwniez
przedstawionego na rys. . Dla wszystkich wartosci  obowigzuje wiec zaleznoéé

—+00

1 ) eiux . 7Tl 7”‘%'
o e = e (C41)

—00

Stad
+oo
1 12 1 a ol 1 “N|z|/a
;/dumM)\u/a:—l/dee | ‘Mm/)\:—l/dxe lzl/apg,,

co daje

+o00
1 .
() =7+ El / dee Mel/apr, 1> 0. (C.43)

Na mocy tego co powiedziano na poczatku rozdziatu , kladziemy teraz
L =272 /a i ograniczamy zakres A do przedziatu [0,1/2). W tym wypadku mozemy
dolaczyé do tego zbioru A = 0, gdyz funkcja r) (1) jest tam dobrze okreslona. Z wzoru
wynika, ze 7 (1) jako funkcja A jest gladka i maleje monotonicznie dla A > 0.
Na mocy twierdzenia o zbieznosci majoryzowanej oraz dostajemy

)l\i{% () =ro(l) =v+1, (C.44)
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lub réwnowaznie

l
. . _ 2 _ 7
}1\1{% ta(ik) = a + 27k, k= ~ (C.45)

W dodatku pokazaliSmy, ze supp M, C [—L, L], dzigki czemu podstawiajac
we wzorze (C.43) za |z| wartoéé L = 272 /a, dostajemy

<y Hle M <) <y + L (C.46)

Poniewaz a/v > 0 to na mocy definicji funkcji r(l), po podstawieniu k = l/a
powyzsze nieréwnoéci przybierajac forme:

< ta(ik) < o+ 27k, (C.47)

Wprowadzmy teraz oznaczenia

1
b / d Mx, 0<b — C.48
L vV V2ron? @zl LS a’ ( a)
1 1
by = —— [ dz|z|?M,, 0<by< . C.48b
2 V24 _/ z|z] <0 a? ( )
Korzystajac z nich mozemy napisac
d abl?
rh(1 —7ra(l = — , C.49
=m0 == (C.49)

Fakt, ze (C.44]) zawiera exp(—Al|z|/a) pozwala w prosty sposob znalezé nastepujace
oszacowania.

b2 12
M) < ()] = == < =, (C-50a)
Y Y
o\ 2 3
)] < () = <7> bot < & (C.50D)
C.6 Wtlasnosci funkcji n,(()
W tym dodatku przyjrzymy sie wlasnoécia funkcji
n)\(l) = gux(%) = Mi)\l/ae_l, > 0, (C.51)

i jej dwdch pierwszych pochodnych. Tak jak wyjasniono w rozdziale ktadziemy
L=2r%/ai)X€|0,1/2).

Funkcja nj(l) i jej pochodne sa dobrze okreslona réwniez dla A = 0 i sa ciagle
jako funkcje tego argumentu. Stad dostajemy

%%m(o =l (C.52)

Poniewaz M;y/, jest parzysta funkcja swojego argumentu, wigc

ny(l) = a%\n;\(l) - =0. (C.53)
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Na podstawie wzoru (C.8)) na g(ik) tatwo zobaczy¢, ze ny(l) jest rzeczywista, silnie
rosnaca funkcja A oraz nj(l) > 0 dla wszystkich dopuszczalnych wartosci A i [.
Korzystajac z nieréwnosci (C.5)), (C.11) i (C.12) w prosty sposéb dostajemy

0 < na(l) < e 2 (C.54a)
i

[ _
mADI< e IR0 < g

(C.54b)

Na mocy definicji funkeji n) (1) i nieréwnosé ((C.54al) otrzymujemy nastepujace osza-
cowania:

« ka «
0 <uyp(ik) < Te 5 < 2, C.55
up(ik) < 5 . (C.55)
gdzie k =1/a.
D Rozwiniecie calek zawierajacych funkcje M,,
Ten dodatek poswigcony jest wyprowadzeniu nastepujacych zaleznosci
ﬂ—iﬁe/ood Ty L SN NCRRN (D.1a)
1= q(q+zl)2 )\q/a_A 9 1\, by ) .
l2
(LN <A (D.1b)
2y
T gsin(g)
Sy = / dg D pp = S-De + (D), (D.2a)
) ( +il)?
| %(a,1,N)| < 7\%[(2 e V2, (D.2b)

Tak jak wyjasniono na poczatku rozdziatu ((5.2)) przyjmujemy, ze zachodza nastepujace
relacje L = 27%/ai A € (0,1/2).
Wyprowadzenie wspomnianych zaleznosci zaczniemy od zdefiniowania funkcji

e kg
K(u,l,a) = /dq —V2 /da: e Wu=z/a)yy (D.3)

(g +il)?

gdzie p € R, [ > 0. Dla otrzymania drugiej réwnosci skorzystaliémy z twierdzenia
Parseval-Plancherel i calkowania metoda residuéw po konturach I'y i I'_ (zob.
rys. @) Poniewaz funkcja My, ¢"(q + il)~2| jest calkowalna dla dowolnego n przy
ustalonym [, wiec K (i, 1, a) jest klasy °° w argumencie u. Analogiczny rozumowanie
stosuje si¢ do zmiennej [ > 0.

Zauwazmy nastepujace proste zaleznosci.

17 1 2
1 ==-R dg———=M = ———K(u,l,a/A D4
- Z/q@+mgmm sgalbe| (D
+o00
1d cos(puq)
Ty == e [ dg 22D 6y
2T T4 e/ g+ iz e
o0 (D.4b)
= Rt /) + K (L /)]
- 4d/L st a My by @

p=1
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Elementarne rézniczkowanie pierwszej z tych zaleznoéci daje nam

1 d? 2ma ~
- K
2du2 (M?l7a/)\)

X Mo——z / dx (2 — N&)e Nw/apg,. (D.5)

Na mocy definicji v i x (por. (5.1)) i (4.19))) dostajemy
1
I = X% - 7z / da ye Melapy (D.6)

Calke wystepujaca w ostatnim wzorze przeksztalcamy w nastepujacy sposob:

+oo \/T “+o00
= —v2ml / dx e MNe/apny, 4 Tﬂl / d:r:?\lfe_xlx/“Mw =
0 0

(D.7)
+0o0 +0o0
= —V2ml / dax M, —\2x / dx (e N®/* — 1) M, +
0 0
+oo
V2 v
AL / dx e NN,
Na mocy (C.28)) dostajemy
+o00o
—V2rl / dx M, = —l. (D.8)
0
Mozemy wiec zapisaé
C 1 myx
T
- d My, ,, = = -l [,A D.
52 %eo/ q(q+zl)2 Ag/a A 2 ™ +%1(a’ ) )7 ( ga)

—ANz/a Y V21 2 o —Nz/a y}
Fi(a,l,N) = —v/2 l/dx - )Mx—i-?\Tl /dl‘%e M,. (D.9b)

W dodatku pokazano, ze M, > 01isupp M, C [—L, L] (zob. (C.224)) i (C.221)),
wiec maksymalna warto$¢ jaka moze przyjmowaé x w powyzszych wyrazeniach jest
na modul réwna L = 272/a. Korzystajac ponadto z elementarnej nieréwnosci
|exp(—z) — 1| < x dla x > 0, dostajemy

2
i (D.10)
v

400
‘\/ 27l / dx (e N=/* — 1)M
0

Ta sama metoda, korzystajaca tym razem z nieréwnosci 0 < exp(—z) < 1, prawdziwej
dla z > 0, daje nam

2
A" (D.11)
2y

+00
‘AVQQWF / dr Ze
0
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To dowodzi oszacowania .

Przejdzmy teraz do analizy wyrazenia na .%. PoniewaZ supp M, C [—L, L]
funkcja K(—p,l,a/N) znika dla pa/A > L lub réwnowaznie p < AL/a. Poniewaz
a> L, A <1/2 (tosamo zachodzi dla A < 1), wiec istnieje ¢ > 0, taki zedla p > 1—¢
funkcja K(—p,1,a/N) znika. Tym samym tylko pierwsza pochodna w Wnosi
niezerowy wktad do wyrazenia. Dzigki temu tatwo obliczamy

m/dm 1— (1 —AZ)] e~ l0-A/a) g (D.12)

W powyzszej calce mozna by przyjaé granice —L i L, jednak dla wygody pozostawi-
liSmy je w takiej formie. Wyrazenie to przeksztatcamy w nastepujacy sposéb:

\/2 .
Ty = L / do [1—1(1 - AZ)] MVanr, =

(D.13)
\ﬁ - / e \ﬁ ol / dz NEMI/2]],
Zajmijmy sie teraz pierwszym wyrazem z pOwWYZSzego WZOrl:
\/j?e_l(l —1) ymdm eMlapg, =
:\/?_ll—l /de+ var _l /dl‘ Axl/a— )vx: (D.14)
“Ta—y+ et ) / do (/% — 1)1,

Dzigki elementarnej z nieréwnosci | exp(z) — 1| < xzexp(z), x > 0, dostajemy naste-
pujace oszacowanie

R / da (M DL <A+ DY (D)

Poniewaz wedle przyjetych przez nas zalozen v > 1 i A < 1/2, wiec wyrazenie
po prawej stronie ostatniej nieréwnosci mozna dodatkowo uproscié:

+oo
NG .
‘4”@1(1—1) / da (Ve — 1)1,

v
<A—(1+1)1e V2, D.1
27( +1)le (D.16)

PrzejdZzmy teraz do oszacowania drugiego cztonu w (D.13)). Stosujac te same
metody co poprzednio w tatwy sposob dostajemy

Vir T
‘We_l / dx ?\lzeml/“]\vﬂv‘ <AL= < A e U2, (D.17)
4 a 2 2y

Tym samym mozemy napisac

136



Ty = 3(1 — 1)+ Bo(a, 1, N, (D.18a)

V2r

“+00
Fofa, 1) = e (1 - / da (e — 1)1, +

T
47Te_l / dx Al%e)‘xl/“Mx,
—0o0

(D.18b)

|%a(a,1,\)| < 7\%(2 ) lel2, (D.18c)

Konczy to dowdd wzordéw zaleznosci, ktérym poswiecony jest ten dodatek.

E Rozwiniecie funkcji Qg\i)(a, [)

Problemem ktérego chcemy sie tu podjac, jest rozwiniecie w szereg Taylora z reszta
nastepujacych funkcji

(1) na(l)? ) na(l)
a,l) = , a,l) = E.1
@ (a.D) ra() [ra(1)? = na(1)?] @ (al) ra(D)2 —na(l)? (1)
Wyraz rzedu zerowego majg postaé
6_2l e—l
0 () = Q5 (a.1) = (E:2)

G+ +D2—e ]’ GFDE-—e

gdzie v = aa/27% > 1.
Jak zostalo powiedziane w dodatkach i funkcja ra(l) jest $cisle malejaca
jako funkcja A, zas ny(l) jest SciSle rosngca jako funkcja tej samej zmiennej. Wobec

tego funkcja
1

ral)? = na(1)?’
jest éciéle rosngca w A. Z wzoréw (4.26) i (4.28) wynika, ze wyrazenie tx(1)? —
u(1)? zawsze jest rézne od zera, co wraz z nieréwnosciami (C.46)) i (C.54al) pozwala

stwierdzié, iz mianownik funkcji d(a,l,A) jest zawsze dodatni. Tym samym

d(a,l,\) = (E.3)

0 <d(a,l,n) <d(a,l,N), ne€]|0,A]. (E.4)

Zgodnie z dyskusja na poczatku rozdziatu (5.2)) przyjmujemy L = 272 /ai A € [0,1/2).
Dotaczenie A = 0 do zbioru parametréw skalowania uzasadnimy tak jak w dodatkach

(C.5) i (C.6). Dzigki nieréwnosciom (C.46|) oraz (C.53)), otrzymujemy

1
<
(v +le=M/7)2 -1
1
72 -1

Korzystajac dalej z nieréwnosci (C.46) i (C.53)), po przeprowadzeniu prostego rachun-
ku dostajemy nastepujace oszacowania na dwie pierwsze pochodne funkeji d(a,,A)

d(a,1,\) < (E.5a)

(E.5b)

po zmiennej A:

1d?
\d'(a,1,0)] < o 20y +1) +e7']. (E.6a)
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1" 2012d? 2 E -l 1 -l 2
|d" (a,1,N)] < = (y+0) + 12+ Spe! H4d Iy +1) + e . (E.6b)

Dla wiekszej przejrzystosci zapisu po prawej stronie réwnosci opuéciliémy argumenty
od ktorych zalezy funkcja d(a,l,A).

Korzystajac teraz z nieréwnosé¢ (E.5al), (C.46), (C.53) i warunku A € [0,1/2)
dostajemy nastepujace nieréwnosci.

1
0<QM(al) < §d(a,z,7\)e—l, 0<QP(a,l) <d(a,l,\e 2. (B.7)

Nastepny krok sprowadza si¢ do wziecia rozwinigcia Taylora i oszacowania reszty
za pomoca nieréwnosci podanych wyzej oraz w dodatkach i . Rachunek
ten jest zupelnie elementarny, a jedynie bardzo dtugi, dlatego poprzestaniemy na
podaniu konicowych rezultatow.

QW (a,1) = Q\(a,1) + As(a, 1, \), (E.8a)
leld !
1983, b, N < A= {1+7+d[2zw+5)+e ]} (E.8b)

QD) = Q@) + S|+ el N, (E.92)

A=0

_ by 12[3(7 + 1)26—21 _ 6_41]
A0 a; (v +D2[(y +1)2 — e~ 22’ (E.9b)

d
d}\Q)\ (aul)

|%4(CL, L )\)| <
le”'d 13 1 72
<A 1d< 1 +l+l2+e_l+4d{l +l+e‘l] +
) ( { G+ + 1+ o (r+D) + 5 90
(v +1)? { 7 } l
o d[2(y+1) +e”!] g g (187 +250) ).
a1 = Q5 (a, 1) + Zs(a, L, N), (E.10a)
le'/2d
(a1, \)| < A { rd[2y D +e }} (E.10b)
Bibliografia
[Alb+86]  Sergio Albeverio i in. Nonstandard methods in stochastic analysis and ma-

thematical physics. Pure and Applied Mathematics. Orlando, Florida:
Academic Press, Inc., 1986.

[Alb+88]  Sergio Albeverio i in. Solvable Models in Quantum Mechanics. Texts
and Monographs in Physics. New York, Berlin, Heidelberg, London,
Paris, Tokyo: Springer, 1988.

138



[BDF09] R. Brunetti, M. Diitsch i K. Fredenhagen. “Perturbative algebraic quan-
tum field theory and the renormalization groups”. W: Adv. Theor. Math.
Phys 13 (2009), s. 1541-1599. po1: 10.4310/ATMP.2009.v13.n5.a7.
arXiv: 0901.2038 [math-th]l

[BF23| Detlev Buchholz i Kalus Fredenhagen. Algebraic quantum field theory:
objectives, methods, and results. 2023. DOI: https://doi.org/10.
48550/arXiv.2305.12923. arXiv: [2305.12923 [math-ph].

[BGT8] Peter H.G.M. van Blokland i J. Theodoor G. Overbeek. “van der Waals
forces between objects covered with a chromium layer”. W: J. Chem. Soc.,
Faraday Trans. 1 74 (1978), s. 2637-2651. pDOI: 10.1039/F19787402637.

[BLD16] G. Bimonte, D. Lépez i R.S. Decca. “Isoelectronic determination of the
thermal Casimir force”. W: Phys. Rev. B 93 (18 maj 2016), s. 184434. por:
10.1103/PhysRevB.93.184434. arXiv:1509.05349 [cond-mat.mes-hall]l

[Blo+77]  J. Blocki i in. “Proximity forces”. W: Annals Phys. 105 (1977), s. 427
462. DOI: 10.1016/0003-4916 (77)90249-4.

[BM69] Lowell S. Brown i G. Jordan Maclay. “Vacuum Stress between Conduc-
ting Plates: An Image Solution”. W: Phys. Rev. 184 (5 sierp. 1969),
s. 1272-1279. DOI1: |10.1103/PhysRev.184.1272.

[BR] Ola Bratteli i Derek W. Robinson. Operator Algebras and Quantum
Statistical Mechanics. T. 1 & II. Berlin, Heidelberg: Springer.

[Bre+01]  G. Bressi i in. “Experimental studies of macroscopic forces in the mi-
crometre range”. W: Class. Quantum Grav. 88 (2001), s. 3943. DOIL:
10.1088/0264-9381/18/18/313.

[Bre+02]  G. Bressi i in. “Measurement of the Casimir Force between Parallel
Metallic Surfaces”. W: Phys. Rev. Lett. 88 (4 sty. 2002), s. 041804. DOI:
https://doi.org/10.1103/PhysRevLlett.88.041804. arXiv: 0203002
[quant-ph].

[Cas48] Hendrik Brugt Gerhard Casimir. “On the Attraction Between Two
Perfectly Conducting Plates”. W: Kon. Ned. Akad. Wetensch. Proc 51.7
(1948), s. 793-795.

[Cha+-01] H. B. Chan i in. “Quantum mechanical actuation of microelectromecha-
nical systems by the Casimir force”. W: Science 291 (5510 mar. 2001),
s. 1941-1944. por: 110.1126/science.1057984.

[CP48] H.B.G. Casimir i D. Polder. “The Influence of Retardation on the
London-van der Waals Forces”. W: Phys. Rev. 73 (4 lut. 1948), s. 360—
372. boI: 10.1103/PhysRev.73.360.

[Dal+11]  Diego Dalvit i in., red. Casimir Physics. Heidelberg, Dordrecht, London,
New York: Springer, 2011.

[DDG21]  Pawel Duch, Michael Diitsch i José M. Gracia-Bondia. “Diphoton decay
of the higgs from the Epstein—Glaser viewpoint”. W: Fur. Phys. J. C 81
(2 2021), s. 131-175. DOIL: https://doi.org/10.1140/epjc/s10052~
021-08898-z. arXiv: 2011.12675 [hep-th].

[Dec+03]  R. S. Decca i in. “Improved tests of extra-dimensional physics and
thermal quantum field theory from new Casimir force measurements”.
W: Phys. Rev. D 68 (11 paz. 2003), s. 116003. DOI: 10.1103/PhysRevD.
68.116003. arXiv: 0310157 [hep-ph].

139


https://doi.org/10.4310/ATMP.2009.v13.n5.a7
https://arxiv.org/abs/0901.2038
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.2305.12923
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.2305.12923
https://arxiv.org/abs/2305.12923
https://doi.org/10.1039/F19787402637
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.93.184434
https://arxiv.org/abs/1509.05349
https://doi.org/10.1016/0003-4916(77)90249-4
https://doi.org/10.1103/PhysRev.184.1272
https://doi.org/10.1088/0264-9381/18/18/313
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.041804
https://arxiv.org/abs/0203002
https://arxiv.org/abs/0203002
https://doi.org/10.1126/science.1057984
https://doi.org/10.1103/PhysRev.73.360
https://doi.org/https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-021-08898-z
https://doi.org/https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-021-08898-z
https://arxiv.org/abs/2011.12675
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.68.116003
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.68.116003
https://arxiv.org/abs/0310157

[DNP16]

[Dod20]

[Fer20]

[Few?20]

[Fie60]

[FLM11]

[FP17]

[FP18]

[FP23]

[FR19]

[Gar+12a)

[Gar+12b]

[Gol98|

Claudio Dappiaggi, Gabriele Nosari i Nicola Pinamonti. “The Casimir
effect from the point of view of algebraic quantum field theory”. W:
Math. Phys. Anal. Geom. 19.2 (2016), s. 12. DOI:[10.1007/s11040-016~
9216-y. arXiv: 1412.1409 [math-ph].

Viktor Dodonov. “Fifty Years of the Dynamical Casimir Effect”. W: Phy-
sics 2.1 (2020), s. 67-104. 1SSN: 2624-8174. DOI: 10.3390/physics2010007.

Davide Fermi. “The Casimir energy anomaly for a point interaction”.
W: Modern Physics Letters A 35 (sty. 2020), s. 2040008. DOI: |10.1142/
S0217732320400088. arXiv: 1909.00604 [math-ph].

Christopher J. Fewster. “A Generally Covariant Measurement Scheme for
Quantum Field Theory in Curved Spacetimes”. W: Progress and Visions
in Quantum Theory in View of Gravity. Red. Felix Finster i in. Cham:
Springer International Publishing, 2020, s. 253-268. 1SBN: 978-3-030-
38941-3. DOTI: https://doi.org/10.1007/978-3-030-38941-3_11.
arXiv: [1904.06944 [gr-qcll

M. Fierz. “On the attraction of conducting planes in vacuum”. W: Helv.
Phys. Acta 33 (list. 1960), s. 855-858.

César D. Fosco, Fernando C. Lombardo i Francisco D. Mazzitelli. “Pro-
ximity force approximation for the Casimir energy as a derivative expan-
sion”. W: Phys. Rev. D 84 (10 list. 2011), s. 105031. pOI: 10.1103/
PhysRevD.84.105031. arXiv: 1109.2123 [hep-th].

Davide Fermi i Livio Pizzocchero. Local Zeta Regularization and the Sca-
lar Casimir Effect. WORLD SCIENTIFIC, 2017. por: [10.1142/10570.
eprint: https://www.worldscientific.com/doi/pdf/10. 1142/
10570.

Davide Fermi i Livio Pizzocchero. “Local Casimir Effect for a Scalar
Field in Presence of a Point Impurity”. W: Symmetry 10.2 (2018), s. 38.
DOI: 10.3390/sym10020038. arXiv: |1712.10039 [math-ph].

Davide Fermi i Livio Pizzocchero. “On the Casimir Effect with §-Like
Potentials, and a Recent Paper by K. Ziemian (Ann. Herni Poincaré,
2021)”. W: Annales Henri Poincaré 24 (2023), s. 2363-2400. DOI: https:
//doi.org/10.1007/s00023-022-01263-0.

Christopher J. Fewster i Kasia Rejzner. Algebraic Quantum Field The-
ory — an introduction. 2019. DOI: https://doi.org/10.48550/arXiv.
1904.04051. arXiv: 1904.04051 [hep-th]l

Daniel Garcia-Sanchez i in. “Casimir Force and In Situ Surface Potential
Measurments on Nanomembranes”. W: Physical Review Letters 109
(2012), s. 027202. DOI: 10.1103/PhysRevLett . 109 . 027202, arXiv:
1207.4429 [quant-ph].

Daniel Garcia-Sanchez i in. “Erratum: Casimir Force and In Situ Surface
Potential Measurements on Nanomembranes [Phys. Rev. Lett. 109,
027202 (2012)]”. W: Phys. Rev. Lett. 109 (15 paz. 2012), s. 159902. DOI:
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.027202.

Robert Goldblatt. Lectures on the Hyperreals. An Introduction to Non-
standard Analysis. 1. Graduate Texts in Mathematics 188. New York,
Berlin, Heidelberg, Barcelona, Budapest, Hong Kong, London, Milan,
Paris, Singapore, Tokyo: Springer, 1998.

140


https://doi.org/10.1007/s11040-016-9216-y
https://doi.org/10.1007/s11040-016-9216-y
https://arxiv.org/abs/1412.1409
https://doi.org/10.3390/physics2010007
https://doi.org/10.1142/S0217732320400088
https://doi.org/10.1142/S0217732320400088
https://arxiv.org/abs/1909.00604
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/978-3-030-38941-3_11
https://arxiv.org/abs/1904.06944
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.84.105031
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.84.105031
https://arxiv.org/abs/1109.2123
https://doi.org/10.1142/10570
https://www.worldscientific.com/doi/pdf/10.1142/10570
https://www.worldscientific.com/doi/pdf/10.1142/10570
https://doi.org/10.3390/sym10020038
https://arxiv.org/abs/1712.10039
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00023-022-01263-0
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00023-022-01263-0
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1904.04051
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1904.04051
https://arxiv.org/abs/1904.04051
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.027202
https://arxiv.org/abs/1207.4429
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.027202

[Haal3]

[Haa96]

[Her01]

[Her05]

[Her06]

[HS10]

[KMOG6]

[KM22]

[KM23]

[Lam97]

[Lam98]

[Leol9]

[Lif56]

Rudolf Haag. On the Sharpness of Localization of Individual Events
in Space and Time. 2013. DOI: https://doi.org/10.48550/arXiv,
1303.6431. arXiv: arXiv:1303.6431 [quant-ph].

Rudolf Haag. Local Quantum Physics. Fields, Particles, Algebras. Second
Revised and Enlarged Edition. Berlin, Heidelberg, New York, Barcelona,
Budapest Hong Kong, London, Milan, Paris, Santa Clara, Singapore,
Tokyo: Springer, 1996.

Andrzej Herdegen. “No-nonsens Casimir force”. W: Acta Phys. Polon.
B32 (2001), s. 55-65. arXiv: 0008.207 [hep-th].

Andrzej Herdegen. “Quantum backreaction (Casimir) effect I. What are
admissible idealizations?” W: Ann. Henri Poincaré 6 (2005), s. 657-695.
DOI: 10.1007/s00023-005-0219-7. arXiv:|0412.132 [hep-th].

Andrzej Herdegen. “Quantum backreaction (Casimir) effect II. Scalar
and electromagnetic fields”. W: Ann. H. Poincaré 7 (2006), s. 253—
301. por: https://doi.org/10.1007/s00023-005-0249-1. arXiv:
0507.023 [hep-th].

Andrzej Herdegen i Mariusz Stopa. “Global vs local Casimir effect”. W:
Ann. Henri Poincaré 11 (2010), s. 1171-1200. DOIL: https://doi.org/
10.1007/s00023-010-0053-4. arXiv: [1007.2139 [hep-th].

G. L. Klimchitskaya i V. M. Mostepanenko. “Experiment and theory in
the Casimir effect”. W: Contemporary Physics 47.3 (2006), s. 131-144.
DOI: 10.1080/00107510600693683. arXiv: 0609145 [quant-ph].

G.L. Klimchitskaya i V.M. Mostepanenko. “Current status of the pro-
blem of thermal Casimir force”. W: International Journal of Modern
Physis A 19 (2022), s. 2241002. pOI: https://doi.org/10.1142/
S0217751X22410020. arXiv: 2204.06290 [quant-ph].

G.L. Klimchitskaya i V.M. Mostepanenko. “Comparison of the Lifshitz
Theory Using the Nonconventional Fit of Response Functions with Pre-
cise Measurements of the Casimir Force”. W: Symmetry 15.5 (2023).
ISSN: 2073-8994. por: 10 . 3390 / sym15051011. arXiv: 2305 . 02608
[quant-ph].

S.K. Lamoreaux. “Demonstration of the Casimir Force in the 0.6 to
6 pm Range”. W: Phys. Rev. Lett. 78 (1 sty. 1997), s. 5-8. DOI: 10.1103/
PhysRevLett.78.5.

S.K. Lamoreaux. “Erratum: Demonstration of the Casimir Force in
the 0.6 to 6 um Range [Phys. Rev. Lett. 78, 5 (1997)]”. W: Phys. Rev.
Lett. 81 (24 grud. 1998), s. 5475-5476. DOI: 10.1103/PhysRevLett.81.
5475.

Ulf Leonhardt. “Lifshitz theory of the cosmological constant”. W: Annals
of Physics 411 (2019), s. 167973. 1SsN: 0003-4916. DOI: 10.1016/j.aop.
2019.167973. arXiv: 1910.02441 [gr-qc].

E.M. Lifshitz. “The theory of molecular attractive forces between solids”.
W: Sov. Phys. JETP 2.1 (1956). Translated from Russian by M. Hamer-
mesh, s. 73-83. DOI: https://doi.org/10.1016/B978-0-08-036364+
6.50031-4/

141


https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1303.6431
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1303.6431
https://arxiv.org/abs/arXiv:1303.6431
https://arxiv.org/abs/0008.207
https://doi.org/10.1007/s00023-005-0219-7
https://arxiv.org/abs/0412.132
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00023-005-0249-1
https://arxiv.org/abs/0507.023
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00023-010-0053-4
https://doi.org/https://doi.org/10.1007/s00023-010-0053-4
https://arxiv.org/abs/1007.2139
https://doi.org/10.1080/00107510600693683
https://arxiv.org/abs/0609145
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/S0217751X22410020
https://doi.org/https://doi.org/10.1142/S0217751X22410020
https://arxiv.org/abs/2204.06290
https://doi.org/10.3390/sym15051011
https://arxiv.org/abs/2305.02608
https://arxiv.org/abs/2305.02608
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.78.5
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.78.5
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.5475
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.5475
https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.167973
https://doi.org/10.1016/j.aop.2019.167973
https://arxiv.org/abs/1910.02441
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/B978-0-08-036364-6.50031-4
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/B978-0-08-036364-6.50031-4

[Meh67] J. Mehra. “Temperature correction to the casimir effect”. W: Physica
37.1 (1967), s. 145-152. 18SN: 0031-8914. DOI: https://doi.org/10.
1016/0031-8914(67)90115-2.

[MUVO01] M. Bordag, U. Mohideen i V.M. Mostepanenko. “New delepoments
in the Casimir effect”. W: Physics Reports 353.1-3 (2001), s. 1-205. DOI:
10.1016/50370-1573(01)00015-1. arXiv: 0106045 [quant—ph]|

[PS95] M. E. Peskin i D. V. Schroeder. An Introduction to Quantum Field
Theory. 1. Westview Press, 1995.

[RS78a] Michael Reed i Barry Simon. Methods of Modern Mathematical Phy-
sics III: Scattering Theory. 1. San Diego, New York, Berkeley, Boston,
London, Sydney, Tokyo, Toronto: Academic Press, Inc., 1978.

[RS78b] Michael Reed i Barry Simon. Methods of Modern Mathematical Phy-
sics IV: Analysis of Operators. 1. New York, San Francisco, London:
Academic Press, Inc., 1978.

[RS80] Michael Reed i Barry Simon. Methods of Modern Mathematical Physics I:
Functional Analysis. Revised and enlarged edtion. San Diego, New York,
Boston, London, Sydney, Tokyo, Toronto: Academic Press, 1980.

[Sca05] Antonello Scardicchio. “Casimir dynamics: Interactions of surfaces with
codimension > 1 due to quantum fluctuations”. W: Phys. Rev. D 72
(6 wrz. 2005), s. 065004. DOI: 10.1103/PhysRevD.72.065004. arXiv:
0503170 [hep-th]l

[Sha06] Ramamurti Shankar. Mechanika kwantowa. I. Ttum. Mirostaw Luka-
szewski. Warszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN, 2006.
[SP21] René I. Sedmik i Mario Pitschmann. “Next Generation Design and Pro-

spects for CANNEX”. W: Unigverse 7 (7 2021), s. 234. DOI: https://doi.
org/10.3390/universe7070234. arXiv:[2107.07645 [physics.ins-det].

[Spab8] M. J. Sparnaay. “Measurements of attractive forces between flat plates”.
W: Physica 24 (1958), s. 751-764. DOIL: https://doi.org/10.1016/
S0031-8914(58)80090-7.

[Spr+18] Benjamin Spreng i in. “Proximity force approximation and specular
reflection: Application of the WKB limit of Mie scattering to the Casimir
effect”. W: Phys. Rev. A 97 (6 czer. 2018), s. 062504. DOI: 10.1103/
PhysRevA.97.062504. arXiv: 1803.02254 [quant-ph].

[Sum12] Stephen J. Summers. A Perspective on Constructive Quantum Field
Theory. Work published on ArXiv. 2012. DOI: https://doi.org/10.
48550/arXiv.1203.3991. arXiv: 1203.3991 [math-ph]!|

[Sus+11]  A.O. Sushkov i in. “New Experimental Limits on Non-Newtonian Forces
in the Micrometer Range”. W: Phys. Rev. Lett. 107 (17 paz. 2011),
s.171101. pO1:/110.1103/PhysRevLett.107.171101. arXiv:|1701.02351
[quant-ph].

[SZ09] Mauro Spreafico i Sergio Zerbini. “Finite temperature quantum field
theory on noncompact domains and application to delta interactions”.
W: Reports on Mathematical Physics 63 (kw. 2009), s. 163-177. DOI:
10.1016/50034-4877(09)00011-1. arXiv: 0709.4109 [math-ph].

142


https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0031-8914(67)90115-2
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/0031-8914(67)90115-2
https://doi.org/10.1016/S0370-1573(01)00015-1
https://arxiv.org/abs/0106045
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.72.065004
https://arxiv.org/abs/0503170
https://doi.org/https://doi.org/10.3390/universe7070234
https://doi.org/https://doi.org/10.3390/universe7070234
https://arxiv.org/abs/2107.07645
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0031-8914(58)80090-7
https://doi.org/https://doi.org/10.1016/S0031-8914(58)80090-7
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.97.062504
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.97.062504
https://arxiv.org/abs/1803.02254
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1203.3991
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1203.3991
https://arxiv.org/abs/1203.3991
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.171101
https://arxiv.org/abs/1701.02351
https://arxiv.org/abs/1701.02351
https://doi.org/10.1016/S0034-4877(09)00011-1
https://arxiv.org/abs/0709.4109

[Tan+07]

[Tay72]

[Tay84]

[Zie21]

[Zie23]

L. Tang i in. “Measurement of non-monotonic Casimir forces between
silicon nanostructures”. W: Nature Photonics 11 (2007), s. 97-101. DOIL:
10.1038/nphoton.2016.254. arXiv: 1701.02351 [quant-ph].

John R. Taylor. Scattering Theory: The Quantum Theory on Nonre-
lativistic Collsions. New York, London, Sydney, Toronto: John Wiley
& Sons, Inc., 1972.

Peter Taylor. “The Relation Between Classical and Quantum Mechanics”.
Prac. dokt. Oxford University, 1984. DOI: https://doi.org/10.48550/
arXiv.1806.08827. arXiv: 180608827 [quant-ph].

Kamil Ziemian. “Algebraic Approach to Casimir Force Between Two
0-like Potentials”. W: Ann. Henri Poincaré 22 (2021), s. 1751-1781. DOIL:
10.1007/s00023-005-0219-7.

Kamil Ziemian. “Correction to: Algebraic Approach to Casimir Force
Between Two d-like Potentials”. W: Ann. Henri Poincaré (2023). DOIL:
10.1007/s00023-023-01383-1.

143


https://doi.org/10.1038/nphoton.2016.254
https://arxiv.org/abs/1701.02351
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1806.08827
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1806.08827
https://arxiv.org/abs/180608827
https://doi.org/10.1007/s00023-005-0219-7
https://doi.org/10.1007/s00023-023-01383-1

	Wstęp
	Panorama badań nad efektem Casimira
	Oryginalna praca Hendrika Casimira
	Zarys badań nad efektem Casimira
	Analiza „energii stanu zerowego”

	Podejście Herdegena do efektu Casimira
	Krótki wstęp do algebraicznej kwantowej teoria pola
	Formalizm algebraiczny dla efektu Casimira
	Konstrukcja teorii quasi-swobodnej
	Układ quasi-swobodny w obecności ciał makroskopowych
	Lokalna gęstość energii dla pola skalarnego
	Historia badań efektu Casimira w ramach algebraicznego podejścia Herdegena

	Analiza modelu pola skalarnego z dwoma quasi-deltami
	Model układu z dwoma quasi-deltami
	Analiza resolwenty operatora h    2 
	Model przeskalowany i granica resolwentowa
	Analiza spektralna

	Energia Casimira i liczba cząstek w modelach zawierających dwie quasi-delty
	Energia Casimira i liczba cząstek dla modelu zawierającego dwie quasi-delty
	Energia Casimira dla rodziny przeskalowanych modeli
	Lokalna gęstość energii dla modelu dwóch quasi-delt
	Lokalna gęstość energii w granicy 0

	Podziękowania
	Konstrukcja algebr i reprezentacji teorii quasi-swobodnych
	Przestrzenie symplektyczne teorii quasi-swobodnej
	Przestrzeń Focka i operatory Weyla
	Transformacje symplektyczne i transformacje Bogoliubowa
	Ewolucja czasowa teorii quasi-swobodnej
	Przestrzenie symplektyczne układu Q-M

	Granica resolwentowa operatorów i twierdzenie  Trottera-Kato
	Własności g"0362g( p ) i M p  oraz powiązanych z nimi funkcji
	Oszacowania na funkcję g"0362g( z ) i jej pochodne
	Wyprowadzenie wzoru (4.24b)
	Własności funkcji   x 
	Dowód nierówności (4.27)
	Własności funkcji r  ( l )
	Własności funkcji n  ( l )

	Rozwinięcie całek zawierających funkcję M  p 
	Rozwinięcie funkcji Q  ( i ) ( a, l )

