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Przedstawiana do oceny rozprawa wpisuje sie w szeroki nurt badar geometrii nieprzemiennej, w wersji
zaproponowanej przez Alaina Connes'a na poczatku lat osiemdziesigtych ubiegtego wieku. Jednym z
zadan tego podejscia jest odkodowanie, za pomocg analizy spektralnej odpowiednich operatorow,
wiasnosci geometrycznych ,,nieprzemiennych rozmaitosci rézniczkowych" sformalizowanych w postaci
trojek spektralnych. Wtasnosci topologiczne kodowane sg w strukturze odpowiednich C*-algebr za
pomocg twierdzenia Gelfanda-Najmarka opisujacego ,,granice klasyczng".

Rozprawa doktorska mgra Pawta Zaleckiego dotyczy nowych funkcjonatéw spektralnych stanowigcych
nieprzemienne uogdlnienie wielkosSci geometrycznych znanych z teorii rozmaitosci, jak np. metryka,
dzialanie Einsteina, torsja. Wyniki uzyskano metodg obliczenia residuum Wodzickiego (rozwiniecia
jadra operatora cieplnego), dla trojek spektralnych osadzonych na zwartych parzysto-wymiarowych
rozmaitosciach Hemannowskich.

Podstawg rozprawy sg trzy publikacje w renomowanych czasopismach matematycznych i
matematyczno-fizycznych, napisane wspdélnie z promotorem, prof, dr hab. Andrzejem Sitarzem oraz
profesorem Ludwikiem Dabrowskim z SISSA. Sg to kolejno:

Dabrowski, Ludwik; Sitarz, Andrzej; Zalecki, Pawet Spectral metric and Einstein functionals, Adv.
Math. 427 (2023), Paper No. 109128, 37 pp.

Dabrowski, Ludwik; Sitarz, Andrzej; Zalecki, Pawet; Spectral metric and Einstein functionals for Hodge-
Dirac operator, arXiv:2307.14877, J. Noncommut. Geom. in print, 12 pp

Dabrowski, Ludwik; Sitarz, Andrzej; Zalecki, Pawet; Spectral torsion, Comm. Math. Phys. 405 (2024),
no. 5, Paper No. 130,12 pp

Warto zauwazyé, ze mgr Pawel Zalecki jest wspotautorem trzech innych publikacji, nie wchodzacych w
sktad rozprawy.

Zawartos¢ rozprawy i osiggniete rezultaty:

Napisana w jezyku angielskim, 87-stronicowa rozprawa sktada sie z trzech rozdziatow. Krotki, 10
stronicowy wstep (Introduction), oprécz uwag natury historycznej, omawia podstawowe pojecia, jak
trgjki i dziatanie spektralne, operatory pseudo-rozniczkowe oraz metode residuum Wodzickiego.

Na drugi, podstawowy rozdziat zatytutowany Spectral functionals, sktadaja sie trzy wspomniane na
poczatku publikacje oraz krdtkie komentarze i przypisy. Pdistronicowy rozdziat Il (Conclusions)



wskazuje na inne mozliwe zastosowania przedstawionej metodologii badawczej, zaréwno w
Przemiennymjak i nieprzemiennym przypadku. Rozprawe konczy liczacy 31 pozycji spis literatury.

W obszernym 37 stronicowym artykule Spectral metric and Einstein functionals, wykorzystujac zwigzki
pomiedzy wielkosciami geometrycznym na gtadkich rozmaitosciach a lokalnymi operatorami
rézniczkowymi dziatajacymi na ciecia odpowiednich wigzek wektorowych, policzono a nastepnie
uogélniono do przypadku nieprzemiennego okres$lone funkcjonaly spektralne. W pierwszej czesci,
zbudowano odpowiednie funkcjonaty metryki, metryki odwrotnej (zwanej tu dualng), oraz tensora
Einsteina dla przypadku klasycznego, tj. na gtadkich, zwartych i Orientowalnych, parzysto-
wymiarowych rozmaitosciach zgeometrig Riemanna. Dopiero ostatni, pigty rozdziat dotyczy uogélnien
do przypadku nieprzemiennego; tréjek spektralnych dla konforemnie przeskalowanego 2 i 4
wymiarowego hieprzemiennego (kwantowego) torusa.

W artykule Spectral metric and Einstein functionals for Hodge-Dirac operator pokazano, na sporej
liczbie konkretnych trdjek spektralnych, ze funkcjonaly spektralne metryki oraz tensora Einsteina
zbudowane za pomocg operatora Hodge-Diraca, sg takie same jak dla kanonicznego (metrycznego)
operatora Diraca dzialajgcego na ciecia wigzki spinorowe;j.

Ostatnia z serii prac, zatytutowana Spectral torsion, wprowadza nowe, trzy-liniowe, funkcjonaty
spektralne dla pewnej klasy trojek spektralnych, ktére w granicy klasycznej odpowiadajg tensorowi
torsji dla rozmaitosci z koneksja spinowa.

Prace te, ktorych zawarto$¢ merytoryczng oceniam wysoko, zawierajg caly szereg, szczegOtowych i
technicznie zaawansowanych rachunkdw, ktérych znaczng cze$¢ (jak nalezy sie domyslac) wykonat
doktorant. Wymagato to zdobycia unikatowej i nietrywialnej wiedzy oraz umiejetnosci nie tylko w
dziedzinie geometrii Riemannajej nieprzemiennego odpowiednika w postaci trojek spektralnych, ale
réwniez na temat operatoréw pseudo-rézniczkowych, ich symboli oraz zwigzanych z nimi technik
obliczeniowych (residuum Wodzickiego). Cze$¢ z przyjetych zatozen (np. zwartos¢, dodatnia
okreslono$¢ metryki) zaweza na obecnym etapie badan pole dla potencjalnych zastosowan w
realistycznych modelach fizycznych, stanowigc cenny wkiad do matematycznych aspektéw formalizmu
Connes'a. Warto nadmienic¢, iz zastosowane w pracy podejscie zainspirowato chifskich autoréw (Yong
Wang, i wspotautorzy) do kontynuacji i rozszerzenia badan bedacych przedmiotem rozprawy. Ostatnio
opublikowane zostaty dwa artykuty odwotujgce sie do ,,Dabrowski-S“tarz-Zo-eck/ type theorem™:

MR474164S Yang, Yuchen; Wang, Yong; The general Dabrowski-Sitarz-Zalecki type theorem for odd
dimensional manifolds with boundary lll, J. Pseudo-Differ. Oper. Appl. 15 (2024), no. 2, Paper No. 41,
29 pp. 58J42

MR4674489 Wang, Jian; Wang, Yong The Dabrowski-Sitarz-Zalecki type theorems for six dimensional
manifolds with boundary, J. Math. Phys. 64 (2023), no. 12, Paper No. 122501, 21 pp. 58J42 (53C27
58J40)

ktére Swiadcza o oddzwieku i uznaniu w srodowisku eksperckim dla osiagnietych w dysertacji wynikow
i przyjetej do ich uzyskania metodologii.

Whniosek koncowy:

Uwzgledniajac powyzsze stwierdzam bez wahania, ze mgr Pawet Zalecki posiada dorobek naukowy,
ktéry w pelni spetnia wymagania stawiane przez ustawe o stopniach i tytutach naukowych a
przedstawiona do oceny praca spetnia wszystkie formalne i zwyczajowe kryteria wtasciwe dla rozpraw
doktorskich. Wnosze o dopuszczenie pana magistra Pawla Zaleckiego do dalszych etapow
postepowania doktorskiego.





