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Wprowadzenie

Celem pracy jest sprawdzenie, zrozumienie i rozwiniecie wynikéw zawartych w artykule
Peculiarities in the gravitational field of a filamentary ring [1], ktére sa analiza ruchu
punktowej masy prébnej w polu statycznego (nieruchomego) nieskoriczenie cienkiego
pierScienia (okregu). Pierscient oddzialuje grawitacyjnie z masa punktowa zgodnie z teo-
rig grawitacji Newtona. Skupiono si¢ na przeanalizowaniu wlasnoéci potencjalu grawi-
tacyjnego pierdcienia, poszukiwaniu orbit periodycznych w takim uktadzie oraz réznymi
uogdblnieniami zaktadajacymi ruch pierécienia. Uklad taki mozna, w przyblizeniu newto-
nowskim, uznaé za toy-model masywnego dysku akrecyjnego wokoét czarnej dziury, ktora
jest modelowana jako masa punktowa. W analizie nie zostaly uwzglednione zadne efekty
wynikajace z OTW, uwzgledniono jedynie newtonowskie oddzialywanie grawitacyjne.
Pominieto wewnetrzna strukture ,,dysku akrecyjnego”, traktujac go jako bryle sztywna
(torus), dlatego rozwazany model traktowaé nalezy jako bardzo uproszczony.

Analize dynamiki takiego ukladu przeprowadzono na kilku poziomach przyblizen.
W najmniej realistycznym przyblizeniu zatozono statyczny pierscien, w nastepnym przy-
blizeniu dopuszczono ruch postepowy pierscienia, jednakze nie uwzgledniajac mozliwosci
jego obrotu, w koncu badano w pelni swobodny pierécien, mogacy si¢ obraca¢. Badano
takze zmodyfikowang wersja najmniej realistycznego przyblizenia, w ktorej zamiast pier-
$cienia wykorzystano jednorodny torus. Kolejne, bardziej ogdlne, przyblizenie do prze-
analizowania w przyszlosci, mogloby uwzglednia¢ mozliwosé¢ ruchu oraz obrotu torusa,
efekty zwigzane z OTW lub pierécien skonczonej grubosci o innym ksztalcie przekroju
(toroid) lub rozkladzie masy innym niz jednorodny.

1 Analiza potencjalu cienkiego pierscienia (okregu)

Do dalszej analizy niezbedna jest znajomo$é¢ analitycznej postaci potencjatlu grawitacyj-
nego wytwarzanego przez cienki, jednowymiarowy pierscien, czyli okrag o promieniu R
i masie M. Ponizej zaprezentowano standardowe jego wyprowadzenie.
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Rysunek 1: Badany uklad, obserwowany w réznych ptaszczyznach. Zaznaczono odcinek
b pomiedzy masa punktowg m oraz elementem masy pierécienia dM, dodatkowo linia-
mi przerywanymi zaznaczono wspotrzedng r, czyli odleglo$¢ masy m od osi symetrii
pierécienia, oraz z, czyli odlegtos¢ od plaszczyzny pierScienia. R to promien pierscienia.
Pierscien przedstawiono za pomoca pogrubionej linii.

Oznaczenia wprowadzono na Rys. [I] Dodatkowo ¢ bedzie oznaczaé standardowy kat
ze wspoélrzednych cylindrycznych, to jest kat pomiedzy osia Oz a wektorem polozenia
masy m, zrzutowanym na plaszczyzne Oxy. W celu obliczenia jawnej postaci potencjatu
U mozna zapisa¢ przyczynek dU w nastepujacy sposéb:

G GM
dU = ——dM = ———do. 1
b 27h (1)

W calej pracy przyjeto konwencje, iz potencjal grawitacyjny jest wielkoscia ujemna.
Odleglosé b, miedzy elementem masy dM oraz masg m, determinowana jest poprzez kat
® pomiedzy odcinkiem r oraz promieniem R, oraz przez r i z:

b = 2% + R* +r? — 2Rr cos ®. (2)

Celem uzyskania wartoéci potencjatu od calego pierécienia, nalezy wycatkowac
dU po jego obwodzie:

(3)

Ulr. 2, 6) = — T GM 2G M (_ 4rR )

TP = — K(-—Tt
2mh 7/ (r— R)2 + 22 (r—R)?+ 22

Calka ta nie jest elementarna, wyraza sie jednak poprzez znana funkcje specjalna, zupet-
w/2
Ike elipt i dzaju: K(m) = [ ——2——d®. Wida¢ dstawi
ng calke eliptyczna pierwszego rodzaju: K(m) of Y Ry ida¢, na podstawie

wzoru , ze potencjal jest niezalezny od kata ¢, tak wigc mozna bez straty ogdlnosci
przyjmowaé na wykresach przedstawiajacych potencjal, ze r = x, oraz przyja¢ oznacze-
nie U(r, z) = U(r, 2,0).



Na podstawie znajomosci funkcji K mozna stwierdzi¢, ze potencjal ma osobliwosé
w punkcie (r,z) = (R,0), to jest w miejscu gdzie znajduje sie pierécien. Dokladniej

mozna to zapisaé¢ jako  lim  U(r,z) = —oo.
(r,2)=(R,0)

Rozwijajac potencjal w szereg dla duzych wartosci r, przy ustalonym z, dostaje sie:

U(r,z):—GM—{—O(l). (4)

r r3

Analogiczny wzér zachodzi dla ustalonego r oraz duzego z. Z daleka pierscien mozna
wiec traktowaé jako mase punktows.

W celu narysowania przebiegu potencjatu, najltatwiej zauwazy¢ iz spetniona jest na-
stepujaca zaleznoscé:

RU(r,z; R) :U(;,;ﬂ) , (5)
gdzie U(r, z; R) jest oznaczeniem na potencjal U(r, z) dla pierscienia o promieniu R. FLa-
two zauwazy¢, ze prawa strona rownania zalezy wytacznie od zmiennych bezwymiaro-
wych. Pozwala to wprowadzi¢ bezwymiarowy potencjal u(r/R, z/R) w bezwymiarowych
zmiennych, ktéry pozwoli pokazaé zupelnie ogélnie zachowanie funkcji U(r, z; R), bez po-
trzeby ustalania wartosci parametréw opisujacych uktad, takich jak R lub M. Dany jest
on wzorem:

r oz R 1 r oz
u(R’R) GM (T7Z? ) GM (R’R’ ) ( )
Z potencjalu bezwymiarowego trywialnie mozna odzyskaé¢ U(r, z; R). Przebieg poten-
cjalu bezwymiarowego przedstawiony jest na Rys. [2 Ze wzgledu na symetrie walcowa

badanego ukladu, Rys. 2] dostarcza informacji o postaci potencjalu réwniez poza plasz-
czyzng Orz.

1.1 Polozenia réwnowagi

Istotnym zagadnieniem jest problem, czy moga istnie¢ punkty, w ktorych masa prébna
m moze spoczywaé. W oczywisty sposob punkt krytyczny potencjalu wystepuje w punk-
cie (r,z) = (0,0). Nie moze istnie¢ zadne polozenie réwnowagi dla z # 0, gdyz wtedy
z-towa skladowa sily dzialajacej na mase m jest niezerowa. Tak wiec ewentualnych in-
nych punkéw réwnowagi mozna sie spodziewaé tylko w plaszczyznie pierécienia. Jest
réwniez oczywiste, ze dla r > R nie moze istnie¢ punkt réwnowagi, gdyz tatwo pokazac
istnienie w takim wypadku niezerowej radialnej sktadowej sity. Niestety nielatwe jest ba-
danie w w sposOb analityczny. W celu analizy zastosowana wiec zostanie wlasnosé
skalowania bedaca uogélnieniem réwnania :

U(ar,az;aR) = a 'U(r, z; R). (7)

Potencjat U dla réznych wartoéci R zmienia sie jedynie o domnozenie stalej oraz prze-
skalowanie argumentow r i z. Wystarczy wiec poszukaé punktéw krytycznych dla jednej
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Rysunek 2: Bezwymiarowy potencjat od cienkiego pierécienia w plaszczyznie Orz.
W istocie w punktach (£1,0) powyzszego wykresu potencjal ten ma osobliwosé.

wartoéci R. Sprawdzono za pomoca programu Mathematica, ze jedyny punkt krytyczny
funkeji U(r,0) w przedziale r € [0, R] dla R = 1 znajduje sie w r = 0.

W celu zbadania charakteru tego punktu krytycznego rozwazy¢ mozna problem ogdl-

.. .. BU(r,z) o . . , .

niejszy. Jako iz —5> = 0, to mozna pomocniczo potraktowaé z jako parametr
—

=0
i wtedy badaé charakter punktu krytycznego w r = 0.

2 _ p2
= GMQZ—RE,_ (8)
r=0 2(R2 +22)§

0?U(r, 2)
or?

Druga pochodna nie rozstrzyga o charakterze punktu krytycznego dla |z| = \%. Prawda

33U(r,\%> 84U<r,\%> 1 5
jest jednakze ——5 = = 0 oraz ——51*~ = GM ﬁg\/;. W takim razie
r=0 r=0

mozna stwierdzi¢, ze dla |z| € [O, %) radialna sktadowa sily ma zwrot zgodny z 7, czyli

skierowany na zewnatrz pierscienia, natomiast dla |z| € [\%,—l—oo) radialna sktadowa
jest przeciwna do 7, czyli do érodka pierscienia.



Mozna teraz odpowiedzie¢ na pytanie o charakter punktu krytycznego w (r,z) =
(0,0). Nie jest to punkt polozenia stabilnego, ale nie jest réwniez do korica punktem
polozenia niestabilnego. Zeby sprecyzowaé charakter réwnowagi w tym punkcie, nalezy
rozwazy¢ ograniczony zakres ruchow masy m, osobno ruchy wylacznie w plaszczyznie
pierécienia oraz osobno ruchy w kierunku Oz. Ograniczajac sie do plaszczyzny pier-
Scienia staje sie¢ to polozenie réwnowagi niestabilnej, natomiast ograniczajac sie do osi
Oz staje sie to polozenie rownowagi stabilnej. Podobnie mozna stwierdzi¢, ograniczajac

sie do plaszczyzn réwnoleglych do Oxy, ze dla |z| € {O, %) jest w r = 0 réwnowaga

niestabilna, natomiast dla |z| € [%, —|—oo) stabilna. W celach zaprezentowania wlasnie
przedstawionych wlasnosci, umieszczono na Rys. [3] wykres potencjalu na plaszczyznach
rownolegtych do Oxy, dla réznych wartosci z. Ze wzgledu na niezaleznosé potencjatu od
¢, wybrano ¢ = 0, co odpowiada r = .

(a) z=0 (b) z=R/2 (c) z=R/V2 (d)z=R

Rysunek 3: Wykresy przedstawiajace potencjal bezwymiarowy w plaszczyznach réwno-
legtych do ptaszczyzny pierécienia. W istocie sa to przekroje wykresu [2] dla ustalonego
z. Na osiach uzyto jednostek bezwymiarowych. @ zawiera dwie osobliwosci w z = +R.

2 Analiza prostych orbit periodycznych

Jako iz na calej prostej r = 0 nie dziatla zadna sita radialna, oraz wzdtuz tej prostej jest
punkt réwnowagi, to mozna rozwazy¢ drgania masy probnej m wzdtuz tej prostej. Z ko-
lei cylindryczna symetria sugeruje istnienie orbit kotowych w plaszczyZnie pierscienia.
Analiza zostala podzielona na dwie czeéci, zgodnie z przyjetymi przyblizeniami.

2.1 Nieruchomy pierscien
2.1.1 Ruch po prostej r=0

Zakladajac ruch po prostej r = 0 dostajemy uproszczona postaé¢ potencjatu zaleznego

tylko od z:
GM

Ve =~ )



Stad otrzymaé¢ mozna réownanie Eulera-Lagrange’a na z(t) oraz przyblizenie malych
drgan:

GM GM
T LN el (10)
(R? 4 22)2 R?
Skad okres malych drgan wynosi:
R3

Mozliwe jest w tym wypadku znalezienie okresu drgan o skoriczonej amplitudzie, wyraza
sie on poprzez funkcje eliptyczne [I]. Warto zwrécié¢ uwage na podobienistwo zagadnienia
do problemu Sitnikova [2].

2.1.2 Ruch na plaszczyznie z=0

W dalszej analizie, gdzie badany jest ruch w plaszczyZnie pierscienia (z = 0), przyjeto
standardowe oznaczenie
S i — (12)
(r—R)?+ 22
Przyjmujac, ze predkoéé katowa w jest rozumiana jako warto$é ¢, standardowe éwi-
czenie z mechaniki klasycznej prowadzi do nastepujacego wyrazenia na predkosé katowa

masy m poruszajacej sie po orbicie kotowej o promieniu R:

_ GM (r— R)E(k) + (r+ R)K (k)
T r2|r? — R2|

o (13)

Gdzie E oznacza zupelng catke eliptyczna drugiego rodzaju:
/2

E(m) = f V1 —msin® ®d®. Dokladna analiza potencjatu efektywnego, w ruchu po
orbicie kol%wej, moéwi ze stabilnosé takiej orbity zalezy od promienia. Orbity blisko pier-
$cienia sa niestabilne ze wzgledu na zaburzenia radialne oraz drobne zmiany predkosci
katowej, natomiast orbity dalsze sg stabilne. Analiza numeryczna daje warto$é granicz-
na, pomiedzy promieniami orbit stabilnych oraz niestabilnych, jako r* ~ 1.61R [1]. Wiec
dla promieni R < r < r* wystepuja orbity niestabilne, dla r > r* orbity stabilne, nato-
miast przypadek r = r*, na podstawie analizy numerycznej, jest bardziej skomplikowany.
Wtedy orbita wykazuje tymczasowa stabilnos$¢, gdy nieco zwigkszy si¢ promien orbity
lub predko$é¢ katowa, natomiast orbita wykazuje niestabilnos¢ gdy promien lub predkosé
katowa sie zmniejsza. Powoduje to, ze maksymalny czas stabilnosci takiej orbity, dla
r = r*, wynosi potowe okresu oscylacji promienia orbity.

2.2 Ruchomy, nieobracajacy sie pierScien

2.2.1 Ruch po prostej r=0

Analogicznie jak dla pierscienia nieruchomego, rozwazy¢ mozna sytuacje w ktorej za-
rowno $rodek pierScienia, jak i masa m, poruszaja sie jedynie wzdluz osi Oz. Niech Z



oznacza wspoélrzedna z-towa Srodka pierécienia. Potencjal wyraza sie jako:

GM

VBT (Z -

Wybierajac poczatek uktadu wspétrzednych w érodku masy uktadu, otrzymuje sie

= — 4% Ponownie mozna uzyskac przyblizenie matych drgan:

U(z) = — (14)

M M
5 _ G(M +m)z . %_G( R—gm)z. (15)
(B2 + (14 50)%22)°
Stad mozna bezposrednio odczytaé okres oscylacji:
R3
T=2m =———. 16
i G(M +m) (16)

Jak widaé, wzér ten redukuje sie do przypadku z nieruchomym pierécieniem, kiedy masa
M jest znacznie wigksza od m. Zgadza sie to z przewidywaniami.

2.2.2 Ruch na plaszczyznie z=0

Ponownie wystepuja tutaj orbity kotowe, gdy oba ciala znajduja poruszaja sie¢ w plasz-
czyznie z = (0, tym razem jednak pierscien réwniez okraza érodek masy uktadu. Pamieta-
jac, ze r jest oznaczeniem na odleglto$¢ w plaszczyznie pierScienia miedzy m a srodkiem
pierécienia, mozna tatwo policzy¢ predkosé katows takiego ukladu podwodjnego, wzgle-
dem $rodka masy:

M+ m
= i 17
w=wo=; (17)
Problem stabilnosci takich orbit nie bedzie rozwazany w tej pracy. Godnym zauwaze-
nia jest fakt, ze wszystkie rozwazone wyzej orbity kotowe sg stabilne ze wzgledu na

wychylenie wzdtuz osi z.

3 Zlozone orbity periodyczne

Mimo pozornej prostoty, analizowany uklad ma niesamowicie skomplikowana dynamike,
pomimo ze sklada sie z tylko dwoch obiektéw fizycznych. Dla przypadku z nieruchomym
pierscieniem zagadnienie ma 3 stopnie swobody, dla pierécienia ktéry sie¢ nie obraca jest
ich juz 6, natomiast w najogélniejszym przypadku obracajacego si¢ pierScienia jest to
az 9 stopni swobody. Réwnania ruchu zawieraja funkcje eliptyczne, wiec nikle sa na-
dzieje na badanie tego uktadu inaczej niz numerycznie. Patrzac na wlasnosci potencjatu
oraz obserwujac ewolucje tego uktadu, podjeto poszukiwania bardziej wyrafinowanych
orbit periodycznych. Znalezione ,choreografie” rowniez podzielono na dwie czedci, te
z pierscieniem nieruchomym oraz z ruchomym lecz nieobracajacym sie. W pierwszym
przypadku za parametry okreslajace warunki poczatkowe wybrano polozenie (r, z) oraz



predkosé (7, 2, <]5) Parametr ¢ ze wzgledu na symetrie nie ma znaczenia, wiec w kazdym
przypadku zatozono ¢ = 0. W przypadku pierécienia mogacego sie poruszaé, wygodniej
jest podawaé¢ warunki poczatkowe we wspotrzednych kartezjanskich. Dla masy m beda
to (z,vy, z) oraz (&, 9, 2), natomiast dla pierscienia beda to parametry srodka pierécienia
(X,Y, Z) oraz (X,Y, Z). Dla uproszczenia w(r) oznaczaé¢ bedzie predkosé¢ katowa dla sta-
bilnej orbity kotowej, ktéra dana jest wzorem . Dodatkowo poprzez t,,q, 0znaczono
czas zbadanej stabilnosci orbit. Mozliwe, ze dla niektérych orbit stabilno$¢ utrzymuje sie
przez czas dluzszy niz t,,q., gdyz niestabilno$é¢ nie pojawita sie az do zakonczenia obli-
czen. Wartosé ¢4, jest wiec podawana jako dolne oszacowanie czasu stabilnosci uktadu,
a nie jako jego obliczona wartosé.

Ewolucje uktadu znajdowano rozwigzujac rownania Eulera-Lagrange’a. Jak wiadomo,
lagrangian jest dany jako

L = Epin — Ep, (18)
natomiast rownania Fulera-Lagrange’a dla wspoélrzednej uogdlnionej ¢ to

oL docL

dq dtog’
W rozpatrywanych standardowych wspoétrzednych cylindrycznych, bez obrotowych stop-
ni swobody pierscienia, znalezienie energii kinetycznej Ey;, masy prébnej m jest zada-
niem trywialnym:

(19)

Epin, = %m (fQ 22 4 22) .

Wystarczy wiec do uzyskania kompletu réwnan podaé¢ w kazdym przypadku postaé
energii potencjalnej F,. W przypadku uwzglednienia obrotowych stopni swobody nalezy
dodatkowo wyznaczy¢ energie kinetyczng zwiazang z obrotem pierscienia wokét srodka
masy.

3.1 Nieruchomy pierscien

W przypadku nieruchomego pierscienia energia potencjalna E, wyraza si¢ jako mU,
gdzie U dane jest wzorem . Réwnania Lagrange’a-Fulera rozwigzano numerycznie
w programie Mathematica (NDSolve).

W Tabeli [I] zamieszczono parametry poczatkowe dla znalezionych ,choreografii”,
wraz z krétkim opisem stownym. Oprécz podanych parametréw, wzieto réwniez
R =G =m =1, a $rodek pierscienia umieszczono w punkcie (X,Y;Z) = (0,0,0).



Tabela 1: Warunki poczatkowe dla znalezionych ,,choreografii”, wersja z nieruchomym

pierScieniem.

Nazwa r zZ |7 z ¢ M | thmaz
Pscudoelipsal |4 |00 0 w(1.1)LF [ 10° | 10
Pseudoelipsa 2 4 012 2 w(4) 10° | 10
Tréjlistnik 0 4 1 5.99236034 | 0 0 10% | 10
Tréjlistnik 2 1.1 |00 14.5 0 10% | 0.07975
Prosta 1 0 00 1 0 10° | 10
Prosta 2 0 00 30 0 10° | 10
Osemka 0 0]11.3 14 0 10% | 10
Potréjna Osemka | 1.1 | 0 | 0 29.581631695 | 0 10% | 5
Fistaszek 0 4 | 4.3024 0 0 103 | 10
.Kolo” w Oxz 0 41 15.3 0 0 10% | 10
Kwiat lotosu 0 4] 10.43 0 0 10° | 12
Ryba 1.1 [o]oO 27.87 0 103 | 10
Petla 1.0210]0 6.3 0 10% | 10
Spirala 1.02/0]0 6.3 1 10% | 10
Ptak 0 1| 3.14846517 | 0 0 10%] 5

10




(a) Pseudoelipsal (b) Pseudoelipsa 2 (c) Trojlistnik 1 (d) Tréjlistnik 2 (zoom)

\ 4
e
0y

1 e

(i) ,Kolo” w Oxz (j) Kwiat lotosu (k) Ryba (1) Petla (zoom)

~

(m) Spirala (n) Spirala (zoom) (o) Ptak

Rysunek 4: Wrykresy przedstawiajace ewolucje uktadu. Kolorem czarnym zaznaczono

pierscien, niebieskim trajektorie masy m, pozostalymi kolorami rzut trajektorii na od-
powiednie plaszczyzny.
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Duza czesé znalezionych orbit wykazala sie niestabilnoscia, stad wysoka doktadnosé
numeryczna pewnych parametréw w Tabeli [} Najbardziej niestabilna orbita okazal sie
Tréjlistnik2 przedstawiony na Rys. [Idl Niezaleznie od wybranych parametréw poczatko-
wych orbita tracita swoj ksztalt juz po jednym okresie. Ponadto zauwazono zaskakujaca
stabilnodé¢ uktadu Petla, przedstawionego na wykresie Orbita okazuje sie stabilna
ze wzgledu na wychylenie w dowolnym badanym kierunku, to jest w kierunku radial-
nym, wzdhuz Oz lub na plaszczyznie Oxy. Co wiecej, orbita ta jest zblizona do kotowej,
co moze sugerowal iz potencjal w poblizu pierécienia przypomina potencjal centralny
w plaszczyZnie Orz, wycentrowany w punkcie (r,z) = (R,0). Istotnie, mozna uzyskaé
postaé asymptotyczna potencjalu bardzo blisko pierscienia. W tym celu wygodnie jest
wprowadzi¢ nowe zmienne (£, a):

r=R+Ecosa, z= Rsina, (20)

gdzie £ to odleglo$¢ od punktu (r,z) = (R,0) w plaszczyznie Orz, natomiast « jest
katem, ktoéry zaznaczono na Rys.
(& a)

Rysunek 5: Schemat wyjasniajacy interpretacje zmiennych (&, ).

W takich zmiennych potencjal posiada nastepujaca posta¢ asymptotyczna:

GM R
U6 a) >~ ln<8£>. (21)
Wynik nie zalezy od kata «. Widaé¢ wiec, iz zgodnie z predykcja potencjal okazuje sie
asymptotycznie (blisko pierécienia, £ ~ 0) centralny, wycentrowany w punkcie (r,z) =
(R,0). Wyraz wyzszego rzedu rozwiniecia asymptotycznego funkcji U(, ) zalezy juz
od kata «, wiec orbity kotowe wokdl pierScienia, podobne do tej z ukladu Petla musza
mie¢ odpowiednio maly promien, inaczej pojawiaja sie efekty wyzszego rzedu i orbita
przestaje przypominaé kotows.

Niektore trajektorie wyraznie wyrézniaja sie skomplikowaniem nieoczekiwanym w tak
prostej sytuacji, co Swiadczy o interesujacej dynamice badanego uktadu.
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3.2 Ruchomy, nieobracajacy sie pierscien

W przypadku gdy dodatkowo dopusci sie postepowy ruch pierscienia, energia potencjalna
wyraza sie wzorem:

E, =mU <\/(X—x)2+(Y—y)2,Z—z>, (22)

gdzie U zadane jest wzorem , natomiast X, Y, Z to polozenie érodka pierscienia. Para-
metry, ktérych nie podano w Tabelisag rowneG=m=1,y=Y=2=2=X=2=0
oraz tmaer = 10, z wyjatkiem uktadu Osemka 2, gdzie t,,q, = 1.02.

Tabela 2: Warunki poczatkowe dla znalezionych ,,choreografii”, wersja z ruchomym, nie-
obracajacym sie piericieniem.

Nazwa r | X | y Y % M |R
Uktad podwojny 1 |1 |-1 [0 w(2) —w(2) |0 100 | 1
Uktad podwéjny 2 | 10 | -1 [0 10w(11) | —w(11) | 0 10t | 0.1
Osemka 1 0 |0 113 |0 0 14 10| 1

A 11.3 14 2
Spirala 1.1 0.01 | -0.01 | 0.3 0 6 10° | 1

Ze wzgledu na problem z ukazaniem ewolucji badanego uktadu w formie rysunku,
zrezygnowano z graficznej formy prezentacji. Zamiast tego zamieszczona zostaje opisowa
analiza znalezionych orbit. Uklady podwdjne to po prostu pierscien i masa m orbi-
tujace wokol wspdlnego érodka masy po orbitach kotowych, ktore to orbity zawieraja
sie w plaszczyznie pierscienia. Uklad nazwany ésemka jest analogiczny do podobnego
ukladu w przypadku nieruchomego pierscienia. Dla wiekszej masy pierscienia orbita jest
znacznie stabilniejsza. Uktad Spirala réwniez jest analogiczny do uktadu o tej samej na-
zwie w poprzednim rozdziale. Podobnie jak poprzednio, teraz réwniez orbita wykazuje
stabilnos¢.

3.3 W pelni swobodny pierscien

W poprzednich rozdziatach rozpatrywano jedynie ruch postepowy pierscienia, bez jego
obrotu. Mialo to na celu znaczace uproszczenie analizy prowadzacej do uzyskania row-
nan ruchu, jak i samych rozwigzywanych rownan ruchu. W rzeczywistosci, dodanie do
modelu mozliwosci obrotu moze znaczaco wptywaé¢ na dynamike uktadu, dlatego bardzo
wazne jest zaznajomienie sie z formalizmem opisu cial obracajacych sie, gdy poszuku-
je sie modelu mozliwie najbardziej realistycznego. Poszukiwania lagrangianu dla ciata
obracajacego sie rozsadnie zaczaé¢ od oméwienia idei katéw Eulera.
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3.3.1 Katy Eulera

Jednymi z najczedciej uzywanych do opisu obrotu cial wspéirzednych sa katy Eulera.
Istnieje wiele konwencji co do tego jak zdefiniowane sa katy Eulera, jednakze wszystkie
z nich laczy wspélna idea opisywania obrotu. Wyréznia sie dwa kartezjanskie uklady
wspolrzednych: nieobrécony, nazywany rowniez uktadem przestrzennym, oraz obrécony
nazywany ukladem bryly. Uklad przestrzenny mozna rozumieé jako uklad w ktérym
przebywa obserwator chcacy zaobserwowaé obrét bryly, natomiast uktad bryty to taki,
w ktorym przebywa obserwator obracajacy sie wraz z bryta. Dla uproszczenia oba z tych
uktadéw maja pokrywajace sie poczatki, ale nie ma takiej koniecznoéci z punktu widze-
nia matematycznego. Katy Eulera moga opisaé¢ obrét wokét dowolnego punktu. Wybor
tego punktu nie ma znaczenia w fizyce, gdyz dowolne przeksztalcenie izometryczne musi
by¢ ztozeniem obrotu i translacji. Skoro nie ma znaczenia, to za poczatki uktadu prze-
strzennego oraz bryly wybiera sie srodek masy badanego ciala, gdyz gléwne momenty
bezwladnosci w uktadzie zaczepionym w $rodku masy najwiecej mowig o dynamice da-
nego ciata. Wczesniej wspomniana idea katow Eulera jest taka, ze rozktada sie przejscie
z uktadu przestrzennego do uktadu bryly na 3 nastepujace po sobie obroty elementarne
uktadu brytly, to znaczy takie wykonywane wokét jednej z osi uktadu bryly. Ponadto
arbitralnie wyrdznia sie jedna z osi uktadu bryly. Za pomocg dwoch pierwszych obrotow
elementarnych wybierany jest kierunek w jakim ustawiona jest ta wyrdzniona os uktadu
bryly w ukladzie przestrzennym, analogicznie jak wybierany jest kierunek w sferycznym
uktadzie wspolrzednych. Trzeci obrét elementarny jest wokét wyrdznionej osi. Hustracja
tej idei trzech obrotéw elementarnych zostala przedstawiona na Rys. [6] w sposéb zgodny
z przyjeta w calej pracy konwencja katow Eulera.

Konwencje katéw Eulera réznig sie wyborem wyrdznionej osi, sposobem ustalenia jej
kierunku oraz ukladem wokot ktérego osi odbywaja sie obroty elementarne, jak i row-
niez kierunkiem w ktérym naliczane sg katy. Powyzej przedstawiona idea katéw Eulera
stosuje sie jedynie do konwencji obrotéw elementarnych wokét osi uktadu bryty, zwanej
obrotami wewnetrznymi. Przy obrotach wokoét osi uktadu przestrzennego, zwanych obro-
tami zewnetrznymi, rozumowanie to jednak pozostaje takie samo. Bez utraty ogdlnosci
dalsze rozwazania beda przeprowadzane w konwencji obrotéw wewnetrznych.
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Rysunek 6: Przedstawienie idei katéow Eulera, jako zlozenia trzech obrotéw elementar-
nych. Bryla, wraz z osiami uktadu bryty, przed danym obrotem elementarnym zazna-
czona jest na czerwono, po obrocie na niebiesko, 0§ obrotu na ,,rézowo”.

(a) Pierwszy obrét elementarny o kat ¢.

e =

(c) Trzeci obrét elementarny o kat .
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Dodatkowo, poszczegblne obroty elementarne mogg by¢ wykonywane wokét réznych osi
uktadu bryty. Wyrdznia si¢ tutaj dwie jako$ciowo rézne konwencje: wlasciwe katy Eulera,
w ktérych pierwszy oraz trzeci obrét elementarny sa wokoét tej samej osi (np. z —y — z),
oraz katy Taita—Bryana, w ktérych wszystkie obroty elementarne sg wokot innych osi
ukladu bryty (np. z —y — 2).

Konwencja obowiazujaca w calej pracy beda wlasciwe katy Eulera wykonywane ko-
lejno wokot osi z — y — z uktadu bryly, ktéry jest zaczepiony w Srodku masy bryty,
natomiast poszczegdlne obroty elementarne sa zadanymi nastepujacymi macierzami or-
togonalnymi:

cosy 0 —sinvy cosy siny 0
Ra(7) = 0 1 0 , R3(y)=|—-siny cosy 0f. (23)
siny 0 cosvy 0 0 1

Macierze te zadaja réwniez jednoznacznie kierunek, w ktérym naliczane sg katy.
Pierwszy kat nazywany bedzie ¢ (patrz Rys. @, drugi nazywany bedzie 6 (patrz
Rys. , a trzeci nazywany bedzie ¢ (patrz Rys. . Osie uktadu przestrzennego, ktére
przed wykonaniem obrotu pokrywaja sie z osiami uktadu bryly, nazywane beda &, 9
oraz Z, natomiast osie uktadu brylty po wykonaniu pelnego obrotu nazywane beda e, e
oraz ez. Dodatkowo pomocniczo wprowadzone zostaly oznaczenia na osie uktadu bryty
po pierwszym oraz drugim obrocie elementarnym, odpowiednio sa to €}, e5, €4 oraz e/,
ey, es. Wszystkie oznaczenia widoczne sa na Rys. @ Dziatanie macierzy obrotu na osie
uktadu bryty jest definiowane poprzez nastepujaca zaleznosé:

€1 T
&2 | = Ra(0)Ra(O)Rs() | 3 (24)
es3 z

Analogicznie przedstawiaja sie relacje za pomoca ktérych mozna przedstawié osie e oraz
el poprzez osie ukladu przestrzennego lub bryly, przykladowo:

/ A~

el z e1

e5 | =Rs(p) | 9| = Ra(—0)R3(—7) | e2 | . (25)
/ A

€3 z €3

Bardzo uzytecznie jest wprowadzi¢ macierz obrotu R(p,0,1) = R3(¢)R2(0)R3(p),
ktora opisuje pelny obrot, to jest taki po wykonaniu wszystkich obrotéw elementarnych.
Macierz pelnego obrotu ma nastepujaca postac:

R(‘)Oa 977@ = R3(¢)R2(9)R3(§0) =

cos 0 cos p cos Y — sin @ sin Y cosfsin pcosy + cospsiny  —sinfcosy
—cosfcos psiny —sinpcosty —cosfsinpsiny + cospcosy  sinfsin
sin 6 cos sin # sin @ cos 6
(26)
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7 postaci tej macierzy natychmiast mozna odczytaé sktadowe wektoréow e; w bazie uktadu
przestrzennego &, 4, 2. Przykladowo sktadowe wektora ez sa dane jako kolejne kolum-
ny trzeciego wiersza macierzy R(yp,0,1), co zobaczy¢ mozna we wprowadzonym dalej

rownaniu .

3.3.2 Gléwne osie bezwladnosci

Wyrazenie na energie kinetyczna ciala mogacego sie obracaé jest znane i w pelnej ogél-
nosci ma postac:

1 1
Ein, = §w (Lo w) + §M”27 (27)

gdzie I. jest tensorem momentu bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacych przez éro-
dek masy ciala, v, jest predkoscia postepowa Srodka masy, M masg ciala, natomiast w
wektorem predkosci katowej. Tensor momentu bezwladnoéci jest utozsamiany z macierza
symetryczng o wymiarze 3 X 3, a wiec istnieje zestaw trzech ortogonalnych osi wzgledem
ktorych ma on postaé¢ diagonalna. Osie te nazywa si¢ osiami gtéwnymi bryty, natomiast
momenty bezwladnosci wzgledem tych osi nazywa sie gléwnymi momentami bezwlad-
nosci. Diagonalna posta¢ tensora momentu bezwladnosci jest pozadana, gdyz znaczgco
upraszcza obliczenia. Dlatego tez za osie uktadu bryty, opisane szczegétowo w rozdziale
[3:377] beda brane osie gléwne tej bryly. Wtedy tensor momentu bezwladno$ci ma postac:

I, 0 0
I.=|0 L, 0]. (28)
0 0 I

Przykladowo dla torusa o promieniach Ry, 7o (Rys. [8)) i masie M

% 5r3 +4R3 0 0
Io=~ 0 5r3 +4R3 0 : (29)
0 0 6r3 + S8R}

gdzie osie gléwne wybrane sa w taki sposéb, ze e3 lezy na osi symetrii torusa, natomiast
pozostale dwie osie gtéwne sg wziete jako dwa dowolne wektory prostopadle do e3 i do
siebie nawzajem. Dla rg — 0 torus przechodzi w okrag.

Do uzyskania wyrazenia na energie kinetyczng ruchu obrotowego w zaleznosci od
katéw Eulera pozostaje wiec jeszcze wyrazi¢ w poprzez te katy w ukladzie bryty.

3.3.3 Predko$¢ katowa w ukladzie bryty

Predko$é¢ katowa bryly w mozna policzy¢ jako sume predkoéci katowych wynikajacych
z kazdego obrotu elementarnego osobno. Mozna w celu lepszego zrozumienia tego za-
stosowac¢ analogie do predkosci postepowej. Ruch postepowy analogicznie jak obrotowy
mozna rozbié¢ na trzy translacje elementarne, na przyktad wzdtuz osi &, ¢ oraz 2z ukla-
du przestrzennego. Niech pierwsza translacja elementarna zmieni predkosé bryly o 2z,
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druga o ¢y a trzecia o 2%, oczywistym jest ze po takich trzech elementarnych transla-
cjach bryta bedzie sie poruszaé z predkoscia bedaca suma poszczegdlnych sktadowych
TET 4+ yy + 22

Tak wiec pierwszy z obrotow elementarnych wykonywany jest wykonywany z pred-
koscia katowa 2, drugi z predkoscia katowa 96'2 a trzeci z predkoscia katowa tes, tak
wiec catkowita predko$é¢ katowa wynosi:

w = P2 + Bl + tpes. (30)
Pozostaje wiec wyrazié 2 oraz e}, poprzez osie ukladu bryly e;. Po skorzystaniu z relacji

— otrzymuje sie:

Z = —ersinfcosy + exsinfsin + ez cosb. (31)

ey = e18iny + ez cos . (32)

Prowadzi to do ostatecznego wyrazenia na predkos¢ katowa w uktadzie bryty:

w = e1(fsiny — ¢sinf cos ) + ea(f cosh + ¢sinfsin ) + ez(vh + @ cos ). (33)

3.3.4 Lagrangian obracajacego sie ciala

Korzystajac z réwnan oraz mozna wyrazi¢ obrotowa czes¢ lagrangianu dla
dowolnej swobodnej bryty:

1. 1. 1 .
L= ill(ﬂsinw — ¢sinfcos)® + 512(9 cos 1 + psin @ sinh)? + 5]3(1#—}— ¢cosh)?. (34)

W sytuacji gdy dwa gtéwne momenty bezwladnosci sa sobie réwne, na przyktad I = I,
lagrangian znaczaco si¢ upraszcza

L= %11(92+¢zsin2 9)+%I3(¢+¢6089)2- (35)

7 taka sytuacje mamy do czynienia w przypadku torusa .

3.3.5 Obrécony potencjatl

Do pelnego lagrangianu potrzebny jest réwniez potencjal jaki wytwarza obrécony pier-
Scien. W celu jego wyznaczenia niech X,Y,Z beda wspoélrzednymi $rodka piersécienia
w ukltadzie przestrzennym, z,y, z wspéirzednymi masy punktowej w tym uktadzie oraz
©, 0,1 katami Eulera, o ktére obrécil sie pierscien. Potencjal pierscienia ze wzgledu na
jego symetrie zalezny jest od dwoch wielkosci: odlegtodci masy punktowej od osi symetrii
pierscienia 7'/, oraz odlegloéci masy punktowej od plaszczyzny pierscienia z’. Dla nieobré-
conego pierécienia potencjal wynosit U(r, z), tak jak w réwnaniu wyprowadzonym
w Rozdziale [1} Potencjal obréconego pierscienia bedzie wynosit wiec po prostu U(r/, 2/).
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Do obliczenia 7’ oraz 2’ przydatna bedzie znajomo$¢é wektora normalnego do plasz-
czyzny pierécienia, czyli wersora ez, wyrazonego przez osie ukladu przestrzennego. Ze

WZOrow oraz mozna wyznaczy¢:

ez = 2sinf cos ¢ + §sin 0 sin ¢ + 2 cos 6. (36)

Widaé po tym réwnaniu ze wybor takiej a nie innej konwencji katow Fulera nie byt
przypadkiem, otrzymuje si¢ bowiem, ze wersor normalny do plaszczyzny pierScienia ma
znang postaé¢ wersora radialnego ze wspotrzednych sferycznych.

W celu obliczenia v’ mozna skorzysta¢ z formuly, ktéra zwraca odleglo$é miedzy
prosta przechodzaca przez dwa punkty ax; oraz xs o znanych wspotrzednych a punktem
o wspoélrzednych xq [22]:

M2 — 1) X (@1 — o) (37)
@2 — 1]
W powyzszym réwnaniu oraz w dalszej czesci pracy ||-|| oznacza norme wektora. Wynik
nie zalezy od wybranych punktéw na prostej, mozna wiec wybrac:
T X
o= |y|, 1=|Y |, x=x +e3. (38)
z Z

Otrzymuje si¢ wtedy

i :{[(X—J:) cos 4 (Z—z) sin 8 cos ¢]?

+ [(Y —y) cos § + (Z —z) sin O sin ]?

+sin? 0[(X —z) sin ¢ + (Y —y) cos @]2}1/2. (39)

Zeby obliczyé 2’ mozna zastosowaé podobna metode co przy r/, gdyz znana jest
formuta na odleglo$¢ pomiedzy plaszczyzna, o wektorze normalnym n oraz zawierajaca
punkt @1, a punktem xq [23]:

I (o — )|

z' = (40)
=]
Poszczegdlne wielkosci powyzszego réwnania mozna w tym przypadku wziaé jako
z X
o= |y|, z1=|Y |, n=e; (41)
z Z
W efekcie otrzymuje si¢ wyrazenie na z’:
Y =|sin0[(X = z)cosp+ (Y —y)sing] + (Z - 2) cos b (42)
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W praktyce wartos¢ bezwzgledna we wzorze powyzej jest zbedna, bo w potencjale

([3) wystepuje wylacznie 22.

3.3.6 Przyklad w pelni swobodnej dynamiki

Powyzej dostarczony formalizm moze zosta¢ wykorzystany do opisu w pelni swobodnego
ruchu dowolnej bryly sztywnej. Dla pierécienia i masy punktowej pelny lagrangian skta-
da sie z energii kinetycznej ruchu postepowego érodka masy, energii kinetycznej ruchu
obrotowego pierécienia danej wzorem oraz energii potencjalnej, czyli potencjatu od
obréconego piersécienia U (', 2’) (zob. réwnania oraz (42)) domnozonego przez mase
m. Do opisu ukladu uzyto zmiennych x,y, z (polozenie masy punktowej), X,Y, Z (polo-
zenie Srodka masy pierscienia) oraz ¢, 0,1 (katy Eulera opisujace orientacje pierécienia).
Zbadano jeden zestaw parametrow poczatkowych, ktore sg uogdlnieniem wezeéniej ba-
danego ukladu Spirala (zob. Rys. n) na przypadek pelnej swobody ruchu pierscienia.
WybranownimG:R:m:1,y:Y:z:Z:0:¢:i:X:¢:9:¢:0
oraz tmq, = 10. Pozostale parametry poczatkowe podano w Tabeli [3]

Tabela 3: Warunki poczatkowe dla znalezionych ,,choreografii”; wersja z ruchomym, ob-
racajacym si¢ pierécieniem.

Nazwa | x X wly Y z Z M
: 100 1.02 100 0.3 100 6.3 2

Ustalenie ¢ = 7 nie ma zadnego fizycznego wplywu na uklad, jednakze upraszcza
numeryczne rozwigzanie rownan ruchu. Wartoéci parametrow poczatkowych w istocie sg
takie same jak dla ukladu Spirala z Tabeli[l] po przetransformowaniu ich do ukladu spo-
czywajacego $rodka masy. Obserwowane jest zachowanie analogiczne jak w przypadku
pierscienia spoczywajacego, to znaczy masa punktowa zaczyna ruchem spiralnym okra-
zaé pierscien. Dodatkowe oddzialywanie masy na pierscien zmienia jego orientacje, lecz
nie wytraca jej to ze spiralnej orbity. Zgodnie z réwnaniem potencjat w poblizu
pierScienia jest silnie pulapkujacy, wiec obrét pierscienia okazuje sie niewystarczajacy
aby wyrzuci¢ mase punktowa z jej spiralnej orbity.

Interesujacy moze réwniez by¢ wplyw masy m na orientacje pierscienia w przestrzeni.
Przebiegi poszczegélnych katéw Eulera w czasie zamieszczono na Rys. [7]
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Rysunek 7: Przebiegi wartosci poszczegdlnych katéow FEulera w zaleznosci od czasu.

Na powyzszych wykresach wida¢ wyraznie oscylacje katéw, ktérych okres pokrywa sie z
okresem obrotu masy punktowej wokot pierécienia. Nalezy zauwazy¢, ze przy nieobecno-
$ci masy m kazdy z tych katow bylby staty, wiec jakiekolwiek zmiany 6, ¢, 1) pochodza od
oddziatywania grawitacyjnego. Mozna policzy¢, iz moment pedu uktadu wzdtuz osi Oy
jest w chwili poczatkowej niezerowy, co manifestuje sie narastaniem kata 6 na Rys.
Co najciekawsze, widoczne sg réwniez oscylacje kata ¢, mimo iz mogloby si¢ wydawac,
ze masa punktowa nie moze bezposérednio rozpedzaé obrotu pierécienia wokét jego osi
symetrii. Jednakze nalezy zauwazy¢, ze wszystkie katy Eulera sa ze soba sprzezone w
lagrangianie, a co za tym idzie moga wymienia¢ momenty pedu miedzy soba. Jest to
tylko jeden z przykladéw na wysoce nieintuicyjne zachowanie bryty sztywnej.

4 Potencjal torusa

Wiele naturalnie formujacych si¢ struktur posiada ksztalt toroidalny, przyktadem moga
by¢ rézne obiekty astrofizyczne, takie jak galaktyki pierscieniowe albo struktury ciemnej
materii [§]. Réwniez dyski akrecyjne moga by¢é moga by¢ przyblizane poprzez taki ksztalt.

21



Stad naturalnie pojawia si¢ problem znalezienia potencjalu generowanego w przestrzeni
przez taki torus. Problem prébowal rozwiaza¢ wybitny niemiecki matematyk Bernhard
Riemann w jednej ze swoich ostatnich prac [3], jednakze nie dokoriczyl tej pracy. Po jego
$mierci problemowi potencjatu torusa nikt nie poswiecal uwagi, az stosunkowo niedawno,
w 2003 roku, rosyjski uczony B. P. Kondratyev od$wiezy!t ten problem [4, [7], podajac
potencjal na osi symetrii jednorodnego torusa o gestosci 7, promieniu Ry oraz grubosci
ro (0znaczenia wyjasnione na Rys. ) :

4 GM;
3 mro

U(0,0,z) = —gﬂ'TGTQRoJ(Z) = J(z). (43)

We wzorze powyzej M; = 27T27'R()’l“(2) jest masa torusa, natomiast J(z) jest funkcja zadana
nastepujacym wzorem:

J(z) = (% + '/%) E (k) - (% - '15) K (¥), gdsie b=———nu. = (44)

Rysunek 8: Torus wraz z zaznaczonym promieniem gléwnym Ry (ang. major radius)
oraz promieniem pomniejszym rq (ang. minor radius).

Niestety, nawet okrojony do r = 0 potencjal ogdlnego torusa nie posiada wtasno-
$ci skalowania, jak to bylo w przypadku cienkiego pierscienia. Dlatego trudne bedzie
wyciagniecie ogélnych wnioskéw na jego temat. Jednakze zawezajac sie do toruséw o
ustalonym stosunku Sy = Ry/r9, ponownie mozna zauwazy¢ wlasnosé skalowania:

k= ——_— (45)
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Zapisujac k w taki sposéb widaé, iz przy ustalonym g funkcja J zalezna jest jedynie od
z/ Ry, co symbolicznie bedzie zapisywane jako J (Rio) Korzystajac z tej wlasnosci, po-
dobnie jak dla cienkiego pierécienia, mozna wyrazi¢ bezwymiarowy potencjal dla torusa
przy ustalonym Sy:

G M, 37 Ry

Dla kilku wybranych wartosci 3y przedstawiono wykres potencjalu na Rys. [0

D00 b (2 ) (40

U(0,0,2)R/GM, U(0,0,2)R,/GM,
. . . . 2Ry . . . . 2Ry
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4

=1 -1

(a) ,8() =1 (b) Bo =1.15

U(0,0,2)Ro/GM, U(0,0,2)Ro/GM;
. . . . 2R, . . . . 2R,

Rysunek 9: Wykresy przedstawiajace bezwymiarowy potencjal torusa na jego osi symetrii
walcowej. Dla poréwnania na kazdym z wykreséw na niebiesko zaznaczono potencjal
cienkiego pierécienia (czyli torusa dla ktérego 5y = +00) o takiej samej masie i promieniu
réownym Rg. Torus maksymalnie ,, gruby”, odpowiada By = 1.

Od momentu pojawienia si¢ rozwiazania na osi torusa pojawito sie kilka opra-
cowan problemu potencjalu torusa w dowolnym punkcie, kazde podchodzace do niego
w nieco inny sposéb.
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o« W 2007 roku Kondratyev znalazt wyrazenie caltkowe na potencjat torusa, sumujac
potencjaly cienkich dyskéw [5].

e Do 2010 roku Kondratyev we wspdtpracy z innymi uczonymi znalezli wyrazenie na
potencjal torusa w postaci szeregu Laplace’a [0} [7].

e« W 2010 roku Bannikova i inni odnalezli wyrazenie catkowe na potencjal torusa,
sumujac potencjaly cienkich pierécieni (okregéw) [8].

e W 2018 roku Matt Majic, traktujac problem znalezienia potencjatu jako poszu-
kiwanie rozwiazania réwnania Poissona (podobnie jak w oryginalnym podejsciu
Riemanna [3]), znalazl wyrazenie na potencjal torusa w postaci szybko zbieznego
szeregu nieskoriczonego [9].

Jak wida¢, kazde z dotychczas otrzymanych rozwigzan potencjatu torusa zostato otrzy-
mane na drodze jednego z dwdch podejsé: rozwiagzania w postaci calki oznaczonej, lub
szybko zbieznego szeregu nieskoriczonego. Nie udato sie dotychczas uzyskaé¢ rozwigzania
bedacego skonczona kombinacjg znanych funkcji elementarnych lub specjalnych.

Warto poddaé kazde z wyzej wymienionych podejéé¢ glebszej analizie, celem oceny
stosowalnosci tych rozwiazan do badania dynamiki ukltadu torusa i masy punktowej.

4.1 Wyznaczenie potencjalu metoda poprzez szereg

W celu pelnego zrozumienia wynikéw pracy [9] nalezy najpierw oméwié przyjeta metode
znalezienia potencjalu torusa U. Wykorzystano fakt, iz spelnia on réwnanie Poissona

V32U = —47G 7(x), (47)

gdzie T(x) jest gestoscia torusa w punkcie . W przypadku jednorodnego torusa

T(x) = T Xtorus(T), (48)

gdzie Xiorus(x) jest funkcja charakterystyczna torusa, ktéra przyjmuje wartosé 1 dla
punktéw « w jego wnetrzu i wartosé 0 dla x poza torusem. Do rozwigzania tego pro-
blemu wykorzystano jego naturalne wspétrzedne, to znaczy wspolrzedne toroidalne, de-
finiowane w nastepujacy sposob za pomoca wspoélrzednych kartezjanskich x, y, z oraz
parametru a:

1. (p+a)?+ 22 0 r? —a?
=-ln———, o0=m0,0(a— p)+sgn(z)arccos
=3 (p—a)®+ 22 (@ —p) +sen(z) V(r? +a2)? —4p2a?  (49)

¢ =atan2(z,y); n=>0, —-m<o<mw, 0<¢<2m,

gdzie wykorzystano funkcje delta kroneckera 87, funkcje Heaviside’a ©(a — p), funkcje
signum sgn(z) oraz atan2 zwracajaca kat pomiedzy punktem (z,y) a osia Ox wraz
z odpowiednim uwzglednieniem ¢éwiartki w ktérej znajduje sie ten punkt. Konwencja
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odnosnie ©(0) moze byé¢ dowolna, gdyz dla (p, z) = (a,0) kat o nie jest dobrze okreslony.
Ponadto dla zwartoéci zapisu wprowadza sie nastepujace podstawienia:

Va?+y? + 22 2+y? B h o (50)
r = €T Z’ = €T s = COS = s
Y g Y K V(r? +a?)? — 4p2a?

gdzie f > 1 oraz r,p > 0. Wezedniej wprowadzone oznaczenie 5y = Ry/ro jest nie-
przypadkowe, jak sie okazuje jest to wartos¢ S na powierzchni rozpatrywanego torusa.
Z pomocy tych wspolrzednych mozna opisa¢ dowolny torus speliajacy Bg > 1, czyli
kazdy oprocz takiego, dla ktérego Rg = rg. Dzieje sie tak dlatego, ze 8 = 0 implikuje
p = 0, wiec taki torus bylby w tych wspoétrzednych jedynie osia Oz. Mozna zrozumieé
wykluczenie tego konkretnego torusa patrzac na Rys. Torusy o coraz mniejszym [
sg w tych wspélrzednych coraz wieksze, natomiast taki spelniajacy Sy = 1 musiatby byé
nieskonczonych rozmiarow, redukuje sie on wiec do samej osi Oz w tych wspolrzednych.
Transformacja odwrotna do wspétrzednych kartezjanskich zadana jest jako:
asinh 7 cos ¢ asinh nsin ¢ asino
r=— y=—— z=— (51)
coshn —coso coshn —coso coshn —coso
Wspotrzedne te maja bardzo naturalng interpretacje, przedstawiona na Rys. Moz-
na sprawdzié¢, ze powierzchnie stalego 7 sa torusami, ktére na plaszczyznie z Rys.
zaznaczone sg kolorem niebieskim, ponadto wraz z rosnacym 7 generowane sg torusy
o coraz mniejszym 7. Dla n = 0 otrzymuje si¢ torus zdegenerowany do osi z, natomiast

dla 7 = oo torus zdegenerowany do okregu o promieniu a = /R3 — r3, ktéry dalej okaze
sie by¢ okregiem ogniskowania oraz zbiorem wszystkich punktéw osobliwych tego uktadu
wspoltrzednych. Wspélrzedna o jest katem, ktory okresla polozenie na niebieskich okre-
gach z Rys. Linie stalego o na Rys. [I0] zaznaczone sa czerwonymi okregami. Punkty
przeciecia wszystkich z tych okregéw sa nazywane ogniskami. Ogniska na plaszczyZnie
rysunku[I0] nazywane beda Fy oraz F». Wtedy dla punktu P z plaszczyzny Oz z zachodzi

o = <(|PFL,|PF), (52)

czyli jest to kat pomiedzy odcinkami taczacymi punkt P z ogniskami. Wszystkie ogniska
toroidalnego uktadu wspétrzednych znajduja sie na okregu o promieniu a, nalezy zwrécié
uwage iz a jest tym samym parametrem co w rownaniu . Okrag ten nazywany bedzie
okregiem ogniskowania.

Warto zwrdci¢ uwage na czton z delta Kroneckera w definicji o w réwnaniu . Jest
on niezgodny z najczesciej uzywana konwencja, na przyklad ta z [9], jednakze czlon ten
jest konieczny w celu poprawnego okreslenia kata o na plaszczyznie z = 0. W powszech-
nie obowigzujacej konwencji bez cztonu z delta, na tej ptaszczyznie otrzymuje sie o = 0.
Jednakze zaraz ponad plaszczyzng z = 0 otrzymamy wtedy o ~ 7 dla p < a oraz ¢ =~ 0
dla p > a, natomiast zaraz pod ta ptaszczyzna o ~ —m dla p < a oraz ¢ =~ 0 dla p > a.
Widaé wiec ze cztonu z delta Kroneckera nie mozna pomijaé, gdyz kat o posiadatby skok
dla z =0, p < a. Prawidlowy kat w tym obszarze to o = 7.
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Rysunek 10: Uktad wspélrzednych dwubiegunowych. Obrét tego uktadu wspoétrzednych
wokél pionowej osi symetrii rysunku generuje wspétrzedne toroidalne. Szczegotowe wy-
jasnienie w tekscie.

Wracajac do gtéwnego problemu, okazuje sie iz operator Laplace’a separuje sie we
wspolrzednych toroidalnych, co oznacza ze dowolne rozwiazanie réwnania Poissona uda
sie wyrazi¢ jako kombinacje liniowg nastepujacych harmonik:

ne1/2 sin(no) [ |e

A{Pg_wigi} {cos(na)} {e+ZZ} A= 23 —Zcoso, mmeN,  (53)

gdzie nawias wasaty oznacza kombinacje liniowa wyrazen objetych przez ten nawias.
Symetria problemu narzuca liczbe azymutalng m = 0 [9]. Funkcje P | /2 Oraz Qr /2
sg stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a poléwkowego rzedu, odpowiednio pierwszego
i drugiego rodzaju. Funkcje P | /2(5) sa osobliwe na pierscieniu ogniskowania (5 = c0),
natomiast funkcje Q" , /2(6) sa osobliwe na osi Oz (8 = 1). Przyjete definicje funkcji
Legendre’a oraz implementacja w programie Mathematica znajduja sie w dodatku [AT]

W celu uproszczenia problemu mozna réwnanie rozwigzaé osobno w dwoch
obszarach, wewnatrz torusa uzyskujac rozwiazanie U; oraz na zewnatrz torusa z roz-
wiazaniem U,, a nastepnie narzuci¢ odpowiednie warunki na powierzchni torusa celem
uzyskania odpowiedniej regularnosci rozwiazania. Ponadto mozna U; przedstawié¢ jako
U; = Up + U, gdzie Up jest dowolng funkcja spelniajaca w tym obszarze réwnanie
Poissona, natomiast Uy jest funkcja spelniajaca réwnanie Laplace’a w tym obszarze,
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odpowiednio dopasowang do Up. Tak wiec problem zredukowano do nastepujacych row-
nan:

V2Up = —4nGr, VU, =V3U, =0, (54)
z warunkiem na brzegu torusa:
Ui = U,, aBUi’5:50 = aBU0’5:@0 . (55)

Przyjeto Up = %WGT(TQ—{—CLZ). Mimo iz wybdr Up jest zupelnie arbitralny, to moze jednak
wplywaé on na tempo zbieznosci uzyskanego rozwiazania. Prowadzi to do nastepujacych
rozwigzan na poszczegolne potencjaly:

Up =A Z an(B) cos(no),

neN

Up=A Z annfl/Q(B) COS(TlO’), (56)
neN

U, =A Z cnPp_1/2(B) cos(no),
neN

gdzie a,(5), by, oraz ¢, nalezy wyznaczy¢. Wynosza one [9]:

an(B) = = 5GTaenBQ 1 o).
b =sinh® 1 [Po1/5(80)al, (50) = P}, a(Bo)an(Bo) | (57)
¢ =sinh® o [Qu-1/2(B0)a, (Bo) — Q1 j2(Bo)an (o)
gdzie wykorzystano nastepujace podstawienia:

€n=2—02, 1= arcosh(B). (58)

Do numerycznego wyznaczenia tych wielkoéci wygodnie jest uzyé¢ nastepujacych tozsa-
mosci [9):

(n? —1/4) 8

/ o 2
an(B) = §GTG €n W n—1/2(5) - B2 -1 Qn—l/Q(ﬁ) )
Qlfl/z(ﬁ) Q171/2(ﬂ)
/ — n — n 59
i (59)
2 Phoan®) _ Phan®
n—1/2 - sinhn - 52 -1 )
W oparciu o powyzsze wzory wygenerowano wykresy przedstawiajace wartosci poten-

cjalu bezwymiarowego gﬁ‘i dla toruséw o kilku réznych wartosciach 5y. Wyniki przed-

stawiono na Rys. [T1}
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- -0.864
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Rysunek 11: Wykresy przedstawiajace bezwymiarowy potencjal torusa w plaszczyznie
Ozxz dla réznych wartosci fy. Linia przerywang zaznaczono punkty tej plaszczyzny na-
lezace do powierzchni torusa. Ze wzgledu na ograniczenia metody obliczania potencjatu
(oméwione ponizej), na wykresie nie wybrano wartosci 5y = 1 lecz nieco wieksza.
Dla poréwnania mozna zobaczy¢ potencjal okregu na Rys.

Na powyzszym rysunku mozna zaobserwowaé, ze wraz z rosnacg grubodcia pierécienia
(czyli z malejacym fp) coraz mniej widoczny jest ksztalt toroidalny wykresu potencjatu,
a kontury stalego U przestaja by¢ wyraziscie wkleste dla Sy o wartoéci w okolicy 1.
Ponadto nalezy zauwazy¢, ze wraz z rosnacg odlegloscia od $rodka uktadu wspdirzednych
potencjal zaczyna coraz bardziej nabieraé¢ sferycznej symetrii, tak jak mozna by sie tego
spodziewac.

Bardzo wyraznym problemem omawianej metody jest jej mala stosowalnosé dla ,, gru-
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bych” toruséw o By zblizonym do 1. We wnetrzu torusa potencjal jest dany przez funkcje
Qr /2(5), ktére sa osobliwe na osi Oz. Gdy torus jest odpowiednio gruby, to jego we-
wnetrzny brzeg jest blisko tej osobliwosci, wiec potrzeba znacznie wiecej wyrazow szeregu
dla dobrego odwzorowania potencjatu. Przykladowo, do utworzenia wykresu [I1akoniecz-
ne byto ponad 100 wyrazéw szeregu, co spowodowalo ze czas obliczania punktéw na tym
wykresie wyniést ponad godzine. Dla poréwnania, iloé¢ wyrazéw szeregu potrzebna do
wytworzenia pozostalych wykreséw wynosita nie wigcej niz 15 a czas obliczen byl rzedu
kilku minut. Tego rodzaju problemy zdaja sie jednak wystepowaé tylko dla toruséw o By
naprawde bliskim 1, to jest dla By < 1.1.

Pozostaje wiec kwestia tempa zbieznoéci szeregu dla toruséw powyzej arbitralnego
progu By = 1.1. W celu jego zbadania odtworzono i rozszerzono testy wykonane w pra-
cy [9]. W artykule [9], do badania tempa zbieznosci uzywany jest logarytmiczny blad
wzgledny (LRE — logarithmic relative error) funkcji f w punkcie & = (z,y, z), definio-
wany jako

f) —hte))) )
fi(z)

gdzie f; jest zapisem symbolicznym, oznaczajacym funkcje powstata z wziecia i pierw-
szych wyrazéw rozwiniecia w szereg funkcji f. Takie stwierdzenie w ogdlnoéci nie jest
jednoznaczne bez sprecyzowania bazy w jakiej nastepuje rozwiniecie w szereg. Dlatego
na potrzeby pracy licencjackiej bedzie to rozumiane jako i pierwszych wyrazéw w roz-
winieciu potencjatu zgodnie ze wzorem . Wzor nalezy rozumie¢ nastepujaco:
1 pierwszych wyrazéw rozwiniecia funkcji f jest przyblizeniem funkcji f, ktérego do-
ktadnosé bedzie badana. Natomiast j pierwszych wyrazéw rozwiniecia funkcji f, gdzie
j > i, jest uznane jako wyrazenie numerycznie niemal identyczne z funkcja f. Ewentu-
alne roznice sa zaniedbywane. Wtedy wielko$¢ dana wzorem okredla o ile rzedow
wielkosci blad jest mniejszy od wartosci funkcji. Praca [9] nie podaje ile wyrazéw szeregu
zostalo uznane za funkcje doktadng. W ponizszej analizie wybrano, ze bedzie to j = 10
wyrazow szeregu. Przeprowadzono dwa testy. Pierwszy mial na celu stwierdzenie czy 10
wyrazow faktycznie jest wystarczajaca iloscig i zaobserwowano jak sie zmieni btad gdy
za funkcje doktadna uznamy j = 20 wyrazow szeregu. Drugi test badal jak sie zmienia
blad wraz z rosnacg iloscia wyrazéw w przyblizeniu potencjatu. Testy przeprowadzono
dla dwéch parametréw toruséw, takich samych jak w pracy [9], czyli dla torusa cienkie-
go Ry = 1.5, ro = 0.1 oraz dla grubego Ry = 1.5, 7o = 1. Wyniki obu testéw dla obu
torusow przedstawiaja Rys. [12] oraz

LRE,11)@) = 1og (
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(a) Préba kontrolna. (b) Zwiekszona liczba wyrazéw szeregu ,doktadne-
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(¢c) Zwigkszona liczba wyrazéw przyblizenia do 5. (d) Zwiekszona liczba wyrazéw przyblizenia do 7.

Rysunek 12: Wykres bledu potencjatu dla torusa o Ry = 1.5, 19 = 0.1 dla réznych
ilosci wyrazéw szeregu przyblizenia oraz szeregu ,,doktadnego”. Dla wszystkich wykreséw
zastosowano taki sam zakres funkcji kolorujacej, t.j, konkretny kolor na kazdym wykresie
odpowiada tej samej wartoéci rysowanej funkcji. Punkty, w ktérych btad byl ponizej
zakresu, zaznaczono na niebiesko.
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Rysunek 13: Analogicznie jak na Rys. ale dla ,,grubego” torusa o Rg = 1.5, rg = 1.

Wynik testu pierwszego potwierdza, ze dla badanych toruséw 10 wyrazéw szeregu
istotnie mozna uznaé¢ za dokladny potencjal, gdyz nie ma widocznej réznicy pomiedzy
wykresami 124, [I2b] oraz pomiedzy [I3a), [I3b} Zaobserwowano réwniez bardzo szybki spa-
dek btedu wraz ze zwiekszeniem ilosci wyrazow przyblizenia. W szczegdlnosci gwattowny
wzrost doktadnosci przyblizenia jest widoczny dla torusa cienkiego, punkty niebieskie na
wykresach oraz sg w zasadzie ponizej typowej doktadnosci numerycznej. Jest
bardzo ciekawym, ze obszary na ktérych blad jest zerowy przypominajg linie pola di-
pola elektrycznego. Mozna na podstawie przeprowadzonych testéw wysnué¢ wniosek, iz
do osiagniecia bardzo przyzwoitej dokladnosci potencjalu poza torusem wystarcza nie-
wielka liczba wyrazow szeregu oraz doktadnosé przyblizenia szybko rosnie wraz z iloscig
wyrazow. Im torus ciefiszy (im wieksze ) tym szybciej osiaga sie pozadana dokladnosé.
Z kolei potencjal we wnetrzu torusa jest znaczaco mniej doktadny oraz wolniej zbiezny,
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jednakze dla celéw symulacji ruchu masy punktowej poza torusem nie jest to przeszkoda.

4.2 Wyznaczenie potencjalu metoda poprzez catkowanie

Inng mozliwoécia wyznaczenia potencjatu jest obliczenie go poprzez catkowanie nume-
ryczne w pojedynczych punktach. Mozna obliczyé¢ w ten sposéb wartosé potencjatu na
odpowiednio gestej trojwymiarowej siatce punktow, nastepnie policzy¢ interpolacje na
pozostate punkty. Sposéb wycaltkowania potencjatu w pojedynczym punkcie réwniez nie
jest bez znaczenia. Torus mozna ztozy¢ z pojedynczych punktéw, ale rowniez z pier-
$cieni lub dyskéw. Przykladowo dla skladania jednorodnego torusa z punktéw mozna
symbolicznie napisac:

T)=— T 33 1
V@ =6 [ g oy
Jednakze korzystanie z powyzszego wzoru jest nieefektywne obliczeniowo, wykonywana
jest tam catka potréjna, podczas gdy w pozostatych metodach skladania torusa catko-
wania sg co najwyzej dwa.
Przyktadem metody w ktérej wystarcza catkowania podwdéjne jest zlozenie torusa
z pierscieni. Uzywajac mozna zdefiniowa¢ potencjal pierScienia o masie 1, promieniu
rp Umieszczonego w plaszczyznie z = zp, o osi symetrii pokrywajacej si¢ z osig Oz:

2G 4r,r
71'\/(7“ —rp)2 + (2 — Zp)2K <_ (r—mrp)?+(z— Zp)2> ‘ %

Wykorzystujac te pomocniczg funkcje, potencjal torusa o gestosci 7, promieniu gtéwnym
Ry oraz pomniejszym ry wyraza si¢ nastepujacym wzorem:
ro [ Rot/r6—%
Ul(r,z) = / / Up(r, z,1p, 2p)2mrprdry, | dzp. (63)

—TQ _ 2_ .2
Ro To—2p

Up(r, z,1p, 2p) = —

Analogicznie majac wyrazenie na potencjal cienkiego dysku mozna uzyskaé poten-
cjat catego torusa poprzez catke pojedyncza. Potencjat cienkiego dysku nie jest jednak
sprawa trywialna, gdyz wymaga on catkowania wyrazen zawierajacych funkcje eliptycz-
na. Problem ten posiada znane rozwiazanie [10], wiec podobnie jak poprzednio mozna
wprowadzi¢ funkcje pomocnicza Uy(r, 2z, 74, 24), ktéra jest réwna potencjatowi dysku o
jednostkowej masie, promieniu 4 umieszczonego w plaszczyznie z = z4, 0 osi symetrii
pokrywajacej sie z osig Oz:

32



2G

Ud(T,Z,T‘d,Zd) = 7m2{7T|Z - Zd‘e(rdi’r)

rq+1r \n

e =2 [B@+ P (L @)+ " g )| } (64)

Argr
(ra+r)?”

n = O jest funkcja Heaviside’a a II zupelna catka
/2

eliptyczna trzeciego rodzaju: Il(njm) = [
0

o 4
gdie ¢ = GG

1
(1—n sin? <I>) \/1—m sin? &
dowych oznaczen na zmienne eliptyczne, zeby uniknaé konfliktu oznaczen. Powyzszy
wzér jest stosowalny dla r # rg, wartosé¢ potencjatu dysku dla » = ry mozna uzyskaé
jako granice powyzszego wzoru dla r — rg4.
Potencjal torusa wyraza sie wtedy wzorem:

d®. Uzyto niestandar-

T0

2
Ulr,z) = /TF[(R0+\/T(%Z§> Uy (r,z,R0+\/r§z?l?zd>
o
2
— (Ro—\/rg—%) Uy (r,z,RO—\/rg—zg,zO}szd (65)

7 trzech powyzszych metod calkowania najlatwiejsza wydaje sie byé¢ ta oparta na
sktadaniu torusa z cienkich pierscieni, gdyz posiada ona stosunkowo proste granice cal-
kowania i malo skomplikowang funkcje podcatkows, zapewnia ona réwniez stosunko-
wo szybki czas obliczen. Skladanie torusa z punktéw daje najprostsza mozliwa funkcje
podcatkowa za cene dlugiego czasu obliczen, natomiast skladanie torusa z dyskow da-
je najbardziej skomplikowang funkcje podcatkowa, w zamian jednak zapewnia najlep-
szy czas obliczen, gdy tylko zaimplementowane sa optymalne metody obliczania funkcji
eliptycznych. Powyzej zaprezentowane metody catkowe stosuja si¢ do dowolnego torusa
spelniajacego 0 < rg < Ry, czas obliczen nie zalezy znaczaco od stosunku Sy = Ry /7.

4.3 Analiza poréwnawcza réznych podejs¢ do wyznaczenia potencjatu

7, dwoch powyzej zaprezentowanych podej$é kazde ma swoje wady i zalety. Metoda po-
legajaca na rozwinieciu w szereg daje dla duzej klasy toruséw bardzo duza doktadnosé,
nawet dla wziecia niewielkiej liczby wyrazéw szeregu, co przedstawiaja Rys. [12] oraz
Taka dokladnosé¢ jest osiagana niezaleznie od punktu w ktérym oblicza si¢ potencjal,
chociaz szereg okazal sie wolniej zbiezny dla punktéw wewnatrz torusa. Z kolei metoda
poprzez calkowanie daje bardzo dokladnie obliczona warto$¢ potencjatu (z doktadnoscia
numeryczng calkowania) na ustalonej tréjwymiarowej siatce punktéw, natomiast poza
tg siatka blad jest zalezny od dokladnoéci interpolacji. Czas obliczen w metodzie z szere-
giem jest uzalezniony od stosunku 5y = Ry/ro badanego torusa, jest on znaczaco dluzszy
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dla By ~ 1. Natomiast w metodzie z calkowaniem czas obliczen zalezy jedynie nieznacz-
nie od fy. Jedyna rzecza ktérej nie mozna zrobi¢ w metodzie z szeregiem jest policzenie
potencjatu dla torusa o By = 1, ze wzgledu na osobliwo$¢ funkcji Q™ | /2(5) na osi Oz,
gdyz taki torus styka sie z nia. Tego problemu nie da sie rozwiazaé biorac skonczona
liczbe wyrazéw w rozwinieciu potencjalu. Mozna w niej jednak liczy¢ potencjal torusa
0 [y = 1 odpowiednio daleko od osobliwych punktéow. Nie ma powyzszego problemu
metoda catkowania. Sytuacja jest doktadnie odwrotna w przypadku toruséw o duzym
Bo, to jest bardzo cienkich. W bliskim sasiedztwie powierzchni torusa potencjal bardzo
gwaltownie sie zmienia wraz z polozeniem, czego niewystarczajaco gesta trojwymiarowa
siatka punktow w metodzie z calkowaniem moze nie wylapaé, co moze skutkowaé zu-
pelnie nietrafiona interpolacja. Natomiast w metodzie z szeregiem ten bardzo duzy skok
potencjatu bedzie obecny, gdyz w punktach spetniajacych By = oo funkcje P7* | /2 (B) sa
osobliwe. ,Reguta kciuka” powinna by¢ wiec taka, ze gdy oblicza sie potencjal torusa
spelniajacego [y ~ 1 lub gdy pozadana jest wysoka dokladnos$é¢ potencjalu wewngtrz
torusa, to lepsza bedzie metoda z catkowaniem, natomiast w pozostalych sytuacjach
lepsza bedzie metoda z rozwinigeciem w szereg.

Dla weryfikacji, iz obie metody istotnie daja takie same wartoéci potencjatu przed-
stawiono ich poréwnanie na Rys.

-0.276
-0.368

- -0.460

-0.276
-0.368
- -0.460

- -0.552
'\/ - -0.644

-0.736
i -0.828

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
rRo "Ro

- -0.552

- -0.644

| -0.736
I -0.828

(a) Metoda z szeregiem. (b) Metoda z catkowaniem.

Rysunek 14: Bezwymiarowy potencjat torusa o Sy = 1.001 uzyskany dwoma metodami,
poprzez szereg oraz poprzez catkowanie.

4.4 Przyklad dynamiki w potencjale torusa

Oba z opisanych powyzej sposobéw na uzyskanie potencjatu torusa moga zosta¢ wyko-
rzystane do badania dynamiki w jego potencjale ciala punktowego. Rys. ilustruje
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obie z przedstawionych metod — daja takie same wartosci potencjatu. W celu prezentacji
dynamiki w potencjale torusa wybrano wiec jedna, mianowicie wyznaczanie potencjatu
poprzez szereg. Jako potencjal wzieto 4 pierwsze wyrazy rozwiniecia w szereg ze wzoru
. Rozwazono nieruchomy, nieobracajacy sie torus oraz orbitujaca go mase punktowa.

Zbadano dwa zestawy parametréw poczatkowych masy punktowej. Pierwszy byl on
identyczny jak dla ukladu Osemka z Tabeli |1l Dodatkowo ustalono tez parametry torusa
jako Rg = 1 oraz rg = 0.0001. Potencjal tak cienkiego torusa powinien by¢ niemal
identyczny z potencjatem cienkiego pierécienia, danego wzorem , dlatego spodziewana
jest identyczna lub przynajmniej bardzo zblizona dynamika masy punktowej jak dla
ukladu Osemka z tabeli[l] Istotnie, okazuje sie iz dla tego torusa masa punktowa porusza
sie po na tyle podobnej orbicie jak w przypadku cienkiego pierscienia, ze jakiekolwiek
réznice nie sa widoczne gotym okiem. Trajektoria masy punktowej wokdt torusa wyglada
wiec identycznie jak na Rys. [}

Drugi zestaw parametréw byl drobna modyfikacja ukladu Fistaszek z tabeli[I] Zmie-
niono jedynie jeden parametr poczatkowy, to jest wybrano 7 = 3.9313891645, ponadto
wybrano torus o parametrach Ry = 1, ro = % Mozna zauwazy¢, iz przy takim samym
tmaz KOnieczna jest znacznie wyzsza precyzja warunkéw poczatkowych by zapewnié przy-
blizone domykanie sie orbity, niz w przypadku cienkiego pierécienia. Uzyskana trajektorie
przedstawia Rys.

Ksztalt trajektorii przypomina te z wersji z cienkim pierscieniem. Po uwaznym przyj-
rzeniu sie trajektorii mozna zauwazyc¢, iz penetruje ona torus. Znacznie doktadniej mozna
to zobaczy¢ na Rys. pokazujacym zaleznosé wspdirzednej toroidalnej od czasu.
Gdy wykres ((t) jest ponad wartoécia Sy = 3 , oznacza to, ze masa punktowa znajduje
sie we wnetrzu torusa. Na wykresie [16| widoczne sg piki przekraczajace wartosé Fy. Jest
to dowdd na stosowalnosci metody z wyznaczeniem potencjalu poprzez szereg réwniez do
trajektorii penetrujacych powierzchnie torusa. Nie byla to rzecz oczywista, gdyz wziecie
tylko skonczonej ilosci wyrazow szeregu generuje nieciagglo$é potencjalu na powierzch-
ni torusa, niecigglos¢ ta jednak szybko zmniejsza sie wraz z rosnaca iloScia wyrazdéw
szeregu.

Co ciekawe, ostre maksima na wykresie[I6| pozwalaja na dokladne oszacowanie okresu

R3
G(Tgooo)' Dokonano
tu przejscia z wielkosci bezwymiarowych, uzywanych do obliczen, do wielkosci wymia-
rowych. Pracowano w bezwymiarowym uktadzie w ktérym Ry = G = 1, M = 1000,

uzyskano w nim bezwymiarowy okres 1.261. Jedyna kombinacja tych wielkosci dajaca

takiego ruchu. Za ich pomoca oszacowano iz okres wynosi 1.261

wymiar czasu jest \/% , okres musi wigc by¢ proporcjonalny do tej kombinacji. Stala
proporcjonalnosci musi by¢ taka, by po wstawieniu Ry = G = 1, M = 1000 odzyskaé
bezwymiarowy okres réwny 1.261, w tym celu wystarczy w mianowniku umiesci¢ M /1000
zamiast M.
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Rysunek 15: Wykres przedstawiajacy ewolucje uktadu dla podanych w tekécie para-
metréw zmodyfikowanego ukltadu Fistaszek. Kolorem niebieskim zaznaczono trajektorie
masy m, pozostalymi kolorami rzut trajektorii na odpowiednie plaszczyzny. Torus ma
parametry Ry = 1 oraz rg = %
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Rysunek 16: Na niebiesko wykres wspolrzednej toroidalnej £(¢) dla zmodyfikowanego
uktadu Fistaszek (parametry podane w tekscie). Kolorem czerwonym zaznaczono f§ =
Bo = 3. Zmienna wysokos¢ maksiméw uwidacznia uzycie parametrow odbiegajacych od
idealnie periodycznego ruchu.

5 Podsumowanie

Praca zawiera dogtebng analize aparatu matematyczno-fizycznego niezbednego do anali-
zy grawitujacego uktadu zawierajacego jednorodny torus o masie M oraz mase punktows
(lub kule) o masie m. Z braku czasu jedynie zasygnalizowano i zademonstrowano mozli-
woé¢ analizy uwzgledniajacej wszystkie postepowe i obrotowe stopnie swobody uktadu,
a takze oddzialywanie z torusem o skonczonej grubosci. Stworzony model postuzy w przy-
sztosci do analizy stabilnoéci uktadu czarna dziura - torus oraz poszukiwania sztucznego
stabilnego uktadu (,choreografii”) dwo6ch cial w ktérym bedzie mozna zmierzyé stala
grawitacyjna G.
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Appendix

Przyjete konwencje funkcji specjalnych wraz z implementacja w je-
zyku Wolfram Mathematica

Zupeka calka eliptyczna pierwszego rodzaju [11]:

w/2

1
K(m) = 0/ s (A1)

Implementacja w Mathematice: E11ipticK [m].
Zupelna calka eliptyczna drugiego rodzaju [12]:

/2

E(m) = / V1 —msin? ® do. (A.2)
0

Implementacja w Mathematice: E11ipticE[m].

Zupelna calka eliptyczna trzeciego [13]:

/2
1
TI(n|m) = 0/ TR 4. (A.3)

1 —msin? ®

Implementacja w Mathematice: E11ipticPi[n,m]

Funkcja I' Eulera [14]

I'(z) = / 2" te™®dz, dla Re(z) >0, (A.4)
0

gdzie Re oznacza czedé¢ rzeczywista. Dziedzine mozna rozszerzy¢ na zbior

z € C\ (Z\ Ny) jako przedluzenie analityczne funkcji zadanej wzorem (A.4)).
Przyjeto N4 jako zbiér liczb naturalnych dodatnich, natomiast Z \ Ny jako zbior
liczb catkowitych niedodatnich.

Mozna podaé rownowazng definicje tej funkcji, ktéra bez koniecznoéci przedtuzenia
analitycznego jest zbiezna na maksymalnej dziedzinie [14]:

_ * z—1_—=x . (_1>k
1“(,z)_/1 27 le dx+k§m. (A.5)

Implementacja w Mathematice: Gamma [z] .
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o Funkcja hipergeometryczna o Fy [15], [16]:

X T(a+k)T(b+k) T(c) 2F

Fi(a,b;c;z) = Z—,
2P ) Z% I(a) T(b) T(c+k)k

dla |z| < 1. (A.6)
Dziedzing mozna rozszerzy¢ na zbiér z € C poprzez przedtuzenie analityczne wzgle-
dem z przy ustalonych a, b, ¢ [16} [17].

Implementacja w Mathematice: Hypergeometric2F1[a,b,c,z].
e Funkcja hipergeometryczna zregularyzowana o F [15] 18]:

X T(a+k)T(b+k) 1 2F

F a,byc;z) = —,
2b1( ) g) T(a) L) T(c+k)k

dla |2| < 1. (A7)

Dziedzine mozna rozszerzy¢ na zbiér z € C poprzez przedtuzenie analityczne wzgle-
dem z przy ustalonych a,b, ¢ [18, 19].

Implementacja w Mathematice: Hypergeometric2F1Regularized[a,b,c,z].

o Stowarzyszona funkcja Legendre’a pierwszego rodzaju [20]:

P™(2) =

(z+1)™2 -
7 21
(z —1)m/2

Ze wzgledu na rézne ciecia na plaszczyznie zespolonej wyrdznia sie trzy typy funk-
cji Legendre’a pierwszego rodzaju, sa one okreslone na réznych dziedzinach. W
calej powyzszej pracy, jak i w [9], przez funkcje Legendre’a rozumiana jest ta ty-
pu trzeciego. W ponizej przedstawionej implementacji trzeci argument funkcji to
wlasnie typ.

1—
—mn+hl—m;2z>. (A.8)

Implementacja w Mathematice: LegendreP [n,m,3,z].

o Stowarzyszona funkcja Legendre’a drugiego rodzaju [15] 21]:

Q) = 5o () -

~ 2sin(mm)

Dn4m+1) .,

Tn—m+1) " @0, m ¢ Z. (A.9)

Dla m € Z funkcja ta definiowana jest jako granica lim Q™ (z) [21]. Ze wzgledu
m/—m

na rézne ciecia na plaszczyznie zespolonej wyroznia sie trzy typy funkcji Legendre’a
drugiego rodzaju, sa one okre$lone na réznych dziedzinach. W calej powyzszej
pracy, jak i w [9], przez funkcje Legendre’a rozumiana jest ta typu trzeciego. W
ponizej przedstawionej implementacji trzeci argument funkcji to wlasnie typ.

Implementacja w Mathematice: LegendreQ[n,m,3,z]
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A.2 Przyjete w pracy oznaczenia

Symbol | Znaczenie
M masa cienkiego pierscienia
m masa probnego ciala punktowego
r,Z,Q wspélrzedne cylindryczne opisujace polozenie masy punktowej (poza rozdziatem Iﬂ[)
T,Y, 2 wspotrzedne kartezjanskie opisujace polozenie masy punktowej
d kat opisujacy polozenie elementu masy dM na pierscieniu
R promien cienkiego pierscienia
b odlegto$¢ miedzy elementem masy dM oraz masa m
U potencjal grawitacyjny
U bezwymiarowy potencjal grawitacyjny w bezwymiarowych zmiennych
G stala grawitacji
T okres
k parametr eliptyczny zdefiniowany wzorem
w predkosé katowa
XY, Z wspolrzedne kartezjanskie opisujace potozenie srodka pierécienia
L lagrangian
E energia
tmaz maksymalny zbadany czas stabilnosci orbity
Ea,p wspolrzedne opisujace potozenie masy punktowej, ktére zadane sa wzorem
v, 0,0 katy eulera
z,9, 2 kartezjanskie osie uktadu przestrzennego
oo e kartezjanskie osie uktadu bryty, kolejno po jednym, dwoéch oraz trzech
v 7™ | obrotach elementarnych
1 tensor momentu bezwtadnosci
Ry promien gtéwny torusa
o promien pomniejszy torusa
r’ odlegto$¢ pomiedzy masa punktowa oraz osia symetrii pierscienia
2! odlegto$¢ pomiedzy masa punktowa oraz plaszczyzna pierScienia
n wektor normalny do pierscienia
T gestosé
M; masa torusa
J, k funkcja oraz zmienna zdefiniowane wzorem
Bo parametr zdefiniowany jako Ry /7
n,0,¢ wspbirzedne toroidalne, zdefiniowane wzorem
a promien okregu ogniskowania wspélrzednych toroidalnych
rp promien kolejno ze wspéirzednych sferycznych i cylindrycznych, zdefiniowane
' w rownaniu (tylko w rozdziale _
I5} pomocnicza zmienna toroidalna, zadana wzorem (|50]
A pomocnicza zmienna toroidalna, zadana wzorem @
Gn,bn, cn | WspOlezynniki rozwiniecia potencjatu torusa w szereg, zadane wzorem
q,n parametr i cecha f. eliptycznej I zdefiniowane ponizej wzoru (tylko w rozdziale IE[)
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A.3 Plik z prezentacjami oméwionych w pracy ,,choreografii” w pro-

gramie Mathematica

Zaltaczony do pracy plik Choreografie prezentacje.nb.
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