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Podstawy: uktady
wieloczastkowe jako gazy
kwantowe

Istota fizyki materii skondensowanej na poziomie fundamentalnym
jest kwantowe zrozumienie wtasnosci materiatéw, cieczy kwantowych
i innych uktadéw wieloczastkowych, a takze ich wtasnosci fizycznych
i zachodzacych w nich przej$¢ fazowych.

W czesci pierwszej ksiazki dokonujemy przejscia od standéw kwantowych
pojedynczych mikroczastek do stanéw N czastek, zaréwno dla stanu
podstawowego (temperatura T = 0), jak i dla stanu termodynamicznego
(T > 0). Przede wszystkim omawiamy statystyki kwantowe Fermiego-
—Diraca i Bosego—Einsteina na przyktadach gazu idealnego i stabo
oddziatujacego. Podajemy przyktady stanéw kolektywnych, takich jak
ciekty hel, stan gazowy niektérych gwiazd, kondensat Bosego—Einsteina
oraz kwantowy gaz (i ciecz) Halla. Wszystkie z nich sa przedstawione
w terminach gazu kwantowego jako najprostszej ich reprezentacji.
Przedstawione koncepcje stanowia elementarz jezyka kwantowego opisu
uktadéw ztozonych z bardzo wielu czastek.

Omawiamy tez pokrétce niestabilno$ci gazu elektronowego spowodowa-
ne odpychajacym oddziatywaniem kulombowskim pomiedzy elektronami.
Jest to tzw. niestabilnos¢ Motta—Wignera prowadzaca do transformacji
gazu w ukfad zlokalizowanych standéw atomowych i vice versa, przy
zmianie gestosci czastek w uktadzie, a wiec np. pod wptywem cisnienia
hydrostatycznego wywieranego na uktad.

Przez dtugi okres rozwoju fizyki materii skondensowanej uwazano,
ze badania gazéw idealnych sa czysto modelowe. Poglad ten
ulegt radykalnej rewizji w roku 1995, kiedy wykryto kondensacje
Bosego—Einsteina praktycznie nieoddziatujacych atoméw w odpowiednio
preparowanej putapce optycznej. Takze, jak zobaczymy, zastosowanie
koncepcji gazu fermionowego w astrofizyce prowadzito do wprowadzenia
fundamentalnych koncepcji gwiazdy neutronowej (1931) czy biatego
karta. W fizyce ciata statego wprowadzenie koncepcji kwantowego gazu
elektronowego (1926—-32) prowadzi do opisu podstawowych wtasnosci
prostych metali i potprzewodnikéw. Jest ona takze przydatna przy opisie
catkowitego kwantowego efektu Halla. Gazy kwantowe stanowia wiec
nie tylko modelowy punkt wyjécia do opisu uktadédw naszego $wiata
materialnego, ale takze sa przedmiotem eksperymentalnych testéw
fundamentalnych koncepcji fizycznych.






Przedmiot rozwazan i podstawowe wtasnosci
kwantowe: omowienie jakoSciowe

W tym rozdziale wprowadzamy, w sposéb jakosciowy, dziedzine naszych rozwazan, a takze
przechodzimy stopniowo od opisu kwantowego pojedynczych czastek do opisu gazu lub cieczy
kwantowej tych mikroczastek. Do okreslenia tej dziedziny wrécimy ponownie w czeéci IlI, gdy
omawiac bedziemy bardziej konkretnie fazy kolektywne, takie jak magnetyki, nadprzewodniki
czy tez uktady nadciekte.

1.1. Czym zajmuje sie ta dziedzina?

Na poczatku nalezy okresli¢ przedmiot fizyki materii skondensowanej jako dzie-
dziny dotyczacej uktadéw i stanéw makro, z pogranicza fizyki ciala stalego, in-
zynierii materialowej, a takze astrofizyki czy biofizyki. Materia skondensowana
to uktady wieloatomowe lub wieloczastkowe o specyficznych wiasnoSciach ko-
lektywnych w skali mikro- i makroskopowej. Z punktu widzenia koncepcyjnego,
ta dziedzina stanowi polaczenie fizyki stanéw kwantowych (czgsto wieloczastko-
wych) z elementami fizyki statystycznej (rozktady czastek po energiach, koncepcja
entropii) oraz elektrodynamiki klasycznej (np. wtasnosci dielektryczne), kwanto-
wej (np. nadprzewodnictwo), a nawet hydrodynamiki kwantowej (nadciekto$¢).
Poza tym wprowadzamy pewne specyficzne koncepcje i modele. Typowe uktady
badane w fizyce materii skondensowanej to:

e ciala stale (w tym krysztaly, zwiazki miedzymetaliczne), uktady niejednorodne
(takie jak ciala amorficzne) oraz zimne atomy w sieciach optycznych;

e ciecze, w tym ciecze kwantowe, takie jak ciekly *He czy “*He oraz nadprzewod-
niki; takze gwiazdy neutronowe i kwantowe ciecze Halla;

e gazy kwantowe, w tym gaz elektronéw w metalu, spulapkowane kondensaty
atomowe czy gaz fotonéw we wngce kwantowej;

e uktady magnetyczne, w tym wykazujace magnetyzm spinowy i orbitalny elek-
tronéw oraz potprzewodniki i nadprzewodniki, w tym ferro- i antyferromagne-
tyczne;

e ciekle krysztaly, polimery oraz ogélnie tzw. migkka materia skondensowana

e plazma kwantowa (w tym plazma kwarkowo-gluonowa — aczkolwiek jest to jak
na razie stan hipotetyczny).
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Jesli chodzi o typy wilasnosci i zjawisk fizycznych, to nalezy wymienié:

e stany kwantowe mikro i makro, w tym stany jednoczastkowe oraz tzw. stany
kolektywne cieczy kwantowych (takze utamkowy kwantowy efekt Halla);

e przemiany (przejScia) fazowe i kwantowe stany skondensowane zwigzane ze
spontanicznym zlamaniem symetrii, w tym przemiany kwantowe makro: nad-
przewodnictwo i nadciekloS¢, przejScia metal—izolator, przejScia magnetyczne
oraz tzw. kwantowe zjawiska krytyczne (przej$cia fazowe przy T = 0);

e wiasnosci réwnowagowe (w tym termodynamiczne) oraz zjawiska kinetyczne
1 transportu (nier6wnowagowe).

Podsumowujac, w ramach badan fizyki materii skondensowanej pytamy zaréwno
o to, do jakiego stopnia zachowuja si¢ wlasnosci indywidualne (jednoczastkowe)
pojedynczych czastek czy calych atoméw w §rodowisku wielu oddziatujacych cza-
stek, jak i staramy si¢ bada¢ zjawiska specyficzne, wynikajace z natury wielociato-
wej uktadu oddziatujacych czastek (zjawiska czy wzbudzenia kolektywne), a takze
okresli¢ typy przemian fazowych, jak i granice pomigdzy fazami réznego typu.

Taka dyskusja doprowadza nas do pytania: Co to jest faza w sensie kolektywnym?
Faza w sensie termodynamicznym (makro) okreslona jest jako jednorodny, sta-
bilny termodynamicznie stan i jest okre§lona przez granic¢ migdzy fazami (por.
cze$¢ III). W takiej materii méwimy tez czesto o kwantowym stanie skondenso-
wanym, gdyz jest to kwantowy stan w skali makro (wyjasnimy to na przykta-
dach). Te stany w skali makro- oraz mezoskopowej, czy nawet nanoskopowej, sa
szczegdblnie istotne w prowadzonych obecnie badaniach fizycznych. Zaczniemy
od najprostszej rzeczy, mianowicie od koncepcji kwantowego gazu elektronowego
(gazu idealnego fermiondw o spinie S = 1/2). Trzeba bowiem przeby¢ dluga droge
koncepcyjna, zeby méc zadaé podstawowe pytania: co wigze wyjSciowe neutralne
atomy w materi¢ skondensowana? Jak mozliwe sa przemiany stanéw skondenso-
wanych jednych w drugie? Czym réznia si¢ migdzy soba kwantowe i klasyczne
przemiany fazowe? Jak réznicuja si¢ uktady przy dodawaniu czastek?

Nalezy tez zapytaé, dlaczego méwimy o materii skondensowanej zamiast mowic
o fizyce ukladéw wielu czastek? Skiada si¢ na to wiele powodéw. Po pierwsze,
przez pojecie uktadu wielu czastek rozumiemy przede wszystkim kwantowome-
chaniczne wtasnoSci uktadu. Innymi stowy, rozwazamy wtedy uktad przede
wszystkim w kategoriach sit, energii uktadu i odpowiadajacych im zasad zacho-
wania. Jest to niewatpliwie zawezone spojrzenie na makroskopowy uktad fizycz-
ny tego typu. W rozszerzonym ujeciu wprowadza si¢ pojecie entropii wyrazajace
liczbg konfiguracji mikro zgodnych z warunkami dotyczacymi danego stanu ma-
kro. Dlatego, za Landauem, wprowadzimy pojgcie uogélnionej energii swobodne;j
(czy funkcji Gibbsa), ktéra oprdocz redukceji ztozonosci uktadu do opisu termodyna-
micznego wprowadza takze pojecie parametru porzqdku (w ogoélniejszym sensie:
spontanicznego ztamania symetrii, takze w aspekcie kwantowym). Takie podejscie
wychodzi zaréwno poza opis mechaniczny, jak i poza jedynie termodynamiczny
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w postaci rownowagowej funkcji stanu. Dlatego uwazamy, ze fizyka materii skon-
densowanej obejmuje zaréwno elementarne podejscie do uktadéw wieloczastko-
wych, jak i ogdlne koncepcje takich uktadéw w przyblizeniu oSrodkéw ciagtych,
ale przede wszystkim w ujeciu kwantowym. Jednakze uktady ciagte opisywane na
przyktad przez teorig sprezystoSci czy mechanike klasyczna powinny by¢ studio-
wane osobno, i to pomimo tego, ze zaawansowane rachunki struktury elektronowej
i sieciowej dostarczaja takze warto$ci na przyktad stalych elastycznych czy réw-
nowagowych parametrow sieci.

1.1.1. Uwaga: emergentnos¢ w prawach Przyrody

W mechanice kwantowej ktadziemy nacisk przede wszystkim na prawa dynamiczne
rzadzace ruchem pojedynczych mikroczastek (elektronéw, protonéw, neutronéw
lub fotonéw) albo uktadéw kilkuczastkowych (atomoéw, czasteczek) oraz na ich
wzajemne oddziatywania. W hierarchii budowy §wiata fizycznego od strony mikro
zstgpujemy na coraz nizsze stopnie budowy przyrody (atomy — nukleony — kwarki
i gluony; elektrony i fotony). Taki opis stanowi podstawe redukcjonistycznego opisu
przyrody. Jest to opis przez redukcj¢ koncepcji budowy catosci Przyrody do tworéw
coraz bardziej elementarnych i opisu ich dynamiki. Przez prawie caty XX wiek
byta to doktryna dominujaca w fizyce, a przynajmniej w jej czgsci.

Nie jest to jednak doktryna wytaczna w podejsciu do opisu przyrody, jak niektorzy
chcieliby sadzi¢. Mozna powiedzie¢, ze jest to doktryna genialna, ale niestety za
prosta. I to mimo tego ze opisuje ona wiele faktéw dotyczacych struktury Wszech-
Swiata nieozywionego: od uktadéw mikro (§wiat atomowy) do makro (struktury
astrofizyczne).

W przypadku uktadéw wieloczastkowych, stanowiacych materie skondensowa-
ng, pojawiaja si¢ jako$ciowo nowe witasnosci i réwnie fundamentalne koncepcje,
ktérych nie ma na poziomie jednoczastkowym. Przyktadem takiej wtasnosci jest
spontaniczne ztamanie symetrii w ukladzie, bedace podstawowa charakterystyka
przejécia fazowego. Tutaj podstawowym pojeciem jest koncepcja ztozonosci (ang.
complexity).

Emergentnos¢ przyrody' (czyli pojawienie si¢ nowych cech jako$ciowych na na-
stepnym etapie zlozonosci) polega na tym, ze na nowym poziomie ztozonosci ukta-
du pojawiaja si¢ dodatkowe wiasnosci, nieredukowalne do tych na nizszym po-
ziomie. I nie chodzi tylko o proste uktady fizyczne. Komérka biologiczna, mézg,

1Dokladniej, zobacz esej na temat emergentnosci: P. W. Anderson: More is different, Science
177 (1973), 393-6, oraz artykut ,,Historical overview of the twentieth century in physics” w zbiorze:
Twentieth Century Physics, red. L. M. Brown et al. (1995), vol. 111, s. 2017-32, Institute of Physics,
Bristol; przeciwny (redukcjonistyczny) punkt widzenia: S. Weinberg, tamze, s. 2033—-40. Poréwnaj
takze J. Spatek, Emergentno$¢ w prawach Przyrody i hierarchiczna struktura nauki, Postepy Fizyki
63, Nr 1 (2012), s. 9-18.
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organizm czy cate spoteczeristwo to kolejne etapy budowy hierarchicznej tej zto-
zonoS$ci. Wszystkie sg co najmniej réwnie wazne, jesli nie wazniejsze niz rozpatry-
wane przez nas (najczesciej) proste struktury fizyczne, takie jak czasteczki czy inne
proste uktady wieloczastkowe (lub wieloatomowe). W fizyce méwimy o emergent-
nosci przyrody w tym sensie, ze obserwujemy skoki ewolucyjne w koncepcjach od
poziomu najbardziej elementarnego (uktady czastek kwantowych), az do uktadu
biologicznego takiego, jakim jest nasz mézg?.

Jednym z najwigkszych osiagnigé fizyki ukladéw fundamentalnych ostatniego
¢wieré¢wiecza jest zastosowanie koncepcji i metod fizyki materii skondensowane;j
do specyficznej symetrii i dynamiki uktadéw czastek elementarnych. Okazuje sig,
ze przy skrajnie wysokich energiach oddziatywan mozliwa jest produkcja bardzo
wielu czastek. Uktady takie jak wezesny Wszech§wiat czy plazma kwarkowo-glu-
onowa maja ekstremalnie duza gesto$¢, a wigc tworza materi¢ skondensowana,
to jest uktady o prawie nieskonczonej liczbie stopni swobody. Spontaniczne zta-
manie symetrii i zwiazany z nia bozon Higgsa sa woéwczas typowymi zjawiskami
emergentnymi. Jezykiem opisu tych uktadéw jest woéwczas jezyk relatywistycznej
kwantowej teorii pola, ktéra jednoczy metody opisu takiej kwantowej materii na
wszystkich skalach energii. Zanim jednak tam dotrzemy, musimy poznaé wpierw
wlasnos$ci materii w naszej skali do§wiadczenia, czyli uktady skondensowane opi-
sywane za pomoca fizyki nierelatywistycznej. Tym bardziej, ze petnia one rolg
standardowych uktadéw ze ztamaniem symetrii, dla ktérych mozna dokona¢ petnej
iloSciowej weryfikacji do§wiadczalnej zaawansowanych koncepcji teoretycznych.

1.2. Kwantowa natura gazu bozonow i fermionéw

Juz na poczatku XX wieku fizycy tacy jak Paul Drude, Hendrik A. Lorentz czy Al-
bert Einstein zdawali sobie sprawe z tego, ze metale, takie jak miedZ, ztoto, srebro
czy platyna zawieraja gaz swobodnych elektronow, ktory jest zanurzony w sieci
krystalicznej jondw dodatnich ich macierzystych atomoéw, ktdre z kolei stabilizuja
ten natadowany gaz. Te elektrony, zwane walencyjnymi, pochodza z zewngtrznych
powlok neutralnych atoméw, jesli uktad tworzy stabilny krysztal o wlasnosciach
metalicznych. Jednakze jezeli mamy jeden mol materiatu (Na, ~ 6,023 - 10?3
atoméw), to w najprostszym metalu powinniSmy mie¢ N, kationéw Kt* oraz
Ny elektronéw e~. Zatem w wysokich temperaturach, w ktérych mozemy my-
Sle¢ o klasycznym gazie, energia termiczna uktadu powina zawieraé energi¢ ruchu
termicznego zaréwno jonow, jak i elektrondw, i mieé postaé

3NAV(kB T)kation(’)w + 3NAV(kB T)elektron(’)w = 6RT7 (11)

gdzie kg jest stalag Boltzmanna, a R = kg Nay =~ 8,31J K~'-mol™! jest uniwersalng
stalg gazowa. Zatem ciepto molowe prostych metali powinno zawieraé wyraz

2Por(’)wnaj J. Spatek, w [1].
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ol J

Ciol = 8T(6RT) _6R_49’86K-mol' (1.2)
Uwolnienie bowiem przez kazdy atom swobodnego elektronu powinno zwigkszaé
liczbe stopni swobody o trzy i w efekcie ciepto molowe elektronéw powinno
dawaé wkiad 3R. Tymczasem granica wysokotemperaturowa Cy, (to jest dla
T = 500 — 600 K) zar6wno dla prostych metali, jak i dla izolator6w wynosi
jedynie okoto 3R. Z faktu, iz w izolatorach wktad do Cy,o daje tylko sie¢ (bo nie
ma elektronéw swobodnych), wnosimy, iz w metalach brakuje wktadu pochodza-
cego od elektronéw?. Co sie z nim stalo? Czy nastepuje wzajemne blokowanie sie
elektronéw tak, ze nie uczestnicza one we wzbudzeniach termicznych? Juz taki
prosty przyklad uzmystawia nam, ze musimy siggna¢ gtebiej do wlasnosci materii
na poziomie mikro. OdpowiedZ na te pytania uwzglednia kwantowa naturg tego
gazu, gdyz efekt zwiazany jest z zakazem Pauliego, jak to objasnimy na koncu
tego rozdziatu. To przyktad podstawowej wlasno$ci fermiondw, ktére oméwimy
w nastgpnych rozdziatach.

Inny przyktad stanowi gaz fotonéw w stanie rOwnowagi, uwigziony w rozgrza-
nej, prawie zamknigtej wngce. Z kursu klasycznej elektrodynamiki wiemy, ze fa-
le elektromagnetyczne moga si¢ wzajemnie przenikaé, nie przeszkadzajac sobie
wzajemnie (oczywiScie w optyce nieliniowe] przestaje to by¢ stuszne). Jednakze
nawet w tym przypadku nie mamy do czynienia z klasyczna zasada ekwipartycji
energii w niskich temperaturach. Rozwigzanie tego problemu zostato odgadnigte
przez Maxa Plancka (1900) i stanowi jedno z podstawowych Zrédet powstania fi-
zyki kwantowej i kwantowej statystyki Bosego*. Te kwestic oméwimy doktadniej
w rozdziale 5. Te dwa elementarne przyktady us§wiadomily fizykom na poczatku
XX wieku, ze poczatkujaca wtedy fizyka statystyczna zazgbia si¢ z natura stanéw
pojedynczych czastek. Potem przyszly inne przyktady.

1.3. Skad bierze sie gaz idealny? (opis jakoSciowy)

Ponizej rozpatrzymy dwa przyktady przydatnosci koncepcji gazu kwantowego mi-
kroczastek. Z kursu mechaniki kwantowej wiemy, ze elektrony tworza z ich ma-

3Pomineliémy tutaj entropi¢ pochodzaca od spinowych stopni swobody zaréwno elektronéw,
jak i kationéw. Na te koncepcje bylo jeszcze wtedy za wczesnie.

4Statystyke fotonéw prowadzaca do rozkladu Plancka podal Satyendra Nath Bose w 1923 r.,
a nieco p6zniej Albert Einstein (1925) uogdlnit ja na przypadek czastek materialnych, czyli o masie
spoczynkowej mq 7% 0. Malo znany jest fakt, iz polski uczony — Wtadystaw Natanson (profesor UJ)
juz w 1911 r. wprowadzit taka statystyke i wyprowadzil z niej rozktad Plancka. Statystyke te wy-
prowadzit, zakladajac nierozroznialnosé fotonow, ktéra oméwimy osobno. Jest to jedna z najbardziej
nietrywialnych koncepcji fizyki kwantowej, na réwni z zasada nieoznaczonos$ci Heisenberga. Nalezy
nadmienié, iz A. Einstein wprowadzajac koncepcje fotonéw (1905) jako czastek (kwantéw) Swiatla,
byt w stanie opisaé efekt fotoelektryczny, ale nie mégt wyprowadzi¢ jednoczesnie wlasnosci staty-
stycznych gazu fotondw, czyli rozktadu Plancka, gdyz nie znat zasady nierozréznialnosci czastek
prowadzacej m.in. do poprawne;j statystyki tego gazu (innej niz statystyka Boltzmanna).
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cierzystymi jadrami atomowymi stany zwigzane. W atomach wieloelektronowych
méwimy o jonach dodatnich i elektronach walencyjnych (zewngtrznych) i rdzenio-
wych (wewnetrznych)®. W naszym przypadku, kiedy mamy uktad wielu atoméw
tworzacych sie¢ krystaliczng, méwimy o stanach zwigzanych elektronu walencyj-
nego w atomie jako o stanach zlokalizowanych na atomach. Innymi stowy, wycho-
dzimy od koncepcji atoméw i zajmujemy si¢ elektronami najbardziej zewnetrzny-
mi w tych atomach. Powstaje pytanie, czy sa to jedyne mozliwe stany tych elek-
trondw przy obecnosci innych atoméw w otoczeniu? Otdz nie, jak to wynika z na-
stgpujacego prostego rozumowania zilustrowanego na rysunku 1.1 dla przypadku
sieci w postaci faiicucha liniowego jonéw (krysztatu jednowymiarowego).

A
V(r), e

stany swobodne € > 0

AAAVIAVAVAVAYA

potenciat periodyczny (V< 0) energia stanéw zwigzanych € <0

ANANNANAN
CWOW W W W W W W
SRRRRRRER

Rysunek 1.1. Schematyczny wykres energii potencjalnej V (r) pochodzacej od dodatnich jonéw roz-
mieszczonych w periodycznej sieci jednowymiarowej, ,,widzianej” przez pojedynczy elektron oraz
mozliwe stany zwigzane tego elektronu (obszary zakreskowane) z energia € < 0. Ignorujemy tu-
taj obecno$¢ innych elektronéw. Oprécz tego istnieja wysoko wzbudzone stany prawie swobodne
z € > 0. Stany zwiazane sa opisane przez modulowana fale ptaska, jak to doktadnie opiszemy w cze-
Sci II. Po uwzglednieniu oddziatywania migdzy czastkami okaze sig, ze te elektrony beda opisywane
jako kwaziczastki (poréwnaj czes¢ I1I)

Stan o energii € < 0, jak zwykle, oznacza stan zwiazany. W przypadku perio-
dycznego utozenia jonéw moze si¢ zdarzyé, ze pojedynczy elektron oddziatuje
w réwnym stopniu ze swoim macierzystym jonem (najblizszym), jak i z sasied-
nimi jonami, gdyz znajduja si¢ one w odlegtosci tego samego rzedu co rozmiar

SPodziat na elektrony walencyjne (swobodne) i rdzeniowe (zwiazane na stale z atomem) jest
dos¢ arbitralny. Zwykle uwazamy za elektrony walencyjne te, ktére daja wktad do energii wigzania
w krysztale (w tym sensie, ze ich uwzglednienie daje zdecydowana wigkszo$¢ energii wiazania).
Obecne metody obliczeniowe energii kohezji krysztatu czesto uwzgledniaja wszystkie elektrony,
ale podejscie to, jakkolwiek wazne iloSciowo, jest czysto numeryczne i nie daje poczucia prostoty
opisu, wigc nie bedziemy go tutaj omawiac.
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funkcji falowej elektronu (np. dla struktury prostej kubicznej jest z = 8 sasiadéw).
Dynamika takiego stanu moze wygladaé ciekawie; jak to pokazemy pdZniej, jest
on opisany modulowang falg ptaska materii majaca maksima amplitudy w miej-
scach, gdzie ulokowane sa poszczegdlne jony (Bloch, 1927). Sa to stany zwiazane
(e < 0) zdelokalizowane, gdyz elektron obniza swoja dodatkowa energi¢ przez
to, ze korzysta w tym stanie z przyciagajacej sity wszystkich jader atomowych (w
naszym przyktadzie jonéw). Wykazanie stabilnosci tych ostatnich stanéw nalezy
do jednego z zasadniczych zadan fizyki ciala stalego (takze wtedy, gdy uwzgledni
si¢ destrukcyjny w tym przypadku wptyw odpychania innych elektronéw obecnych
w tym krysztale, a takze ruch termiczny jonéw). Na razie zatozymy, ze takie stany
jednoczastkowe opisywane przez modulowane fale plaskie istnieja, a w czegsci 11
objasnimy bardziej szczegétowo, jaki maja one charakter i jakie si¢ pojawiaja spe-
cyficzne modyfikacje opisu, ktére r6znig fale Blocha od tych w postaci fali ptaskie;j.

Zauwazmy od razu, ze jeSli w takim potencjale periodycznym mamy do czynie-
nia z ruchem postgpowym elektronu, to niektére z liczb kwantowych (n/m) dla
standw atomowych powinny zosta¢ zastapione przez podstawowa charakterystyke
ruchu postgpowego — ped czastki. To niesie za soba zasadnicza zmiang sposobu
opisu. Energie ruchu obrotowego i postgpowego w mechanice kwantowe;j si¢ do-
petniaja. Dlatego opis ruchu przez osrodek wytacznie za pomoca pedu oznacza, ze
ruch obrotowy jest pomijany (stany Blocha powstaja wtedy ze stanéw 1s atomo-
wych: n = 1,1 = m = 0. Sa to zatem stany modelowe). Pojecie pedu elektronu
w uktadach z dyskretng symetria translacyjna (sieciowa) narzucong przez jony nie
jest tak proste, jak w przypadku czastek poruszajacych si¢ w pustej przestrzeni,
kiedy to kazdy punkt w przestrzeni jest rtwnowazny a priori.

Mozemy zatem powiedzieé, ze o ile wprowadzenie pojecia gazu kwantowego fo-
tonéw we wnece, bedacej dobrym przyblizeniem ciata doskonale czarnego, dobrze
odzwierciedla sytuacjg, to pojecie gazu elektronowego w metalu nie jest juz ta-
kie trywialne. W tym drugim przypadku nalezy méwié raczej o kwantowej cieczy
elektronowej zanurzonej w naczyniu, ktére stanowi szkielet jonéw dodatnich. Za-
dziwiajaca cechg prostych uktadéw skondensowanych jest to, iz da si¢ je rozdzieli¢
na poduktady lub wrecz opisaé za pomocg obiektéw o prostych wtasnosciach gazu
kwantowego lub prostej cieczy kwantowej, o ktérej powiemy doktadniej dopiero
w czesci I11.

1.4. Elementarna mechanika kwantowa: ,,wyprowadzenie”
réwnania Schrodingera i kwantowanie stanow w gazie
idealnym

Koncepcja gazu idealnego (fermionéw, bozonéw lub tez ich mieszanin) nadaje
si¢ wspaniale do przesledzenia prostego, heurystycznego rozumowania, ktére pro-
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Louis de Broglie (1892-1987), twérca hipotezy falowej natury
czastek (1923), dajacej poczatek mechanice falowej czastek
materialnych

wadzi nas do réwnania falowego Schrodingera dla pojedynczego elektronu w przy-
padku nierelatywistycznym. Natura kwantowa gazu bierze swoj poczatek w natu-
rze kwantowej tworzacych go mikroczastek nieoddziatujacych migdzy soba. Za-
cznijmy od zgadnigtej przez de Broglie’a (1923) relacji pomigdzy energia E i peg-
dem p czastki a czgstoscia w i wektorem falowym Kk przypisanej jej fali materii:

h 27

E =hw = hv, p= Xn:thEhk, (1.3)
gdzie n jest wersorem w kierunku propagacji fali materii, ktéry moze mie¢ dowol-
ny kierunek. Innymi stowy, po lewej stronie mamy charakterystyki czastki (E, p),
a po prawej charakterystyki fali — czgstotliwo$¢ v lub czesto$é¢ w = 27v oraz dtu-
gos¢ fali A lub wektor falowy® k. Po ostatnim znaku réwnosci wprowadzilismy
wektor kK = (2mt/2)n. Wielko$¢ t¢ nazywamy wektorem falowym, gdyz wiazemy
ja z wektorowa naturg pedu czastki,

p=ik,  gdie E=n, (1.4)
p
ap=|pl
Dla czastki swobodnej jej energia kinetyczna ma postac
2 2
p = r_ P (1.5)
2m  2m
i wobec tego w obrazie falowym mamy
o,
hox = —Kk”. (1.6)
2m

Relacje t¢ nazywamy relacjq dyspersji (w tym przypadku dla fali materii). Za-
uwazmy, ze predkos¢ grupowa tej fali
_dlex) R

_ dew  hy 17
=Tk T m -7

Przez takie stwierdzenie rozumiemy, ze E oraz p opisujemy za pomocg réwnan Newtona i po-
krewnych (Lagrange’a czy Hamiltona), a @ i k za pomoca réwnania falowego. Jest to w gruncie
rzeczy rozréznienie XIX-wieczne, ale dalej trudno nam sobie z nimi poradzic.
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Erwin Schrodinger (1887-1961), twérca kwantowej mechaniki
falowej (1926). Takze autor przetomowe;j ksiazki Czym jest Zycie?

zalezy od dlugosci fali. Znajomo$¢ wy nam nie wystarcza, poniewaz réwnaniem
dynamicznym okreslajacym jej propagacj¢ jest tzw. rownanie falowe, z ktérego
powinna wynika¢ relacja dyspersji (1.6). Zatézmy wiec, ze fala materii jest naj-
prostszej postaci, czyli ze jest monochromatyczng fala ptaska. W jednym wy-
miarze jej postaé wyraza si¢ nastgpujaca zaleznoscia:

\I’(x, t) — Aei(kx—wkt) = AeZﬂi(%—vt), (18)
natomiast w trzech wymiarach
qj(r, t) — Aei(k'r*wkt) = Aei(p'r*Ekt)/h’ (19)

gdzie A jest amplituda fali. Zaktadajac ksztatt fali materii i jej relacje dyspers;ji,
trzeba zatem zgadnaé takie réwnanie dynamiczne (falowe), dla ktérego relacja
dyspersji (1.6) bytaby wynikiem dla rozwiazania w postaci (1.9). Szukanym réw-
naniem (w trzech wymiarach przestrzennych) jest nastgpujace liniowe rownanie
rézniczkowe:

ih— = —— V2, (1.10)

To réwnanie falowe opisuje propagacj¢ swobodnej czastki w postaci fali materii,
ktére mozna tatwo uogdlni¢ na przypadek, gdy mamy stalg energi¢ potencjalna
o wartoSci Vy (zaktadajac addytywnosS¢ energii w wyjSciowym wzorze (1.5)). Mo-

zemy teraz napisaé
2

=Y vy, (1.11)
2m
i wtedy réwnanie falowe przyjmuje postaé
oW h?
ih— = —— VU 4+ VyW. (1.12)
ot 2m

W koncu mozemy zapostulowaé fundamentalne uogélnienie réwnanie Schro-
dingera na przypadek czastki w polu o energii potencjalnej V (r) jako ,,proste”
uogélnienie (1.12), ze zwiazku E = p*>/2m + V (r) bowiem mozemy przej$¢ do

réwnania

1 o,
ih— = —— VW 4 V(r)V. (1.13)
ot 2m
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Powyzsze, zalezne od czasu réwnanie falowe Schridingera’ (1926) stanowi jedno
z fundamentalnych réwnan okreslajacych dynamike pojedynczych mikroczastek
(nierelatywistycznych i bez spinu) umieszczonych w zewnetrznym polu o energii
potencjalnej V (r). Jak widzieliSmy, jego ,,wyprowadzenie” opiera si¢ na heury-
stycznych relacjach de Broglie’a (1.3), stanowiacych odwrécenie taricucha rozu-
mowania Einsteina, ktéry wprowadzit pojecie czastek (fotondéw) dla fal elektroma-
gnetycznych. Nawiasem méwiac, na takich odwrdceniach rozumowan i uogdlnie-
niach zasadza si¢ indukcyjna konstrukcja praw fizycznych. Podkre§lmy tez, ze po-
stulowany uzupetniajacy (komplementarny) opis falowy czastek i czastkowy (fo-
tonowy) fal elektromagnetycznych, to opisy wprowadzone ad hoc, ktére zostaty
nastgpnie pigknie potwierdzone w eksperymentach z dyfrakcja elektronéw jako
fal (Davisson i Germer, 1928) oraz fotonéw jako czastek (Natanson, 1910; Bo-
se, 1923). Nie oznacza to jednak, ze wszystko tu rozumiemy, jak si¢ juz wkrétce
przekonamy.

W praktyce postgpujemy odwrotnie: postulujemy réwnanie (1.13), a relacje (1.3)
otrzymujemy jako wynik teorii. Wprowadzenie réwnania falowego (1.13) nie roz-
wiazuje catosci problemu, gdyz musimy umie¢ przenies¢ koncepcje klasycznej tra-
jektorii czastki r = r(¢), na przyklad o pedzie p(¢), na funkcj¢ falowa ¥ (r,t) =
Wy (r, 7). Jak wiemy z kursu mechaniki falowej, taka relacja jest mozliwa jedy-
nie w sensie statystycznym (wprowadzonym takze dla pojedynczej czastki!), co
realizuje si¢ poprzez dodatkowy, fundamentalny postulat Borna, ze |¥(r, t)|* jest
gestoscia prawdopodobiefistwa znalezienia czastki w jednostce objetosci zawiera-
jacej punkt r w chwili® ¢. Przy takiej interpretacji fizycznej funkcja falowa okre-
$lona jest z doktadnoscia do czynnika fazowego e, gdzie ¢ jest dowolna stata.
W przypadku fali materii reprezentujacej czastkg swobodna (fala ptaska) catkowa-
nie po calkowitej objetosci uktadu V prowadzi dla V (r) = 0 do relacji (warunku
normalizacyjnego)

/d3r|\IJ|2: APV =1, (1.14)
v
gdzie A to czynnik normalizacyjny funkcji W. Ostatecznie mamy

W, 1) = —— exp (i(k-r—a)kt+<po)), (1.15)

VvV

gdzie ¢ jest dowolna stata fazg. Zauwazmy, ze calka ma skorficzona wartos¢é tylko

7Podkreélmy, ze zapis réwnania (1.10) badZ (1.13) wymaga pojawienia si¢ liczb zespolonych.
Zatem funkcja falowa W bedzie na ogét funkcja zespolona. Réwnanie Schrodingera, jak kazde funda-
mentalne réwnanie fizyczne, jest w gruncie rzeczy odgadnigte; jego przydatno$¢ ujawnia si¢ poprzez
unifikujaca zasadg¢ fizyczna poprzednich hipotez (de Broglie’a i waznosci hamiltonianu jako energii
uktadu takze w tej nowej sytuacji).

8Taki postulat usuwa dowolno$¢ do statej proporcjonalnosci (¥ — aW) w réwnaniu liniowym
(1.13). Innymi warunkami ujednoznaczniajacymi funkcje falowa sa warunki brzegowe i poczatkowe,
ktére dostosowuja rozwiazanie ogélne réwnania (1.13) do konkretnej sytuacji fizyczne;.
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dla objetosci skonficzonej V < oo, co bedziemy konsekwentnie zaktadal, zeby
unikna¢ komplikacji zaréwno formalnych, jak i fizycznych.

W tym momencie na miejscu bgdzie wprowadzenie waznej uwagi metodologicz-
nej. A mianowicie, stala A wyznaczyliSmy z warunku (1.14), wprowadzonego eks-
tra, a nie z warunkéw brzegowych®. Po drugie, rozwiazanie (1.15) jest rozwiaza-
niem periodycznym, ktére respektuje jednorodnos$¢ przestrzeni w dwojaki sposob:

o |W|? = const, stad A = A exp(ipg), gdzie ¢, jest dowolna stala faza.

e Kazdy punkt przestrzeni partycypuje w propagacji fali materii na réwnych pra-
wach (w okre§lonym punkcie funkcja falowa jest periodyczna w czasie oraz
w okreSlonej chwili ¢ funkcja jest periodyczna w r).

Mozna jednak zapytaé: co z zachowaniem funkcji falowej poza objgtoscia V krysz-
tatu? Taka konieczno$¢ dookreslenia funkcji falowej wynika bowiem chociazby
z tego, ze zgodnie z zasadg nieoznaczonosci mamy niezerowe prawdopodobien-
stwo znalezienia elektronu na zewnatrz uktadu. Zatem problem warunkéw brze-
gowych jednak si¢ pojawia! Trzeba je uwzgledni¢ w konkretnych przyktadach,
a zwlaszcza gdy mamy nietrywialng dynamike przy powierzchni uktadu.

1.5. Kwantowanie geometryczne wektora falowego (pedu)
fal materii i wybor warunkow brzegowych

Warunki brzegowe okreslaja nam dozwolony ksztalt fal materii z wielu mozliwych
rozwiazan (analogicznie jak brzegi okreslaja dozwolone mody drgan struny zamo-
cowanej na jej koncach). W ogélnosci, warunki brzegowe mozna zaimplemen-
towac na kilka sposobéw. Wierzymy, ze zachowanie uktadu bardzo wielu czastek
sktada si¢ na wtasnosci stanu makro i nie zaleza one od wybranych warunkéw
brzegowych. Ponizej podajemy kilka typowych sposobéw wyboru warunkéw brze-
gowych.

a) Periodyczne warunki brzegowe

Najprostszym rozwiazaniem zakladajacym réwnowaznos$¢ wszystkich punktow
wngtrza objetosci V jest wprowadzenie tzw. periodycznych warunkéw brzego-
wych, zwanych tez warunkami Borna—von Karmana. Jesli rozmiar uktadu jest

9Naleiy nadmienic, ze poczatkowo Schrodinger zaktadat, iz warunek (1.14) wyznacza catkowi-
ty tadunek czastki ,,roztozony” w catej fali. Takie rozumowanie zostalo odrzucone po krytyce tej
koncepcji przez Bohra i Heisenberga. Obecnie uwaza sie, ze warunek (1.14) to normalizacja rozkta-
du prawdopodobiernistwa wprowadzonego przez Borna. Jednakze, w ten sposéb uwazamy, ze zasada
przyczynowosci w sensie klasycznym jest niespetniona w sposéb ewidentny, gdyz czastka w danej
chwili moze by¢ znaleziona gdziekolwiek w objetosci uktadu.
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zadany przez objetos¢é V. = L L, L3, to warunki brzegowe dla fal materii czastki
przybieraja postaé!®

\Ijk(-xi) = qjk(-xi + Li)a Vi = 15 27 3’ (116)

czyli ze mamy do czynienia wylacznie z periodycznymi rozwigzaniami w kazdym
wymiarze przestrzennym z osobna, o periodycznos$ci réwnej co najmniej rozmia-
rowi uktadu L; w i-tym kierunku. Wazno$¢ warunkéw brzegowych (1.16) wy-
nika z faktu, iz rozwiazania przy takich warunkach sa w postaci fal biegnacych,
a te z kolei dostarczaja poprawnego jezyka do opisu przewodnictwa elektrycznego
z uwzglednieniem procesé6w rozproszeniowych tych fal. Stosujac te warunki do
rozwiazania (1.15), otrzymujemy skwantowane (dyskretne) wartosci sktadowych
wektora falowego dla fal plaskich rozchodzacych si¢ w skoniczonej objetosci V,
zaréwno dla stanéw gazu, jak i dla fal Blocha, w postaci
2n
k; =niT n; =0,+1,+2,+3, ... (1.17)
Uwazamy, ze w granicy L; — 0o zmienna k; moze przyjmowac wartoSci cia-
gle z przedziatu (—oo, +00), a stan Wk(r) staje si¢ nienormowalny. Dlatego tez
bedziemy zaktadali konsekwentnie, ze uktad ma wymiary skoficzone (L; < 00),
a ponadto czgsto, ze L = L, = L3 = L. Zatem przy warunkach brzegowych
(1.16) rozwiazaniem sa fale materii biegnace przez uktad w kierunku n wyzna-
czonym przez trzy skwantowane warto$ci wsp6trzednych wersora {k; / (k> + k§ +
kHY2}i ¢ y..- W tym jezyku bedzie fatwo opisaé rézne procesy propagacji i roz-
praszania w gazie kwantowym. Zauwazmy tez, ze z fizycznego punktu widzenia
te warunki brzegowe oznaczaja, iz powinniSmy rozwazaé tylko wzbudzenia pe-
riodyczne o dtugosci fali co najwyzej réwnej L, gdyz w przeciwnym razie fale
materii z > > L nie prowadzilyby do réwnowaznoS$ci drgan wszystkich punktow
osrodka objetosci V = L3 (niektére punkty ,,drgalyby” inaczej niz reszta). Ponad-
to, dtugosci fali materii czy drgai atomowych A nie moga by¢ mniejsze od pewnej
charakterystycznej wielkoSci A < a, gdzie a jest odlegtoScia migdzy atomami
(tzw. statq sieciowq). Dlatego tez mamy ograniczenie na dtugos$¢ fali materii za-
rowno od gory: A < Apmax = L, jakiod dotu: A > Ay, = a. Jesli zatem L; = N;a,
to
k=t 2—n, (1.18)
N, i a
i wobec tego warto$¢ maksymalna |n; max| < N;. To ostatnie ograniczenie zostanie
sprecyzowane wtedy, gdy bedziemy moéwili o strefach Brillouina, czyli o dozwo-
lonych wartosciach wektora falowego k fal materii Blocha w sieci krystaliczne;.

10Te warunki stosuje si¢ zwykle wtedy, gdy rozwazamy propagacje fal materii w uktadzie atoméw
rozmieszczonych periodycznie w przestrzeni (np. w krysztale) — i my tak wiasnie bedziemy robili.
Takie warunki brzegowe wprowadza si¢ jednak nie tylko dla elektronéw rozchodzacych si¢ w sieci
jonéw, ale takze dla gazu fotonéw, drgan sieci itp.
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Jednakze juz obecnie mozna zauwazy¢, ze skoro
2w 2w 1 2xn 211 27[
|ki| € =

(1.19)

)

)"max B Li Nz a mln a
przyjmuje N; niezerowych warto$ci oraz warto$¢ k; = 0, to takze mozna wybraé
N; niezaleznych wartoSci k; w nastgpujacy sposob:

27 Nl' N,' N,'
ki:_ __9__+1’--'7_150’1725"'7__1 ’ (120)
N;a 2 2 2

gdyz zaktadamy, ze zar6wno wektor falowy Kk, jak i —k sa dopuszczalne.

Widaé, ze w takiej notacji L; = N;a, natomiast catkowita liczba atoméw N w tej
sieci kubicznej zadana jest przez warunek!'! N = NN, N3. Zatem w sytuacji N; =
N, = N3 mamy N; = N'/3,

Latwo zauwazy¢, ze niektére z energii wlasnych w przypadku idealnego gazu
h2k2 h2
€=ex = Z k2, (1.21)

sa zdegenerowane i to silnie (dla nl + n2 + n3 > 1). Przez ,,degeneracj¢” rozumie-
my, ze jednej warto$ci energii odpowiada wiele stanéw kwantowych okreslonych
przez wartosci (k, ky, k). Wynika to z tego, ze energia jest zalezna tylko od sumy
(k2 + ki + kzz), natomiast stan kwantowy jest okreslony przez pojedyncza tréjke
liczb kwantowych (ky,,, kyn,, k.»;). Dlatego tez ze wzgledu na to, ze do pojedyn-
czej wartoSci wlasnej przynalezy bardzo duzo stanéw, nalezy wtedy zdefiniowac
gestos¢ stanow w przestrzeni pgdéw (wektora falowego) oraz jako funkcje energii,
co zrobimy w nastgpnym podrozdziale.

b) Warunki brzegowe ,,stabego’/,,silnego” ograniczenia

Warunki brzegowe ,,stabego ograniczenia” to 22k |s 0, gdzie n jest normalna
do powierzchni ograniczajacej S uktadu, natomlast warunek ,,silnego ogranicze-
nia” to W (r)|s = 0. W pierwszym przypadku rozwigzanie moze by¢ takze zdefi-
niowane na zewnatrz uktadu, w drugim jest SciSle ograniczone do wnetrza lub na
zewnatrz uktadu.

W obu przypadkach rozwigzaniami réwnania Schrodingera sa fale stojace, gdyz
zawieraja superpozycje¢ fali biegnacej i odbitej od powierzchni S (w pierwszym

UTo, 7e catkowita liczba stanéw wynosi N, wynika z faktu, ze albo opisujemy uktad przez N
stanéw atomowych (na przyktad 1s), albo przez N stanéw pedowych {p;}, gdyz wymiar przestrzeni
Hilberta (liczba stanéw bazowych, czyli stopni swobody) nie moze si¢ zmieni¢ przy zmianie spo-
sobu opisu (wyborze stanéw bazowych). Obszar w przestrzeni k zawierajacy te N stanéw podtug
kwantowania (1.20) nosi nazwe pierwszej lub zredukowanej strefy Brillouina. Zauwazmy, iz pojecie
strefy Brillouina (i kwantowania wektora falowego k) znika, gdy przechodzimy do granicy a — 0,
czyli gdy mamy granice oSrodka ciagtego.
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przypadku fala materii wnika takze czg§ciowo do prézni bez zmiany fazy, nato-
miast w drugim przypadku nastgpuje zmiana fazy fali odbitej o m z weztem fali
stojacej na powierzchni ograniczajace;j).

c¢) Warunki brzegowe mieszane

W ogdlnosci, zastosowaé mozna tzw. warunki brzegowe mieszane: (o + a%)\lﬂ s
= 0, gdzie « jest stala o wymiarze odwrotnosci dtugosci'? charakteryzujaca po-
wierzchnig¢ ograniczajaca (efektywna grubo$¢ warstwy powierzchniowej). Wpro-
wadzamy tego typu warunki brzegowe, gdy jesteSmy zainteresowani stanami po-
wierzchniowymi czastek. W takim przypadku dla |¢| < oo musimy jednak dodaé
warunek znikania funkcji falowej w nieskoficzonosci, gdyz wynika on np. z faktu
zwiazania czastki w uktadzie. Problemami tymi nie bedziemy si¢ jednak szczego-
towo zajmowac w tym elementarnym wyktadzie, gdyz stanowi to przedmiot badan
fizyki powierzchni.

d) Naturalne warunki brzegowe

Naturalne warunki brzegowe okreslajg ciagto$¢ funkcji falowej wraz z jej pierw-
szymi pochodnymi na brzegu uktadu. Wtedy funkcja falowa jest funkcja zanikajaca
wyktadniczo na zewnatrz uktadu przy |r| — oco. Warunki te sa stosowane, gdy po-
wierzchnia jest jedynie migdzypowierzchnia (ang. interface) migdzy dwoma oSrod-
kami, w ktérych rozchodzi si¢ fala lub tez gdy mamy do czynienia ze stanami zwia-
zanymi w takim niejednorodnym uktadzie. Tego typu warunki brzegowe zaktada
si¢ przy opisie zjawiska tunelowania kwantowego przez granice dwdch osrodkéw.

e) Warunki brzegowe w nanoskopowych uktadach liniowych

W uktadach nanoskopowych liniowych (na przyktad w nanodrutach monoatomo-
wych) okazuje sig, ze naturalne warunki brzegowe to

W(x + Na) = e W (x), (1.22)
gdzie:
a=0 dla N=4n+2=6,10,14,18, ...
=T dla N =4n =4,8,12, 16, ...
a=7/2 dlaN=4n+1=591317,...

a=3n/2 dlaN=4n-1=3,7,11,15,...

We wszystkich przypadkach n = 1, 2, 3, ... Czynnik fazowy « mozna interpreto-
wac jako uogdlniong faze, ktéra nabywa czastka po przejsciu takiego skoficzonego

12Mozna wykazac, ze stala « jest proporcjonalna do 2m AU/ n2, gdzie AU jest réznica pomiedzy
energia potencjalng elektronu na powierzchni i we wnetrzu (tj. pod warstwa powierzchniowa).
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uktadu. Warunki te wymagaja dalszych studiéw, aby udowodnié, iz spetniajq one
warunek minimum energii uktadu nanoskopowego w najprostszych sytuacjach.

Uwaga konicowa: powdd wyboru periodycznych warunkow brzegowych

W tych wyktadach bgdziemy stosowaé, ze wzglgdu na ich prostote, gléwnie pe-
riodyczne warunki brzegowe. Jest tak dlatego, ze te warunki brzegowe dostarczaja
opisu stanéw elektronowych jako fal biegnacych. Jesli droga czastek pomigedzy
zderzeniami / (tzw. droga swobodna) jest znacznie mniejsza od rozmiaru L ukta-
du, to zdecydowana wigkszoS$¢ czastek ,,nie czuje” brzegéw. W takim przypadku
tylko periodyczno$¢ uktadu z okresem stalej sieci a jest istotna, a warunki brze-
gowe (1.16) ja wtasnie wyrazaja w najprostszej postaci. Oczywiscie, jesli [ 2 L,
to wtedy detale struktury powierzchniowej uktadu sa bardzo istotne (w takim przy-
padku méwimy, ze czastka rozchodzi si¢ balistycznie przez uktad i odbija si¢ od
granicy lub przechodzi do drugiego osrodka, przy czym w tym drugim przypadku
sa spetnione naturalne warunki brzegowe). Naturalne warunki brzegowe sa uzy-
wane na przyktad przy tunelowaniu czastek przez barier¢ oddzielajaca osrodki lub
nawet w przypadku tunelowania czy odbicia par Coopera na granicy normalny
metal-nadprzewodnik; wtedy mamy na przyktad do czynienia z bardzo ciekawym
zjawiskiem — odbiciem Andrejewa.

1.6. Gestosc standw jednoczastkowych w gazie idealnym

W fizyce atomowej mowimy o pojedynczych stanach, czyli o dyskretnych pozio-
mach czy termach. W fizyce materii skondensowanej méwimy o ich grupach, czy
wregcz o gestodci standw kwantowych przypadajacych na jednostkowy przedziat
energii. Gestosci te (liczby stanéw na jednostkowy przedzial energii) dla ukta-
déw makroskopowych mogg by¢ olbrzymie. Jesli przyjmiemy, ze rozmiary gazu
sarowne L; = L, = L3 = L, to jak widzieliSmy w poprzednim podrozdziale,
warto$ci sktadowych wektora falowego tworzg takze prosta sie¢ kubiczng dozwo-
lonych wartosci {k;};—1 2.3, czyli tworza sie¢ dozwolonych stanéw pgdowych 7#k;,
jak to przedstawiono na rysunku 1.2.

Parametr tej sieci punktéw {k;};—; 23 wyraza si¢ zaleznoscia b = |k; — k11| =
27/L, a objetosé komérki elementarnej wynosi (27)3/ V. Zatem gesto$é stanéw
(punktéw) w tej przestrzeni wynosi

LV (1.23)
Gy 5= |

gdyz jest to sie¢ punktéw stanowiacych sie€ prosta kubiczna. Jest ona jednorodna
w dyskretnej przestrzeni wektoréw falowych (pedéw). Jest tak, gdyz elementarny
szescian o objetosci (2m/L)? zawiera 8 wierzchotkéw (weztéw sieci), z ktérych
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Rysunek 1.2. Sie¢ kubiczna prosta dozwolonych stanéw dla pojedynczych czastek (np. elektronéw)
z wektorem falowym o sktadowych k; = n; (2m/L). Czasza o promieniu k oddziela obsadzone stany
pedowe fik; od nieobsadzonych; méwimy wtedy, ze k = Kp, a wartosci kg nazywamy pedem
Fermiego

kazdy jest wierzchotkiem 8 szeSciandw (przypada wigc w 1/8 do jednego takiego
kubika). W rezultacie mamy 8-% stanéw przypadajacych na objetosé (2m/L)3. Jesli
dodatkowo wzia¢ pod uwage!?® degeneracje spinowa (25 + 1) dla czastek o spinie
S, to gestos¢ standw px w przestrzeni k wynosi
1%

@ 5
gdzie wskaznik k oznacza ,,w przestrzeni pedéw”. Zauwazmy, ze przestrzef roz-
pieta na sktadowych {k;} mozemy nazwaé przestrzenia odwrotna'*, gdyz osie k;
majg wymiar odwrotnosci dlugosci. Aby wyznaczy¢ nastgpnie gesto$¢ stanéw jako

k= 2S+1) (1.24)

13Zwykle bedziemy przyjmowa¢ domysSlnie, ze spin czastki wynosi S = 1/2, je§li mamy do
czynienia z fermionami. Dla najprostszych bozonéw S = 0.

14§ci§lej moéwiac, przestrzen odwrotna ma wektory bazowe o dtugosci 21t/a dla struktury prostej
kubicznej. Jednak tutaj wprowadzimy wektory bazowe o dtugosci 27t/ L dla pogladowego przedsta-
wienia sieci odwrotne;j.
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funkcje energii czastki, obliczymy najpierw liczbe dozwolonych stanéw w prze-
dziale [0, k], ktéra dla makroskopowe;j liczby stanéw wynosi

N Q2S+1) V4 K (1.25)
= —TTK™. .
04 2mn)33

WprowadziliSmy tutaj objeto$¢ kuli w przestrzeni odwrotnej (%nk3), gdyz uwa-
zamy, ze wlasnoSci w tej przestrzeni nie wyrézniaja kierunku'®>. Wtedy liczba dN
stanéw w przedziale [k, k + dk] wynosi

Vv
dN = (2§ + 1) — k*dk. (1.26)
2n?
Podstawiajac energie czastek swobodnych € = %kz, mamy
1 /2m\"? 15

Ostatecznie gesto$é standw w gazie idealnym (bozonéw lub fermionéw o masie
m) wynosi
dN VvV 2m\*?
=—=—Q2S+1) (=) €7 1.28
ple) =5 = 5 )(h2> (1.28)
Zatem dla uktadu tréjwymiarowego gestos¢ stanéw rosnie z pierwiastkiem z ener-
gii czastki. Podstawiajac zalezno$¢ k = (2me /hz)l/ 2 do wyrazenia (1.25), otrzy-
mamy wyrazenie na calkowita liczbg stanéw w przedziale [0, €]:

"
Zaréwno catkowita liczba standw, jak i gesto$¢ standéw sa wielkoSciami eksten-
sywnymi (~ V), a pozostate wielkosci wyrazaja charakterystyki jednoczastkowe.
Liczba stanéw ro$nie nieliniowo z energia, tak samo jak energia pojedynczych
czastek e w funkcji k.

€ V m 3/2
Npoeg = | ple)de = —@2S+1) e, (1.29)
0 67[72

Zadanie. Poréwna¢ gesto$¢ standéw dla czastek swobodnych w pudle liniowym
o rozmiarze L, korzystajac najpierw z periodycznych warunkéw brzegowych, a po-
tem warunkow W (x)|s = 0.

Wskazowka: W pierwszym przypadku jest ona pozornie dwukrotnie mniejsza. Jest tak dlatego, ze
w przypadku warunkéw brzegowych W|g = 0 stanami stacjonarnymi sa stojace fale materii (bie-
gnace z wektorem falowym k i odbite (od powierzchni granicznej) z wektorem falowym —Kk). Stany
te zatem charakteryzujemy przez wektory k ,,dodatnie” (dla przypadku jednowymiarowego k > O,
ale wtedy k, = 2nmt/L,n =1,2,...), co oznacza ich dwukrotnie wigksza gestos¢. Ale za to sumu-
jemy stany tylko z k > 0, co daje taka samg sumaryczng liczbg standw.

15Zauwaimy, ze uznaliSmy rozklad punktéw k jako kwaziciagly, co oznacza, ze wybrane k ma
wlasnos$é k; > 2m/L;, czyli ze uktad ma rozmiar makroskopowy. Dla uktadéw mezo- i nanosko-
powych zliczamy stany pojedynczo, jesli k jest nadal dobra liczba kwantowa, jak na przyktad dla
monoatomowych nanodrutéw kwantowych lub pierscieni atomowych.
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1.7. Podziat czastek na bozony i fermiony

Jak juz o tym moéwiliSmy, do poznania kwantowej natury uktadu wielu czastek nie
wystarcza nam réwnanie falowe (Schrodingera, Diraca, Kleina—Gordona itp.) dla
pojedynczej czastki. Okazuje sig, ze istotna jest jeszcze symetria wieloczastkowej

Wiladystaw Natanson (1864-1937), twérca koncepcji
nierozrdéznialnosci czastek kwantowych (1910), profesor UJ

funkcji falowej wzgledem przestawien wspotrzednych pary czastek (transpozycji),
przy czym w tym przypadku jako wspdtrzedne czastki uwazamy zaréwno prze-
strzenne potozenie r, jak i liczbe kwantowa spinowa; dla elektronéw S* = ho /2,
gdzie 0 = *1. Ot6z wychodzac z zalozenia, ze stan kwantowy wieloczastkowy
opiera si¢ na ich nierozréznialnosci'®, musimy przyjaé, iz poszczegélne wsp6t-
rzgdne czastek (r;, o;) wystepuja w N -czastkowej funkcji falowe;j

\D(rlolrzoz,...,rNUN) (130)

w sposéb rdwnowazny. Te zasad¢ wyrazil formalnie Dirac (1926), ktéry uznat,
ze przestawienie wspotrzednych pary czastek jest operacja fundamentalnej syme-
trii, gdyz fizycznie nie powinno si¢ wtedy nic zmienia¢ we wtasnosciach uktadu.
Zatem t¢ operacje mozemy zapisac jako

lll(rlal,...,I‘iﬁi,---’rjaj’""rNGN) (1.31)

i
:e(p‘-p(1'10'1,...,l'jdj,...,l‘i(fi,...,l'NO’N),

gdzie dokonano tylko zamiany r;0; <> r;o;, a wynik takiej operacji przedstawiono
jako zmiang fazy funkcji falowej ze statym czynnikiem fazowym ¢, niezaleznym

165ak juz powiedzieliSmy wczesniej, koncepcja nierozréznialnosci czastek zostata wprowadzona
do fizyki przez Wtadystawa Natansona w 1910 r. w zastosowaniu do fotonéw. Obecnie znana jest
pod nazwiskiem S. N. Bosego (1923). Powigzania zasady nierozréznialno$ci z symetrig funkcji fa-
lowej wieloczastkowej wzglgdem przestawien par wspéirzednych (transpozycji) dokonat P.A.M. Di-
rac w 1926 r., natomiast powiazania tej symetrii z wartoscia spinu czastek dokonat W. Pauli (1945).
Twierdzenia spin-statystyka oraz o symetrii funkcji wieloczastkowej stanowia oprécz zasady super-
pozycji stanéw jeden z jakoSciowych fundamentéw kwantowej teorii materii skondensowanej. Na-
lezy zauwazy¢, iz tutaj oprocz wspotrzednej przestrzennej umiesciliSmy spinowa liczbe kwantowa
o; = *1. Krétka dyskusja tego faktu jest podana ponizej.
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Paul Dirac (1902-1984), wspéttwoérca mechaniki kwantowej, podat
(1926) m.in. rozr6znienie mi¢dzy bozonami i fermionami na podstawie
symetrii funkcji falowej wielu czastek

od i oraz j (czastki sa nierozrdznialne!). Jest tak takze dlatego, ze wielko$¢ mie-
rzalna A, na przyktad jej warto§¢ oczekiwana

(A) = (WA|W) = Y / U*AUPr, ... dry, (1.32)
o1...0N
nie ulega zmianie przy przeskalowaniu ¥ o staty czynnik e'¢. Zasadniczym kro-
kiem jest zauwazenie, ze podwdjne przestawienie pary (podwdjna transpozycja)
powinno da¢ tg sama funkcje falowa, gdyz musi by¢ ona jednoznaczna. Oznacza
to, ze )
e’ =1— ¢=01Iubm. (1.33)
Zatem mamy dwie klasy czastek: bozony, gdy ¢ = 0, i fermiony, gdy ¢ = .
Dla bozonéw funkcja falowa wieloczastkowa powinna by¢ symetryczna wzgledem
przestawienia pary argumentow, natomiast dla fermionéw (¢ = ) ta funkcja fa-
lowa jest antysymetryczna. Na tej podstawie wida¢ od razu, ze gdyby si¢ zdarzylo,
ze dla fermionéw para wspotrzednych bylaby identyczna (dwie czastki majg te sa-
me wspélrzedne), wowczas ¥ = —W, a zatem W = 0 i taki stan nie jest stanem
fizycznym. Dla bozonéw sytuacjar;o; = r;o; jest dozwolona i nie ma wtedy ogra-
niczenia na obsadzenie pojedynczego stanu scharakteryzowane przez wspétrzed-
ne (r;o;), jakie wystepuje dla fermionéw. Jest to m.in. okoliczno§¢ pozwalajaca
na kondensacj¢ bozonéw (ale nie w przestrzeni rzeczywistej w jednym punkcie,
bo na bliskich odlegtos$ciach wystepuja zwykle silne oddziatywania odpychajace —
tylko w przestrzeni pedéw, gdzie jest to mozliwe). Mozliwe sa takze kondensaty
bardzo zimnych atoméw w pulapkach optycznych w przestrzeni rzeczywistej, ale
o tym bedziemy méwic osobno.

Nastepny etap tej historii zostal podany przez Pauliego (1945). Ot6z sformuto-
watl on fundamentalne twierdzenie o zwiazku statystyki z wielkoScia spinu cza-
stek (spin—statystyka). JeSli przez wybor statystyki oznaczymy wybdr czynnika
e = %1 we wzorze (1.31), to okazuje sie, ze bozonami (wybér +1) sa czastki
o spinie catkowitym (S = 0, 1, 2, .. .), natomiast fermionami (wybér —1) sa czast-
ki o spinie potéwkowym (S = 1/2,3/2,5/2,...). To bardzo silne twierdzenie,
udowodnione przy pewnych do$¢ ogdlnych zatozeniach w ramach relatywistycz-
nej kwantowej teorii pola, pozostawiamy bez dowodu.



22 1. Przedmiot rozwazan i podstawowe wiasnosci kwantowe

Twierdzenie spin—statystyka Pauliego mozemy zatem potaczyé z wilasnoscia sy-
metrii funkcji falowej (1.33) dla czastek o spinie S w nastgpujacy sposob:

lI’(1'1()’1,...,I’iO’i,...,l‘j()'j,...,l‘]\/O’N)

= (—1)2S\I’ (1'10'1, ey l'jO’j, A 1o T I'NO'N) y (134)

Podsumowujac, zakaz Pauliego oznacza, ze nie mozemy mie¢ dwdch fermionéw
(na przyktad elektronéw) w tym samym stanie (tj. o tych samych wspétrzednych),
np. w stanie wodoropodobnym W, (r) czy Blocha Wy, (r), czy tez w gazie ide-
alnym V=2 exp(ik - r) x,, gdzie x, jest funkcja spinowa.

1.8. Uwaga: uogdlnienie koncepcji symetrii wzgledem
przestawien czastek

Mozemy zatem, w ogolnosci, przejs¢ od wlasnosci antysymetrii funkcji falowej
wzgledem przestawienia wspoétrzednych do zasady wykluczania stanéw z dwoma
identycznymi kompletami zestawow liczb kwantowych (kompletami komutujqacych
ze sobq obserwabli). Latwo takie uogdlnienie zrozumieé, jesli przyja¢ za Dira-
kiem, ze W(ry,...,ry) to po prostu reprezentacja polozeniowa ogdélnego stanu
|W) uktadu. Mozemy zatem stan pojedynczej czastki scharakteryzowaé najogol-
niej przez liczby kwantowe, na przyktad |ko) dla stanéw fal ptaskich. Wobec tego
stan N-czastkowy to stan |kjoq, Ky09, ..., kyoy). Taki stan powinien by¢ albo
symetryczny (bozony), albo antysymetryczny (fermiony) wzgledem przestawien
pary kompletu liczb kwantowych k;o; oraz K ;o ;. Posta¢ symetrii wzgledem trans-
pozycji (x;0;) <> (X;0;) jest czgsto uzywana w mechanice falowej, natomiast po-
staé nierozréznialno$ci ze wzgledu na zespoty liczb kwantowych dla pojedynczych
czastek uzywana jest w kwantowej teorii pola (reprezentacja liczb obsadzefi)!”.
W takim przypadku antysymetria prowadzi do maksymalnie pojedynczych obsa-
dzen stanéw jednoczastkowych (k;o;), natomiast symetria stanéw wzgledem ta-
kiego przestawienia prowadzi do braku ograniczenia na obsadzenia tego stanu jed-
noczastkowego, oczywiscie jezeli pomijamy oddziatywanie odpychajace migdzy
bozonami w tym samym stanie.

Nalezy podkresli¢, ze wzbudzenia czastek (lub ich par), a takze kwanty wzbudzen
kolektywnych drgai sieci (fonony) bedziemy uwazac za przyktadowe bozony, jesli
spinowa liczba kwantowa nie wystgpuje w ich opisie matematycznym.

1710 drugie sformutowanie symetrii wzglgdem przestawieri oznacza zatem, ze liczby kwantowe
jednoczastkowe maja sens nawet w przypadku ukladu oddziatujacych czastek. Taka sytuacja ma
rzeczywiscie sens w reprezentacji Il kwantowania (por. A. L. Fetter, J. D. Walecka, Kwantowa teoria
uktadow wielu czqstek, PWN, Warszawa 1982). Zaznaczmy takze, ze w takim opisie kwantowym
liczba spinowa nalezy do kompletu liczb kwantowych.
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1.9. Uzupetnienie: gestos¢ stanow dla d-wymiarowego gazu

Wspomnimy tutaj uogdlnienie rezultatu dla gestosci stanéw w przypadku n-wy-
miarowego idealnego gazu z periodycznymi warunkami brzegowymi. W tym celu
skorzystamy ze znanej wtasnosci catek wielowymiarowych'®:

n/2 L n/2
/ dx;...dx, = L "y = LL", (1.35)
% rG+1nJ rG+1n
gdzie I'(x) jest funkcja gamma Eulera, natomiast catka zostata zamieniona na cat-
kowanie po promieniu n-wymiarowej kuli. Relacja ta jest wazna dlan > 1. Zatem
objetos¢ d-wymiarowej kuli (d = 1, 2) wynosi
2
Vzr;+nﬁ
2
Zauwazmy, ze'° T'(1/2) = 2I'(3/2) = /7, I'(1) = I'(2) = 1. Mozemy zatem na-
pisaé, ze liczba standw N x; wynosi

(1.36)

i w ten spos6b
Vv nd/?
CmIrE+1

Podstawiajac zaleznos¢ (1.6), otrzymujemy catkowita gesto$¢ stanow dla gazu ide-
n2k?
2m

dN = 2S + 1)d k9 dk. (1.38)

alnego z ex =

AN Q@S+ 1) vV dni? 2m\? 4
ple) = — = — ] €
de 2 @uer@E+1 \ A

QS+ V 1 (2m)d/2 4
= — €
24 qdl2p(dy \ #?

QS+ 1)V (Zmn)d/2 .
r') h?

Wykresy dla przypadkéw d = 1, 2 i 3 przedstawiono na rysunku 1.3. Zauwazmy,
ze dla dwuwymiarowego gazu gestosC standw jest stala. Z wynikéw tych bedziemy
jeszcze korzystaé w dalszej czgsci ksiazki. Dodatkowo nalezy zauwazy¢ rozbiez-
nos¢ gestosci stanéw dla d = 1 w punkcie € = 0. Ta rozbieznos$¢ jest sztuczna,
gdyz dla skoniczonej objetosci de nie moze by¢ dowolnie mate (dyskretna natura
pozioméw). Problem ten nie wystepuje dla d > 1, gdyz obecny jest dodatkowy
czynnik € %*1, ktéry uzbieznia dN /dk w punkcie € = 0.

(1.39)

18por, np. NIST Digital Library of Mathematical Functions (2013); szczegdty w en.wikipedia.
org/wiki/Volume_of_an_n-ball.
19W ogélnosci I'(z 4 1) = zI'(2).
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d

Rysunek 1.3. Schematyczny ksztalt gestosci stanéw jednoelektronowych jako funkcji energii dla d-
-wymiarowego gazu fermionéw. Zauwazmy, ze dla wymiarowosci d > 3 wyktadnik ma wartosé
% — 11 jest dodatni. Zatem dla d = 3 gestos¢ stanéw jest funkcja rosnaca. Statos¢ gestosci sta-
néw w uktadach dwuwymiarowych bedziemy wykorzystywaé przy modelowym opisie kwantowego
efektu Halla czy efektu de Haasa—van Alphena

=1

€

Zauwazmy, iz korzystajac ze wzoru (1.37), mozemy wyrazi¢ wektor falowy Fer-
miego kéd) w d-wymiarowym gazie Fermiego czastek o spinie S jako

1/d
k(d) B zdnd/21"(% 4 1)E

(= "2 "7 1.40
F 28 + 1 1% (1.49)

Mozna zatem uogdlni¢ wszystkie rachunki z tego rozdziatu na przypadek d-wy-

miarowego gazu fermion6w?’.

Zadanie 1. Sprawdz, ze formuta (1.39) daje poprawna gestos$¢ stanéw dla d = 1,
2 oraz 3.

Zadanie 2. WyprowadZ wzdr na gestos$¢ stanéw dla uktadu z liniowa relacja dys-
persji ex = Avgk. Przedyskutuj przypadek grafenu (d = 2).

Zadanie 3. Oblicz Srednig energi¢ € na czastkg w d-wymiarowym gazie idealnym
fermionéw. Odp.: € = Zauwaz, ze w granicy d — 0O mamy € = €.
Dlaczego?

d
a2 €F

1.10. Uwaga o koherencji kwantowej nieoddziatujacych
czastek i fizycznej realizowalnosci symetrii wzgledem
przestawien pary czastek

Koncepcja idealnego gazu kwantowego stanowi elementarny i jednocze$nie pod-

stawowy sktadnik, a nawet punkt odniesienia opisu uktadéw oddziatujacych

20Doradzamy Czytelnikowi, aby si¢ zastanowil nad wyprowadzeniem wzoru (1.35), gdyz pozwala
to rozwazy¢ tzw. sieci hiperkubiczne (o wigkszej niz 3 liczbie wymiaréw).



1.10. Uwaga o koherencji kwantowej nieoddziatujacych czastek ... 25

mikroczastek jako cieczy fermionowej lub kondensatu bozonow. Powstaje jednak
podstawowe pytanie, czy mozemy stosowac symetri¢ wzgledem przestawiefi cza-
stek, skoro zaktadamy, ze czastki nie oddziatuja migdzy soba (nie kontaktuja si¢
ze soba)? OdpowiedZ na to pytanie jest pozytywna, gdyz zaktadamy, ze czastki
te, mimo braku oddziatywania, stanowia koherentny stan kwantowy, czyli ze taki
gaz powstat na przyklad z atoméw czy elektrondw bez ingerencji (przyrzadu
pomiarowego) z zewnatrz, tj. stanowia na wyjsciu czysty stan kwantowy, innymi
stowy, kiedy czastki mozna uwaza¢ za nierozréznialne. Jest to fundamentalne
zatozenie, ktére pojawia si¢ w mechanice kwantowej i jego analiza jest zwykle
zaktadana implicite. Wyraza ono istnienie specyficznych korelacji kwantowych
(na przyktad obecno$¢ symetrii wzgledem przestawiefi czastek) w uktadzie na-
wet przy zaniedbaniu fizycznych oddziatywani migdzy nimi; wystgpowanie takich
korelacji jest zwykle okreSlane jako stan splgtany. Inaczej méwiac, mamy do
czynienia z koherencjq kwantowq zwiazana z zalozeniem statosci relacji fazy
funkcji falowych pomigdzy poszczegdlnymi czastkami przy przedstawieniu stanu
jako iloczynu stanéw jednoczastkowych (wynika to z addytywnos$ci hamiltonia-
nu). Tak wprowadzona kwantowa zasada nierozrdznialnoSci oznacza, ze nawet
czastki nieoddziatujace nie sa od siebie catkowicie niezalezne.

Po drugie, nalezy zapytaé, czy symetria wzglgdem przestawien czastek jest fizycz-
nie realizowalna w kazdym uktadzie fizycznym. Mozna sobie bowiem wyobrazic,
ze przestawienie pary wspdtrzednych dwoch odlegtych czastek wymaga przeniesie-
nia ich przez osrodek ztozony z innych silnie odpychajacych si¢ czastek. Tak jest na
przyktad w uktadzie Scisle jednowymiarowym oddziatujacych elektronéw (na przy-
ktad w monoatomowym drucie kwantowym), gdzie silne odpychanie kulombow-
skie (na matych odlegtoSciach) wyklucza ich zamiang miejscami w spos6b ekspery-
mentalny (musiatyby przej$¢ klasycznie ,,po sobie”). Czy zatem zatozenie a priori
symetrii wzgledem przestawien czastek nie jest wykluczone wtedy przez odpycha-
jace oddziatywania pomigedzy nimi, ktdére klasycznie sa nieskoficzone, gdy znajda
si¢ w tym samym punkcie? Taka sytuacja moze wystapié i jednym z takich przy-
padkoéw jest sytuacja, w ktorej silnie skorelowane bozony w ukladzie jednowymia-
rowym?! formalnie reprezentujemy przez bezspinowe fermiony i na odwrot (naste-
puje wtedy tzw. transmutacja statystyki). Jeszcze inny charakter ma odstgpstwo od
dychotomicznego podzialu statystycznego czastek (to jest na bozony i fermiony)
w przypadku uktadéw dwuwymiarowych, na przyktad fermionéw, ktére sa repre-
zentowane przez anyony. Tematyka ta nie bedziemy sig¢ tutaj blizej zajmowaé, gdyz
wymaga ona znajomosci bardziej zaawansowanych metod kwantowej teorii pola.

21 Trzeba tu by¢ jednak ostroznym, gdyz $ciSlej mowiac, wystepuje to, gdy uwzgledniamy
model tylko jednego rodzaju (jednego pasma) stanéw. Jesli natomiast ko) — |kmo), gdzie mamy
dodatkowa liczbe kwantowa m = 0, £1, £2, ..., to mozliwe jest, ze czastki mozna zamienia
fizycznie miejscami w stanie m = 0 poprzez przejscia z uzyciem stanéw (m = =1, ...). Zachodzi
wtedy pytanie, w jakich warunkach (na przyktad w jak wysokich temperaturach) takie zmiany
z uzyciem wyzej potozonych stanéw moga zachodzié.
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Uwaga ogolna (jakosciowa)

W fizyce nawet fundamentalne zatozenia podlegaja sprawdzeniu dosSwiadczalne-
mu, jesli tylko istniejace techniki eksperymentalne na to pozwalaja. To, ze w praw-
dziwym gazie jednowymiarowym (fadcuchu liniowym atoméw) jest niemozliwe
zamienié fizycznie miejscami czastki w niskich temperaturach, oznacza, ze wta-
snosci takiego gazu (na przyklad przewodnictwo elektryczne) beda si¢ r6zni¢ od
tych dla gazu elektronéw w normalnym metalu. Faktycznie, do opisu jednowymia-
rowego gazu elektronowego lepiej nadaje si¢ wtedy koncepcja tzw. cieczy Tomo-
nagi—Luttingera.

Zainteresowanych ta tematyka odsylam do monografii: T. Giamarchi, Quantum
Physics in One Dimension (Claredon Press, Oxford 2004). Unikatowe wtasnosci
takiej jednowymiarowej cieczy kwantowej wynikaja, méwiac bardzo jakoSciowo,
z tego, ze ruch pojedynczego elektronu moze wystapi¢ tylko wtedy, gdy wszystkie
inne elektrony na jego drodze sg ,,popychane” jednocze$nie w tym samym kierunku.
Innymi stowy, gdy nastgpuje jednoczes$nie kolektywny ruch innych czastek razem
z tym wybranym przez nas. A to oznacza, ze opis stanéw jednoczastkowych tych
fermionéw przez fale ptaskie nie jest poprawng reprezentacja dynamiki kwantowej
uktadu. Réwnanie falowe takiej czastki jest uzaleznione od potozen innych czastek.
W najprostszym przypadku mamy do czynienia z réwnaniem nieliniowym, w kt6-
rym stan wybranej czastki jest sprz¢zony ze stanami pozostatych czastek w uktadzie.

1.11. Przypomnienie: skala atomowa

a) Atom wodoru

Skala atomowa (kwantowa) ma swdj charakterystyczny rozmiar atomu wodoru,
réwny w przyblizeniu 1 A = 0,1 nm. Przypomnijmy zatem, jak ten rozmiar si¢
pojawia, przywotujac zasad¢ nieoznaczonosci (nieokre§lonos$ci) Heisenberga, sta-
nowiaca obok koncepcji fal materii i zasady superpozycji dla nich, fundamentalna
zasad¢ mechaniki kwantowej. Zasada nieoznaczono$ci ma posta¢ Ap; Ax; > h,
gdzie i = 1, 2, 3 sa na przyktad sktadowymi kartezjariskimi poszczegdlnych nie-
oznaczonoSci sktadowych pedu (p;) i potozenia (x;) czastki. Dla prostoty zapiszmy
ja w postaci ApAx = h, gdzie Ap oraz Ax sa odpowiednio pgdem czastki oraz
charakterystycznym rozmiarem obiektu (wyrazajacym tg nieoznaczono$¢ potoze-
nia). Sprébujemy zatem zapisaé ten ostatni warunek jako réwnowazny warunkowi
kwantowania Bohra mvr = fi. Zapiszmy zatem klasyczng energig elektronu w po-
lu jego jadra jakosciowo
L& L 1.41

E_2m+U(r)_2mr2 r’ (141)
gdzie drugi wyraz stanowi energi¢ potencjalna elektronu okreslong przez odle-
gto$¢ r od przyciagajacego jadra. Optimum energii mamy, gdy 0 E/or = 0, skad
otrzymujemy r = rop = h%/me* = ap, gdzie ag jest promieniem Bohra (ag ~
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0,53 A). Natomiast energia elektronu w tym stanic E = E, = —me*/2h> =
—13,6 eV = —1 Ry. Widzimy zatem, ze rozmiar 2r takiego stanu podstawowego
elektronu w atomie wodoru wynosi ok. 1 Ai jest to jednostka w Swiecie atomowym
(w Swiecie jadrowym jest to 1 fm, 5 rzedéw wielkoSci mniej, gdyz oddziatywanie
przyciagajace jadrowe migdzy nukleonami jest duzo silniejsze niz kulombowskie).

b) Atom helu

Bardzo interesujace jest tzw. oszacowanie kwaziklasyczne (Bohra) rozmiaru ato-
mu helu w takim podejSciu. Wychodzimy wtedy z obrazu klasycznego, przedsta-
wionego na rysunku 1.4, mianowicie, wyobrazamy sobie stan dwéch elektronéw
jako krazacych po orbicie kotowej. Wskutek ich wzajemnego odpychania, elektro-
ny znajduja si¢ zawsze po przeciwleglych stronach (jest to trochg sztuczne zato-
zenie, ale intuicyjne). Energia catkowita takiego uktadu dwuelektronowego (przy
spoczywajacym jadrze) wynosi wtedy??
2 2 2
E=2P % ¢ (1.42)
2m r 2r

gdzie p = h/r. Pierwszy wyraz to energia kinetyczna dwdéch elektronéw o pe-
dzie p i —p, odpowiednio; drugi opisuje przyciaganie tych dwoch elektronéow
przez tadunek jadra (+2e), natomiast ostatni — energi¢ odpychania tych elektro-
néw w odlegtosci 2r od siebie. Minimalizacja tej energii wzglgdem r daje w wyni-
ku rop = %‘aB ~ 0,6ag, wigc promienh atomu helu jest mniejszy od promienia ato-
mu wodoru (poprawniejsza analiza Bethego i Salpetera (1957) daje rop A 0,8agp).
Zatem to atom He jest najmniejszym atomem we Wszech§wiecie. Wynika z te-
go, ze przyciaganie kazdego z elektronéw przez jadro o tadunku +2e jest oddzia-
tywaniem dominujacym nad wzajemnym odpychaniem elektronéw. Pozostawiam
Czytelnikowi obliczenie energii stanu podstawowego atomu helu dla tak wyzna-
czonego promienia orbity bohrowskie;j.

Rysunek 1.4. Kwaziklasyczny model atomu helu -~ 0,8 A——

22Zauwaimy, ze réwnie dobrze mozna by wystartowaé od energii ruchu obrotowego i zaprezen-
towac energie¢ kinetyczng przez te¢ w ruchu obrotowym: 212 /21, gdzie L = rp jest momentem pedu
elektronu, a I = mr% — jego momentem bezwiladnosci.



Gaz idealny fermionow: podstawowe
charakterystyki i ograniczenia

W tym rozdziale wprowadzamy pojecie rozktadu statystycznego dla fermionéw oraz energii
Fermiego, wychodzac z zakazu Pauliego dla fermionéw oraz zasady Boltzmanna optymaliza-
cji podziatu (partycji) czastek wedtug ich energii. Podajemy takze cechy gazu kwantowego,
w tym jego niestabilnos¢ wskutek oddziatywania odpychajacego miedzy czastkami, na przy-
ktadzie odpychania kulombowskiego miedzy elektronami. Poza tym, wprowadzamy proste
charakterystyki gazu elektronowego, takie jak liniowe ciepto wtasciwe, podatnos¢ Pauliego
i kwadratowa zaleznos¢ statycznej opornosci (jako funkcji temperatury T). Wprowadzamy
tez pojecie entropii i réwnania stanu gazu fermiondw.

2.1. Energia Fermiego i podstawowe wtasnosci fizyczne

Wprowadzona w poprzednim rozdziale ggsto$é standw jednoczastkowych zasto-
sujemy do opisu gazu idealnego fermionéw. Zaczniemy od wprowadzenia zakazu
(zasady wykluczania) Pauliego dla stanéw |k, o), opisanych przez zespét liczb
kwantowych k (lub pedu p = /iKk) oraz wewnetrzng (spinowa) liczbg kwantowa
S =0/2 = -S5,...,+S. Zasada wykluczania Pauliego ogranicza maksymalne
obsadzenie do (2S5 + 1)-krotnego dla danego stanu jednoczastkowego k. Wobec
tego istnieje maksymalna warto$¢ |K| = kg dla obsadzonych stanéw w stanie pod-
stawowym', ktéra zalezna jest od liczby czastek N w uktadzie. Wartos¢ fikg zwang
pedem Fermiego wyznaczymy przez utozsamienie liczby stanéw Njg i) Z liczba
czastek, tj. dla uktadu tréjwymiarowego (patrz (1.25))

1%
N =N = QS+ Dk 2.1
Prowadzi to do warto$ci kg w postaci

6n N\
ky = =) . 22
F (25+1V) (22)

Potozenie najwyzej obsadzonego stanu w przestrzeni pedéw zalezy zatem nieli-

1Oczywiécie taka konfiguracja powinna si¢ realizowaé przy stosunkowo stabym oddziatywaniu
pomiedzy czastkami. Okaze sig, ze te koncepcje mozna rozszerzy¢ na przypadek nawet stosunkowo
silnie oddziatujacej cieczy Fermiego (jest to tzw. twierdzenie Luttingera (1960)).
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niowo od gestosci czastek (N/V). Podobnie mozemy takze wyznaczy¢ energig
maksymalnie obsadzonego stanu (energi¢ Fermiego):

Rk n( 6n® N\
= e a 2.3)
2m  2m \2S +1V
W ten sposéb, gestosé standéw na poziomie Fermiego wyraza si¢ wzorem
@ = =Y o512
€F) = —| = — —
pier de |, 42 B2
13 2.4)
4 25 + 1)2m 6m> N
472 P \2S+1V)

Oszacujemy liczbowo wartosci rozpatrywanych wielko$ci. WeZmy objetos¢ ukta-
du V = 10 cm? (rzedu objetosci molowe;j dla prostych metali). Zalozmy, ze mamy
N = 10** czastek oraz ze ich spin S = 1/2. Wtedy kg ~ 108 cm™! = 1 A,
W ten sposéb eg = 5-10 eV, dla masy elektronu m = my ~ 10~%7 g, natomiast ge-
sto$¢ stanéw p (eg) ~ 1021-10%2 (jest to liczba stanéw przypadajacych na przedziat
1 eV energii dla mola czastek). Mamy wigc do czynienia z silnie zdegenerowanym
gazem, przynajmniej w poblizu poziomu Fermiego. Przypominamy, ze ,,zdege-
nerowany” oznacza tutaj, ze pojedynczej wartosci energii czastki €x odpowiada
wiele stanéw o danym k. Zauwazmy, ze istnienie powierzchni Fermiego jest kon-
sekwencja zakazu Pauliego i tego, ze mamy skoficzong liczbg czastek w uktadzie.
Co wigcej, dla kwazidyskretnych pozioméw energetycznych (skoriczone N oraz
V) pojecie tej powierzchni w przestrzeni ma sens przyblizony (dyskretna struk-
tura przestrzeni k). Dla uktadéw makroskopowych uwazamy ja za zdefiniowana
(mozemy na przyktad catkowaé po kierunkach na tej powierzchni). Jest to zatoze-
nie do$¢ dobrze spetnione dla uktadéw tego rozmiaru: z pewnoscia niestuszne dla
pierscieni nanoskopowych zawierajacych N ~ 10 czastek.

Azeby opisaé gesto$¢ standw przez mate liczby, wprowadza si¢ czgsto gestos¢ sta-
néw na czastke (lub na atom). Jest ona zdefiniowana jako

1 dN

po(€) = Nd_ (2.5)

W wigkszosci przypadkéw wilasnie taka gestoscia na atom bedziemy si¢ postugi-
waé. Mozna wprowadzié takze gesto$¢ stanéw na jeden atom i na jeden spin za

pomoca relacji
1 1 dN

PU(G)EMNI, (2.6)

gdzie wskaZnik o oznacza, ze bierzemy gesto$¢ stanéw przypadajacych na jeden
kierunek spinu’. Zatem kwantowy stan gazu elektronowego jest scharakteryzowa-

2Czasami zalezno$¢ od o bedzie jawna, na przyklad dla ferromagnetykéw metalicznych czy pét-
przewodnikéw magnetycznych, gdy rozwazamy stany w pasmie przewodnictwa. W przeciwnym
razie wskaznik o jest pomijany, gdy nie prowadzi to do nieporozumnienia.
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ny przez kulg Fermiego o promieniu (2meg/h*)"/?, przy czym kazdy stan k jest
obsadzony podwojnie. Sytuacje te przedstawiono schematycznie na rysunku 2.1.

Gestosci standéw p,, (€) pokazano natomiast na rysunku 2.2.

k,

X

Rysunek 2.1. Stany kwantowe obsadzone (kula Fermiego) w idealnym gazie kwantowym o spinie
S = % Strzalki pokazuja, iz w kazdym obsadzonym stanie |k) znajduja si¢ dwie czastki o przeciw-
nie skierowanych spinach (wartosci S* = £1/2). Powierzchnia Fermiego ma swoje Zrédto w zakazie
Pauliego wielokrotnego obsadzenia pojedynczego stanu czastki, a wyrazem tego jest antysymetria
wieloczastkowej funkcji falowej wzgledem przestawient wsp6irzednych pary czastek. Narzucanie tej
wiasnos$ci antysymetrii dla uktadu nieoddziatujacych czastek oznacza, ze uwazamy, iz mimo ich nie-
zaleznoSci tworza one koherentny stan kwantowy. Takze oznaczenie standéw spinowych jako 1 jest
wyobrazeniem klasycznym; w istocie sa to stany spinowo-singletowe tego podwdjnie obsadzonego
stanu o danym k

W koiicu, mozemy wprowadzié¢ temperaturg¢ Fermiego Tr = €p/kg 1 widzimy,
ze jest ona rzedu 10*~10° K dla przyktadu policzonego powyzej (1 eV energii jest
réwnowazny 1,162-10* K energii termicznej). Zatem szumy termiczne beda wzbu-
dza¢ w normalnych temperaturach tylko czastki z okolicy bardzo cieniutkiej war-
stwy energii wokét powierzchni Fermiego, gdyz zakaz Pauliego blokuje wzbudze-
nia o takich energiach €, ze (eg — €) > kgT. To jest wtasnie powodem tego, ze tyl-
ko drobny utamek (kg7 /ep) og6lnej liczby fermionéw? jest wzbudzony termicz-
nie dla temperatur T < T¢. Dla tzw. normalnych metali zwykle T ~ 10*-10° K,

3Utamek ten mozna obliczy¢, zauwazajac, ze dla T <« Tg wzbudzone termicznie sa tylko fer-
miony cienkiej warstwy, o grubosci k7T <« €f, tuz przy powierzchni Fermiego. Pozwala to nam
przyjaé, ze gestos¢ standw p(e) oraz prawdopodobieristwo obsadzenia stanéw f(€) jest w rozpa-
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co jest temperatura znacznie wyzsza niz temperatura topnienia (przyktadowo dla
zelaza Tc =~ 1800 K, dla wolframu 7¢c ~ 3700 K). Sytuacj¢ t¢ przedstawiono
schematycznie na rysunku 2.2b).

2) A b) A
T=0 energia czastki

€F
poziom / Fermiego
4

P l(() gestos¢ standw/spin pT(c) p l(c) gesto$¢ standw/spin pT(()

Rysunek 2.2. Stany obsadzone dla fermionéw, na wykresie gestosci standw; gestosci dla spinowej
liczby kwantowej o = =1 sa przedstawione osobno. a) Obie czgsci pg (€) sa identyczne dla stanu
paramagnetycznego (niespolaryzowanego spinowo) gazu, a kazda z nich obejmuje potowe wszyst-
kich czastek. b) Wzbudzenia termiczne fermionéw przy powierzchni Fermiego. W normalnym me-
talu eg ~ 5-10 eV i wobec tego praktycznie zawsze kT < €f. Liczba wzbudzonych elektronéw
w niskich temperaturach jest zatem rzedu kg 7' p (¢g). Podkre§lmy na koniec, ze e ~ n2 jest zatem
charakterystyka czysto kwantowa. Podobnie, o () ~ 1/ k% — o0, gdy i — 0iwzwiazkuz tym w
granicy klasycznej nie ma ograniczenia a priori na obsadzenie pojedynczego poziomu energetycz-
nego

2.1.1. Uwaga: maty wktad gazu elektronowego do ciepta wtasciwego

Fakt, iz tylko cz¢$¢ kgT /er < 1 wszystkich fermionéw w gazie jest wzbudzana
termicznie, oznacza, Ze energia termiczna jest rzedu N - /% -kgT <« NkgT.Zatem
zdecydowana wigkszoS¢ stopni swobody jest zamrozona przez zakaz Pauliego. Ta-
ka sytuacja wyjasnia praktycznie maly wkiad elektronéw swobodnych do ciepta

trywanej warstwie state i wynosi odpowiednio p(ep) i f(ep). Liczba wzbudzonych fermiondéw jest
réwna AN = f(ep)p(ep)kpT, gdzie ze wzoréw (2.3) i (2.4) mamy

2 1/3 2 —-2/3

() 14 (2S+1)2m 6m” N 3N2m 6m- N 3N 1

€ = — —_— — = — —_— — = — € N
PR =42 2 \2s+1Vv 2 \astiv 2V F

a z wlasnoSci statystyki Fermiego—Diraca dla fermionéw f(eg) = % (por. rozdzial nastgpny dla
objasnienia f (€)). Ostatecznie dostajemy AN /N = %kB T /er. Poniewaz w niektérych przypadkach
nie jest wazna znajomos¢ doktadnej liczby czastek, a jedynie zaleznosci od parametréw, bedziemy
niekiedy opuszcza¢ czynnik 7, mowiac, ze wzbudzana termicznie jest kg7 /€f czg$¢ ogdlne;j liczby
fermionéw.
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wlasciwego metali w niskich temperaturach, jak to juz opisano. Sprawa ta zostanie
przedyskutowana doktadniej w nastgpnym rozdziale.

2.2. Granica niezaleznos$ci czastek

Poréwnajmy teraz opisy gazu elektronowego w przestrzeni rzeczywistej i odwrot-
nej. W przestrzeni rzeczywistej funkcja falowa dla N-czastkowego, koherentne-
go stanu nieoddziatujacych (i nierozréznialnych!) fermionéw jest wyznacznikiem
Slatera®*:

] Wi, (rio1) -+ W, (rion)
Wy, ..k, (r101, ..., IyON) = Wi : . : i (2.7)
"Wk, (ryoy) - W, (ryvow)

Funkcja falowa jednej czastki zk = Kk, 0 = o, dla nieoddziatujacych czastek ma
postac fal ptaskich (poréwnaj z (1.15)):

W, (ru0n) = V2 exp(ik; - ) xg", (2.8)

o

gdzie
2
/\\pkl,,_,,kn(rlal,...,rNoN)| &Ery PPy Py =1, (2.9)

natomiast x " jest spinowa funkcja falowa n-tej czastki.

Prawdopodobienistwo znalezienia kazdej czastki jest zatem jednakowe w kazdej
jednostce objetosci. Mamy wigc do czynienia z makroskopowym stanem kwanto-
wym dla N > 1, bo obowiazuje zakaz Pauliego, chociaz czastki nie oddziatuja!
Catkowita energia kinetyczna takiego gazu wynosi’

€F dN €F
E =/ €—de =/ €p(e)de
0 de 0

@ 3 G 3 K> 672 N 2/3
= —NGF = —— —_— ,
5 52m \2S+1V

(2.10)

4Zauwaimy, ze tutaj kwantowa liczbe spinowa traktujemy znowu jako dodatkowa wspdtrzedna
czastki, mimo Ze przyjmuje ona tylko wartosci dyskretne (skwantowane). Taki ksztatt funkcji falowe;j
zostat zbadany doktadniej przez Wiadimira Focka (1932) i stanowi punkt wyjscia do opisu wielo-
czastkowego. Jest to tzw. przyblizenie Hartree’ego—Focka, w ktérym ksztatt funkcji jednoczastkowe;j
W, (rjoj) jest okreslony w spos6b samouzgodniony, biorac pod uwage takze oddzialywanie mig-
dzy czastkami (por. czes$¢ II). Wybdr funkcji wieloczastkowej w postaci wyznacznika (2.7) zostat
genialnie odgadniety przez J.C. Slatera (1926).

5 Oczywiscie, pomingliSmy tutaj energie wiazania elektronéw w polu dodatnich jonéw. Gra ona
role poziomu odniesienia, co jest do$§¢ grubym przyblizeniem dla elektronéw walencyjnych w ciatach
statych i innych uktadach skondensowanych wedrownych (zdelokalizowanych) fermionéw.
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gdzie w przejsciu (i) wykorzystaliSmy wzor (1.28) i (1.29), a w (ii) wzér (2.3). Za-
tem energia catkowita, ktéra w tym przypadku jest po prostu energia kinetyczna,
jest nieliniowa funkcja gestosci. Wynika to z faktu, iz gesto$¢ standéw jest nielinio-
wa funkcja N/ V.

2.3. Kryterium lokalizacji Motta—Wignera

Energia (2.10) moze by¢ uzyta do dyskusji bardzo waznych wtasnosci oddziatuja-
cego gazu fermionéw, ktére oméwimy obecnie. Mianowicie, zdefiniujmy energi¢
na czastke jako € = E/N = %ep. Zatem € ~ p?/3, gdzie p = N/V. Zapy-
tajmy teraz, ile wynosi §rednia energia oddziatywania kulombowskiego pomigdzy
czastkami. W tym celu okreslimy $rednia odlegto$¢ klasyczna pomigdzy czastkami
w uktadzie jako r; = (V/N)!/3, gdyz V /N oznacza objetos¢ przypadajaca na jed-
na czastke, a wyciagamy pierwiastek trzeciego stopnia, gdyz chodzi nam o dtugos$¢
krawedzi tak zdefiniowanej komérki elementarnej. Zatem Srednia energia oddzia-
tywania kulombowskiego przypadajaca na jeden elektron wynosi

e? e (N 1/3 e? 1
—e = =— (= =—p'/3, 2.11
e T Der | 2e (V) 2.7 1D

gdzie ¢ jest wzgledna przenikalnoscia elektryczng osrodka. Widzimy zatem, ze
energia potencjalna dominuje przy matych gestosciach, natomiast energia kine-
tyczna przy duzych, co widaé z zachowania si¢ utamka

3 h?
_ §€ ——(37[2)2/3,02/38
€ — 5°F — 52m (2 12)
€p—v €o—e %62101/3 ’ .

gdzie przyjeliSmy § = %, a posta¢ ep wzigliSmy ze wzoru (2.3). Zauwazmy,
ze wspélczynnik przy gestosci w tym wyrazeniu mozna zapisaé jako
3 n
5 me?
gdzie ag = h?/(me*)e jest promieniem Bohra elektronu w osrodku o wzgled-

nej przenikalnodci elektrycznej €. Zatem te dwie energie sa poréwnywalne, je-
sli

(37%) e ~ 5,75as, (2.13)

agpl? ~ 0,17 ~0,2. (2.14)

Wz6r ten nosi nazwe kryterium Motta® i jego interpretacja podana zostanie ni-
zej. Dla p > p. energia kinetyczna dominuje i dla p > p. okresla praktycznie

6Sciélej moéwiac jest to jedno z kryteriéw Motta lokalizacji elektronéw pod wplywem ich wza-
jemnego odpychania, ktérego forme przypisuje si¢ tez E. Wignerowi, ze wzgledu na to, ze poming-
liSmy tutaj sieciowy charakter ukfadu.
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Sir Nevill Francis Mott (1905-1996), wprowadzil pojecie lokalizacji
elektrondw w ciatach statych pod wptywem oddziatywania
odpychajacego pomiedzy nimi. Stad nazwa izolatory Motta oraz
przejscie Motta na oznaczenie przej$cia fazowego migdzy stanami
zlokalizowanymi i zdelokalizowanymi (np. przejscie izolator-metal)

cata energie uktadu. Wprowadzilismy wyzej p = r;>. Réwnowaznie mozna zatem
powiedziel, ze energia kinetyczna dominuje dla r;/ag < 1. W efekcie dla metali
(takich jak Cu czy Na), dla ktérych ry/ag ~ 0,1, mozemy w pierwszym przybli-
zeniu uzy¢ modelu elektrondw niezaleznych dla scharakteryzowania ich stanu me-
talicznego. Zatem elektrony oddziatuja, ale ich wzajemne odpychanie daje mniej-
szy wktad do catej energii uktadu niz energia kinetyczna. Natomiast dla uktadéw
z rs/ag > 1 energia potencjalna dominuje. Oddziatywania sa nieistotne dla bar-
dzo duzych gestosci, czyli dla granicy czastek znajdujacych si¢ klasycznie bardzo
blisko siebie’. Sytuacja zmienia si¢ jednak drastycznie dla uktadéw o wymiarze
d <3.

Uwaga: nietrywialnos¢ kryterium Motta

Istnieje zatem krytyczna odlegtos¢ migdzy czastkami r, taka ze elektrony zamarzaja
jak najdalej od siebie (lokalizuja si¢), gdyz minimalizuja w ten spos6b dominujaca
energi¢ oddziatywania pomigdzy soba (tworzac tzw. sieci Wignera czy Motta).

Moéwimy o krysztale Wignera, gdy na sieci lokalizuje si¢ oddziatujacy gaz elektro-
nowy, ktéry ma wtasny parametr sieci. Mamy natomiast do czynienia z lokalizacja
Motta, gdy uwzglednimy fakt, ze gaz elektronowy wypetnia sie¢ ich macierzy-
stych jonéw, a lokalizacja oznacza ich powrdt do atoméw i destabilizacje stanu
gazu, z parametrem sieci ustalonym przez sie¢ jonéw (zwykle nieco zwigkszonym
w procesie lokalizacji). Tak wigc trzeba jeszcze uwzgledni¢ wplyw przyciagajacy
jondéw, zeby te koncepcje urealni¢ dla sieci krystalicznych. Zauwazmy, ze w na-
szym rozwazaniu pojawit si¢ efektywny promieni Bohra, ktéry wystgpuje dla stanu
zwiazanego 1s wodoru, chociaz nie ma w naszym rozumowaniu przyciagajacych
elektrony jader atomowych. Mozna zatem skonstatowac, ze podaliSmy dos¢ proste
wyprowadzenie bardzo nietrywialnego faktu przejscia elektronéw walencyjnych

TJest to przyklad tzw. asymptotycznej swobody, gdyz im blizej i silniej czastki oddziatuja ze so-
ba (duze gestosci), tym mniej jest ono istotne, ze wzgledu na dominujaca rolg energii kinetycznej
(jednoczastkowej).
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(najbardziej zewnetrznych) od stanéw atomowych do stanu gazu elektronowego
lub na odwrét. Kryterium to zatem dostarcza punktu styku migdzy fizyka atomowa
(stany zlokalizowane) a fizyka ciata stalego (stany zdelokalizowane).

2.4. Wptyw ruchow termicznych na wtasnosci gazu
fermionow — elementarne oszacowania

2.4.1. Ciepto wiasciwe

Jak to zobaczyliSmy w poprzednim podrozdziale, wskutek zakazu Pauliego tyl-
ko czastki znajdujace si¢ bardzo blisko powierzchni Fermiego moga byé wzbu-
dzone termicznie, gdyz nie sa blokowane przez inne elektrony (zapelnione sta-
ny). Zal6zmy, ze energia wzbudzonego fermionu jest réwna® Ae = kpT < .
Wtedy liczba wzbudzonych elektronéw jest rowna AN = %(23 4+ Dp(ep)Ae =
%(ZS + 1)p(ep)kgT, gdzie czynnik (25 + 1) uwzglednia degeneracj¢ spinowa,
natomiast czynnik 1/2 — prawdopodobiefistwo obsadzenia stanu na poziomie Fer-
miego’. Energia termiczna wzbudzonych elektronéw wynosi zatem

AE = AeAN = %(25 + Dp(ep) (ks T)>. (2.15)

Wobec tego pierwszy nietrywialny wktad do ciepta wlasciwego (przy statej obje-
tosci) pochodzacy od wzbudzonych fermionéw wynosi

d
C, = d—TAE = (25 + Dp(ep)kaT. (2.16)

Doktadny wynik, ktéry podamy w nastegpnym podrozdziale, to

2
QS + 1)%p(6F)k§T =T 2.17)

Wielko$¢ y nosi nazwe wspotczynnika liniowego ciepta wlasciwego 1 jest jedng
z charakterystyk fundamentalnych gazu (jak i cieczy) fermionéw.

Dla bardziej dociekliwego Czytelnika podajemy, ze ta do$¢ subtelna réznica po-
miedzy wyrazeniami (2.16) i (2.17) dla y wynika z faktu, ze zaniedbaliSmy prze-
sunigcie poziomu Fermiego z temperatura. Uwzglednienie tego efektu bedzie moz-
liwe dopiero po przyjeciu poprawne;j statystyki kwantowej fermionéw. Nalezy jed-
nak zauwazyC, ze zmierzony makroskopowo wktad elektronowy do ciepta wta-
Sciwego jest bezposrednim pomiarem gestosci stanéw na poziomie Fermiego.
Prowadzi to do do$¢ istotnych wnioskéw, gdyz w ten sposéb mozemy posrednio
testowac przydatno$¢ koncepcji gazu elektronowego do uktadéw rzeczywistych.

8Plrzyj(;to tu, ze p(¢€) jest liczone na jeden kierunek spinu, ale globalne, ~N.
9Patrz przypis na str. 30-31 (doktadniejsza dyskusja tego faktu jest podana w nastgpnym roz-
dziale).
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Mianowicie, biorac pod uwage wzoér (2.4), a nastgpnie (2.2), widzimy, ze dla gazu
elektronowego

2 Vkg
C 3R
Warto$é modelowa y (dla tych samych danych co wyzej) jest rzedu 1-10 mJ /(mol-K?).
Tymczasem wystepuja materiaty, w ktérych warto$¢ y jest nawet 10° razy wiek-
sza. S to materiaty takie jak CeAls, CeCu,Si, czy UBe,3, zawierajace elektrony
4f lub 5f jako elektrony walencyjne. Jedynym czynnikiem, ktéry moze prowadzié
do tak duzych wartosci, jest to, ze masa m jest tak naprawde masa efektywna w tym
Srodowisku (oznaczmy ja przez m*) i jest ona wielokrotnie wigksza od masy swo-
bodnych czastek my. Jest tak, gdyz wektor falowy Fermiego jest okreSlony gléwnie
przez czynniki geometryczne (topologie sieci krystalicznej), do czego jeszcze wro-
cimy. Mozemy wigc napisaé, ze w rzeczywistym uktadzie

y mks,. (2.18)

V= Vom—, (2.19)
mo

gdzie yy jest wartodciag dla idealnego gazu elektronowego o tej samej strukturze
i gestosci. Oczywiscie, zawsze zachodzi pytanie, czy mozemy stosowaé wWzory
wyprowadzone dla gazu elektronowego do rzeczywistych sieci. Wrécimy jeszcze
do tego. Warto$§¢ y w tych niestandardowych sytuacjach wyznaczamy z granicy
y = limy_ o C,(T)/T, gdzie y jest charakterystyka molowa, gdy C, jest liczone
na mol czastek.

2.4.2. Rozpraszanie elektrondw wskutek ich wzajemnego oddziatywania

Wyobrazenie stanu podstawowego gestego gazu elektronowego jako wypetnione;j
kuli Fermiego jest uzasadnione dla temperatury 7 = 0. Dla T > 0 rozrzedzony
gaz wzbudzonych elektronéw bedzie podatny na ich wzajemne rozproszenia. Takie
wyobrazenie gazu elektronowego pochodzi od L. Landaua (1956) i jego wspotpra-
cownikéw (I. Y. Pomeranczuk, A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, 1. E. Dziatoszynski).
Jak oszacowac prosto te procesy wzajemnych zderzen? Mozna to uczynié, zauwa-
zajac znowu, ze utamek wzbudzonych termicznie elektronéw jest réwny'? kg T /€.
Wobec tego, prawdopodobieristwo zderzenia termicznego pomigdzy elektronami
na jednostkg czasu (czyli odwrotno$¢ czasu zycia czastki w danym stanie o energii

€ = €p) Wynosi )
27 -, (kgT
= 7\/2 <€B—F> o (€r), (2.20)

gdzie V >~ [(Wiy|Vi2|Wp)]? jest kwadratem elementu macierzowego pojedynczego
rozproszenia ze stanu Wy, do stanu Wy, spowodowanego oddziatywaniem kolum-
2
e

bowskim elektron—elektron, Vi, = m’ a p(ep) jest gestoScia standw w stanie

10patrz przypis na str. 30.
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koficowym (jest to tzw. ztota reguta Fermiego)''. Zatem odwrotnos$¢ czasu zycia
zalezy gtéwnie od _ s
1 S
— ~ p(ep)kgT* | — (2.21)
T €R
dla gazu o okreslonej gestosci. Biorac pod uwagge (zobacz rozdziat 7), ze opornosé
wlaSciwa wyraza si¢ kwaziklasycznym wzorem Drudego

*

(T) = o (222)
p - %ezrv .
otrzymujemy
2
p(T) ~ %m*p(eF)kéTz = AT?, (2.23)

gdzie wspdtczynnik A parabolicznej zaleznoSci oporu od temperatury zwykle spet-
nia zwiazek A ~ y2, jesli gestosé stanéw p (eg) jest okreslona przez mase efektyw-
ng m* no$nikéw. Zatem oddziatywanie pomigdzy elektronami, przy prawie statym
stosunku V /eg, powinno prowadzi¢ do kwadratowej zaleznosci opornosci elek-
trycznej od temperatury, a wspétczynnik temperaturowy oporu skaluje si¢ z kwa-

102 T T T
UBe]3.

CeAl;

CeCugq

10! CeCu,Siy

100

A[pQ-em-K2]

CePdy

102

CeSny

- L1 gl Lo ll Ll
10! 10 103 10*
~[mJ-mol1-K2]

1073

Rysunek 2.3. Uniwersalne skalowanie Kadowakiego—Woodsa wspéiczynnika A oporu elektrycznego
spowodowanego oddziatywaniem odpychajacym pomigdzy elektronami, z wartoscia wspdtczynnika
liniowego y elektronowego wktadu ciepta wiasciwego (dla wyszczegdlnionych materiatéw cigzko-
fermionowych), wg A. Auerbach, K. Levin, J. Appl. Phys. 61, 3162 (1987).

Ppatrz na przyktad E. Fermi, Notes on Quantum Mechanics, University of Chicago Press, 1995.
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dratem y . Takie wtasnie skalowanie zaobserwowano dla uktadéw tzw. cigzkich fer-
mionow, takich jak CeAl; (jest to tzw. prawo skalowania Kadowakiego—Woodsa,
por. Solid State Commun., 58, 507 (1986)). Na rysunku 2.3 przedstawiono to ska-
lowanie dla grupy zwiazkéw miedzymetalicznych ceru (Ce) i uranu (U), ktérych
elektrony, odpowiednio typu 4f i 5f, sq odpowiedzialne za duza gesto$¢ standw
na poziomie Fermiego (maja duze masy efektywne, jesli wspéitworza nosnik
przewodnictwa). Nalezy podkresli¢, iz zaréwno zalezno$¢ opornosci wilasciwe;j
p ~ T?, jak i skalowanie A ~ y? sa tak dobrze wykrywalne w zwiazkach
opisanych na rysunku 2.3, gdyz mamy tu do czynienia z ekstremalnie duzymi
warto$ciami m* oraz y (ep), tj. poniewaz A ~ (m*), y ~ m*.

2.5. Spinowa podatno$¢ magnetyczna: paramagnetyzm
Pauliego

Przy nieobecnym polu magnetycznym elektrony (lub inne fermiony o spinie S =
1/2) maja spiny sparowane wewnatrz kuli Fermiego tak, ze wypadkowy spinowy
moment magnetyczny kazdego obsadzonego stanu k jest réwny zeru (sa stana-
mi singletowymi). Okreslimy teraz podatno$¢ takiego gazu w bardzo matym ze-
wnetrznym polu H,, przy zatozeniu, ze dla kazdego spinu pole H, jest skierowane
wzdtuz osi z. W tym celu uwzglednimy tylko wyraz Zeemana'?

—gusH,S*, (2.24)

ktéry nalezy doda¢ do energii czastki ep, gdzie g jest wspdtczynnikiem Landégo,
up — magnetonem Bohra, a §¢ — spinowa liczba kwantowg (dla swobodnych elek-
tronéw g =2, S =0 /2 = :I:%). Sytuacje te przedstawiono schematycznie na ry-
sunku 2.4a.

W spos6b rownowazny mozemy powiedziec, ze po przytozeniu pola magnetyczne-
go pewna liczba czastek o kierunku spinu przeciwnym do kierunku pola przejdzie
do stanéw nizszych energetycznie'? ze sktadowa spinu ¢ =*. Ta liczba przesu-
nigtych czastek wynosi AN, = p,(€p) A€, = p,(€p)gusH,, gdzie p,(er) jest
gestoscia standw przypadajaca na jeden kierunek spinu. Catkowity moment ma-
gnetyczny zaindukowany polem wynosi zatem

1 1
M = SgusAN = E(gmzpa (er) Hy, (2.25)

120znacza to, ze pomijamy tzw. diamagnetyzm orbitalny Landaua, ktéry zostanie oméwiony p6z-
niej.

13§ciélej mowiac, stan nizszy energetycznie to stan z momentem magnetycznym p = —gupS
zorientowanym w kierunku pola. Przyjmujemy konwencj¢, ze o =1 odpowiada stanowi u 11 Hy,
Wobec tego, méwiac o spinie zgodnie ulozonym wzdtuz kierunku przytozonego pola H,, mamy
tak naprawde na mysli kierunek utozenia jego momentu magnetycznego. Réwnowaznie mozemy
tez uwazaé, ze w wyrazeniu (2.24) przyjeliSmy g < 0 i wtedy S* ma sens momentu pgdu (wzigtego
w jednostkach #).
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a) A
- § AN, +|AN|
o= o=1
PL(() gugH, t PT(C) PL(C) PT(C)

Rysunek 2.4. a) Rozszczepienie spinowe stanéw elektronowych w gazie po przytozeniu pola magne-
tycznego o natezeniu H,. Jest ono takie samo niezaleznie od stanu k, gdyz pomingliSmy wptyw pola
na ped elektronu, co odpowiada uwzglednieniu w wyrazeniu na energi¢ czastek wylacznie wyrazu
Zeemana (2.24). b) Schematyczne wyobrazenie rozszczepienia spinowego stanéw elektronowych
jako ,,przelewania si¢” elektronéw pomigdzy poduktadami z okre§lonym kierunkiem o spinu. Dla
metalu takiego jak Al czy Na, dla T = 0 oraz gupHy < €y mamy, ANy ~ uHup(ep)o. Skale
energii na obu rysunkach sa rézne (rysunki schematyczne)

gdyz spinowa polaryzacj¢ dla calego gazu mozna zdefiniowac jako §* = AN /2 =
(N4y — N})/2. Podatno$¢ magnetyczna takiego gazu wynosi zatem

M

1
x=q = E(gMB)ZpJ (€F). (2.26)

Wz6r ten nosi nazwe wzoru Pauliego i opisuje tzw. spinowy paramagnetyzm Pau-
liego gazu elektronowego. Zauwazmy, ze moment magnetyczny na jednostkowy
przyrost pola jest proporcjonalny do gestosci standw na poziomie Fermiego (tym
razem dla jednego kierunku spinu). Wynika to z faktu, iz tylko przy powierzchni
Fermiego elektrony moga si¢ spolaryzowac spinowo, gdyz wystgpuje blokowanie
spinéw we wnetrzu kuli Fermiego o energii € spetniajacej warunek: eg — € >
gupH,. Przedstawione rozumowanie zostalo schematycznie zilustrowane na ry-
sunku 2.4b.

Pomiar podatnosci magnetycznej gazu elektronowego prowadzi do okreSlenia ge-
stodci stanéw na poziomie Fermiego. Zatem w gazie elektronowym stosunek y /x
jest liczba uniwersalna'*

172k o (er) 4 kg

R ; = — 5
i(gup)?p(ep) 3 (gun)

Y (2.27)
X

gdzie uwzgledniliSmy fakt, ze dla natgzenia pola H, — 0, mamy p, (€g) = % p(€g).

14Do obliczenia y wykorzystano wzoér (2.18), w ktérym podstawiono (2.2), a nastepnie skorzysta-
no z (2.4). Uniwersalnos$¢ tego wyrazenia polega na tym, ze zawiera ono jedynie podstawowe state
fizyczne. Warto$¢ R nosi nazwe stosunku Wilsona (ang. Wilson ratio).
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Uwzgledniajac dodatkowo zalezno$¢ ug = eh/(2mgyc), mozemy wyrazi¢ R przez
state fundamentalne. Dla g = 2 warto$¢ R jest rowna

R = 0,81 - 10” jednostek cgs. (2.28)

Odwrotno$¢ R nosi nazwe statej Wilsona i ma warto$é 1,2 - 1072 jednostek cgs.
Na rysunku 2.5 pokazano wspétzaleznoS¢ y oraz podatnosci Pauliego x (T = 0)
dla zwiazkéw uranu majacych bardzo duza gestos$¢ stanéw przy powierzchni Fer-
miego. Wielkosci y 1 x (w ukladzie cgs) sa przeliczone na jeden mol uranu. Jest
zadziwiajace, ze tak proste prawo jest spetnione dla tak skomplikowanych ukta-
déw, jakimi sa te zwiqzki cigZkofermionowe (nachylenie prostej wyznacza z grub-
sza warto$¢ stalej Wilsona).

T [TTTT

T T T ITTTT] T TT[HYW T T r1rrrg

® nadprzewodnik

o m magnetyk
‘ tyk UBe
£ 1000 |- paramagnety! B3
- E UCd”.. 3
2 - BUZN;;
[} B i
E
RN i
g
< 100 = =
; ® U,PtC, -
N Ulr, ]
10 L Ll Ll

1074 1073 102 107!
X(0)[ emu-mol U]

Rysunek 2.5. Zaleznos¢ wspétczynnika liniowego y od warto$ci podatnosci Pauliego x dla zwiazkéw
cigzkofermionowych. Linia ciagta przedstawia taka relacj¢ dla idealnego gazu elektronowego. Za-
uwaz, ze podwojnie logarytmiczna skala nieco pomniejsza réznice migdzy danymi do§wiadczalnymi
a prosta wynikajaca z liniowej proporcjonalnosci dla idealnego gazu fermionéw (wg A. Auerbach,
K. Levin, J. Appl. Phys. 61, 3162 (1987))

Zauwazmy takze, iz dla T > 0 wzbudzona czgs¢ elektronéw jest czgSciowo spola-
ryzowana, gdyz nadwyzka spolaryzowanych czastek z momentem ¢ = 1 wynosi

1 kT
ANy = 2py (GF)IS_ (ksT + upH,) (2.29)
F

natomiast ubytek liczby elektronéw z polaryzacja przeciwna wynosi
1 ksT
AN, = EM(GF)G— (kgT — ugH,), (2.30)
F

gdzie teraz mamy ddodatkowo Ae, = ogupH,S, przy czym o = =£1 (dla
S = 1/2). Zatem wyrazy liniowe w polu H, daja wktad do magnetyzacji propor-
cjonalny do 7'%; a wiec i wktad do podatnosci Pauliego, pochodzacy od wzbudzen
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termicznych jest tez proporcjonalny do 7'2. Mozna zatem zapisaé polaryzacje spino-
wa gazu elektronowego w niskich polach i temperaturach jako M = yp H,+aH,T?
(dla poprawnego rozpatrzenia problemu nalezy tez uwzgledni¢ przesunigcie energii
Fermiego z T i H,, jak to bedzie doktadnie przeanalizowane pdZniej).

2.6. Uzupetnienie 1: liniowy wspotczynnik ciepta
wiasciwego dla dowolnej zaleznosci €, od masy
efektywnej m*

Wybiegajac troch¢ naprzdéd, zaczgliSmy operowad gestoscia standéw p(€) w przy-
padku ogdlnej relacji dyspers;ji €k, niekoniecznie ograniczajac si¢ w ten sposob
do idealnego gazu (byloby zreszta raczej trudno sobie wyobrazié, ze w metalu ta-
kim jak CeAl; elektrony przewodnictwa utworzone z wewngtrznych powtok 4f
beda tworzyly prosty gaz!). Dlatego tez musimy przeanalizowaé na nowo wzory
na p(ep), nie zakladajac jawnej postaci €, = h%k*/2m.

Poniewaz wzbudzenia termiczne czy rozszczepienie spinowe sa rzgdu Ae <K €p,
rozwijamy energie¢ Ae wokét er do wyrazu pierwszego rzedu:

a
AEEE](—GF%& - (k —kp) = hvg - (k — kp), (2.31)
ok |,
gdzie vg jest predkoscia elektronu w punkcie kr powierzchni Fermiego. vg uwaza-
my za predkos$¢ grupowa. Liczba stanéw w przedziale [kg — Ak, kg] wynosi

Nar=Q2S+1)

14
ASpAk cos 0, (2.32)
2m)3
gdzie ASrAk jest elementem objetosSci kuli Fermiego z elementem powierzchni
A Sk (vg jest pod katem 6 do ASg w danym punkcie tej powierzchni). Biorac pod

uwage, ze z (2.31) wynika
A€

Ak = ———, (2.33)
fivg cos @
mozemy napisac
Naw = 28+ 1)—— Asp 26 (2.34)
M PEIEE '
Dodatkowo, predkosé Fermiego mozemy przedstawié jako
hk
op = 28 = T (2.35)
m* m*

gdzie m* jest masa efektywna wprowadzona po to, zeby m*vr bylo pedem czastki.
Wobec tego, gestos¢ stanéw mozemy wyrazié jako

NAk m*

p(ep) = Ae = (2§ 1)(2 >3A th—kF- (2.36)
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Powierzchnia Fermiego oraz wektor falowy Fermiego sa czynnikami topologicz-
nymi, ktére zaleza jedynie od wartosci m* i Sredniej wartoSci pedu Fermiego fikp.
Innymi stowy, dla idealnego gazu umieszczonego w tej sieci mielibySmy

m

€)= p°(ep) = 25+ 1 ASp——. 2.37

p(€) = p°(er) = ( )(27[)3 Pk (2.37)
Mozemy zatem napisaé, ze w ogdélnym przypadku
o m*

p(ep) = p (EF)m—- (2.38)

o

Widaé, ze gestosé stanéw na poziomie Fermiego jest wyrazona przez stosunek
masy efektywnej m* do masy elektronu w gazie idealnym o tej samej geometrii
(topologii) powierzchni Fermiego. Ten fakt jest uzasadnieniem dla przypisywania
zwiazkom cigzkofermionowym o bardzo duzej warto$ci y odpowiednio duzych
mas no$nikéw w tym przypadku. Poniewaz dla tych zwiazkéw m*/mg ~ 10?103,
méwimy o cigzkich kwaziczastkach (masa elektronéw w tym srodowisku moze
nawet osigga¢ masy rzedu masy spoczynkowej protonu). Wrécimy do tego zagad-
nienia w czgsci 11, gdyz renormalizacja masy jest duza (nawet ponad dwa rzedy
wielkosci!). W takich gazach cigzkich czastek energia Fermiego obniza si¢ o 2-3
rzedy wielkoSci jesli ep = hzkl% /(2m*) i wobec tego T/ T1~9 = moy/m*. A to z kolei
oznacza, ze mozemy w tych uktadach mieé¢ kg T 2 €g i wobec tego szum termiczny
moze zniszczy¢ powierzchni¢ Fermiego, a uktad zachowywac si¢ bedzie w wyso-
kich temperaturach jak klasyczny gaz lub tez uktad zlokalizowanych elektronéw,
w tym drugim przypadku — dla uktadéw sieciowych czastek z duzymi masami
efektywnymi.

2.7. Uzupetnienie 2: wtasnosci magnetyczne uktadu
niezaleznych spinow zlokalizowanych

Dla poréwnania z paramagnetyzmem Pauliego dla gazu elektronowego, przeana-
lizujemy tutaj pokrétce zachowanie w polu magnetycznym uktadu nieoddziatuja-
cych spinéw S = 1/2 zlokalizowanych na weztach sieci numerowanej wskazni-
kiem i = R;. Kazdy z takich spinéw ma moment magnetyczny m; = gugS; =
gusT; /2, gdzie t; jest trojkaq macierzy Pauliego. Energia w polu magnetycznym
H, wynosi dla spinu S

1 1
€ =-m;-H, = Egl’LBHaTiZ = _Eg/’LBHaG = €5, (2.39)

gdzie o = %1 oraz kierunek przylozenia pola wybrano jako o§ z. Catkowity mo-
ment magnetyczny takiego uktadu jest zdefiniowany jako

1
M = EglLB(NT — Ny), (2.40)
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gdzie liczba czastek o liczbie kwantowej spinowej §° = o/2 jest okreslona z roz-
ktadu Boltzmanna:

efﬁg//«B Hqo/2

N, =NP(oc)=N (2.41)

e—BeusHa/2 | eBgusHa/2’

N jest calkowitg liczba spindéw na tej sieci, natomiast P (o) prawdopodobien-
stwem, ze dowolnie wybrany elektron jest w stanie spinowym o . ZalozyliSmy przy
tym, ze P(o) = Aexp(—pB¢,) wedlug prawa Boltzmanna, a stata A znajdujemy
z sumowania si¢ prawdopodobienstw do jednosci. Zatem catkowity moment ma-
gnetyczny uktadu tych spinéw Pauliego (zlokalizowanych na atomach) wynosi

gMUB Ha
2kgT )

1
M = —gugN tgh < (2.42)

2
W stabym polu gug H, < kgT mozemy przyblizy¢ funkcje tgh x ~ x i wtedy

1 1
xX=M/H, = Z(guB)ZNﬁ ~T7". (2.43)
B

Zatem podatno$¢ magnetyczna dla zlokalizowanych elektronéw, w odréznieniu od
elektronéw tworzacych gaz, jest silnie zalezna od temperatury (jest to tzw. prawo
Curie). Co wigcej, jest ona rozbiezna przy T — 0. Ta rozbieznos$¢ oznacza, na pod-
stawie (2.42), ze M = (1/2)gupN, tzn. nastgpuje ulozenie réwnolegle wszystkich
spinéw nawet dla bardzo matej wartosci pola. Oznacza to, ze dla T = 0 naste-
puje przejscie do stanu ferromagnetycznego nawet w nieskoniczenie stabym polu.
Taka zmiana stanu oznacza przejscie fazowe, gdyz w tym przypadku y — oo.
Przypadek, gdy mamy takze oddziatywanie wzajemne migdzy spinami, zostanie
omoéwiony w czgsci I11.

2.8. Uwaga: granica spindéw klasycznych

Zauwazmy, ze zastosowaliSmy rozktad klasyczny do czastek kwantowych (spin ja-
ko wewnetrzny moment pedu czastki punktowej nie ma sensu klasycznego). Oka-
zuje sig, ze granica wielkosci spinu S — 0o moze by¢ uwazana za granicg klasycz-
ng (duze warto$ci spinéw wystepuja w przypadku tzw. czqstek paramagnetycznych
czy tzw. magnesow molekularnych). Oznacza to, ze dyskretne wartosci sktadowe;j
z-owej spinu §* = ..., —-3,-2,—1,0,1, 2,3, ..., zastgpujemy przez ciagty roz-
ktad katowy S* = Scosf, 0 < 6 < w. Mozemy wtedy latwo obliczy¢ wartos¢
oczekiwang momentu magnetycznego juz w sposéb catkowicie klasyczny,

[ sinf cos 6 exp (% cos 9) deé

1
M = gugS-N

2 Jo sin6 exp ((’“;]‘j—]fTH" cos 9) do

) (2.44)
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gdzie Sredniujemy po wszystkich kierunkach w przestrzeni spinowej, tj. elemen-
tem kata brytowego jest dw = 27 sin 0 df. W wyniku otrzymujemy

1
M = Eg,uBSNL(x), (2.45)
gdzie L(x) jest funkcja Langevina
1
L(x) = ctgh(x) — —, (2.46)
X
natomiast SH
x = 8BS (2.47)
kgT
Jak wigc widzimy, krzywa namagnesowania M (H,) w przypadku klasycznym r6z-
ni si¢ od tej dla czastek kwantowych ze spinem S = % wielkoScig czynnika pro-

porcjonalnodci (wartoScia statej Curie), na przyktad w stabych polach (x < 1)
podatno$é magnetyczna jest zalezna od temperatury i ~ T~!. Taka réznica w za-
leznosci temperaturowej pozwala nam wyrézni¢ punkt lokalizacji (delokalizacji)
czastek ze spinem w uktadzie wieloczastkowym, gdyz w zakresie zdelokalizowa-
nym yxp — const < ocodlaT — 0.

Uwaga: niestabilnos¢ magnetyczna gazu fermionow lub spinow

Nalezy nadmienié, ze wprowadzone w tym rozdziale wielkoSci y oraz x dotycza
stanu paramagnetycznego, to jest stanu bez spontanicznego momentu magnetycz-
nego dla H, = 0. Zazwyczaj w uktadach wieloczastkowych w stanie podstawo-
wym mamy do czynienia z sytuacja, ze (S;) # 0 dla H, = 0. Sa to stany ze
spontanicznie ztamana symetria wzgledem wyboru orientacji spinéw. Objasnimy
to pokroétce. Z wyktadéw mechaniki kwantowej wiemy, ze wybodr osi kwantowania
spinu (wybdr S* przez macierze Pauliego t°/2 = o0/2, 0 = =£1) jest dowolny.
Dla studenta ta dowolno$¢ wyboru ,,0si z” jest zwykle niezrozumiata. Wyraza ona,
mowiac formalnie, symetri¢ SU(2) (dla spinéw S = 1/2), gdyz mozemy transfor-
mowac¢ dowolnie stany spinowe (reprezentowane przez spinory) z jednej bazy do
drugiej i nic fizycznie si¢ nie zmieni. Klasycznie méwimy, ze mozemy wektory
spinu (rozumiane kwaziklasycznie) obraca¢ dowolnie, a opis stanu uktadu i jego
wiasnoSci si¢ nie zmienig. Ot6z w uktadach wieloczastkowych (z N — o00) tak
nie jest. Wskutek wzajemnego oddziatywania migdzy czastkami nastgpuje wybor
jednego kierunku kwantowania spinu (w tym sensie jest to zkamanie rotacyjnej nie-
zmienniczo$ci). W przypadku niektérych spontanicznie utworzonych stanéw ma-
gnetycznych tych ,,spontanicznych” osi kwantowania moze by¢ wigcej niz jedna,
w zaleznosci od polozenia (na przyktad dla struktur spinowych spiralnych w ukta-
dzie) jednak 1 w tym przypadku symetria ciagta SU(2) jest zlamana spontanicznie
przez uktad przez wybor magnetycznego stanu podstawowego. Nalezy tez nad-
mienié, ze w uktadach nieoddziatujacych czastek wybieramy zwykle wspdlng o$
kwantowania spinu (globalna).
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