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Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska mgr. Adama Wyrzykowskiego liczy 87
stron plus streszczenia w jezyku polskim 1 angielskim. Napisana jest w ,tradycyjnej”
formie w jezyku angielskim i sktada sie z wprowadzenia, 4 rozdziatéw wlasciwych, pod-
sumowania oraz 4 dodatkéw 1 bibliografii zawierajacej 36 pozycji.

Na wstepie, warto zauwazy¢, ze tematyka pracy umieszcza ja nieco poza gltéwnym
nurtem wspoétczesnych badar fizyki teoretycznej. Nie powinno to brzmieé¢ jak zarzut
— wrecz przeciwnie, uwazam, ze warto podejmowaé niestandardowe problemy, ktorych
rozwigzania moga doprowadzi¢ do bardzo ciekawych przysztych badan réwniez w bardziej
popularnych dziedzinach. Rozprawe mgr. Wyrzykowskiego zaliczam wtagnie do tej kate-
gorii. Na tym etapie, nie jest dla mnie do konca jasne na ile uzyskane rezultaty rzeczy-
wiscie moga by¢ szerzej wykorzystane. Nie ma to jednak znaczenia dla oceny pracy, ktora
dotyczy nietrywialnego problemu, ktory zostaje przez Doktoranta szczegbdtowo przeanali-
zowany 1 rozwiazany, a dodatkowo rozwiazanie to jest przekonujaco potwierdzone wynikami
numerycznymi.

Poruszona tematyka nalezy do najbardziej klasycznych w fizyce teoretycznej i jej ko-
rzenie siegaja niemal stu lat wstecz, do pracy Jordana i Wignera (JW) z 1928 roku.
W artykule tym wprowadzono $cista transformacje miedzy operatorami fermionowymi i
spinowymi, ktora okazata sie niezwykle uzyteczna zaréwno analitycznie, jak i numerycznie.
Przyktadowo, jest ona podstawa niemal wszystkich numerycznych badari jednowymia-
rowych uktadéw fermionowych i fermionowo-bozonowych, takich jak w podejsciu sieci

tensorowych. Mozliwo$é zapisania Hamiltonianu w zmiennych spinowych jest niezwykle



wygodna 1 nie istniejg ograniczenia na typ analizowanego uktadu, np. bez problemu daje
sie analizowa¢ uktady z polami cechowania, w ktérych prawo Gaussa zapisane w zmien-
nych fermionowych przektada sie na dalekozasiegowe oddzialtywania spin-spin. Warto
jednak wspomnieé, ze sieci tensorowe wystepuja rowniez w wariancie Grassmannowskim
— transformacja JW nie jest wiec absolutnie niezbedna. Jej walor praktyczny jest jednak
niezaprzeczalny 1 z pewnoscia przyspieszyt ogélny postep badan nad tego typu uktadami.

Naturalnym pytaniem jest czy zalety transformacji JW mozna tatwo przetozyé¢ na
wyzsza liczbe wymiaréow. OdpowiedZ na to pytanie jest jednoznacznie przeczaca, co Dok-
torant tadnie objasnia we wprowadzeniu. Préby takiego uogélnienia podejmowano juz
krotko po publikacji JW 1 do$é szybko dochodzono do wniosku, ze zagadnienie nie jest
tatwe. Tematyka uogdlnienia transformacji ze zmiennych fermionowych do spinowych jest
wiec trudna i zasadnicze pytanie, na ktore préobuje odpowiedzieé Doktorant, brzmi: czy
istnieje praktycznie uzyteczne uogodlnienie transformacji JW, oferujace narzedzie analizy
uktadéw dwu- 1 wyzejwymiarowych. W swej rozprawie, Autor argumentuje, ze takie
uogolnienie istnieje i konstruuje je explicite oraz pokazuje, ze podejscie to rzeczywiscie
dziata na przyktadzie prostego uktadu. Nastepnym krokiem, wykraczajacym juz poza za-
kres tego doktoratu, jest proba zastosowania tej metody do bardziej realistycznego uktadu
fizycznego.

Przejde teraz do omoéwienia zawartosci rozprawy.

Wprowadzajacy rozdziat 1 jest do$¢ obszerny. Autor przypomina transformacje JW i
wyjasnia powody porazki naiwnych préb jej uogdlnienia. Nastepnie, przechodzi do idei
Woska i Szczerby z lat 80. XX wieku, na ktérej rozwinieciu oparta jest rozprawa. Kolej-
ny podrozdzial poswiecony jest szczegdtowe] dyskusji motywacji pracy, widzianej przez
Doktoranta z trzech perspektyw. Warto je tutaj przywotaé, gdyz ostateczny sukces podej-
$cia bedzie w przysztodci zalezat od tego, czy moze ono zaoferowaé jakie§ kluczowe ulep-
szenia w tradycyjnie wykorzystywanych metodach. Po pierwsze, w symulacjach Monte
Carlo teorii z cechowaniem, fermiony sa wycatkowywane, co prowadzi do pojawienia sie
wyznacznika fermionowego, bedacego dominujacym kosztem symulacji. Transformacja
do zmiennych spinowych zamiast wycatkowania fermionéw moze znaczaco obnizyé¢ koszt
symulacji. Po drugie, dualnosci pomiedzy dwoma opisami tego samego uktadu sg intere-
sujace same w sobie i doprowadzity w przesztoéci do interesujacego wgladu w fizyke wielu
modeli. Doktorant wymienia klasyczne przypadki dualnosci elektromagnetycznej, dual-
nosci Kramersa-Wanniera dla modelu Isinga i1 szeroko wykorzystywanej w ostatnich latach
korespondencji AdS/CFT. Nastepnie, przechodzi do analizowanych w ostatnich latach du-

alnosci zwanych lokalnymi bozonizacjami w sformutowaniu Chena-Kapustina-Radicevica



oraz stynnym podejéciu Kitaeva. Prowadzi to Doktoranta do krétkiej dyskusji trzeciej
perspektywy — wykorzystania proponowanego podejscia w obliczeniach kwantowych.

Rozdziat 2 poswiecony jest szczegdtowe] dyskusji przejscia od zmiennych fermionowych
do spinowych. Szczegdtowo przywolana jest transformacja JW 1 Autor pokazuje jak pro-
ponowane podejécie dziata w jednym wymiarze, sprowadzajac sie do transformacji JW
poprzez odpowiedni wybor postaci zmiennych linkowych S, S, konstruowanych ze zmi-
ennych Clifforda X 1 Y. Nastepnie, Doktorant przechodzi do przypadku dwuwymia-
rowego 1 naturalnego ugodlnienia uktadu swobodnych fermionéw dla sieci 2D. Kluczo-
wy dla dalszych rozwazan jest fakt, ze jednowymiarowa reprezentacja spinowa wyko-
rzystuje macierze Pauliego, podczas gdy w 2D pojawiaja sie 4 x 4 macierze Diraca,
oznaczane 1'. Oznacza to znaczace zwiekszenie liczby stopni swobody 1 réwnowaznosé
opisu fermionowego/spinowego wymaga wprowadzenia ograniczen, ktére muszg spetniac¢
macierze spinowe. Autor wprowadza operatory plakietkowe 1 operatory linii Polyakova
oraz odpowiednie operatory rzutowania na podprzestrzen spinowej przestrzeni Hilberta
odpowiadajacej fermionowej przestrzeni Hilberta. Pokazuje tez warunek kiedy ograniczenia
sa spetlnione. Rozdzial koniczy oméwienie przypadku obecnosci zewnetrznego pola mag-
netycznego.

Trzeci rozdzial opisuje konstrukeje ograniczeri i Hamiltonianu w reprezentacji spinowej,
w bazie wygodnej z punktu widzenia numeryki. Przedstawiona jest implemetacja w Math-
ematice, z pelnym kodem zawartym w jednym z dodatkow.

W rozdziale 4 analitycznie wyprowadzone sa wyrazenia na spektrum energetyczne
Hamiltonianu dla przypadku 1D oraz 2D bez pola oraz z zewnetrznym polem magnety-
cznym. Materiat ten jest raczej podrecznikowy, ale przygotowuje grunt pod numeryczne
sprawdzenie wynikéw uzyskanych przy zaprzegnieciu aparatu uogédlnienia transformacji
JW.

To numeryczne sprawdzenie przedstawione jest w rozdziale 5 dla matych sieci dwuwy-
miarowych — 3 x 3, 4 x 31 4 x 4, reprezentujacych rézne jakosciowo z punktu widzenia
ograniczen przypadki nieparzystej lub parzystej liczby weztéw sieci. Z jednej strony
Doktorant dysponuje wiec $cistymi wzorami wyprowadzonymi w rozdziale 4, a z drugiej
wynikami numerycznej diagonalizacji Hamiltonianu w reprezentacji spinowej. Szczegdtowa
analiza wykazuje oczekiwana rownowazno$é reprezentacji fermionowej i spinowe;j.

Podsumowujac zawartos§¢ rozprawy, Doktorant wykazal, ze proponowane uogdlnienie
transformacji JW ,dziata”. Wywdd jest logicznie poprowadzony, zaczynajac od przed-
stawienia motywacji takich badan, poprzez wyprowadzenie niezbednych elementéw, az po

poréwnanie wynikajacych z metody rezultatéw numerycznych ze wzorami analitycznymi



dla prostego uktadu dwuwymiarowego. Lektura rozprawy nasuwa kilka naturalnych pytan

dotyczacych perspektyw tego podejscia, ktére przedstawiam ponize;.

1.

Na ile przejécie z reprezentacji fermionowej do spinowej moze byé¢ zautomatyzowane
— np. czy zmiana rozmiaru sieci wymaga wyprowadzen analitycznych, czy da sie

prosto wyrazi¢ w formie algorytmu?

. Jakie sa perspektywy zastosowania metody do bardziej skomplikowanych uktadéw

dwuwymiarowych? Co bytoby potrzebne zeby wykorzystaé¢ ja np. do analizy mo-
deli typu Hubbarda? A co z przypadkiem teorii pola z cechowaniem, np. (2+1)-

wymiarowej elektrodynamiki kwantowe;?

. W powiazaniu z poprzednim pytaniem, na ile wyprowadzenie przedstawione w

rozprawie dla uktadéw swobodnych fermionéw wykorzystuje szczegdlne wiasnosci
tego przypadku, rozwiazywalnego analitycznie? Czy pojawienie sie oddzialywan
modyfikuje sposéb postepowania i wymaga jakich§ jako$ciowych zmian, czy jest
niemal automatyczne i prowadzi jedynie np. do nieco bardziej skomplikowanej postaci

ograniczen?

Jakie mogtyby by¢ zalety metody z punktu widzenia podejscia sieci tensorowych?
Jak wspomniatem wyzej, 1D sieci tensorowe (matriz product states) rutynowo wyko-
rzystuja transformacje JW, co znaczaco upraszcza implementacje. W dwédch wy-
miarach, np. w metodzie projected entangled pair states (PEPS) réwniez tatwie;
postugiwaé sie reprezentacja spinowa niz uzy¢ aparatu fermionowych PEPS, co
pozwala uniknaé¢ pewnych komplikacji. Z drugiej strony jednak, samo wyprowadze-
nie reprezentacji spinowej w oparciu o metode opisana w rozprawie i konstrukcja
odpowiedniego Hamiltonianu zwieksza poziom komplikacji na innym etapie. Chcial-
bym wiec prosi¢ Doktoranta o komentarz jak widzi poréwnanie tych pozioméw kom-

plikacji pojawiajacych sie na nieco innym etapie implementac;ji.

Podobnie w przypadku potencjalnego zastosowania na komputerach kwantowych —
z jednej strony reprezentacja spinowa oszczedza pewnych komplikacji, a z drugiej
strony wprowadza je na innym etapie. Czy w tym przypadku da sie ocenié¢ ostateczny

zysk z zastosowania metody”

Prositbym réwniez o krétkie oméwienie elementéow dodatkowych w przedstawione]
rozprawie w poréwnaniu z pracg Phys. Rev. D102 (2020) 114502, wspo6tautorstwa

Doktoranta, jednego z Promotoréw i dwoch dodatkowych Autoréw.



Pojawienie sie powyzszych pytan nie umniejsza w zadnym razie mojej pozytywnej oceny
pracy. Uwazam, ze tego typu badania, nieco poza gtdwnym nurtem wspoétczesnej fizyki,
powinny by¢ prowadzone i mogg z nich wynikng¢ nowe uzyteczne metody, dajace rzeczy-
wisty postep w analizach wielu modeli. Jest wiec dla mnie niezwykle intrygujace czy
przedstawiona metoda moze znalez¢ szersze zastosowanie do uktadéw, dla ktérych wyko-
rzystanie standardowych metod jest trudne. Jasnym jest dla mnie, ze w przypadku od-
dziatlujgcym musi by¢ trudniej niz dla swobodnych fermionéw, wiec decydujgcym czyn-
nikiem wydaje sie by¢ na ile trudnosci narastajg w obecnosci oddziatywan, np. przycigga-
nia/odpychania na wezle jak w modelu Hubbarda czy tez wprowadzenia pél cechowania.

Podsumowujgc, rozprawa doktorska Pana mgr. Adama Wyrzykowskiego spetnia w
mojej ocenie formalne i zwyczajowe kryteria stawiane takim rozprawom i wnosze o do-
puszczenie Doktoranta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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