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,,Determining topological order with tensor network”

Przediozona rozprawa doktorska podejmuje wazne zagadnienie opisu nielandauowskich
wladciwosci faz materii, ze szczegélnym uwzglednieniem porzadku topologicznego. W tym
celu wykorzystano numeryczne procedury obliczeniowe oparte na sieciach tensorowych,
ktére umozliwiaja ilosciowe oszacowanie dalekozasiegowego splatania rozpatrywanych ukta-
dow fizycznych w granicy termodynamicznej. Problematyka topologicznosci jak tez meto-
dologia sieci tensorowych sa aktualnie w centrum zainteresowan wielu grup badawczych,
dlatego przeprowadzona analiza moze mie¢ istone znaczenie na rozwoj dyscypliny.

Praca doktorska zostala przygotowana w Zakladzie Kwantowej Teorii Wielu Ciatl
w Instytucie Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie. Promotorem
rozprawy jest prof. dr hab. Jacek Dziarmaga. Na zasadnicza tre$¢ rozprawy sklada
sie cykl spdjnych tematycznie trzech publikacji: Phys. Rev. B 101, 041108(R) (2020);
Phys. Rev. B 102, 235112 (2020); Phys. Rev. B 104, 195152 (2021). Doktorant-
ka dolaczyta takze przewodnik, w ktérym zarysowatla istote zagadnienia topologicznego
uporzadkowania oraz przedstawila obszerny opis metod opartych na sieciach tensorowych.

Ponizej ocenie warto$¢ merytoryczna wynikéw przedtozonej rozprawy.

Czes¢ wstepna pracy doktorskiej (opisana na stronach 1-37) nakresla podstawowe
problemy, dotyczace uporzadkowania topologicznego oraz przedstawia metody przydatne
do analizy realnych uktadéw fizycznych. W rozdziale drugim Doktorantka przedstawita
kryteria klasyfikowania faz topologicznych, ze zwrdoceniem uwagi na klasy uniwersalnosci.
Nawiazujac do statystyki czastek uktadow dwuwymiarowych wskazano, ze opis frakcjonal-
nego (anyonowego) charakteru mozna uwzglednié¢ przy pomocy macierzy topologicznych
S oraz T, ktére tworza grupe modularna SL(2, Z). Scharakteryzowano wlasciwosci takiej
grupy i wyjasniono, ze macierze S i T" oraz chiralny fadunek c w literaturze specjalistyczne;j
stuza do determinacji porzadku topologicznego. Znane sa jednak wyjatki, tzn. topologicz-

nie rézne fazy o identycznym zestawie (5,7, c). Tym nie mniej, takie podejscie dostar-



cza informacji o uporzadkowaniu topologicznym. Macierze S i T mozna $cisle powiazaé
z wlasciwosciami stanu podstawowego. Kitaev i Perskill wykazali, ze fazy uporzadkowania
topologicznego charakteryzuja sie uniwersalna korekta do entropii splatania. Taka korekta
(zwana entropia topologicznego splatania) jest niezerowa tylko w stanach uporzadkowania
topologicznego i moze by¢ wykorzystana do wyznaczenia stanéw minimalnie splatanych.
Oméwiono role macierzy S (a takze kombinacji macierzy S i T'), wplywajacej na zmiane
bazy stanéw minimalnie splatanych w réznych kierunkach. Takie podejscie byto wykorzys-
tane w dwu publikacjach Doktorantki do wyznaczenia porzadku topologicznego w uktadach
anyonowych typu abelowego i nieabelowego.

Alternatywna metoda rozpoznawania porzadku topologicznego bazuje na podej$ciu
grupy renormalizacyjnej, z wykorzystaniem punktéw statych (fized points). Doktorant-
ka zilustrowala podejscie w kontekscie modeli strunowych (string-nets), ze zwrdceniem
uwagi na procesy scalania anyonéw. W oparciu o wyodrebnione kategorie takiego scalania
mozna w jednoznaczny matematycznie sposob zidentyfikowa¢ uporzadkowanie topologicz-
ne, w analogii do landauowskiej klasyfikacji konwecjonalnych przejsé fazowych. Jedna
z publikacji stanowiacych rozprawe doktorska oparta jest na tego rodzaju kryterium,
wykorzystujac formalizm sieci tensorowych.

W trzecim rozdziale czes$ci wprowadzajacej Doktorantka przedstawita zalety metod
obliczeniowych opartych na sieciach tensorowych. Jest to podejscie o charakterze waria-
cyjnym, ktére umozliwia wiarygodne oszacowanie stanu podstawowego wielocialowych
uktadow fermionowych w granicy termodynamicznej. Procedura pozwala na precyzyjne
uwzglednienie efektéw korelacyjnych oraz splatania kwantowego. Doktorantka klarownie
opisata schemat optymalizacji podejécia wariacyjnego poprzez elementy tworzace sieé
tensorowa, poczawszy od wyrazu skalarnego do odpowiednio wyzszych rzedéw. Wiary-
godne okreslenie stanéw wielocialowych uktadow fizycznych mozna uzyskac stosujac sieci
tensorowe typu Matriz Product States (MPS) lub Projected Entangled Pair States (PEPS),
ktorch przyklad dla 2-wymiarowej sieci kwadratowej zilustrowano na rysunku 3.2. Sieci
tensorowe mozna stosowaé¢ zaréwno do ukladéw o skonczonych rozmiarach (o dowol-
nych warunkach brzegowych) jak tez w granicy termodynamicznej. Przy uzyciu sieci
tensorowych mozna réwniez reprezentowaé operatory (rysunek 3.3). W dalszej czesci
Doktorantka skupita uwage na transalcyjnie niezmienniczych sieciach tensorowych, przed-
stawita metode wyznaczania warto$ci oczekiwanych obserwabli fizycznych przy pomocy
macierzy transferu, a nastepnie omowita wybrane algorytmy kontrakeji i optymalizacji.

Kolejny fragment przewodnika opisuje znaczenie kwantowego splatania jako sposobu
detekcji uporzadkowania, w szczegolnosci topologicznego. W tym celu Doktorantka wpro-
wadzila pojecie entropii splatania, ktorej skalowanie jest przydatne w badaniach zjawisk
krytycznych oraz determinacji topologicznie trywialnych lub nietrywialnych kwantowych
stanéw wielo-cialowych. W ukiadach jednowymiarowych z krétkozasiegowymi oddzialy-

waniami zachodzi wspéhmiernosé entropii splatania z powierzchnia brzegowa (area law),



co pozwala na jej wiarygodne wyznaczanie przy uzyciu sieci tensorowych. W uktadach
2-wymiarowych warunek taki jest speliony tylko w niektorych przypadkach, miedzy in-
nymi w stanach topologicznego uporzadkowania (ktére sa mniej splatane od trywialnych).
Sieci tensorowe sa wowczas idealnym narzedziem, gdyz zaréwno MPS jak PEPS speniaja
warunek skalowania brzegowego. Tym samym w naturalny sposob speliona jest tzw.
bulk-boundary correspondence. Doktorantka poruszyla réwniez kwestie wplywu transfor-
macji cechowania oraz symetrii w ujeciu sieci tensorowych. W podrozdziale 3.5 przedsta-
wiono przyktady porzadku topologicznego wykrytego przy uzyciu sieci tensorowych, m.in.
dla sieciowych modeli Heisenberga oraz Kitaeva. Autorka dokonala przegladu kwan-
towych cieczy spinowych, wskazujac empiryczne przestanki wystepowania topologicznego
porzadku w rzeczywistych uktadach fizycznych.

Oryginalne wyniki przedlozonej rozprawy doktorskiej sa przedstawione w trzech
opublikowanych artykutach, w ktérych Doktorantka jest pierwszym autorem (co przy-
puszczalnie $wiadczy o Jej wiodacym wkladzie). Postaram sie wymieni¢ wazniejsze as-

pekty problematyki analizowanej za pomoca sieci tensorowych w tych pracach.

[1] Determining topological order from infinite projected entangled pair states

A. Francuz, J. Dziarmaga, G. Vidal, L. Cincio, Phys. Rev. B 101, 041108(R) (2020).

W pracy zademonstrowano sposob okreslania porzadku topologicznego na przyktadzie
dwuwymiarowych modeli sieciowych. Idea polegala na uzyciu metody wariacyjnej do
minimalizacji energii stanu podstawowego. Obliczenia przeprowadzono dla nieskoriczenie
dtugiego torusa, co umozliwia precyzyjne wyznaczenie topologicznego porzadku nawet
dla przypadku duzej diugosci korelacji. Macierze S i T' wyznaczono na podstawie stop-
nia przekrycia miedzy zdegenerowanymi stanami podstawowymi. Konkretne warianty
takich stanéw wyznaczono dla sieci typu plastréw miodu (honeycomb lattice) dla trzech
réznych toruséw (przedstawionych na rysunku 4) o ustalonym strumieniu anyonowym.
Analize stanu podstawowego przeprowadzono dla modelu strunowego oraz w scenariuszu
Kitaeva. W pierwszym przypadku do wyjscia poza punkt staly o zerowej dlugosci korelacji

wprowadzono zaburzenie e*"

z wyrazem oddziatywania V = —>"_; ;s o70j. Metoda poz-
wolita uzyska¢ bardzo dokladne wyniki w poblizu punktu krytycznego, rozgraniczajacego
faze ferromagnetyczna (co zilustrowano na rysunku 5). Analogiczna procedura wariacyjnej
optymalizacji dla modelu Kitaeva H = — 3, Jo -, j» 07’05 na sieci o geometrii plastrow
miodu pozwolita dosé¢ dokladnie wyznaczy¢ topolgiczne macierze S i T, z btedem na
poziomie ponizej 4 %. Taki stopien doktadnosci w zupelosci wystarcza do jednoznacznego
okreslenia porzadku topologicznego. Procedura oparta na sieciach tensorowych z uzyciem
algorytmu infinite Projected Entangled States (iPEPS) jest wiec faktycznie skutecznym
narzedziem do identyfikacji porzadku topologicznego dwuwymiarowych modeli sieciowych
w granicy termodynamicznej. Takie podejscie nie wymaga znajomosci symetrii topolo-

gicznych i wydaje sie by¢ efektywne w odniesieniu do dowolnych modeli mikroskopowych.



[2] Determining non-Abelian topological order from infinite projected entangled pair states
A. Francuz, J. Dziarmaga, Phys. Rev. B 102, 235112 (2020).

Scenariusz numerycznego wyznaczania porzadku topologicznego sformutowany w pracy [1]
zostal w tym artykule uogdlniony na przypadek nieabelowy. Do tego celu wykorzystano
sie¢ tensorowa typu PEPS konfiguracji stanu podstawowego z dobrze okreslonym stru-
mieniem anyonowym. Wyznaczajac macierze topologiczne S i T' obliczono numerycznie
stopien przekrycia miedy stanami podstawowymi, wyznaczajac w rezultacie druga entropie
splatania Renyi’ego w granicy nieskoriczenie szerokiego cylindra. Autorzy zastosowali
powyzszy algorytm do ferromagnetycznego modelu Kitaeva w stabym polu magnetycz-
nym, gdzie realizuje sie chiralny porzadek topologiczny. Systematyczny opis procedury

opisano w rozdzialach II-VIII oraz precyzyjnie podsumowano w ostatnim rozdziale.

[3] Variational methods for characterizing matriz product operator symmetries
A. Francuz, L. Lootens, F. Verstraete, J. Dziarmaga,
Phys. Rev. B 104, 195152 (2021).

W artykule zastosowano wariacyjne metody oparte na sieciach tensorowych do wyzna-
czenia regut scalania (fusion rules) anyonéw. Na tej podstawie dokonano identyfikacji
porzadku topologicznego poprzez odpowiednio wyodrebnione kategorie scalania w opar-
ciu o transformacje cechowania pomiedzy iloczynami iMPO oraz ich rezultatem. Tensory
X¢, takiej transformacji cechowania, tzw. zwieracze (zippers), niosa informacje o regutach
scalania anyonéw. Umozliwia to wyznaczenie symboli F', jednoznacznie determinujac
porzadek topologiczny. Systematyczny opis takiej procedury opisano w rozdzialach II-
IX oraz zilustrowano jej praktyczne zastosowanie m.in. na przyktadach: podwdjnych
semionow, modelu Kitaeva, scenariuszy Fibonacciego oraz Isinga sieci strun i innych
reprezentacji iPEPS dla tzw. quantum double. W rozdziale X podsumowano w zwiezly
sposob podstawowe kroki zaproponowanego algorytmu. Autorzy podkredlili, ze w odniesie-
niu do modelu Kitaeva procedura pozwolila wyznaczy¢ macierze topologiczne S i T
ze znacznie wieksza (o rzad wielkosci) dokladnoscia niz w pracy [1] dzieki ogranicze-
niu krokéw obliczen numerycznych. Niewatpliwa zaleta procedury jest jednoznaczo$é
okreslenia porzadku topologicznego na podstawie znajomosci symboli F', w odréznieniu
od wnioskéw wynikajacych ze znajomosci macierzy S i T. Wskazano takze dodatkowe
mozliwe perspektywy udoskonalania procedury, na przyktad do analizy przejs¢ fazowych
(podczas ktérych porzadek topologiczny ulega jakoSciowym zmianom).

W podsumowaniu, mgr Anna Francuz sformutowata oryginalna i pozyteczna proce-
dure wyznaczania porzadku topologicznego za pomoca sieci tensorowych. Doktorantka
zademonstrowala efektywnos¢ takiego podejscia do abelowych i nieabelowych uktadow
anyonowych. Przeprowadzila wnikliwa analize wiasciwosci topologicznych na przyktadzie
wybranych modeli sieciowych. Wskazata mozliwosé dalszego udoskonalania procedury,

np. do analizy topologicznych przej$¢ fazowych.



Nie mam zadnych zastrzezen do publikacji, ktore zrecenzowali eksperci problematyki
porzadku topologicznego oraz metod sieci tensorowych. Jesli chodzi o czesé wprowadzajaca
(opisana na stronach 1-37) zabraklo mi natomiast poréwnania porzadku topologicznego
dyskutowanego w pracy doktorskiej do kryteriéw wyodrebniania klas faz topologicznych
stosowanych powszechnie w literaturze specjalistycznej. Mam na mysli 10 elementarnych
faz topologicznych okreslonych na podstawie symetrii odwracania w czasie, czastka-dziura
oraz chiralnej (ten-fold symmetry) dla ukltadéw o réznej wymiarowosci [A. Kitaev, AIP
Conf. Proc. 1134, 22 (2009); M.Z. Hasan & C.L. Kane, Rev. Mod. Phys. 82, 3045
(2010); X.-L. Qi & S.-C. Zhang, Rev. Mod. Phys. 83, 1057 (2011); M. Sato & Y. Ando,
Rep. Prog. Phys. 80, 076501 (2017)]. Przypuszczalnie w uktadach badanych przez
Doktorantke kluczowa role odgrywaty korelacje, co zasadniczo komplikuje przyporzadko-
wanie odpowiedniej klasy topologicznosci. Mimo wszystko, warto byltoby dokonaé¢ préby
konfrontacji porzadku topologicznego wyznaczonego przez Doktorantke w wybranych sce-
nariuszach ze standardowa klasyfikacja faz topologicznych. Podczas obrony pracy dok-
torskiej chcialbym tez prosi¢ Doktorantke o komentarz, czy wyznaczony przy pomocy sieci
tensorowych porzadek topologiczny ma ewentualny zwiazek z niezmiennikami (np. liczba
Cherna) charakteryzujacymi topologicznie nietrywialne stany materii.

Poza artykutami stanowiacymi tres¢ przediozonej rozprawy doktorskiej Doktorantka
jest rowniez wspotautorka trzech innych artykutéw opublikowanych w Physical Review B.
Uczestniczyla w realizacji grantéw Opus (2016/23/B/ST3,/00830; 2019/35/B/ST3/01028)
i Etiuda (2020/36/T/ST3/00451) ze srodkéw Narodowego Centrum Nauki a takze uzyska-
la prestizowy Diamentowy Grant (DI2015 021345) finansowany przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego. Fakty te Swiadcza o bardzo istotnym znaczeniu zaawansowanych
obliczen na bazie sieci tensorowych realizowanych przez Doktorantke pod kierunkiem

profesora Jacka Dziarmagi.

Przedlozona rozprawa doktorska posiada cenna warto$¢, zwlaszcza pod wzgledem
metodologicznym. Oryginalny algorytm wyznaczania porzadku topologicznego przy uzyciu
sieci tensorowych moze by¢ skutecznym narzedziem identyfikacji stanéw topologicznych
w réznych uktadach fizycznych. Praca spetnia wszystkie zwyczajowe i prawne wymagania
okreslone w Ustawie Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2020 r. poz. 85
z pdzniejszymi zmianami) do nadania stopnia doktora w dyscyplinie nauki fizyczne. Na tej
podstawie wnioskuje do Rady Dyscypliny Nauki Fizyczne Uniwersytetu Jagielloniskiego
w Krakowie o dopuszczenie pani magister Anny Francuz do publicznej obrony i dalszych

etapéw Jej przewodu doktorskiego.
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