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,,Determining topological order with tensor network”

Przed lożona rozprawa doktorska podejmuje ważne zagadnienie opisu nielandauowskich

w laściwości faz materii, ze szczególnym uwzgle↪dnieniem porza↪dku topologicznego. W tym

celu wykorzystano numeryczne procedury obliczeniowe oparte na sieciach tensorowych,

które umożliwiaja↪ ilościowe oszacowanie dalekozasie↪gowego spla↪tania rozpatrywanych uk la-

dów fizycznych w granicy termodynamicznej. Problematyka topologiczności jak też meto-

dologia sieci tensorowych sa↪ aktualnie w centrum zainteresowań wielu grup badawczych,

dlatego przeprowadzona analiza może mieć istone znaczenie na rozwój dyscypliny.

Praca doktorska zosta la przygotowana w Zak ladzie Kwantowej Teorii Wielu Cia l

w Instytucie Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu Jagiellońskiego w Krakowie. Promotorem

rozprawy jest prof. dr hab. Jacek Dziarmaga. Na zasadnicza↪ treść rozprawy sk lada

sie↪ cykl spójnych tematycznie trzech publikacji: Phys. Rev. B 101, 041108(R) (2020);

Phys. Rev. B 102, 235112 (2020); Phys. Rev. B 104, 195152 (2021). Doktorant-

ka do la↪czy la także przewodnik, w którym zarysowa la istote↪ zagadnienia topologicznego

uporza↪dkowania oraz przedstawi la obszerny opis metod opartych na sieciach tensorowych.

Poniżej ocenie↪ wartość merytoryczna↪ wyników przed lożonej rozprawy.

Cze↪́sć wste↪pna pracy doktorskiej (opisana na stronach 1-37) nakreśla podstawowe

problemy, dotycza↪ce uporza↪dkowania topologicznego oraz przedstawia metody przydatne

do analizy realnych uk ladów fizycznych. W rozdziale drugim Doktorantka przedstawi la

kryteria klasyfikowania faz topologicznych, ze zwróceniem uwagi na klasy uniwersalności.

Nawia↪zuja↪c do statystyki cza↪stek uk ladów dwuwymiarowych wskazano, że opis frakcjonal-

nego (anyonowego) charakteru można uwzgle↪dnić przy pomocy macierzy topologicznych

S oraz T , które tworza↪ grupe↪ modularna↪ SL(2, Z). Scharakteryzowano w laściwości takiej

grupy i wyjaśniono, że macierze S i T oraz chiralny  ladunek c w literaturze specjalistycznej

s luża↪ do determinacji porza↪dku topologicznego. Znane sa↪ jednak wyja↪tki, tzn. topologicz-

nie różne fazy o identycznym zestawie (S, T, c). Tym nie mniej, takie podej́scie dostar-
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cza informacji o uporza↪dkowaniu topologicznym. Macierze S i T można ścísle powia↪zać

z w laściwościami stanu podstawowego. Kitaev i Perskill wykazali, że fazy uporza↪dkowania

topologicznego charakteryzuja↪ sie↪ uniwersalna↪ korekta↪ do entropii spla↪tania. Taka korekta

(zwana entropia↪ topologicznego spla↪tania) jest niezerowa tylko w stanach uporza↪dkowania

topologicznego i może być wykorzystana do wyznaczenia stanów minimalnie spla↪tanych.

Omówiono role↪ macierzy S (a także kombinacji macierzy S i T ), wp lywaja↪cej na zmiane↪
bazy stanów minimalnie spla↪tanych w różnych kierunkach. Takie podej́scie by lo wykorzys-

tane w dwu publikacjach Doktorantki do wyznaczenia porza↪dku topologicznego w uk ladach

anyonowych typu abelowego i nieabelowego.

Alternatywna metoda rozpoznawania porza↪dku topologicznego bazuje na podej́sciu

grupy renormalizacyjnej, z wykorzystaniem punktów sta lych (fixed points). Doktorant-

ka zilustrowa la podej́scie w kontekście modeli strunowych (string-nets), ze zwróceniem

uwagi na procesy scalania anyonów. W oparciu o wyodre↪bnione kategorie takiego scalania

można w jednoznaczny matematycznie sposób zidentyfikować uporza↪dkowanie topologicz-

ne, w analogii do landauowskiej klasyfikacji konwecjonalnych przej́sć fazowych. Jedna

z publikacji stanowia↪cych rozprawe↪ doktorska↪ oparta jest na tego rodzaju kryterium,

wykorzystuja↪c formalizm sieci tensorowych.

W trzecim rozdziale cze↪́sci wprowadzaja↪cej Doktorantka przedstawi la zalety metod

obliczeniowych opartych na sieciach tensorowych. Jest to podej́scie o charakterze waria-

cyjnym, które umożliwia wiarygodne oszacowanie stanu podstawowego wielocia lowych

uk ladów fermionowych w granicy termodynamicznej. Procedura pozwala na precyzyjne

uwzgle↪dnienie efektów korelacyjnych oraz spla↪tania kwantowego. Doktorantka klarownie

opisa la schemat optymalizacji podej́scia wariacyjnego poprzez elementy tworza↪ce sieć

tensorowa↪, pocza↪wszy od wyrazu skalarnego do odpowiednio wyższych rze↪dów. Wiary-

godne określenie stanów wielocia lowych uk ladów fizycznych można uzyskać stosuja↪c sieci

tensorowe typu Matrix Product States (MPS) lub Projected Entangled Pair States (PEPS),

którch przyk lad dla 2-wymiarowej sieci kwadratowej zilustrowano na rysunku 3.2. Sieci

tensorowe można stosować zarówno do uk ladów o skończonych rozmiarach (o dowol-

nych warunkach brzegowych) jak też w granicy termodynamicznej. Przy użyciu sieci

tensorowych można również reprezentować operatory (rysunek 3.3). W dalszej cze↪sci

Doktorantka skupi la uwage↪ na transalcyjnie niezmienniczych sieciach tensorowych, przed-

stawi la metode↪ wyznaczania wartości oczekiwanych obserwabli fizycznych przy pomocy

macierzy transferu, a naste↪pnie omówi la wybrane algorytmy kontrakcji i optymalizacji.

Kolejny fragment przewodnika opisuje znaczenie kwantowego spla↪tania jako sposobu

detekcji uporza↪dkowania, w szczególności topologicznego. W tym celu Doktorantka wpro-

wadzi la poje↪cie entropii spla↪tania, której skalowanie jest przydatne w badaniach zjawisk

krytycznych oraz determinacji topologicznie trywialnych lub nietrywialnych kwantowych

stanów wielo-cia lowych. W uk ladach jednowymiarowych z krótkozasie↪gowymi oddzia ly-

waniami zachodzi wspó lmierność entropii spla↪tania z powierzchnia↪ brzegowa↪ (area law),
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co pozwala na jej wiarygodne wyznaczanie przy użyciu sieci tensorowych. W uk ladach

2-wymiarowych warunek taki jest spe lniony tylko w niektórych przypadkach, mie↪dzy in-

nymi w stanach topologicznego uporza↪dkowania (które sa↪ mniej spla↪tane od trywialnych).

Sieci tensorowe sa↪ wówczas idealnym narze↪dziem, gdyż zarówno MPS jak PEPS spe lniaja↪
warunek skalowania brzegowego. Tym samym w naturalny sposób spe lniona jest tzw.

bulk-boundary correspondence. Doktorantka poruszy la również kwestie↪ wp lywu transfor-

macji cechowania oraz symetrii w uje↪ciu sieci tensorowych. W podrozdziale 3.5 przedsta-

wiono przyk lady porza↪dku topologicznego wykrytego przy użyciu sieci tensorowych, m.in.

dla sieciowych modeli Heisenberga oraz Kitaeva. Autorka dokona la przegla↪du kwan-

towych cieczy spinowych, wskazuja↪c empiryczne przes lanki wyste↪powania topologicznego

porza↪dku w rzeczywistych uk ladach fizycznych.

Oryginalne wyniki przed lożonej rozprawy doktorskiej sa↪ przedstawione w trzech

opublikowanych artyku lach, w których Doktorantka jest pierwszym autorem (co przy-

puszczalnie świadczy o Jej wioda↪cym wk ladzie). Postaram sie↪ wymienić ważniejsze as-

pekty problematyki analizowanej za pomoca↪ sieci tensorowych w tych pracach.

[1] Determining topological order from infinite projected entangled pair states

A. Francuz, J. Dziarmaga, G. Vidal,  L. Cincio, Phys. Rev. B 101, 041108(R) (2020).

W pracy zademonstrowano sposób określania porza↪dku topologicznego na przyk ladzie

dwuwymiarowych modeli sieciowych. Idea polega la na użyciu metody wariacyjnej do

minimalizacji energii stanu podstawowego. Obliczenia przeprowadzono dla nieskończenie

d lugiego torusa, co umożliwia precyzyjne wyznaczenie topologicznego porza↪dku nawet

dla przypadku dużej d lugości korelacji. Macierze S i T wyznaczono na podstawie stop-

nia przekrycia mie↪dzy zdegenerowanymi stanami podstawowymi. Konkretne warianty

takich stanów wyznaczono dla sieci typu plastrów miodu (honeycomb lattice) dla trzech

różnych torusów (przedstawionych na rysunku 4) o ustalonym strumieniu anyonowym.

Analize↪ stanu podstawowego przeprowadzono dla modelu strunowego oraz w scenariuszu

Kitaeva. W pierwszym przypadku do wyj́scia poza punkt sta ly o zerowej d lugości korelacji

wprowadzono zaburzenie eλV z wyrazem oddzia lywania V = −∑
<i,j> σ

x
i σ

x
j . Metoda poz-

woli la uzyskać bardzo dok ladne wyniki w pobliżu punktu krytycznego, rozgraniczaja↪cego

faze↪ ferromagnetyczna↪ (co zilustrowano na rysunku 5). Analogiczna procedura wariacyjnej

optymalizacji dla modelu Kitaeva H = −∑
α Jα

∑
<i,j> σ

α
i σ

α
j na sieci o geometrii plastrów

miodu pozwoli la dość dok ladnie wyznaczyć topolgiczne macierze S i T , z b le↪dem na

poziomie poniżej 4 %. Taki stopień dok ladności w zupe lności wystarcza do jednoznacznego

określenia porza↪dku topologicznego. Procedura oparta na sieciach tensorowych z użyciem

algorytmu infinite Projected Entangled States (iPEPS) jest wie↪c faktycznie skutecznym

narze↪dziem do identyfikacji porza↪dku topologicznego dwuwymiarowych modeli sieciowych

w granicy termodynamicznej. Takie podej́scie nie wymaga znajomości symetrii topolo-

gicznych i wydaje sie↪ być efektywne w odniesieniu do dowolnych modeli mikroskopowych.
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[2] Determining non-Abelian topological order from infinite projected entangled pair states

A. Francuz, J. Dziarmaga, Phys. Rev. B 102, 235112 (2020).

Scenariusz numerycznego wyznaczania porza↪dku topologicznego sformu lowany w pracy [1]

zosta l w tym artykule uogólniony na przypadek nieabelowy. Do tego celu wykorzystano

sieć tensorowa↪ typu PEPS konfiguracji stanu podstawowego z dobrze określonym stru-

mieniem anyonowym. Wyznaczaja↪c macierze topologiczne S i T obliczono numerycznie

stopień przekrycia mie↪dy stanami podstawowymi, wyznaczaja↪c w rezultacie druga↪ entropie↪
spla↪tania Renyi’ego w granicy nieskończenie szerokiego cylindra. Autorzy zastosowali

powyższy algorytm do ferromagnetycznego modelu Kitaeva w s labym polu magnetycz-

nym, gdzie realizuje sie↪ chiralny porza↪dek topologiczny. Systematyczny opis procedury

opisano w rozdzia lach II-VIII oraz precyzyjnie podsumowano w ostatnim rozdziale.

[3] Variational methods for characterizing matrix product operator symmetries

A. Francuz, L. Lootens, F. Verstraete, J. Dziarmaga,

Phys. Rev. B 104, 195152 (2021).

W artykule zastosowano wariacyjne metody oparte na sieciach tensorowych do wyzna-

czenia regu l scalania (fusion rules) anyonów. Na tej podstawie dokonano identyfikacji

porza↪dku topologicznego poprzez odpowiednio wyodre↪bnione kategorie scalania w opar-

ciu o transformacje cechowania pomie↪dzy iloczynami iMPO oraz ich rezultatem. Tensory

Xc
ab takiej transformacji cechowania, tzw. zwieracze (zippers), niosa↪ informacje↪ o regu lach

scalania anyonów. Umożliwia to wyznaczenie symboli F , jednoznacznie determinuja↪c

porza↪dek topologiczny. Systematyczny opis takiej procedury opisano w rozdzia lach II-

IX oraz zilustrowano jej praktyczne zastosowanie m.in. na przyk ladach: podwójnych

semionów, modelu Kitaeva, scenariuszy Fibonacciego oraz Isinga sieci strun i innych

reprezentacji iPEPS dla tzw. quantum double. W rozdziale X podsumowano w zwie↪z ly

sposób podstawowe kroki zaproponowanego algorytmu. Autorzy podkreślili, że w odniesie-

niu do modelu Kitaeva procedura pozwoli la wyznaczyć macierze topologiczne S i T

ze znacznie wie↪ksza↪ (o rza↪d wielkości) dok ladnościa↪ niż w pracy [1] dzie↪ki ogranicze-

niu kroków obliczeń numerycznych. Niewa↪tpliwa↪ zaleta↪ procedury jest jednoznaczość

określenia porza↪dku topologicznego na podstawie znajomości symboli F , w odróżnieniu

od wniosków wynikaja↪cych ze znajomości macierzy S i T . Wskazano także dodatkowe

możliwe perspektywy udoskonalania procedury, na przyk lad do analizy przej́sć fazowych

(podczas których porza↪dek topologiczny ulega jakościowym zmianom).

W podsumowaniu, mgr Anna Francuz sformu lowa la oryginalna↪ i pożyteczna↪ proce-

dure↪ wyznaczania porza↪dku topologicznego za pomoca↪ sieci tensorowych. Doktorantka

zademonstrowa la efektywność takiego podej́scia do abelowych i nieabelowych uk ladów

anyonowych. Przeprowadzi la wnikliwa↪ analize↪ w laściwości topologicznych na przyk ladzie

wybranych modeli sieciowych. Wskaza la możliwość dalszego udoskonalania procedury,

np. do analizy topologicznych przej́sć fazowych.
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Nie mam żadnych zastrzeżeń do publikacji, które zrecenzowali eksperci problematyki

porza↪dku topologicznego oraz metod sieci tensorowych. Jeśli chodzi o cze↪́sć wprowadzaja↪ca↪
(opisana↪ na stronach 1-37) zabrak lo mi natomiast porównania porza↪dku topologicznego

dyskutowanego w pracy doktorskiej do kryteriów wyodre↪bniania klas faz topologicznych

stosowanych powszechnie w literaturze specjalistycznej. Mam na myśli 10 elementarnych

faz topologicznych określonych na podstawie symetrii odwracania w czasie, cza↪stka-dziura

oraz chiralnej (ten-fold symmetry) dla uk ladów o różnej wymiarowości [A. Kitaev, AIP

Conf. Proc. 1134, 22 (2009); M.Z. Hasan & C.L. Kane, Rev. Mod. Phys. 82, 3045

(2010); X.-L. Qi & S.-C. Zhang, Rev. Mod. Phys. 83, 1057 (2011); M. Sato & Y. Ando,

Rep. Prog. Phys. 80, 076501 (2017)]. Przypuszczalnie w uk ladach badanych przez

Doktorantke↪ kluczowa↪ role↪ odgrywa ly korelacje, co zasadniczo komplikuje przyporza↪dko-

wanie odpowiedniej klasy topologiczności. Mimo wszystko, warto by loby dokonać próby

konfrontacji porza↪dku topologicznego wyznaczonego przez Doktorantke↪ w wybranych sce-

nariuszach ze standardowa↪ klasyfikacja↪ faz topologicznych. Podczas obrony pracy dok-

torskiej chcia lbym też prosić Doktorantke↪ o komentarz, czy wyznaczony przy pomocy sieci

tensorowych porza↪dek topologiczny ma ewentualny zwia↪zek z niezmiennikami (np. liczba↪
Cherna) charakteryzuja↪cymi topologicznie nietrywialne stany materii.

Poza artyku lami stanowia↪cymi treść przed lożonej rozprawy doktorskiej Doktorantka

jest również wspó lautorka↪ trzech innych artyku lów opublikowanych w Physical Review B.

Uczestniczy la w realizacji grantów Opus (2016/23/B/ST3/00830; 2019/35/B/ST3/01028)

i Etiuda (2020/36/T/ST3/00451) ze środków Narodowego Centrum Nauki a także uzyska-

 la prestiżowy Diamentowy Grant (DI2015 021345) finansowany przez Ministerstwo Nauki

i Szkolnictwa Wyższego. Fakty te świadcza↪ o bardzo istotnym znaczeniu zaawansowanych

obliczeń na bazie sieci tensorowych realizowanych przez Doktorantke↪ pod kierunkiem

profesora Jacka Dziarmagi.

Przed lożona rozprawa doktorska posiada cenna↪ wartość, zw laszcza pod wzgle↪dem

metodologicznym. Oryginalny algorytm wyznaczania porza↪dku topologicznego przy użyciu

sieci tensorowych może być skutecznym narze↪dziem identyfikacji stanów topologicznych

w różnych uk ladach fizycznych. Praca spe lnia wszystkie zwyczajowe i prawne wymagania

określone w Ustawie Prawo o szkolnictwie wyższym i nauce (Dz. U. z 2020 r. poz. 85

z późniejszymi zmianami) do nadania stopnia doktora w dyscyplinie nauki fizyczne. Na tej

podstawie wnioskuje↪ do Rady Dyscypliny Nauki Fizyczne Uniwersytetu Jagiellońskiego

w Krakowie o dopuszczenie pani magister Anny Francuz do publicznej obrony i dalszych

etapów Jej przewodu doktorskiego.
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