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Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska oparta jest na zbiorze trzech artykutow.
Dwa z nich opublikowano w 2020 roku w renomowanym czasopi$émie Physical Review B
(vol. 101 (2020) 041108(R), vol. 102 (2020) 235112), z czego jedna jako prestizowe i selek-
tywne Rapid Communication. Ostatnia praca opublikowana zostata w 2021 roku, réwniez
w Physical Review B (vol. 104 (2021) 195152). Doktorantka jest pierwszym autorem we
wszystkich publikacjach. Wspotautorem w kazdej z nich jest Promotor Doktorantki, a
w dwoch pracach wystepuje dodatkowych dwoch wspotautorow z Perimeter Institute (G.
Vidal), Los Alamos National Laboratory (L. Cincio) oraz Uniwersytetu w Ghent (L.
Lootens i F. Verstraete). Podkresli¢ nalezy, ze Physical Review B nalezy do najlepszych
czasopism fizycznych z obszaru badawczego Autoréw i fakt opublikowania artykutow w
nim gwarantuje aktualnos¢ i waznos¢ tematyki naukowej i wysoki poziom samych badan.

Wspomnianym wyzej publikacjom towarzyszy wprowadzenie, dwa rozdzialy omawia-
jace zwiezle tematyke fizyczna rozprawy oraz zastosowang metode badawcza, a takze
krotkie podsumowanie wynikéw z artykutéow. Rozdzialy wstepne odwotuja sie do spisu
literatury obejmujacego 119 pozycji. Pierwszy z nich wprowadza pojecie porzadku topo-
logicznego i jego podstawowe przejawy w uktadach fizycznych, zwigzane z dlugozasie-
gowym splataniem i utamkowsa statystyka kwantowa. Przedstawione sa tez narzedzia
matematyczne stuzace do charakteryzacji faz topologicznie uporzadkowanych. Drugi
rozdzial wstepny omawia techniki sieci tensorowych, jako szczegdlnie nadajace si¢ do opisu
porzadku topologicznego. Wprowadzone sa podstawowe algorytmy wykorzystane w bada-
niach wchodzacych w sktad rozprawy, a takze sposéb opisu w ramach sieci tensorowych
dwoch kluczowych dla faz topologicznych obszaréow, splatania i symetrii. Rozdziat koriczy
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podejscia sieci tensorowych. Calte wprowadzenie jest napisane w bardzo przemyslany
sposo6b, z licznymi przykladami utatwiajacymi zrozumienie niektérych kluczowych pojeé
w intuicyjny sposob, tam gdzie jest to mozliwe. Podkresli¢ warto dobry dobér materiatu
do tych rozdzialow, wskazujacy na nieoczywista umiejetnoéé¢ wskazania najwazniejszych
z punktu widzenia wlasnej pracy zagadnien z rozlegtego obszaru teorii i metodyki. Od
strony formalno-redakcyjnej, wprowadzenie spetnia wszelkie standardy dla tego typu tek-
stow. Napisane jest prawidtowym naukowym jezykiem angielskim. Stylistyka jest bardzo
dojrzata i poréwnywalna ze standardows stylistyka artykutéw naukowych. Uwazam, ze
warto to podkresli¢, gdyz nie jest to oczywiste na tym etapie kariery naukowej. Bardzo
nieliczne usterki jezykowe lub interpunkcyjne nie sa nawet warte wymieniania i nie ob-
nizaja w zaden sposob oceny.

Przechodzac do zasadniczej czesci rozprawy, czyli trzech artykutow z Physical Review
B, zaczne od uwag ogoélnych. Wszystkie dotycza bardzo nietrywialnego zagadnienia wyz-
naczania porzadku topologicznego w silnie skorelowanych uktadach dwuwymiarowych, z
wykorzystaniem tensorowosieciowej metody PEPS (Projected Entangled Pair States) dla
nieskoriczonych uktadéw. Fazy topologicznie uporzadkowane ciesza sie sporym zaintere-
sowaniem spotecznosci fizykow, w duzej mierze ze wzgledu na fakt, ze pojawiaja sie w
nich wzbudzenia anyonowe niepodlegajace ani statystyce Fermiego-Diraca, ani Bosego-
Einsteina. Co istotne, anyony moga by¢ podstawa dziatania topologicznych komputeréw
kwantowych, w przeciwienistwie do ,zwyklych” komputerow kwantowych odpornych na
bledy. Nawiasem mowiac, to bardzo wazne potencjalne zastosowanie, cytowane przez Dok-
torantke i jej Wspotautorow jako jedna z motywacji ich prac, jest przedmiotem sporych
kontrowersji w srodowisku. Jest to zwigzane z kilkoma niepotwierdzonymi pracami pre-
tendujacymi do bycia dowodami na stworzenie odpowiednich quasi-czastek i doprowadzito
nawet do wycofania jednej z nich z Nature. Oczywiscie, nie ma to zadnych implikacji dla
pracy Doktorantki, lecz raczej pokazuje jak trudna jest to dziedzina, szczegblnie ekspery-
mentalnie. Jesli chodzi o metode, PEPS jest naturalym uogoélnieniem metody MPS
(Matriz Product States), ktora doprowadzita do najbardziej precyzyjnych wynikow dla
wielociatowych uktadéw jednowymiarowych oraz (141)-wymiarowych kwantowych teorii
pola. Mimo naturalnosci tego uogdlnienia, jej zastosowanie jest dalece nietrywialne i tech-
nicznie bardzo wymagajace. Juz samo opanowanie tej metody jest bardzo wartosciowym
osiggnieciem, otwierajacym szerokie perspektywy naukowe. Wyciggniecie z jej pomoca
waznych rezultatow fizycznych podnosi dodatkowo wartosé tego osiagniecia.

W pierwszej pracy, napisanej wspolnie z Promotorem oraz G. Vidalem i L.. Cincio, Dok-
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skorelowanych uktadach dwuwymiarowych. Jest to zwiazane z potrzeba okreslenia jakie
mikroskopowe Hamiltoniany prowadza do takiego porzadku. Do problemu tego standar-
dowo stosowano sieci tensorowe juz wezesniej, ale w wariancie tradycyjnego MPS (czyli
efektywnie znanej od poczatku lat 90. Density Matriz Renormalization Group (DMRG) S.
White’a) na dtugich i cienkich cylindrach. Oczywiscie, podejscie takie narusza dwuwymia-
rowe area law i splatanie w kierunku poprzecznym prowadzi do wyktadniczego wzrostu
kosztu obliczeniowego wraz z rosnaca szerokoscig cylindra. W zwiazku z tym, cylindry
takie typowo maja szerokos¢ tylko kilkunastu weztow sieci, co pozwala na badanie dtugosci
korelacji rzedu tylko 1-2 weztéw. Doktorantka zastosowala wiec prawidtowy dla dwdch
wymiaréow ansatz tensorowy, tzn. PEPS, co pozwala uniknaé¢ kluczowych ograniczen
DMRG na cylindrach. Konkretnie, wykorzystano wariant PEPS w granicy nieskoriczonej
wielkosci uktadu (infinite PEPS, iPEPS). Wariacyjnie zoptymalizowany iPEPS opisuje
naturalnie stany podstawowe z superpozycja strumieni anyonowych. Kluczowym ele-
mentem metody Doktorantki ze Wspotautorami jest sposob otrzymania sieci tensorowe;j
dla kazdego stanu podstawowego z dobrze zdefiniowanym strumieniem. Z takich sieci
mozna wtedy wyznaczy¢ topologiczne macierze S i T, pozwalajace na scharakteryzowanie
porzadku topologicznego. Pokazano, ze metoda z tej pracy jest w stanie odtworzy¢ pewne
wyniki analityczne dla tych macierzy, a nastepnie Autorzy skoncentrowali si¢ na fazie
toric code zaburzonego string-net model oraz modelu Kitaeva na sieci plastra miodu. W
pierwszym przypadku wykazano, ze metoda pozwala otrzymaé¢ doktadne wyniki nawet w
okolicy kwantowego przejscia fazowego do fazy ferromagnetycznej — otrzymano wyrazny
pik dtugosci korelacji, dochodzacej do 25 wezléw sieci. Stanowi to demonstracje ez-
plicite przewagi metody Doktorantki i Wspotautoréw nad DMRG na cienkich cylindrach.
W przypadku drugiego modelu réwniez uzyskano dobra precyzje opisu, odpowiednia do
prawidtowej charakteryzacji porzadku topologicznego.

Druga praca poswiecona jest uogdlnieniu metody z pierwszej pracy na przypadek
topologicznego porzadku nieabelowego. Autorzy przeprowadzaja czytelnika przez kolej-
ne elementy sktadowe algorytmu i w pedagogiczny sposoéb pokazujg réznice pomiedzy
przypadkiem abelowego toric code i rozwazanymi modelami nieabelowymi, string-nets
Fibonacciego i Isinga. Metoda pozwala na wyznaczenie m.in. topologicznej entropii spla-
tania Renyi’ego, jednej z waznych charakterystyk porzadku topologicznego. Ostatecznie,
wszystkie elementy sktadowe algorytmu prowadza do otrzymania macierzy S i T z bardzo
dobra precyzja numeryczng dla wszystkich rozwazanych modeli.

Mimo ze macierze S i T', kodujace wzgledna i wlasna statystyke anyonow, determi-
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logicznego, wiadome jest, ze w niektorych przypadkach nie okreslaja go w pelni, tzn.
moga istnie¢ rozne porzadki topologiczne opisywane tym samym zbiorem (S,7,¢). W
pracy Doktorantki dostarczylo to motywacji do rozwazenia jeszcze jednego sposobu ana-
lizy porzadku topologicznego w ramach teorii kategorii. Okreslenie tzw. F-symboli kate-
gorii fuzji daje bezwzglednie jednoznaczng charakterystyke tego porzadku. Algorytm
prowadzacy do ich wyznaczenia zostal przedstawiony i przetestowany w trzeciej pracy
wchodzacej w sktad rozprawy doktorskiej. Podobnie jak w dwoch pierwszych pracach,
pierwszym krokiem jest wyznaczenie symetrii iMPO (infinite Matriz Product Operators).
lloczyny tych operatoréow realizuja reguly fuzji odpowiednich anyonéw danej unitarnej
kategorii fuzji. Zastosowanie podstawowego twierdzenia MPS pozwala dokonaé klasy-
fikacji porzadku topologicznego przez znalezienie odpowiednich transformacji cechowania
(tzw. zipperdw), kodujacych informacje dotyczace whasnosci fuzji anyonéw i pozwalaja-
cych na ich wyrazenie za pomoca F-symboli unitarnej kategorii fuzji. Z jednoznacznie
charakteryzujacych porzadek topologiczny F-symboli mozna, jak pokazuje Doktorantka
ze Wspotautorami, otrzymaé takze macierze S i T kodujace statystyke anyonéw. Za-
leta tej alternatywnej metody wyznaczania tych macierzy jest jednak potencjalnie wiek-
sza stabilno$¢ numeryczna zwiazana z wymiarowoscia sieci tensorowej — po znalezieniu
symetrii wyrazonych przez operatory iMPO dalsza numeryka staje si¢ jednowymiarowa i
konsekwentnie mniej ztozona obliczeniowo. Co istotne, Doktorantka zastosowala zapro-
ponowany algorytm do wielu konkretnych modeli zaré6wno z abelowym, jak i nieabelowym
porzadkiem topologicznym i wykazata, ze doktadno$¢ numeryczna jest poréwnywalna z
metodami z pierwszych dwoch prac lub nawet o rzad wielkosci lepsza w pewnych przy-
padkach.

Rozwazajac ostateczny wynik badan Doktorantki wyrazony w trzech pracach tworza-
cych rozprawe nasuwaja sie nastepujace uwagi. Po pierwsze, postawiony problem badaw-
czy byl niewatpliwie ponadprzecietnie trudny i podobnie wazny w tej dziedzinie badan. W
mojej ocenie, trudnosé ta wyraza sie zar6wno na poziomie koncepcyjnym, jak i metodolo-
gicznym. Kluczem do sukcesu bylo wiec zastosowanie odpowiedniej metody i Doktoran-
tka shusznie poszta w kierunku technik sieci tensorowych. Najprostsze sieci tensorowe,
MPS/DMRG, doprowadzity do ogromnych sukceséw w opisie uktadéw jednowymiarowych
i do pewnego stopnia dwuwymiarowych. Mialy tez istotny wkitad w poprzedzajacych
badania Doktorantki probach okreslania porzadku topologicznego, ale ich inherentna jed-
nowymiarowos¢, wyrazajaca sie w odpowiednim skalowaniu entropii splatania, stanowi-
ta naturalne i niemozliwe do obejscia w praktyce ograniczenie na jakosé opisu uktadow
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liczbe wymiaréw, w szczeg6lnosci 2 wymiary, czyli PEPS. Nie bez powodu jednak problem
wyznaczania porzadku topologicznego byt rozwazany wczesniej jedynie w ramach DMRG
na stosunkowo waskich cylindrach. Zastosowanie PEPS komplikuje algorytmy bardzo
znaczaco 1 wymaga bardzo dobrych zdolnosci programistycznych na etapie implemen-
tacji. Ostatecznie wiec, Doktorantka rozwazata trudny koncepcyjnie problem badawczy z
wykorzystaniem trudnej technicznie metody. Uzyskanie tak dobrych wynikow dla wielu
modeli nalezy uznaé¢ wiec za duzy sukces i oceni¢ zdecydowanie ponadprzecietnie. Do-
datkowo, traktujac etap doktoratu jako wstep do kariery naukowej, nie mam watpliwosci,
ze Doktorantka jest $wietnie przygotowana do jej kontynuacji, zdobywszy duza wiedze
fizyczna i bieglo$¢ w postugiwaniu sie poteznym narzedziem numerycznym. Pozwala to
mysleé¢ o ,zaatakowaniu” innych trudnych probleméw fizycznych. Mimo ze do rozprawy
nie jest dotaczona kompletna lista publikacji Pani mgr Francuz, sprawdzenie jej w inter-
netowych bazach danych ujawnia, ze istotnie Doktorantka jest zainteresowana réwniez
innymi tematami badawczymi i odnosi na ich polu dalsze sukcesy publikacyjne. Oprocz
trzech publikacji w Physical Review B wchodzacych w sktad rozprawy, jest wspotautorka
trzech kolejnych w tym samym czasopi$émie. Dwie z nich po$wiecone sa nieréwnowa-
gowej dynamice modelu Isinga w polu poprzecznym, gdzie manifestuje sie mechanizm
typu Kibble’a-Zurka, a trzecia dotyczy analizy modelu Kitaeva-Heisenberga za pomoca
sieci tensorowych. Ten ostatni artykut wydaje sie mie¢ znaczenie dla p6zniejszych badan
w ramach rozprawy doktorskiej, jako ze mozna podejrzewac, ze dal on Doktorantce wazne
doswiadczenie w zastosowaniu metody iPEPS. Profil badawczy Pani mgr Francuz uzupet-
nia jej najwczesniejsza publikacja, dla odmiany w Physical Review D, poswiecona zagad-
nieniu saturacji gluonowej w nieelastycznych zderzeniach proton-proton w CERNowskim
eksperymencie ALICE. Realizacja takiego catkowicie innego w poréwnaniu z pozostalymi
tematu badawczego dowodzi szerokich horyzontéw Doktorantki i umiejetnosci szybkiego i
skutecznego opanowania podstaw koncepcyjnych i praktycznych réznorodnych zagadnien.
Ostatecznie dorobek naukowy na tym etapie kariery jest zdecydowanie ponadprzecietny,
zaréwno jak chodzi o ilos¢ publikacji, jak i ich jakos¢. Z catoksztattu dziatalnosci naukowe;j
Doktorantki wylania sie ostatecznie obraz zdolnego, mtodego naukowca o szerokich zain-
teresowaniach, wyposazonego w znajomos¢ bardzo dobrych metod badawczych i zdolnego
do konstruktywnej wspolpracy z wieloma fizykami nalezacymi do lideréw waznych i aktu-
alnych trendéw badawczych. W mojej opinii, osiggniecie takiego statusu na finiszu pracy
doktorskiej jest osiagnieciem bez watpienia ponadstandardowym.

Rozprawa doktorska Pani mgr Anny Francuz z pewnoscig spetnia wiec, w mojej ocenie
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wyzszym i nauce” (Dz. U. z 2020 r., poz. 85 z p6zZniejszymi zmianami). Wnosze wiec
o dopuszczenie Doktorantki do dalszych etapéw przewodu doktorskiego. Ze wzgledu na
poziom trudnoéci tematyki badawczej i zastosowanych metod, a takze bardzo przekonujace

wyniki, mogace aspirowa¢ do najlepszych na $wiecie dla rozwazanego obszaru badawczego,
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wnioskuje tez o wyrdznienie rozprawy.



