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Uwagi wstepne

Forma drukowana recenzowanej rozprawy obejmuje 116 stron, dodatkowo znaj-
duje sie zalgcznik zawierajgcy artykuly naukowe. Praca jest napisana w jezyku
angielskim i zawiera: e 5 rozdzialéw, e podsumowanie, e wykaz literatury, e za-
lgcznik A, zawierajacy artykuly naukowe na podstawie ktoérych rozprawa zostala
przygotowana.

Tytul pracy oddaje jej zawartosé a przyjety uklad pracy jest wladciwy. Za-
wartos¢ kolejnych rozdziatéw, stanowia wyniki wpisujace siec w tematyke analizy
operatoréw unitarnych oraz splatania kwantowego, i sg ze sobg tematycznie zwig-
zane. Tred¢ rozdzialow jest zgodna z nadanymi im tytutami. Praca zawiera wyniki
opublikowane weczesniej przez Autora w formie artykutéw naukowych:

(1] W. Bruzda, D. Goyeneche, K. Zyczkowski, Quantum Measurements with
Prescribed Symmetry, Phys. Rev. A 96, 022105 (2017).

[2] W. Bruzda, Extension of the Set of Complex Hadamard Matrices of Size 8,
Math. Comput. Sci. 12(4), 459-464 (2018).

W formie artykuléw naukowych ztozonych do publikacji:

[3] S. Ahmad Rather, A. Burchardt, W. Bruzda, G. Rajchel-Mieldzioé, A.
Lakshmi- narayan, K. Zyczkowski, Thirty-six Entangled Officers of Euler,
arXiv:2104.05122 (2021).



[4] D. Goyeneche, W. Bruzda, O. Turck, D. Alsina, K. Zyczkowski, Local
Hidden Variable Value Without Optimization Procedures, arXiv:2004.00695
(2021).

W formie artykutu naukowego bedgcego w przygotowaniu:

[5] W. Bruzda, Isolated Complex Hadamard Matrices, in preparation, (2021).

Przedmiot rozprawy

Po wprowadzeniu, w rozdziale drugim Autor rozwaza problem klasyfikacji ma-
cierzy zespolonych IHadamarda, przy pomocy niezmiennikéw, takich jak defekt ma-
cierzy czy 2bior Haagerupa. Nastepnie przedstawia metody analityczne oraz nume-
ryczne umozliwiajace odkrycie nowych przyktadéw macierzy Hadamarda. Autor
przedstawil nowa rodzine macierzy Hadamarda TS(I) oraz zidentyfikowal izolowany
punkft Téo). Doktorant nastepnie stawia przypuszezenie, dotyczace istnienia ciggu
izolowanych zespolonych macierzy Hadamarda w nieskoficzenie wielu wymiarach.

W rozdziale trzecim Doktorant omawia ograniczony defekt macierzy (ang. re-
stricted defect), ktory jest analogiem defektu wprowadzonego wezeéniej dla ogdl-
nych macierzy unitarnych. Tym razem jednak Doktorant stosuje wprowadzone
pojecie do macierzy unitarnych, ktére dodatkowo sg Hermitowskie oraz maja sta-
la diagonale. Korzystajac z tegoz narzedzia Autor bada mozliwo$é wprowadzenia
wolnych parametréw do zadanego pomiaru kwantowego i formuluje twierdzenia.
mowigce, ze:

e maksymalne zestawy baz wzajemnie nieobcigzonych w wymiarach 4, 8,9 oraz
16 sa izolowane,

e pomiary typu SIC-POVM w wymiarach 4,5,6,...,16 sg izolowane.

W rozdziale czwartym Autor przedstawia twierdzenie o istnieniu stanéw spla-
tanych typu AME(4,6) (ang. absolutely mazimaly entangled state), czyli czystych
stanow lacznych na czterech szeSciowymiarowych podsystemach, takich ze reduk-
cje dowolnyeh dwoch systemdw pozostawiaja uktad w stanie maksymalnie mie-
szanym. Jest to rozwigzanie jednego z otwartych probleméw w teorii informacji
kwantowej, zwigzanego z problemem 36 oficeréw Eulera. Autor opisuje metode
numeryczng poszukiwania stanow typu AM F oraz przedstawia znaleziony stan w
postaci analitycznej.

W rozdziale pigtym Autor omawia zwigzek maksymalnej wartosci pewnych
nieréwnosci Bella w modelu zmiennych ukrytych, z nadmiarem macierzy (ang.
excess of o matriz). Powyzszy zwiazek moze znalezé zastosowania w badaniu wie-
lu rodzin nieréwnosci Bella. Dodatkowo Doktorant przedstawia serig przykladdw
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nowych Scistych nieréwnosci Bella i stawia przypuszczenie dotyczace mozliwoSci
tworzenia tego typu nieréwnosci przy pomocy pewnych macierzy Hadamarda.

Uwagi techniczne nie wyplywajgce na czeS¢ me-
rytoryczng

Przedstawiona rozprawa ma charakter matematyczny, jednakze pojawiajg sie miej-
sca, gdzie mozna znalez¢ niedociaggniecia formalne, przykiadowo:

e Na stronie 47, pojawia si¢ kontrowersyjne stwierdzenie ,, ... tensor product
Ch @ C® is not equal to Chdz .., 7,

Wedlug obowiazujacej konwencji napis C* ® C% nalezy interpretowaé jako
przestrzen liniowq rozpieta przez tensory elementarne, wowezas oczywiscie
mamy

I BIEE o O (1)
gdzie ~ oznacza istnienie izometrycznego izomorfizmu pomigdzy lewg a pra-
wg strong. Z tre$ci mozna si¢ domysli¢, iz Doktorant chcial przypomniec
czytelnikowi oczywisty fakt, ze w przypadku gdy dy,ds > 1 tensory elemen-
tarne nie tworzg calej przestrzeni.

e Na stronie 48, pojawia si¢ stwierdzenie ,,... operators pg; . belong to Hy, ...”,
poniewaz w pracy niejawnie zalozone jest, ze elementy przestrzeni Hy, =
C% sg wektorami (kolumnowymi), wiec zacytowane stwierdzenie wydaje sig
sprzeczne. Mozna si¢ domysli¢, ze Doktorant miat na mysli pg, r € C(de),
gdzie L(X) oznacza przestrzen liniowych operatordow na dziatajacych z prze-
strzeni X w przestrzen X.

Ocena koncowa i wnioski

Rozprawa doktorska mgra Wojciecha Bruzdy pt.: ,Structured Unitary Matrices
and Quantum Entanglement” dotyczy waznego zardéwno poznawczo jak i aplika-
cyjnie problemu oraz stanowi wartosciowe osiagniecie naukowe Autora. Uzyskane
wyniki mozna rozpatrywac z punktu widzenia potencjalnych zastosowan w innych
galeziach teorii informacji kwantowej, takich jak kwantowa korekcja bledéow czy
analiza kwantowej nielokalnosci.

Doktorant do rozwigzania postawionych probleméw uzy! wlasciwych metod.
Oryginalnymi osiggnieciami badawczymi Autora sg:

. . v W . 1 .
e Przedstawienie nowej rodziny macierzy Hadamarda Té ) oraz zidentyfikowa-
o B 0
nie izolowanego punkt Tg( ),



e Wykazanie, ze maksymalne zestawy baz wzajemnie nieobcigzonych w wy-
miarach 4, 8,9 oraz 16 sg izolowane,

o Wykazanie, e pomiary typu SIC-POVM w wymiarach 4, 5,6, ..., 16 sg izo-
lowane.

o Przedstawienie analitycznej postaci stanu AME(4, 6).

Jest to wktad mgra Wojciecha Bruzdy w rozwéj dyscypliny naukowej — nauki
fizyczne. Rozleglod¢ przeprowadzonej analizy uzasadniaja stwierdzenie, ze Autor
posiada wiedzg teoretyczng, zdolnoéci koncepeyjne oraz umiejetnosei do rozwigzy-
wania naukowych probleméw badawezych.

Uwazam Ze przedstawiona rozprawa spelnia wymogi ustawowe sta-
wiane pracom doktorskim w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych
w dyscyplinie nauki fizyczne i wnosze o przyjecie jej przez Rade Dys-
cypliny Nauki fizyczne Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie, oraz
o dopuszczenie do publicznej obrony.
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