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Niniejsza recenzja dotyczy rozprawy doktorskiej mgr. Filipa Ficka zatytuto-
wanej Nonlinear Schrodinger equations with trapping potentials in higher dimen-
sions przygotowanej na Wydziale Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowanej
Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie pod kierunkiem prof. dr. hab. Piotra
Bizonia.

Rozprawa zostata napisana w jezyku angielskim i sktada sie z szesciu przejrzy-
stych rozdzialéow oraz czterech dodatkow. Zawiera bibliografie liczaca 121 pozycji.

Rozprawa bazuje na wynikach uzyskanych w nastepujacych trzech pracach:

e [F1] P. Bizon, O. Evnin, F. Ficek: A nonrelativistic limit for AdS pertur-
bations, Journal of High Energy Physics 12, 112 (2018),

e [F2] P. Bizon, F. Ficek, D. E. Pelinovsky, S. Sobieszek: Ground state in the
enerqy super-critical Gross-Pitaevskii equation with a harmonic potential,
Nonlinear Analysis 210, 112358 (2021),

e [F3] F. Ficek, Schrodinger-Newton-Hooke system in higher dimensions:
Stationary states, Physical Review D 103, 104062 (2021).

Pan Filip Ficek opublikowal réwniez 4 inne wspoétautorskie prace, jedna w Phy-
sical Review Letters (2018), jedna w Annalen der Physik (2019) oraz dwie w
Physical Review A (2019 oraz 2022), ktore nie sa uwzglednione w rozprawie dok-
torskiej. Prace opublikowane sa w bardzo dobrych czasopismach dotyczacych
fizyki i matematyki. Biorac pod uwage, ze jest to rozprawa doktorska, to liczba
opublikowanych prac zastuguje niewatpliwie na uznanie na tym etapie kariery
naukowej.

Tematyka rozprawy dotyczy dynamicznie rozwijanego obszaru nielokalnych
nieliniowych réwnan Schrodingera, ktore sa istotne z punktu widzenia fizyki i
trudne pod wzgledem matematycznym. Rozprawa skupia sie na réwnaniu
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ktore mozna znalezé w literaturze pod réznymi nazwami, takimi jak réwnanie
Schrodingera-Newtona, Schrodingera-Poissona, Hartree lub Choquarda. W roz-
prawie zagadnienie (1) jest nazywane rownaniem Schrodingera-Newtona-Hooke’a,
w skrocie SNH. Istotna cecha tego zagadnienia jest koercytywny potencjal har-
moniczny |z|%. Gloéwna trudnoscia, ktora kryje sie w tym roéwnaniu jest nielo-
kalnosé w nielinowej ostatniej sktadowej (1), ktora zalezy od wartosci ¢ w cale]
przestrzeni R?. W $wietle nieréwnosci Hardy ego-Littelwooda-Sobolewa, sktad-
nik nielokalny jest calkowalna w funkcjonale energii, gdy 1 (t,-) jest catkowalne

z wyktadnikiem %. Jesli d < 5, to nieliniowos¢ jest podkrytyczna wzgledem
wykladnika Sobolewa, gdy d = 6, to wzrost jest krytyczny (% = 2L, za$

d > 5 powoduje wzrost nadkrytyczny. Ogodlnie mowiac, gdy d > 6, to problem
jest najtrudniejszy do rozwiagzania pod wzgledem analitycznym, np. metody wa-
riacyjne nie sa na og6l dostepne w przypadku nadkrytycznym ze wzgledu na
brak zanurzen przestrzeni Sobolewa H!(RY) w L%(Rd) dla d > 6. Rozprawa
doktorska w gltéwniej mierze dotyczy najtrudniejszej sytuacji w wymiarach d > 6.

Opis rozprawy doktorskiej oraz gtéwnych wynikéw.

Rozdzial 1 zawiera krotkie wprowadzenie do zagadnienia SNH, motywacje
fizyczng oraz cele rozprawy, ktore sa ambitne, dobrze przedstawione i zachecaja
czytelnika do dalszej lektury.

Rozdzial 2 prezentuje motywacje fizyczna dla zagadnienia (1) w wymiarach
d > 4. Autor wyprowadza réwnanie SNH jako nierelatywistyczng granice nie-
wielkich zaburzen czasoprzestrzeni anty-de Sittera (AdS). Startujac od réwnania
Kleina-Gordona i réwnania Einsteina, w granicy ¢ — oo, autor otrzymuje po
przeskalowaniu uklad dwoch rownan postaci
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Rozwiazujac drugie rownanie i wstawiajac do pierwszego rownania otrzymujemy
nielokalny problem (1). Ten rozdzial bazuje na pracy [F1]. Jest to kawalek
ciekawej fizyki teoretycznej, ktory zostal zaprezentowany w przejrzystym i Scistym
formalizmie matematycznym.

Rozdziat 3 wyjasnia pojecie podkrytycznosci, krytycznosci oraz nadkrytyczno-
Sci. Autor przedstawia problem poszukiwania rozwiazan stacjonarnych ¢ (¢, x) =
e~ “y(z) dla SNH w ujeciu wariacyjnym. Autor definiuje funkcjonal energii dla
rozwigzan stacjonarnych oraz wprowadza przestrzen

Y= {ue H'(RY): |z|[y| € L'(R?)}.
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szczegolnosei w La+2 (R?) dla 3 < d < 5. Na str. 27, linia 18, wkradl sie drobny

btad, tzn. nie istnieje zwarte zanurzenie dla ¢ = d2—_d2.

Jesli d > 3, to ¥ zanurza sie w sposéb zwarty w LI(RY) dla 1 < ¢ < a w



W rozdziale 4, opartym na [F2| i [F3], zaprezentowane sa gtéwne wyniki
rozprawy dotyczace istnienia stacjonarnych rozwiazan (1). W Swietle twierdze-
nia Busca i Sirakowa kazde klasyczne rozwiazanie (u,v) uktadu (2), takie, ze
u >0 > v oraz u(z),v(x) = 0 dla |z| — oo jest radialnie symetryczne wzgledem
jakiego$ punktu. Dlatego autor skupia sie w pracy na poszukiwaniu radialnych
rozwigzan i problem redukuje sie do rozwigzania uktadu dwoch réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych. Stosujac klasyczng technike (ang. shooting method) dla
kazdego dodatniego warunku poczatkowego u(0) = b istnieje dodatnie rozwiaza-
nie radialne u (rozwiazanie w stanie podstawowym). Ponadto istnieje rozwiazanie
o skoriczonej liczbie zer (rozwiazanie w stanie wzbudzonym). Technika shooting
method byla stosowana przez Berestyckiego, Lionsa, Peletiera, Serrina, Atkin-
sona, Kwonga w wielu potliniowych zagadnieniach eliptycznych w latach 80-tych,
zas w roku 2008 réwniez przez Choquarda, Stubbe’a i Vuffraya do poszukiwania
rozwiazan i jednoznaczno$ci problemu Schrédingera-Poissona. Pan Filip Ficek z
powodzeniem zastosowal te metode dla zagadnienia z potencjatem |z|>. W Roz-
dziatach 4.2.2 oraz 4.2.3 znajdziemy wyniki dot. istnienia stanu podstawowego i
stanéw wzburzonych. Dla mnie zaskakujacy jest fakt, ze istnienie stanéw podsta-
wowych w problemie SNP istotnie wykorzystuje przypadek krytyczny i nadkry-
tyczny, tzn. d > 6 i wydaje sie, ze podobne metody nie moga by¢ zastosowane dla
d < 6. Ciekawa analiza jest w Rozdziale 4.2.4, gdzie mamy istnienie rozwigzan
singularnych z warunkiem w nieskoniczonosci lim;_,o, u(r) = oo. Tutaj istnienie
otrzymuje sie tylko w przypadku nadkrytycznym d > 7, gdyz dla ¢ = 6 tracimy
hiperboliczno$¢ odpowiedniego uktadu. Pan Filip Ficek otrzymal réwniez jedno-
znacznosé rozwiazan w stanie podstawowym dla d > 7 oraz ciagglo$¢ parametru
w wzgledem b. Wyniki zilustrowane sa obliczeniami numerycznymi. Autor za-
uwazyl, ze zmieniaja sie wtasnosci jakosciowe oscylacji w stanéw wzburzonych w
wymiarach 7 < d < 15 oraz d > 16. W pracy zostalo postawione interesujace
pytanie dotyczace jednoznaczno$ci stanéw wzbudzonych w duchu nowego wyniku
Cohena, Li oraz Schlaga.

Stabilnosé stanéw stacjonarnych réwnania (1) zostata opisana w Rozdziale 5.
Za pomoca technik aproksymacyjnych i numerycznych badane sg wartosci wlasne
operatora odpowiedniej aproksymacji £, ktory nie jest samosprzezony. Badanie
spektrum takich operatoréw jest zagadnieniem trudnym i Rozdzial 5 wprowa-
dza czytelnika do tego zagadnienia i pozostawia go z szeregiem ciekawych pytan,
ktore przedstawione sg w kolejnym Rozdziale 6. Autor zamierza rozszerzy¢ wy-
niki Rozdziatu 5.1 w kolejnej publikacji.

Konkluzja. Cata rozprawe oceniam bardzo wysoko. Moim zdaniem rozprawa
doktorska jest bogata w metody matematyczne, problem rozwiazany w rozprawie
ma silng motywacje fizyczna i dotyczy intensywnie rozwijanego obszaru rownan
rozniczkowych czastkowych. Najciekwsze wyniki znajdziemy w Rozdziale 4. Jest
to interesujacy, przemyslany kawalek matematyki z mocng motywacja w fizyce i
zastosowaniach. Pomimo szeregu trudnych i technicznych rozumowan z obszaru



rownan rozniczkowych zwyczajnych oraz technik aproksymacyjnych, rozprawe
czyta si¢ bardzo dobrze, napisana jest z troska o czytelnika i znajdziemy tam
szereg numerycznych ilustracji. Uzyskanie ciekawych i nietrywialnych wynikéw
w tym obszarze wymaga wysokich umiejetnosci technicznych i wyobrazni geome-
trycznej motywowanej numerycznymi rozwazaniami.

Uwazam, ze rozprawa istotnie przekracza wymagania ustawowe stawianym
rozprawom doktorskim. Wnosze o dopuszczenie mgr. Filipa Ficka do dalszych
etapow przewodu doktorskiego. Ponadto bioragc pod uwage wysoka ocene pracy,
rekomenduje wyréznienie przedstawionej rozprawy.
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