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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgr. Zbigniewa Drogosza zatytulowanej
New topological observables in a model of Causal Dynamical Triangulations
on a torus

Praca doktorska zostala wykonana pod opieka naukows promotora Prof. Jerzego Jurkie-
wicza i promotora pomocniczego Dr. hab. Jakuba Gizberta-Studnickiego. Przedstawione
w niej wyniki oparte zostaly na trzech artykutach naukowych opublikowanych w bardzo
dobrych czasopismach naukowych,
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oraz jednej pracy bedacej w przygotowaniu. Z o$wiadczen wspotautorow wynika, ze pan
Drogosz miat dominujacy wktad w pierwszych dwoch pracach, oraz znaczacy udzial w
pozostaltych.

Rozprawa dotyczy kwantowania grawitacji przy uzyciu dynamicznych kauzalnych trian-
gulacji. To podejscie nazywa sie czesto akronimem CDT, od 'Causal Dynamical Triangu-
lations’. Kwantowanie grawitacji jest jednym z najbardziej fundamentalnych, nierozwia-
zanych probleméw fizyki teoretycznej, a podejscie CDT uwazane jest za obiecujaca probe
sformutowania konsystentnej teorii kwantowej grawitacji.

Pod wzgledem tematycznym badania przedstawione w pracy mozna podzieli¢ na trzy
kategorie.

Pierwsza obejmuje metody dotyczace wykorzystania periodycznych warunkéw brzego-
wych do zdefiniowania topologicznych obserwabli do probkowania kwantowych fluktuacji
czasoprzestrzeni. Temat ten zostal przedstawiony w rozdzialach 3,4 rozprawy.

W rozdziale 5 przedstawiono wyniki dotyczace pomiaru kwantowej krzywizny Ricciego w
oparciu o metode Klitgaarda-Loll.

Trzeci blok tematyczny dotyczy oddzialywania materii z geometrig czasoprzestrzeni. Dys-
kusje przeprowadzono na przyktadzie modelu sigma minimalnie sprzezonego z grawitacja.
Wyniki przedstawiono w rozdziale 6.

Oprocz wymienionych powyzej rozdzialéw praca zawiera wstep - w rozdziale 1, opis nie-
ktorych elementow implementacji - w rozdziale 2, konkluzje - w rozdziale 7, spis tresci i
bibliografie. Ogolnie, praca jest bardzo dobrze zredagowana, a material jasno wytozony.
Ponizej przejde do oméwienia wynikow.

Podejscie CDT jest uogoélnieniem feynmanowskiego formalizmu catek po trajektoriach, w
ktorym amplitudy kwantowe wyliczane sa jako catki po pseudoriemmanowskich rozmaito-
Sciach o zadanych warunkach brzegowych. Zaleta tego podejscia jest to, ze nie odwoluje
sie ono do geometrii tta, dzieki czemu pozwala na nieperturbacyjne rachunki. Brak geo-
metrii tta powoduje jednak, ze w obliczeniach nie ma naturalnego uktadu wspotrzednych.

W rozdziale 3 przedstawiono konstrukcje pseudokartezjariskich wspotrzednych dla kwan-
towej geometrii czasoprzestrzeni CDT o toroidalnej topologii 7% = S x St x St x Si.
Podstawowym elementem konstrukeji jest wyznaczenie czterech pomocniczych hiperscian
o topologii T°, zwigzanych z czterema kanonicznymi kierunkami torusa 7. Sciany mozna
rozumieé¢ jako przeciwlegte brzegi czterowymiarowej hiperkostki z periodycznymi wa-
runkami brzegowymi, a hiperkostke mozna interpretowa¢ jako komorke elementarng w
uktadzie periodycznym. Przeciwlegle brzegi komorki elementarnej odpowiadaja dwom
stronom hipersciany na wyj$ciowym torusie. Konstrukcja tych pomocniczych hiperscian
odgrywa wazng role w calej pracy doktorskiej. W szczegblnosci postuzyly one do zde-
finiowania pseudokartezjanskich wspolrzednych na 7. Wspoélrzedne danego punktu na



rozmaitosci symplicjalnej zdefiniowane sa jako minimalne odlegtosci do danej hipersciany.
Dla kazdego podstawowego kierunku na torusie sa dwie takie wspotrzedne odpowiadajace
odlegtosciom do przeciwleglych brzegdéw ograniczajacych komorke elementarng. Autor
opracowal metode wyznaczania tych wspolrzednych za pomoca czasu dotarcia frontu dy-
fuzji od brzegu komorki elementarnej do danego miejsca we wnetrzu tej komorki. Analiza
wspotrzednych pseudokartezjanskich, w tym przede wszystkim sum par wspoélrzednych
do przeciwlegltych brzegdéw komorki elementarnej, pozwolita poklasyfikowaé¢ sympleksy na
rozmaitosci CDT ze wzgledu na ich potozenie na hierarchicznej strukturze tzw. baby-
uniwerséw. Baby-uniwersy wyrastaja na sobie tworzac struktury drzewiaste. Pokazano,
ze sumy par wspotrzednych do przeciwlegtych brzegéw komorki elementarnej dla réznych
kierunkoéw sa ze sobg skorelowane. Pozwolito to wysnué¢ wniosek, ze sumy par wspotrzed-
nych pseudokartezjariskich zwiazane sa z wysokoscia danego punktu na drzewie rozgate-
zieni baby-uniwerséw. Suma pary wspotrzednych pseudokartezjariskich do przeciwlegtych
brzegéw komorki elementarnej dla danego kierunku na torusie praktycznie nie zalezy od
potozenia pomocniczej hipersciany. Moze jednak zalezeé¢ od jej ksztaltu, np. od stop-
nia pomarszczenia. Aby uniknaé¢ tej niepozadanej zaleznosci, konstrukcje pomocniczych
hiperscian na torusie (czyli brzegéw komorki elementarnej) oparto o zasade minimalizo-
wania ich objetosci. Autor rozprawy opracowal i zaimplementowal stosowny algorytm
oraz zintegrowal go z generatorem Monte-Carlo konfiguracji CDT. Dzieki tej metodzie
udato sie wyznaczy¢ histogramy rozktadéw wspotrzednych pseudokartezjanskich i sum
par wspotrzednych w danym kierunku na torusie, oraz pokazaé, ze skalowanie tych histo-
gramow w fazie semiklasycznej modelu CDT jest zgodne z wymiarem czasoprzestrzennym
rownym cztery.

W rozdziale 4 przedstawiono inng oryginalng metode probkowania toroidalnej geometrii
CDT za pomoca niesciagalnych petli geodezyjnych o nietrywialnej homotopii. Petle kon-
struowane sa na sieci dualnej, czyli pomiedzy $rodkami 5-symplekséw. Petla geodezyjna
o liczbie nawinie¢ rownej jeden obiega torus po najkrotszej drodze. Jezeli dana petla
przechodzi przez punkt (srodek 5-sympleksu), ktory znajduje sie wysoko na drzewie roz-
galezienn baby-uniwerséw, jej dtugosé jest duza, poniewaz obiegajac torus dookota petla
musi najpierw zejs¢ z tego drzewa i na konicu ponownie na nie wejs¢. Poniewaz typowe
kwantowe fluktuacje czasoprzestrzeni maja postac¢ hierarchicznych drzew baby-uniwersow,
ktore wyrastaja z semiklasycznego tla, dtugosé tych petli pozwala ocenié, ile sympleksow
lezy na drzewach, ile na czesci semiklasycznej. Na tej podstawie mozna odtworzy¢ tez
statystyki wysokosci sympleksow, wysokosci drzew baby-uniwersow, dtugosci dolin prze-
biegajacych po czesci semiklasycznej itd. Wyniki przedstawione w pracy pokazuja, ze
dtugosci petli o liczbie nawinie¢ rownej jeden w réznych kierunkach przestrzennych maja
takie same rozktady prawdopodobienistwa, i sg silnie ze sobg skorelowane. Sa réwniez sko-
relowane z rozkladem sumy par pseudokartezjanskich wspoétrzednych do przeciwlegtych
brzegéw komorki elementarnej w danym kierunku. Dlugosé petli geodezyjnej o liczbie
nawinie¢ rownej jeden nazwano wysokoscia punktu (sympleksu). Kazdy sympleks cha-
rakteryzowany jest przez cztery wysokosci zwigzane z podstawowymi kierunkami torusa
T*. W badaniach rozwazano roéwniez petle geodezyjne o wickszej liczbie nawinie¢. Przy



kolejnych obejsciach torusa petle takie omijaja poczatkowy sympleks, a wiec i drzewo
baby-unwierséw, na ktérym ten sympleks sie znajduje. Penetruja w ten sposéb obszary
o mniejsze wysokoéci i wyszukuja doliny idace dookota torusa o jak najkrotszej dtugosci.
W pracy pokazano, ze réznica dtugosci petli o n+ 1 nawinieciach i n nawinieciach szybko
zmierza do stalej, gdy n rosnie. Ta stata odpowiada dtugosci najkrétszego pasazu idacego
dookota torusa w danym kierunku. W pracy przeanalizowano réowniez ciekawe statystyki
petli o roznych liczbach nawinie¢ (n,, ny, n.,n;) w podstawowych kierunkach torusa.

Statystyki najkrotszych petli zostaly wykorzystane do opisania fluktuacji kwantowej cza-
soprzestrzeni. W szczegdlnosci zaproponowano bardzo ciekawy pomyst na klasyfikacje
symplekséw na torusie ze wzgledu na liczbe najkrotszych petli o pojedynczym przestrzen-
nym nawinieciu, ktére przez dany sympleks przechodza. Wyniki pokazaly, ze czestosé
wystepowania sympleksow, przez ktore przechodzi N takich petli maleje jak N77, z wy-
ktadnikiem bliskim 2. Zbadano réwniez korelacje pomiedzy liczba najkrotszych petli prze-
chodzacych przez sympleks a jego wysokoscia, oraz geometryczne otoczenia sympleksow
w zaleznosci od ich wysokodci.

W rozdziale 5 przeprowadzono badania kwantowej krzywizny Ricciego dla rozmaitosci
CDT o topologii T* w fazie semiklasycznej. Kwantowa krzywizna Ricciego zostala zde-
finiowana przez Klitgaarda i Loll poprzez geometryczne wyrazenie na srednig odlegtosé
pomiedzy punktami sfer umieszczonych w dwoch bliskich punktach. Zaleta tego wy-
razenia jest to, ze z jednej strony w granicy, gdy promien sfer zmierza do zera, wzor
odtwarza krzywizne Ricciego, a z drugiej strony, jego geometryczna postaé¢ pozwala na
implementacje dla przypadku zdyskretyzowanej rozmaitosci. Wzor zostal wczesniej wy-
korzystany przez Klitgaarda i Loll do wyznaczenia kwantowej krzywizny Ricciego w fazie
semiklasycznej CDT dla topologii S* x S®. W pracy doktorskiej pana Drogosza zostaly
przedstawione obliczenia dla topologii T%. Dzicki weze$niej wprowadzonemu pojeciu wy-
sokosci sympleksu, udato sie przeprowadzi¢ oddzielnie pomiary krzywizny Ricciego dla
sympleksoéw o duzej wysokosci, ktore naleza do drzew baby-uniwersow, oraz dla symplek-
sOw o matej wysokosci, ktore leza w dolinach przebiegajacych po czedci semiklasycznej.
Wyniki pokazaly, ze zachowanie krzywizny dla tych dwoch klas symplekséw jest zupelnie
inne. Dla sympleksow o matej wysokosci krzywizna zachowuje sie jak krzywizna Ricciego
na sferze. Wynik ten prawdopodobnie oznacza, ze pomiar krzywizny dla sympleksow le-
zacych na semiklasycznym tle, ktore same maja zerowa krzywizne, usrednia krzywizne
otaczajacych go fluktuacji kwantowych, ktore niezaleznie od miejsca na torusie maja taka
sama efektywng krzywizne. Wynik jest niezwykle ciekawy, ale wymaga dalszej analizy i
glebszego zrozumienia.

Rozdzial 6 poswiccony jest analizie modelu sigma na torusie 7%, o wartosciach pola na
przestrzeni o tej samej topologii. W pierwszej czesci analizowany jest model, w ktérym
klasyczne wartosci pola dla danej rozmaitosci CDT uzywane sa jako wspotrzedne karte-
zjanskie. Taki wybor jest mozliwy poniewaz przestrzen, na ktoérej zdefiniowane sg wartosci
pola jak i przestrzeri rozmaito$ci symplicjalnej maja ta sama topologie T¢. Wyznaczenie
klasycznego rozwiazania pola dla danej rozmaitosci sprowadza sie do rozwiazania zdyskre-



tyzowanego rownania Poissona, z warunkami brzegowymi narzucajacymi periodycznosé
pola. Warunki periodyczne wprowadza sie w postaci skokéw wartosci pola na tréjwymia-
rowych brzegach komorki elementarnej, o ktorych byta mowa wczedniej. Laplasjan w tym
roOwnaniu jest laplasjanem grafu dualnego do grafu rozmaitosci CDT. Za pomoca tak zde-
finiowanych wspotrzednych mozna wyznaczy¢ rozklad czteroobjetosci. Wyniki pokazuja,
ze czteroobjetos¢ skumulowana jest w waskich wioknistych obszarach otoczonych pust-
kami. To niezwykle ciekawy wynik, sugerujacy, ze istnieje mechanizm przyciagania przez
obszary o zwickszonej gestosci, ktory prowadzi do zagestszania tych obszaréw i pozostawia
pustke wokot nich.

Druga czes¢ tego rozdzialu poswiecona jest problemowi oddzialywania geometrii czaso-
przestrzeni z minimalnie sprzezonym modelem sigma. Pole sigma wplywa na geometrie,
a geometria na pole. W rozdziale przeprowadzono semiklasyczna analize szczegdlnych
konfiguracji polowo-geometrycznych, dla ktorych geometryczna i polowa cze$é dziatania
wspotzawodniczag ze soba w minimalizacji catkowitego dziatania. Przy pewnej wartosci
parametru kontrolujacego skok pola, dziatanie polowe i dziatanie geometryczne zamie-
niaja sie rolami, jezeli chodzi o ich wktad do catkowitej wartosci dziatania. W wyniku tej
zmiany nastepuje gwaltowana zmiana geometrii. Aby sie przekonaé, czy przewidywany
przez te rozwazania efekt rzeczywiscie wystepuje w pelnym modelu, przeprowadzono jego
symulacje Monte-Carlo. Ich wynik potwierdzil przewidywania, tzn. w fazie semiklasycz-
nej CDT nastepuje przejscie fazowe wywolane zmiana parametru skoku pola do fazy, w
ktorej czteroobjetosé skupia sie w waskim przedziale czasowym. To jest nowy typ przej-
Scia fazowego. Jest on tym ciekawszy, ze teoria kwantowej grawitacji powinna uwzgledniaé
oddziatywania pola materii z grawitacjg. Jezeli istnieje zatem nietrywialna granica cia-
gta modelu CDT, ktora prowadzi do kwantowej teorii grawitacji, to nalezy oczekiwac,
ze bedzie ona zwigzana z przejsciem fazowym i punktem krytycznym modelu, w ktorym
zaréwno geometria czasoprzestrzeni jak i zdefiniowane na niej pole ogrywaja istotna role.
Omawiane przejscie fazowe nalezy do tej kategorii.

Zanim przejde do podsumowania chciatbym poczynié kilka uwag i zadaé kilka pytan Au-
torowi rozprawy:

e Jak juz wspomniatem rozprawa zostala starannie zredagowana. Jedynie okreslenie
"loop distance’; ktore Autor wymiennie uzywa z 'loop length’; jest troche mylace.

e Waznym elementem badan byto zaimplementowanie warunkéw brzegowych na toru-
sie T4, ktore wyznaczaja trojwymiarowe granice komorki elementarnej. Szkoda, zZe
Autor nie opisal doktadnie implementacji tego algorytmu poniewaz, mimo, ze jest
to element techniczny, odgrywa wazna role w calej rozprawie. Nie wiadomo doktad-
nie jak przebiega proces utrzymywania minimalnej objetosci tych $cian w trakcie
uaktualniania geometrii. To jest wazne, poniewaz zbyt duze fluktuacje Scian moga
mie¢ wplyw na statystyke pseudokartezjanskich wspotrzednych.

e Do wyznaczania wspolrzednych kartezjanskich uzywano frontu dyfuzji (diffusion



wave), ktora zgodnie z opisem rozpoczyna sie od przeciwlegtych brzegéw komorki
elementarnej. Dlaczego nie zastosowano algorytmu opartego o przeszukiwanie wszerz,
idacego w przeciwnym kierunku, tzn. od danego sympleksu do brzegéw komorki ele-
mentarne;j?

Czy zastosowanie algorytmu A* do wyznaczania petli geodezyjnych o zadanych licz-
bach nawinie¢ zwiekszytoby wydajnos$¢ przeszukiwan?

Dlaczego rozktady wysokosci dla réznych kierunkéw przestrzennych przedstawione
na rysunku 4.13 nie sg identyczne? Co wyrdznia te kierunki? Czy dokonano usred-
nienia po konfiguracjach?

Rysunek 4.6 sugeruje, ze mozna uzy¢ kierunku czasowego do wyznaczenia wysokosci
sympleksu. Czy to prawda? A jezeli tak, to by¢ moze datoby sie poklasyfikowaé
sympleksy w modelu CDT o topologii S' x S3, dla ktérej czes¢ przestrzenna ma
topologie sfery S®, a nastepnie zastosowa¢ technike przedstawiong w rozdziale 5
do pomiaru kwantowej krzywizny Ricciego oddzielnie dla symplekséw o malej i
duzej wysokosci. Czy Autor oczekuje, ze w tym przypadku pojawi sie roznica dla
sympleksoéw o matej i duzej wysokosci, podobna do tej z rysunku 5.17

Wydaje mi, ze zamiast uzywac okreslenia model z polem skalarnym powinno uzywacé
sie okreslenia 'model sigma’ w stosunku do modelu omawianego w rozdziale 6, ze
wzgledu na nietrywialng topologie przestrzeni polowej. To wtasnie ona decyduje o
nietrywialnym zachowaniu modelu.

Czy mozna oczekiwaé, ze w symplicjalnej grawitacji euklidesowej (bez foliacji) za-
chodzi przejscie fazowe w modelu sigma na torusie 7, podobne do tego opisanego
w rozdziale 67 Czy rozktad czteroobjetosci w tym przypadku bedzie miat podobny
charakter do tego dla CDT, pokazanego na rysunkach 6.1, 6.27 Innymi stowy, czy
omawiane w tym rodziale zachowanie jest bardziej zwiazane z CDT, czy tez z mo-
delem sigma 7% — T*?

Podsumowujac, rozprawa doktorska dotyczy bardzo waznej tematyki. Jest bardzo dobrze
napisana. Zawiera wiele oryginalnych, waznych wynikéw. Uwazam, ze spelnia z nadwyzka
wymagania stawiane rozprawom doktorskim i w zwiazku z tym wnosze o dopuszczenie
pana mgr. Zbigniewa Drogosza do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Zdzistaw Burda



