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Modelowanie epidemiologiczne jest dobrze rozwinigtg dziedzing badan. Dzig-
ki niemu mozliwe jest lepsze zrozumienie mechanizméw rozprzestrzeniania sig¢
chordb, identyfikacja kluczowych elementéw oraz ocena efektywnosci réznora-
kich strategii interwencji. W najprostszych wariantach modele epidemiologicz-
ne sg modelami rézniczkowymi, zakladajacymi, ze osobniki moga znajdowac
sie¢ w dyskretnej (zaleznej od modelu) liczbie stanow oraz sa doskonale prze-
mieszane. Oznacza to, ze prawdopodobienstwo oddziatywania dwoch dowolnie
wybranych osobnikéw jest takie samo. Z jednej strony, w realnych sytuacjach,
takie zatozenie nie zawsze jest spetnione — sie¢ kontaktow jest o wiele bardziej
ztozona. Zas$ z drugiej strony pozwala ono na tatwiejsze konstruowanie licznych
modeli epidemiologicznych i ich rozszerzen.

Podstawowe modele epidemiologiczne swoje nazwy zawdzieczaja angielskim
nazwom stanow, w jakich mogg znalez¢ si¢ osobnicy. W najprostszych przypad-
kach sa to klasy S — zdrowy/podatny (susceptible), | — zarazony (infetced) oraz
R — ozdrowiaty/uodporniony (recovered). Dodatkowo modele okreslaja mozliwe
przejscia migdzy stanami. Najprostsze i najpopularniejsze modele to modele: SI,
SIS oraz SIR [4, 6, 7], ktore zostang omdéwione w niniejszym artykule. W mo-
delach tych osobnik zdrowy moze zosta¢ zakazony na skutek kontaktu z osob-
nikiem chorym, a pozostate procesy (np. zdrowienie) moga by¢ spontaniczne.
Zwykle zaklada si¢ takze, ze proces epidemiczny zachodzi na tyle szybko, ze
mozna poming¢ zjawiska demograficzne. Na podstawie modeli SI, SIS oraz SIR
poprzez zwigkszanie liczby mozliwych stanow oraz przej$¢ migedzy nimi buduje
si¢ bardziej skomplikowane modele. Prowadzi to miedzy innymi do modeli SIRS
[4], SEIR [7] oraz wielu innych. Model SIRS odpowiada sytuacjom, kiedy nie
jest mozliwe uzyskanie trwalej odpornosci, zas§ w modelu SEIR choroba w po-
czatkowym okresie rozwija si¢ w sposob utajony.

W niniejszym artykule prezentujemy wybrane wtasnosci najprostszych modeli
epidemiologicznych SI, SIS oraz SIR. Przedstawiamy podstawowe informacje na
temat odpornosci stadnej (populacyjnej) i powigzanego z nig bazowego wspotczyn-
nika reprodukcji oraz omawiamy statystyczne wlasnosci testow diagnostycznych.

Model SI

Model SI jest odpowiednikiem modelu Verhulsta (logistycznego) w ekologii
[7]. W modelu SI doskonale przemieszana populacja generalna o ustalonym roz-
miarze N podzielona jest na osobnikow zdrowych (S) i zakazonych (/) (N=S+1).
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Nie jest mozliwe wyzdrowienie, zatem stan koncowy jest stanem, w ktorym
wszyscy osobnicy sg zarazeni. O szybkos$ci zarazania decyduje liczba kontak-
tow miedzy osobnikami zarazonymi i podatnymi, ktéra zalezy od $redniej liczby
kontaktow na jednostke czasu, na jednego osobnika, ktore moga prowadzi¢ do
zarazenia. Wielko$¢ t¢ oznaczamy przez . Jesli w populacji jest / zarazonych
osobnikow, to na jednostke czasu dochodzi do X I kontaktow, sposrod ktorych
PBXIX s (gdzie s=S/N jest podatng frakcja populacji) zachodzi z osobnikami
podatnymi.

S Bls

\/

Rys. 1. Diagram dla modelu SI: mozliwe stany wraz z szybkos$ciami przej$cia miedzy nimi

Liczbe osobnikow zarazonych w chwili ¢ + A mozna wyznaczy¢ na podstawie
liczby zakazonych w chwili ¢

I(t+A)=1(1)+1,,, (1

gdzie I, jest liczbg nowych zakazen w czasie A. W czasie A Srednia liczba kon-
taktow zarazonych osobnikéw, ktdre prowadzg do zarazenia jest rowna A X X 1.
Sposrod A X B X 'kontaktow A X X [ X s zachodzi z osobnikami podatnymi
1 to wlasnie one prowadza do nowych zarazen. Liczba nowych zakazen jest
roOwna

I, =AxBxIxs. )
Dzigki temu dostajemy
I(t+A)=1(t)+AxBxIxs, 3)
oraz
I(t+A)—1I(t)=ABILs. (4)

Dzielac obustronnie przez A
I(t+A)-1(¢)

= BIs, Q)
A p
oraz przechodzgc z A — 0, otrzymujemy rownanie opisujace model SI
dil
— = BIs. (6)
dt P

Prawa strona powyzszego rownania jest nieujemna, dlatego /() jest niemalejace
— oznacza to, ze liczba osobnikdéw zarazonych nie moze male¢. Dzielac powyzsze
rownanie przez N oraz korzystajac ze zwigzku s = 1-i, otrzymujemy rownanie
logistyczne [9, 10]

E=[3i(1—i). (7
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Rys. 2. Model SI: zalezno$¢ zdrowej s(¢) oraz zarazonej i(¢) czgsci populacji (linie ciagte),
zapadalnosci i’ (¢) (linia przerywana) od czasu ¢ dla i;=0,01 oraz #=0,3. Dodatkowa linia
(przerywano-kropkowana) przedstawia przyblizony rozmiar zarazonej czg¢sci populacji od czasu
w poczatkowym okresie epidemii: i(l ) ~ ioeﬂ !

Rozwigzaniem réwnania (7) (dla warunku poczatkowego i(0)=1i,) jest funkcja
logistyczna

ie” 1
(1) = g = , . 8
) iy (e =1) 4 1ot o ®
Ly
W granicy ¢ o
limi(z)=1, ©9)

t—o0
Co oznacza, ze wszyscy zostang zarazeni (dla kazdego i, oraz f3). Poczatkowo
(dla matych ¢) liczba chorych osobnikow ros$nie wyktadniczo
. ﬁt
ie
i(t)=—C——~ie. 10
Q L+ (" =1) " (10
Dzieje si¢ tak dlatego, ze poczatkowo w stanie / jest niewielka cze¢$¢ populacji,
dlatego s (t) S1. W pdzniejszym okresie rosnie liczba zarazonych S, s(7) staje sie
mniejsze od 1, znaczenie majg efekty nasyceniowe, a wzrost liczby zarazonych
osobnikoéw przestaje by¢ wyktadniczy. W modelu Sl liczba zarazonych osobni-
koéw jest rowna
, N,
I(I)=NXI(Z‘)=N0—, (11)
1+ (" 1)
N

gdzie N, jest liczbg poczatkowo zarazonych osobnikéw. Dla £20 obserwujemy
wykladniczy wzrost N (1) = Ne”.
Zapadalnos¢ (zachorowalnos¢) — liczba nowych przypadkéw w jednostce cza-
su A jest rowna
dl A di
xA=

I ~TxA=—2
dt” Nt

new

I(1+4)-1(z) (12)
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gdzie
di 5 iy—1 e’

= — - =
dt o {14_ 1_.10 eﬁt:|

Ly

(13)

Najwiekszy przyrost liczby zarazonych przypadkéw ma miejsce wtedy, gdy za-
padalnos$¢ jest maksymalna.

Na rysunku 2 przedstawiono przykladows krzywa logistyczng i(¢), krzywa
zapadalnosci i'(t) :% oraz krzywa wykladnicza ie” dla i,=0,01 oraz =0,3.
Krzywe te pokazuja, jaka cze$¢ populacji jest zarazona i(¢), kiedy ma miejsce
najwigkszy przyrost liczby zakazen i'(f) oraz w jaki sposob poczatkowo wzrasta
rozmiar zarazonej czesci populacji i(r) ~ ije”. Pokazano takze, jaka czg$¢ osob-
nikdow pozostaje zdrowa s(f)=1-i(f). W modelu SI liczba osobnikéw zdrowych
maleje w czasie, a zarazonych ro$nie, az do momentu zakazenia wszystkich. Naj-
wiekszy wzrost liczby zarazonych osobnikéw ma miejsce, gdy zapadalnos$¢ i'(¢)
jest maksymalna.

Model SIS

Naturalnym rozszerzeniem modelu SI jest zalozenie, ze osobniki chore moga
wyzdrowie¢. Szybkos¢ zdrowienia opisuje parametr v, ktory jest $rednia licz-
ba ozdrowien na jednostke czasu. Na jego podstawie mozna wyznaczy¢ $redni
czas potrzebny do wyzdrowienia 7 (7 = ;), ktory jest srednim czasem, przez jaki
osobnik chory moze zaraza¢ osobniki zdrowe.

Is
S b >

vl

<

Rys. 3. Diagram dla modelu SIS: mozliwe stany wraz z szybkosciami przejscia miedzy nimi

W modelu SIS proces zarazania wyglada tak samo, jak dla modelu SI: w jed-
nostce czasu zakazeniu ulega 3 X I X s osobnikow. Liczba osobnikow zarazonych
zmniejsza si¢ na skutek zdrowienia. W jednostce czasu (spontanicznie) zdrowieje
v X [ osobnikdéw. Dlatego zmiana liczby osobnikow zarazonych w czasie opisana
jest rownaniem

dl
—=pIs—vlI. 14
B (14)
Dla osobnikéw podatnych S mamy
ds
—=—BIs+Vvl. (15)
dt &

Roéwnanie (15) mozna takze uzyska¢, rozniczkujac po czasie zwigzek S=N—-1,
z ktérego wynika
das 3 dl

as __dt 16
dt  dt (10
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Lacznie rownania opisujace zmiang liczby osobnikow w poszczegdlnych
stanach maja postac

ds
d_ = —ﬁ]s +v/

t

(17)
dl
— = Pls-viI
dt
(@) 1 ‘ , . \ ® 1 .

0.75 1.\ 4 075 |- i
T T [ —
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Rys. 4. Zaleznos¢ zarazonej czgsci populacji i(f) od czasu ¢ dla f= 0,1, v=0,3 (linia ciaggta) oraz
£=0,3, v=0,1 (linia przerywano-kropkowana) z (a): i(0) = 0,9 oraz (b): i(0) = 0,25. Linie ciagte
odpowiadaja sytuacji endemicznej (> v), w ktorej stata czgs¢ populacji pozostaje zarazona.
Zdrowa czgs$¢ populacji jest rowna s(f) = 1 — i(f)

Dzielgc stronami rownania (14) oraz (15) przez catkowity rozmiar popula-
cji, otrzymujemy uktad réwnan na frakcje osobnikow w kazdej z klas

% = —Pis+vi

di 18
ai g

% Pis —vi

Ze wzgledu na warunek s(¢)+i(f)=1 jedno z rownan powyzszego ukladu jest
nadmiarowe. Z réwnania (18) oraz zwigzku s+i=1 dostajemy

ds
2 —_B(1- — 19
” B(1-s)s+v(l-s) (19)

lub
di
— = Pi(l-i)-vi, 20
" Bi(1-i) (20)
ktore dla B # v mozna przepisa¢ w nastgpujacej formie
di B
— =1 —v)=Bi|=(B-V)i|ll- il
o =iL(B=v)=Bi]=(p ){ ﬂ—v} @)
Roéwnanie (21) jest bardzo podobne do rownania (7), a jego rozwigzaniem jest
(o h(Bv)eT io(B-v)
l(t) - (B~ )t . . —(B-v)t -
(,B—v)+i0/3(e —1) iB+(B-v—iB)e

(22)
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Przypadek v = f nalezy rozpatrzy¢ osobno. W takiej sytuacji

i
i(t)=—"—.
( ) 1+i,pt (23)
Rozmiar zdrowej czgséci populacji jest rowny
s(1)=1-i(z). (24)
W granicy ¢ = oo zarazona jest nastgpujaca czes$¢ populacji
v
1-— dla >V
limi(¢)= B P . (25)
t—o0
0 dla p<v

Dlatego jesli f<v, choroba zostaje wyeliminowana, w przeciwnym razie (asymp-
totycznie) stata cz¢$¢ populacji jest zarazona. Z faktu, ze zarazona jest stata czgs¢
populacji nie wynika, iz sg to caty czas te same osobniki. Ze wzglgdu na ciagle
zachodzace procesy zdrowienia i zarazenia osobniki zarazone i zdrowe zmienia-
ja si¢, natomiast ich frakcja jest stata. Zachowanie asymptotyczne modelu SIS
mozna przewidzie¢ dzigki analizie jakosciowej. Dla  # v, rOwnanie (20) ma dwa
punkty state: /* =0 orazi =1- %- Stabilnym punktem statym jest max (0,1—[% .
Dlatego jesli 1 —% <0, choroba zostaje wyeliminowana, a punkt staty ;" = 1-%
staje sie niefizyczny.

Rysunek 4 przedstawia zaleznos$¢ od czasu zarazonej czesci populacji i(7) dla
modelu SIS z = 0,1, v= 0,3 (linia ciagta) oraz zamienionych wartosci parame-
trow B iv (f=0,3, v=0,1) z r6znymi warunkami poczatkowymi: (a): i(0) = 0,9
oraz i(0)=0,25. Dla f>v (linie ciaglte) obserwujemy stan endemiczny — choroba
nie zostaje wyeliminowana — i(f) = 1 — v/, bez wzgledu na warunek poczatkowy.
Natomiast dla S <v choroba zostaje asymptotycznie w pelni wyeliminowana
(linie przerywane). W celu podniesienia czytelnosci rysunku nie przedstawiono
rozmiaru zdrowej czg$¢ populacji, ktory jest rowny s(£)=1—i(¢).

Model SIR

Model SIR jest modelem, w ktorym mozliwe jest wyzdrowienie i uzyskanie
odpornosci. Oprocz poznanych dotychczas klas osobnikoéw podatnych S i zarazo-
nych I, istnieje klasa osobnikow ozdrowiatych R. Osobnicy ozdrowiali sg osobni-
kami, ktore nie moga zosta¢ ponownie zarazeni — uzyskali oni trwalg odpornos¢.
Dlatego, w og6lnosci, mogg by¢ takze osobnikami, ktérzy zmarli lub zostali
trwale usunieci badz wyizolowani z populacji. W modelu SIR liczba osobnikow
podatnych maleje na skutek zakazen. Natomiast liczba osobnikow zarazonych
ros$nie ze wzgledu na nowe zakazenia, a maleje ze wzgledu na proces spontanicz-
nych ozdrowien. Liczba osobnikoéw ozdrowiatych tylko rosnie. Model SIR jest
uwazany za podstawowy model epidemiologiczny [4, 7].
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Rys. 5. Diagram dla modelu SIR: mozliwe stany wraz z szybko$ciami przej$cia migdzy nimi

Dla liczby osobnikow podatnych dostajemy

ds
Z = _ﬂIS, (26)

poniewaz

S(t+A)=S(t)-1

new? (27)
gdzie I, = ApIs. Dokonujgc analogicznych przeksztatcen dla rownania (27) jak
w réwnaniach (3) — (6), otrzymujemy rownanie (26). Liczba osobnikoéw zarazo-
nych wzrasta ze wzgledu na nowe zakazenia oraz maleje ze wzgledu na zdrowienie

1
%:ﬂls—vl, (28)

poniewaz vX [ jest liczba ozdrowien na jednostke czasu. Liczba osobnikow
ozdrowiatych ro$nie ze wzgledu na proces zdrowienia
d—R =vl. (29)
dt
Dla modelu SIR réwnania opisujace zmiang liczby osobnikow w poszczegdlnych
stanach maja nastepujaca finalng postac

@ _ B

dt N

a = ﬁlS—vl. (30)
dt N

R = vl

dt

Uktad réwnan (30) mozna rozwigzac tylko numerycznie. Dzielgc stronami row-
nania (30) przez catkowity rozmiar populacji, otrzymujemy uktad rownan na
frakcje osobnikow w kazdej z klas

ds .

— = —pis

dt p

di

— = Bis—vi. (31)
dt p

dr .

— = Vi

dt
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Rys. 6. Zalezno$¢ zdrowej s(¢), zarazonej i(f) oraz ozdrowiatej r(f) czgéci populacji dla g =1,
v=0,5z (a): i{(0) = 0,01 oraz (b): i(0) = 0,5. Dodatkowa linia pokazuje krzywa wyktadnicza
opisujaca zmiang zarazonej czg¢sci populacji w poczatkowym okresie epidemii

Model SIR moze zosta¢ uzyty do zdefiniowania bardzo waznej wielkosci:
bazowego wspotczynnika reprodukcji R,,. W tym celu rownanie (28) zapisujemy

W postaci
£=v1{és—l}. (32)
dt v

O tym, czy liczba zarazonych ro$nie, czy spada decyduje znak wyrazenia w na-
wiasie kwadratowym. Wprowadzmy oznaczenie R,==s(0)~ E, poniewaz
s(0) = 1, gdzie R, jest bazowym wspotczynnikiem repro‘ﬁukcji. Jest to liczba
wtornych zarazen przypadajacych na jedno zakazenie pierwotne w populacji,
w ktorej wszystkie osobniki sg podatne. We wezesnym stadium epidemii
a .| B ol B_q|_
0 vl[v 5(0) 1} vl[v 1} vI[R,-1]. (33)
Z powyzszego rownania mozna znalez¢ zalezno$¢ liczby zarazonych od czasu
w poczatkowym (s (0)<1) okresie epidemii (2 0)
l(l) = l'oev(Roil)t = ioe(ﬂ_v)t (34)
oraz
1(£)= Nyi(t) = Nye' ™ = Nl (35)
Dla ¢ > 0 takie przyblizenie przestaje dziata¢, poniewaz s (1) < 1.

Rysunek 6 pokazuje numerycznie znaleziong zaleznos¢ zdrowej s(¢), zarazo-
nej i(f) oraz ozdrowiatej r(f) czgéci populacji wraz z poczatkowa (wyktadniczg)
zaleznoscia i(¢) dla (a): i(0) = 0,01 oraz (b): i(0)=0,5 z f= 1 oraz v=10,5. Rysu-
nek 6(b) odpowiada takiemu warunkowi poczatkowemu, ze i'(t) | -,<0, dlatego
i(¢) jest funkcja malejacg — liczba zarazonych tylko maleje. Takie samo zachowa-
nie obserwujemy takze dla niewielkiej liczby poczatkowo zarazonych osobnikow
dla odpowiednio dobranych g1 v, dla ktérych zachodzi /v <1. W modelu SIR
z f/v>1, rys. 6(a), krzywa i(f) ma typowy dzwonowy ksztalt. Epidemia konczy
si¢, gdy wszyscy zarazeni wyzdrowieja, dlatego w stanie koncowym sg tylko
zdrowe 1 ozdrowiate osobniki.
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Model SIR mozna zmodyfikowa¢ dodajac mozliwo$¢ powrotu z klasy R do
klasy S. Takie rozszerzenie odzwierciedla sytuacjg, w ktorej nie wszyscy osobni-
cy uzyskuja odpornos¢ lub uzyskana odpornos¢ nie jest trwata. Dzigki mozliwo-
sci takiego przejscia zwigksza si¢ klasa mozliwych zachowan. W szczegolnosci,
podobnie jak w modelu SIS, choroba moze by¢ endemiczna, tzn. stala czgs¢ po-
pulacji jest zarazona.

Bazowy R, i efektywny R, wspolczynnik reprodukcji

Jesli S jest $rednig liczbg kontaktow na jednostke czasu, na jednego osobnika,
ktore moga prowadzi¢ do zarazenia, a 7 jest Srednim czasem, przez jaki osobnik
zarazony moze zakazac (T = é), to liczba zarazen przypadajacych na jednego za-
razonego osobnika w petni podatnej populacji jest rowna bazowemu wspotczyn-
nikowi reprodukc;ji

B

RO = ﬁT = ; (36)
S zalezy od prawdopodobienstwa zarazenia podczas pojedynczego kontaktu p
oraz $redniej catkowitej liczby kontaktow na jednostke czasu ¢. W najprostszym
przypadku = cx p. Wtedy bazowy wspotczynnik reprodukcji jest rowny

R, =cx pxT. (37)
Powyzszy wzor sugeruje, ze bazowy wspotczynnik reprodukcji moze zostac
ograniczony poprzez: zmniejszanie liczby kontaktow (izolacja, kwarantanna),
obnizenie prawdopodobienstwa zarazenia ($rodki ochrony osobistej, dystan-
sowanie spoleczne, szczepienia) lub skracanie czasu zarazania (izolacja, dzia-
anie terapeutyczne). Wigkszos¢ tych dzialan moze zosta¢ podsumowana przez
#DDM: Dezynfekcja, Dystans, Maseczki.

(a)1.6 . T T (b)10 T T T T T
14+
1.2 -

=

Eo08|

~ 06 F
0.4+
0.2 -

0 _ai 0 1 1 1 1 1 1
01/04 01/06 01/08 01/10 01/12 01/02 01/04 01/06 01/08 01/10 01/12 01/02
Rys. 7. Zaleznosci dla Polski: (a) liczba zarazonych /(f) w milionach (lewa 0$) oraz dzienna
liczba wykrytych przypadkoéw Al(f) w tysiacach (prawa o$) oraz () efektywny wspotczynnik
reprodukeji R, obliczony z rdwnania (41) (punkty) lub przy pomocy EpiEstim (linia ciagla)

Jesli populacja jest tylko w czesci podatna, to efektywny wspotczynnik repro-

dukcji jest rowny
S(1)_ B S()

R,=7%S(f)=RoT SN (38)
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poniewaz R,s (t) jest liczbg kontaktow z osobnikami podatnymi, ktére prowadza
do nowych zakazen. Poczatkowo z dobrym przyblizeniem cata populacja sktada
si¢ z osobnikow podatnych s(O)él (S(0) = N). Jesli i vsa state, to efektywny
wspotezynnik reprodukcji jest nierosngcg funkcja czasu. Zachodzi takze R, <R,
dlatego R, jest najbardziej pesymistycznym oszacowaniem R,

W modelu SIR zmiana liczby osobnikéw w czasie opisana jest uktadem row-
nan (30). Rownanie opisujace zmiang w czasie liczby zarazonych osobnikow
moze zosta¢ przepisane jako

dl B S

” Vl{v I } vI[R,-1], (39)
gdzie R, = g% jest efektywnym wspotczynnikiem reprodukeji. W chwili £ = 0:
S(0) = N 1 wtedy efektywny wspotczynnik reprodukcji jest rowny bazowemu
wspotczynnikowi reprodukcji R,. Pochodng /'(f) mozna przyblizy¢ przez

I I(t+A)-—-1I(¢
T (40)
t
poniewaz A = 1 dzien jest czestoscig oglaszania liczby zarazonych. Z rownania
(39) mozna obliczy¢ R, [2, 11]

R, L Pt A PSPk (41)
v I I

t t

gdzie 7 :% jest $rednim czasem zarazania. Bardziej precyzyjne wyznaczenie
efektywnego wspotczynnika reprodukcji oraz oszacowanie bledow jego wyzna-
czenia mozna przeprowadzi¢ w §rodowisku R [8] przy pomocy pakietu EpiEstim
[1,2,11].

Rysunek 7 przedstawia dane dla Polski [5] (IV 2019 — II 2020): (a) — og6lna
liczba zarazen /(f) w milionach (lewa 0$) oraz dzienna liczba zarazen Al(¢) w ty-
sigcach (prawa 0§), (b) — efektywny wspotczynnik reprodukceji R, obliczony z row-
nania (41) (punkty), przy zatozeniu 7= 6,7 oraz pakietu EpiEstim z 7= 6,7 £5,2.

Odpornosé stadna

Osobnik zarazony moze zakaza¢ tylko nieuodpornionych. W pehi podatnej po-
pulacji (s£1) kazdy osobnik zarazony zakaza $rednio R, osobnikow podatnych.
W populacji, w ktorej sa osobniki uodpornione, osobnik zarazony zakaza srednio
R, x s osobnikéw. Dlatego mamy
R <Rys =Ry (1-p), (42)
R’ jest wspolczynnikiem reprodukcji dla cze$ciowo uodpornionej populacji, a p
zaszczepiong czgscig populacji. Epidemia nie wybucha (liczba zarazonych male-
je), jesli R <1czyli
Ry(1-p)<l. (43)
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Stad
1
pzl- R (44)

Krytyczny poziom zaszczepien (uodpornien) [6] w idealnie przemieszanej popu-
lacji jest rowny
p.=1 : (45)
R
Dla wzrastajacych R, trzeba zaszczepi¢ wigksza cze$¢ populacji. Dla Covid-19
2<R, <6, co oznacza, ze w celu uzyskania odpornosci stadnej 50% — 83,3%
populacji powinno by¢ zaszczepione/odporne.

100

5+

= 5L
Ny

25 +

Rys. 8. Zalezno$¢ krytycznego poziomu zaszczepieh od bazowego wspotczynnika reprodukcji R,
dla réznych efektywnos$ci szczepienia £

Dla idealnej szczepionki [3] krytyczny poziom zaszczepien wynosi
V.=rp, (46)
Jesli szczepionka ma skutecznos¢ (efektywnosc E), to aby efektywnie uzyskaé
krytyczny poziom zaszczepien, nalezy wykonac wicksza liczbg szczepien

V.XE=p, (47)
Stad krytyczny poziom zaszczepien jest rowny
1
1——
_Pe Ry (48)
) E

Jesli E < I—L, nie da si¢ uzyska¢ odpornosci stadnej, nawet szczepiac cata
populacje. Rysunek 8 przedstawia zaleznos$¢ krytycznego poziomu zaszczepien
w funkcji bazowego wspotczynnika reprodukcji dla kilku wybranych pozio-
mow skutecznosci szczepionki. Zakladajac 2 <R, <6, w poréwnaniu do ideal-
nej szczepionki wigksza czgs¢ populacji powinna by¢ zaszczepiona/odporna dla
E=10,9:55,5% —92,6%, adla E=0,95: 52,6% — 87,7%.
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Testy diagnostyczne i ich interpretacja

Stan epidemiczny danego osobnika ustala si¢ na podstawie odpowiednich te-
stow diagnostycznych. Kazdy test scharakteryzowany jest przez dwa parametry:
czulos¢ (zdolnos¢ testu do wykrycia badanej choroby) oraz swoisto$¢ (zdolnosé¢
wykrycia braku choroby). Czuto$¢ testu jest rowna stosunkowi wynikow praw-
dziwie dodatnich do sumy wynikow prawdziwie dodatnich i fatszywie ujemnych.
Natomiast swoistos$¢ testu to stosunek wynikow prawdziwie ujemnych do sumy
wynikoéw prawdziwie ujemnych i fatszywie dodatnich. Czuto$¢ testu mowi, jaka
cze$¢ testow wykonanych na osobnikach zarazonych data wyniki pozytywne,
natomiast swoisto$¢ pokazuje, jaka czg$¢ osobnikoéw zdrowych uzyskata ujemny
wynik testu. Najlepsze testy to takie, ktorych czutos¢ i swoistos¢ sa bliskie jed-
nos$ci (w idealnym przypadku rowne 1). Przyktadowo dla czutosci rownej 0,99
($rednio) jeden na 100 przebadanych zarazonych osobnikow nie uzyskuje dodat-
niego wyniku testu. W przypadku testow wykonanych na 10000 zarazonych daje
to (Srednio) 100 osob.

Znajac czulos¢ (P(+|])) oraz swoistos¢ (P(—|S)) testu oraz wiedzac, jaka czes$¢
populacji jest zarazona, korzystajac ze wzoru Bayesa i wzoru na prawdopodo-
bienstwo catkowite, mozna znalez¢ prawdopodobienstwo, ze osobnik ktory uzy-
skat dodatni wynik testu, jest istotnie chory

- P(1m+)_ P(+|I)P([)
P(I]+) = P(+)  P(+|1)P(1)+P(+|5)P(S)
P(+|1)P(1)

P(+|[)P(I)+[1—P(—|S)]p(S)’ (49)

oraz prawdopodobienstwo, ze osobnik ktory uzyskal ujemny wynik testu, jest
istotnie zdrowy

B P(Sﬁ—)_ P(—|S)P(S)
P = T RS PG+ PP
P(-|85)P(S)

. 50

P(-18)P(s)+[1-p(+ 1)]p(1)
Jesli swoisto$¢ testu jest rowna 1, to P({|+)=1, poniewaz nie obserwujemy przy-
padkéw falszywie pozytywnych (skutecznie wykluczamy chorobe). W przy-
padku, gdy czutos¢ testu jest rowna 1, to P(S|-)=1, poniewaz nie obserwujemy
przypadkow falszywie ujemnych (skutecznie potwierdzamy chorobe). W innych
przypadkach, aby wyznaczy¢ powyzsze prawdopodobienstwa, konieczna jest
wiedza, jaka cze$¢ populacji choruje na dang chorobe. W idealnej sytuacji mozli-
we jest uzyskanie testu o czutosci 1 i duzej swoistosci. W rzeczywistych przypad-
kach czuto$¢ i swoistos¢ testow diagnostycznych sg mniejsze od 1 i, co wiecej,
moga zaleze¢ od sposobu wykonywania testu i pobierania probek.
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Z punktu widzenia interpretacji wynikow testow kluczowe jest zrozumienie,
czym jest czuto$ci i swoistosci testow. Jesli swoistos¢ testu wynosi 1, to nie docho-
dzi do sytuacji, gdy osoby zdrowe uzyskuja dodatni wynik testu (false positive).
W takiej sytuacji dodatni wynik testu oznacza bycie zarazonym (z prawdopodo-
bienstwem 1). Analogicznie jesli czulos¢ testu jest rowna 1, to nie mamy wyni-
kow fatszywie ujemnych (false negative). Dlatego ujemny wynik testu oznacza
bycie zdrowym (z prawdopodobienistwem 1). Dla nieidealnych testoéw nie wiado-
mo, jakie jest prawdopodobienstwo bycia zarazonym w przypadku pozytywnego
wyniku testu lub bycia zdrowym w przypadku ujemnego wyniku testu. W celu
wyznaczenia tych prawdopodobienstw nalezy zastosowaé wzory (49) oraz (50).
Prawdopodobienstwa te moga znacznie r6zni¢ si¢ od czulosci 1 swoistosci testu.
W zaleznosci od sytuacji mogg one by¢ mniejsze lub wigksze od nich!

Czuto$¢ rowna 1 oznacza, ze zawsze wykrywamy zarazenie, jesli dany osob-
nik jest zakazony. Swoisto$¢ rowna 1 oznacza, ze nie ma przyczyn innych, niz
diagnozowana choroba, mogacych prowadzi¢ do pozytywnego wyniku testu.
Dlatego tatwiejsze jest uzyskanie maksymalnej mozliwej czuto$ci niz swoistosci.
Jako$¢ testow wyznacza si¢ na podstawie badania testow. Testy tez si¢ testuje!

Podsumowanie

Modele epidemiologiczne pozwalaja na lepsze zrozumienie mechanizmow rza-
dzacych rozprzestrzenianiem si¢ epidemii. Przedstawione modele SI, SIS oraz
SIR sg podstawowymi modelami epidemiologicznymi, ktore stanowig punkt wyj-
scia dla konstrukcji bardziej ztozonych modeli epidemiologicznych. Poza mode-
lami epidemiologicznymi przedstawiliSmy matematyczne aspekty mozliwos$ci
uzyskania odpornosci stadnej, ktore powigzane sg z bazowym wspodtczynnikiem
reprodukcji oraz skutecznos$cig szczepien. Bazowy wspotczynnik reprodukcji jest
podstawowa wielkoscig uzywang do okre$lenia poziomu zaszczepien gwaran-
tujacego uzyskanie odpornosci stadnej. Jego minimalizacja jest podstawowym
celem strategii powstrzymywania epidemii. Stan epidemiologiczny osobnikow
ocenia si¢ na podstawie odpowiednich testow, dlatego przedstawilismy takze kil-
ka uwag dotyczacych interpretacji wynikow testow diagnostycznych, ktore od-
woluja si¢ do czutosci 1 swoistosci.
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