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Rozprawa doktorska pana mgr. Wojciecha Tarnowskiego po$wiecona jest analizie wlasnodci
niehermitowskich macierzy stochastycznych. W typowych zastosowaniach w fizyce (gtownie
dynamice kwantowej i analizie wlasnosci widmowych ukladéw kwantowych), macierze
niehermitowskie nie pojawiajg si¢ w sposob naturalny, stad tez wilasnosci ich sa rzadziej
badane, na co ponadto ma wptyw fakt, iz z technicznego punktu widzenia sg one trudniejsze do
przeanalizowania niz macierze hermitowskie i wymagajg nowych metod. Trzeba tez juz na
poczatku recenzji zaznaczy¢, ze panu mgr. Tarnowskiemu udalo sie pokaza¢ istotna role
przypadkowych macierzy niehermitowskich w zastosowaniach, w szczegolnosci dotyczy to
zastosowan korelacji pomiedzy wektorami wilasnymi takich macierzy. Zastosowania te
wykorzystujg uzyskane przez pana mgr. Tarnowskiego wyniki czysto teoretyczne.

Bardziej szczegélowe omoéwienie otrzymanych wynikéw i ich proponowanych zastosowan
poprzedze krétkim opisem struktury pracy. Sama rozprawa powstata na podstawie siedmiu
oryginalnych publikacji wspoélautorstwa pana mgr. Tarnowskiego. Sklada sie z siedmiu
rozdziatéw, z ktérych pierwszy, wstepny zawiera podstawowe definicje poje¢ uzywanych w
dalszych czgsciach rozprawy, ale przede wszystkim zwiezlg prezentacje obszaréw, gdzie
otrzymane wyniki znajduja zastosowanie. Wszystkie rozdzialy sa bardzo przejrzyste, dobrze
skoncentrowane na centralnym zagadnieniu kazdego z nich i zakoficzone zwieztym i jasnym
podsumowaniem. Taka forma rozprawy jest nieco niekonwencjonalna, gdyz w poszczegolnych
rozdzialach przedstawiono jedynie krétki opis stosowanych metod. Dolgczone w postaci
Dodatku prace oryginalne pozwalaja jednak na ich poznanie. Taki wybor okazat si¢ by¢ bardzo
wygodny dla czytelnika rozprawy. Ponadto pozwala na konfrontacje alternatywnych metod
przedstawionych w pracach oryginalnych (np. w wypadku jednopunktowej funkeji korelacii
wektorow wlasnych, a w zasadzie diagonalnych elementéw macierzy przekrywania tychze), co
jest tematem rozdziatu pierwszego rozprawy i prac oryginalnych [Al]i [A2]. Bez wahania
wigc stwierdzam, ze konstrukcja kazdego z rozdziatow, jak i calej rozprawy, jest znakomita.
Dla porzadku dodam jeszcze, ze zamieszczona bibliografia zawiera wszystkie istotne pozycje
dotyczgce badanego obszaru. Nieco niedosytu pozostawia oméwienie najwazniejszych
wynikéw dotyczacych funkeji korelacji wektorow wlasnych otrzymanych przez innych
badaczy, ktéremu poswigcone nieco mniej niz strong w rozdziale Wwstepnym.
Usprawiedliwieniem moze by¢ tu fakt, ze wynikoéw tych nie jest zbyt duzo (w wiekszosci
koncentrujg si¢ one wokot rezultatéw Chalkera i Mehliga z lat 1998 i 2000) i sa proste do
sformulowania. Pewne uzupehiajgce wiadomosci na temat historii poruszanych probleméw
zawarte sg w poszczegolnych rozdziatach i pracach.



Rozprawa, w naturalny sposob, dzieli si¢ na dwie czesci. Pierwsza (rozdziaty 2.-5., prace
oryginalne [A1]-[A5]), w ktorej autor przedstawia wyniki dotyczace funkcji korelacji dla
wektoréw wlasnych macierzy nichermitowskich oraz druga (rozdziaty 6 1 7, prace oryginalne
[A6] 1 [A7]) poswiecona zastosowaniom otrzymanych wynikéw.

Najbardziej doniostym wynikiem prac [Al] i [A2], zaprezentowanym w rozdziale drugim
rozprawy, jest wzor na jednopunktowa funkeje korelacji dla macierzy niehermitowskich w
zespolach nazywanych przez autora biunitarnymi, co oznacza, ze funkcja rozkladu elementow
macierzowych jest niezmiennicza ze wzgledu na lewostronne 1 prawostronne mnozenie przez
macierz unitarna. Taki wybor zespotu jest jak najbardziej uzasadniony, zaréwno z uwagi na
zastosowania, jak i ,matematyczng naturalno$¢”. Zespoly takie sa uogélnieniem zespotu
Ginibre’a, od ktorego, w zasadzie, rozpoczyna si¢ historia badan nad przypadkowymi
macierzami nichermitowskimi. Otrzymany wynik (2.29) wigze w elegancki sposob funkcje
korelacji z kumulatywnym rozktadem modutu warto$ci wiasnych (rozkladem radialnym).

Praca [A3]irozdzial 3. rozprawy pos$wigcone sa nastegpnemu krokowi w obliczeniach korelacji,
tzn. dwupunktowej funkeji korelacji wektoréw. W obliczeniach zastosowano odpowiednio
zaadaptowana (m.in. przez uzycie zmiennych kwaternionowych) technike diagramatyczng typu
Schwingera-Dysona. Glownym rezultatem jest wyrazenie na dwupunktowg funkcje korelacji
wektorow wlasnych w terminach kumulatywnego rozktadu radialnego wartosci wiasnych, co
stanowi kompletne rozwiazanie postawionego problemu. Znane dotychczas rozwigzania (m.in.
dla zespolu Ginibre’a i zespotu eliptycznego) stanowia szczegolne przypadki otrzymanego
wyniku.

Gléwny rezultat zaprezentowany w rozdziale 4. rozprawy i artykule [A4] dotyczy szczegdlnego
przypadku rzeczywistego gaussowskiego zespotu eliptycznego, w szczegdlnosci rozkladu
prawdopodobiefistwa diagonalnych elementéw macierzy przekrywania wektoréw wiasnych.
W odréznieniu do wielu znanych wynikéw podana postaé rozktadu stosuje si¢ nie tylko
asymptotycznie, ale dla dowolnego wymiaru macierzy. Jest to, niewatpliwie, osiggnigcie godne
uwagi, ze wzgledu na to, ze obliczenia dla skonczonych wymiardw sa, z oczywistych
wzgleddw, znacznie trudniejsze niz asymptotyczne.

Bardzo ciekawe z koncepcyjnego punktu widzenia sg rezultaty zaprezentowane w rozdziale 5.
i publikacji [A5], na podstawie ktorej rozdzial ten zostal napisany. Juz wczesniej
wykorzystywane narzedzie pozwalajace na wyrazenie N-punktowych funkcji rozkiadu w
,klasycznych” zespotach macierzy przypadkowych przez korelacje dwupunktowe, ktére, z
kolei, powigzane sg z klasycznymi problemami Sturma-Liouville’ (a przez to, w szczegdlnym
przypadku, réwnaniem Schrddingera) oraz zastosowanie metody rzutowania na przestrzen
skoficzenie wymiarowa, zostalo tu rozszerzone na przypadek macierzy niehermitowskich. Jest
to rezultat o tyle wazny, ze stosowalno$¢ metody rzutowania ograniczona jest do wielomianow
ortogonalnych (tzn. w jezyku macierzy przypadkowych, do macierzy hermitowskich). W pracy
pokazano, jak omingé te trudno$¢ w wypadku zespoléw biortogonalnych macierzy
niehermitowskich.
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Dwa ostatnie rozdzialy pracy (jak i odpowiednie publikacje [A6] i [A7]) opisuja zastosowania
niehermitowskich macierzy przypadkowych do analizy sieci neuronowych. Piszacy te recenzjg
nie jest specjalista w tej dziedzinie, niewatpliwie jednak mozna oceni¢, iz wyniki dotyczace
silnej zaleznosci whasnosei sieci modelujacych oddziatywania synaptyczne w moézgu od
parametréw modelu i zwiazanej z tym nietrywialnej dynamiki (rozdzial 6.), bedace
konsekwencjami silnej nieortogonalnosci wektorow whasnych macierzy potgczefi sa cickawymi
wkladami w modelowanie procesdw moézgowych za pomoca sieci neuronowych. Takze
rezultaty zawarte w rozdziale 7. dotyczace widm macierzy opisujgcych propagacje impulsow
w sieciach powinny zainteresowac specjalistow.

W podsumowaniu pragne stwierdzi¢, ze rozprawa doktorska pana mgr. Wojciecha
Tarnowskiego jest osiagnieciem wysokiej proby. Otrzymane wyniki sg nowe 1 oryginalne,
rozszerzaja w istotny sposob wiedzg na temat macierzy przypadkowych w obszarze waznym
ze wzgledu na zastosowania, a jednoczeénie ciagle stabo rozpoznanym w poréwnaniu z tym,
co wiadomo na temat hermitowskich zespotow ,klasycznych™ tzn. gaussowskiego zespotu
ortogonalnego, unitarnego i symplektycznego, czy dysonowskich zespolow macierzy
unitarnych. W rozprawie doktorskiej pan mgr. Tarnowski wykazal bardzo dobra znajomosé
szeregu roznych technik matematycznych: metod diagramatycznych, teorii wolnego
prawdopodobienstwa i, oczywiscie, specjalnych zagadnien algebry liniowej. Co wigcej, W
swojej rozprawie i opublikowanych pracach, pan mgr Tarnowski zawarl ciekawe przyktady
zastosowan otrzymanych rezultatow.

Na duze uznanie zastuguje aktywno$¢ naukowa mgr. Tarnowskiego, ktdrego imponujgcy, na
tym etapie rozwoju naukowego, dorobek w postaci publikacji, nie ogranicza sig¢ do tematyki,
ktorg podjgt w swoim doktoracie.

Uwazam, ze rozprawa doktorska pana mgr. Wojciecha Tarnowskiego spelnia z naddatkiem
wszelkie wymagania, merytoryczne, formalne i zwyczajowe stawiane w przewodzie
doktorskim i wnioskuje o przyznanie panu mgr. Wojciechowi Tarnowskiemu stopnia doktora
nauk fizycznych. Ponadto, wnioskuje o stosowne wyrdznienie rozprawy, co uzasadnitem w
poprzednich akapitach mojej recenzji.
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