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1 Ocena pracy

Rozprawa jest interesujaca i zaawansowana matematycznie, oceniam ja wysoko
i uwazam, ze spelnia wszystkie wymagania stawiane pracom doktorskim.

2 Omowienie zawartosci pracy

Tematyka pracy dotyczy nieskoriczenie-wymiarowych hamiltonowskich ukladow
rezonansowych otrzymanych z pewnych réwnan czastkowych. W szczegolnosci
oméwiony zostal potok konforemny, ktory jest uktadem dynamicznym powsta-
lym przez uérednienie czasowe konforemnie niezmienniczego nieliniowego rowna-
nia falowego na cylindrze Einsteina R x §*. Dla tego ukladu wykazano istnienie
6-wymiarowe]j (parametryzowanej w pracy przez 3 zespolone wspolrzedne) roz-
maitodei niezmienniczej i podano komplentny opis dynamiki na niej. Glowna
czesé pracy poswiecona jest klasyfikacji, stabilnosci oraz konstrukeji stanow sta-
cjonarnych (faktyeznie pewnych rozwiazan okresowych), bazujacej na teorii bi-
furkacji oraz metodzie Lapunowa-Schmidta. Ponadto, w pracy omowione sa inne
przyklady ukladéw rezonansowych. Czes$¢ obliczen przeprowadzonych dla po-
toku konforemnego zostata powtorzona dla réwnania LLL opisujacego najnizszy
poziom Landaua dla kondensatu Bosego-Einsteina w harmonicznym potencj ale.

Praca jest oparta na wspolnych pracach doktorantki z Piotrem Bizoniem
(promotor) oraz kilkoma innymi wspotpracownikami. Wickszos¢ rezultatow
otrzymanych jest metodami analitycznymi. Cheiatbym podkreslic, ze pomysio-
wos¢ i naklad pracy potrzebny do ich uzyskania robi na mnie wrazenie. Wydaje
mi sie, e uzyskane wyniki sa poprawne (nie sprawdzilem wszystkich przeliczen,
jednak z punktu widzenia matematyki niektore rozumowania sa bledne (ale la-
two daja si¢ poprawi¢). Prace trudno sie czyta miejscami ze wzgledu na brak
kluczowych definicji.

W dalszej ezedel recenzji omowie pewne aspekty matematyczne rozprawy.



3 Uwagi szczegOlowe

3.1 Co to jest uklad hamiltonowski

W pracy pojawiaja sie uklady nazywane hamiltonowskimi. Naprzyklad rowna-
nie (2) we wstepie

1 6H
2 da,
lub réwnanie (1.3) w rozdziale 1 (w pracy brakuje sprzezenia By w pochodnej
czastkowej)

(1)
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Pytanie jest w jakim sensie oba te uklady sa hamiltonowskie? Kluczem
tutaj jest forma symplektyczna indukujaca te rownania. Wypisanie definicji
uktadu hamiltonowskiego byloby bardzo pozadane. Dla samego badania roz-
wiazan okresowych réwnai (1) czy (2) sam fakt ich hamiltonowskosci nieko-
niecznie ma duze znaczenie, wystarczy zna¢ formule definiujaca réwnanianie,
ale w kwestii symetrii sprawa juz wyglada trochg inaczej.

Tak wiec w rozdziale o symetriach pojawia si¢ nagle forma symplektyczna
- formuta (1.43) i nawias Poissona (1.42) zwiazane z postacia (2) rownar ha-
miltonowskich. Az prosi sie o podanie precyzyjnej definicji tych obiektow ktora
wytlumaczyta by szczegolng postac formuty (1.42).

Patrz tes rozdzial 3.3 w recenzji.

i(n+1)8, = (2)

3.2 Symetrie i prawa zachowania

Na poczatku rozdzialu 1.3 , formuly (1.31), (1.32), (1.33) opisuja trzy jednopa-

rametrowe symetrie potoku konforemnego (1.1) (w formule (1.31) brak indeksu
n po prawej stronie formuly). Przytocze tutaj formuly (1.32), (1.33)

Global phase shift: S.(t) — ¢B,.(1). (3)

Mode-dependent phase shift: 3, (t) — Mg (t). (4)

Nastepnie autorka pisze (bez dowodu): By Noether’s theorem the last two
symmetries give rise to two conserved quantities:

Q@ = Y (n+1)IBf (5)
=il

E = ) (n+1?8% (6)
m==l

Trudno mi sie z tym zdaniem zgodzi¢, cho¢ jak si¢ okaze poznie] rzeczy wiscie
te wielkoSci zwiazane z powyzszymi symetriami. Tw. Noether dotyczy ukladdow
otrzymanych z Lagrangianow, a symetrie maja nie zmieniac funkeji Lagrange.
Natomiast w pracy mamy do czynienia z ukladem Hamiltonowskim otrzymanym
z uktadu z funkcja Lagrange’a za pomoca pewnej procedury usrednienia.



W pracy autorka pokazuje za pomocy bezposrednich obliczen, @ i E zdefi-
niowane przez (5) 1 (6) sa zachowywane przez potok konforemny. Co wiecej w
Proposition 2 jest wykazane, ze

(Q.E} = {Q.H} = {E,H} =0, (7)

Te wlasnogei pozwalily wyliczy¢ recenzentowi jakie sa symetrie zwiazane z wiel-
kogeiami @@ i E.

Wyliczenia ponizej sa analogiczne na rozwazan z poczatku rozdzialu 1.6.4
Generation of stationary states by the Z symmetry.

W tym celu musimy najpierw znalezc pola wektorowe indukowane przez
funkcje Hamiltona @ i E. Potok indukowany w ten sposab komutuje z potokiem
indukowanym przez (2) 1 bedzie wlasnie symetrig zwiazana z dang wielkoscia,
Dla E te rownania to

. 1 dF 5
in+1)pn==-—=(n+1)5 ]
(n ) Bn 205, (n ) Bn (8)
ktére da sie rozwiazaé jawnie
Bn(B) = e~ 128 (0), (9)

wiec symetria zwiazana z F ma postac (# jest dowolnym rzeczywistym parame-
trem)
B eyt gy (10)

Postepujac analogicznie dla @ otrzymujemy potok

: 9C
in+1)8, = %3—{1 = (n+1)8n (11)
Ba(6) = e ?28,(0). (12)

Tak wige symetria zwiazana z () ma posta¢ (f jest dowolnym rzeczy wistym
parametrem )
B € B, (13)

Zawuwazmy, ze (13) pokrywa sie z (3) - wige symetria globalnej zmiany fazy
jest zwigzana z zachowywang wielkoscia (). Natomiast symetria otrzymana z
zachowywania F dana przez (10) da nam symetri¢ zaleznej od modu zmiany fezy
(4) dopiero jesli ztozymy ja z symetria globalnej zmiany fazy przez e 7.

3.3 Zachowywana wielko§é 7

W pracy pojawia sie jeszcze inna zachowywana wielkogé (formula (1.36) w roz-
prawie)
O

Z=Y (n+ 1(n+2)8n+15n- (14)
n=t)
Jest ona wieko§eia zespolona, wige faktycznie mamy dwie zachowywane wiellko-
§ci, czesé rzeczywista 1 ezesé urojona funkeji Z (i funkeje od nich).
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W rozdziale 1.6.4 Generation of stationary states by the Z symmetry mamy
probe znalezienia transformacji symetrii powiazanej z Z.

Tutaj whasnie jest miejsce, gdzie wida¢ ze dobre definicje sporo by wyjasnily
co sie dzieje i dlaczego. Wezesniej w pracy wykazano, ale niepodkreslono tego
w rozdziale 1.6.4, ze {Z, H} = {Z, H} = 0. Autorka probuje znalez¢ "infinite-
zymalne’ transformacje zwigzane z Z. Czyli w jezyku ktory uzylem w rozdziale
3.9 recenzji, probuje znalezé hamiltonowskie pole wektorowe ktore ja generuje.
W tym celu uzywa komutatorow z 2i(Z — Z). Dlaczego tak? Otoz wynika to
2 koniecznosei wymagania rzeczywistosei funkeji "hamiltonowskiej’ generujace]
potok symetrii (to znalazloby sie w odpowiedniej definicji). Wielkos¢ 2i(Z — Z)
jest réwna —4ImZ, wiee jest rzeczywista, stad jej wybor. Jednak rownie dobrze
moznaby sprobowaé czesei rzeczywistej Z, autorka jednak nie komentuje tego.

Otrzymane pole wektorowe jest liniowe, ale niediagonalne. Nie jest oczywiste
jak je scatkowac w sposob §cisly, autorka generuje wige numerycznie ta symetrie.
Troche mnie zadziwia jak za pomoca numerycznych rozwinie¢ (1.128) obrazu
pewnego stanu stacjonarnego przez ta symetri¢ byla ona w stanie rozpoznac w
tym rozwiazanie opisane wezesniej za pomocy ciagu geometrycznego formula
(1.102). Natomiast wydaje sie, ze zgodnie 7z tym co pisze autorka rozwiniecia
(1.130) daja nowe rozwiazania.

3.4 3D podprzestrzeni niezmiennicza czy 6D

Twierdzenie 1 dla potoku konforemnego i analogiczne twierdzenie dla rownania
LLL wskazuja podprzestrzeri niezmiennicza opisang przez trzy parametry zespo-
lone, stad sformulowanie o 3-wymiarowej przestrzeni niezmiennicze]. Wydaje si¢
7z metamatyeznego punktu widzenia nalezalo byloby mowié o przestrzeni 6-cio
wymiarowej. Moim zdaniem wlasciwym ciatem wspolezynnikow dla struktur
matematycznych rozwazanych w pracy jest cialo liczb rzeczywistych, swiadezy
o tym pojawianie si¢ operacji sprzezenia w réwnaniach itp.

3.5 Redukcja Lapunowa-Schmidta i bifurkacje

Wyniki dotyczace bifurkacji ze stanow stacjonarnych wydaja sie¢ poprawne, ale
rozumowania zawarte w rozprawie zawieraja latwe do poprawienia usterki.

3.5.1 Rozwigzanie rownania w 'czgsci odwracalnej’

Wazystkie rozumowania opieraja sie na metodzie redukeji Lapunowa-Schmidta
opisanej przez autorke w Zalaczniku B.2. Jednak sposob zastosowania tej me-
tody przez doktorantke w dowodzie Proposition 7 (ten sam problem dotyczy
wszystkich dowodéw w pracy opartych na redukeji Lapunowa-Schmidta) jest
niepoprawny matematycznie. Funkcja F(e 2.h) : B? x 12(N) — [?(N) dana
wzorem (3.13) przepisanym ponize]

F(e, 82, b) = [L(wm)]anbn + n(n + 1), + [N(eem + We=0, n#m (15)



nie spelnia zalozen wypisanych w Zalaczniku B.2, gdzie bylo wymagane aby F
bylo funkeja klasy C? wzgledem swoich argumentow. Mianowicie, %—Fﬁ:(e,ﬂ, b=
0) nie istnieje. Kandydatem na %(E__Q.b = 0) jest diagonalny operator D,
gdzie

Dpn = [L("-‘Jm)]rm + n(n+ 1), (16)

ktory jednak nie jest operatorem ograniczonym na 12(N). Wobec tego F' nie jest
C!, faktycznie F nie jest nawet funkeja ciagla w punkcie b = 0.

Problem ten mozna bez trudu obejsé rozwazajac zamiast rownania F'(e, {2, b) =

0 jego rownowazng wersje
1
[L(wm)]un + I},(Tl H l)ﬂ
= —D;)[N(eem+b)n. n#Fm.

b, (N (eem + b)]n

Teraz mozemy stosowac zasade odwzorowar zwezajacych Banacha, Zauwazmy,
e kwestia nieogranicznego operatora diagonalnego D, ktora pojawita sie w (15)
tutaj nie wystepuje, gdyz D~ jest ograniczony (ciagly).

Gdybysmy cheieli przeformulowaé F' z (15) tak aby dostownie pasowalo to
do twierdzen z zalacznika B.2 wiedy

Fle, 0B = bn + Do [N(eewm +B)lay  n#m (17)

3.5.2 Rozwigzywanie réwnania bifurkacyjnego

W koneowee dowodu Proposition 7 nie widze argumentu za tym, ze |§2| £

Proposition & podaje dowod bifurkacji w ktorym dwie wartosci wlasne prze-
chodza przez 0. Brakuje mi tutaj trochg geometrycznej dyskusji. Mamy uklad
dwoch rownar (3.21) na trzy zmienne rzeczywiste (e, p, €2). Crego oczekiwac
w takiej sytutacji? W generycznym przypadku powinnismy otrzymac krzywe
jednowymiarowe. Tutaj dostajemy trzy krzywe. Czemu?

Aby przygotowaé rownania bifurkacyjne (3.21) nalezy rozwigzac uklad row-
nan (3.120) na 'mody odwracalne’ jako b(e, p. €2). Do pozniejsze) analizy rownan
bifurkacyjnych (3.21) potrzeba rozwinigcia funkcji b(e, ji, £2) wrzgledem swoich
argumentow. Autorka jednak nie rozwija b wzgledem Q uznajac, ze na koicu
bedziemy mieli @ = O(e* + p?). Wydaje mi sig, Ze to powinno by czeScia
dowodu. Patrzac na wyliczenia w rozprawie wydaje sig ze korekty do formul
(3.23) dajacych rozwiniecie b powinny zawiera¢ dodatkowe czlony QO(e? + u?).
Dopiero pogniej wstawiajac te formuly do rownan bifurkacyjnych (3.21) mozemy
zrobié argument, ze sa one nieistotne.

3.6 Inne usterki i literowki

e pochodne we wzorach (1.49) powinny byé pochodnymi czastkowymi

e na stronie 37, w rozdziale 1.6.2 doktorantka pisze, ze rozwiazanie trywialne
postaci (1.97) jest rozwiazaniem single mode state danym przez (1.96).
Jako$ tego nie widze.



w rozdziale 1.6.2. na stronie 37 w 7-¢j linii od dolu pojawia si¢ o, ktore
powinno byé ag.

w rozdziale 2.2 w formule (2.18) x i y powinny mie¢ indeksy, tzn. powinno
by¢
J'in(f} = (Bn T I?-'n(-'t) + 'i-l.’u(f-))t‘_-“-

podobnie jest w formule (3.35)

w dowodzie Lematu 9 wszystkie wystapienia a; powinny by¢ zastapione
przez d,

w Prop. 7 (w., A) powinno by¢ zastapione przez (w, 13)

str. 76 , w formule (3.13) brakowalo b, mnozacego [L{wm)]nn. Wlasciwa
formula jest (15) w recenzji,

str. 76 w formule (3.14) trzeba usunaé czynnik (n + 1) z mianownika

str. 76 w linii bezposrednio pod formula (3.15) w swoich dwoch wystapie-
niach L(w,,) powinno hy¢ zastapione przez L(wm)nn

str. 76 w formule (3.16) 122(N) powinno byé zastapione przez [*(N)

w Lemacie 14, pierwsze wystgpienie stowa double nalezy zastapi¢ przez
simple

strona 97, w (3.118) A, powinny by¢ zastapione przez B;.

nie widze, jak w (3.118) mozna sie dopatrzy¢ (3.119) i (3.120)



