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CEL CWICZENIA

Celem ¢wiczenia jest badanie ruchu harmonicznego na przyktadzie wahadta fizycznego oraz
przyblizenie pojgcia drgan wilasnych uktadu na modelowym przykladzie wahadet
sympatycznych (identyczne wahadta sprzg¢zone; uktad o dwoch stopniach swobody) badana
jest zalezno$¢ okresu drgan wahadta fizycznego od wartosci momentu bezwladnosci oraz
wyznaczane sa okresy drgan normalnych 1 czgsto$¢ dudnien w ruchu dwoch jednakowych
wahadet sprz¢zonych.

ZAGADNIENIA DO PRZYGOTOWANIA

- ruch harmoniczny, wielkosci charakteryzujace ruch harmoniczny (okres, czgstos¢,
amplituda, wychylenie), opis ruchu wahadta matematycznego przy matych wychyleniach
Z potozenia rownowagi

- sila jako wektor, rozktad wektora na sktadowe

- definicja momentu bezwladnos$ci, dyskusja zalezno$ci momentu bezwladnosci od
rozktadu masy wzgledem osi obrotu

- opis ruchu wahadet sprzezonych dla matych wychylen z potozenia rownowagi: drgania
normalne, dudnienia

WPROWADZENIE

PRZYSPIESZENIE, PRZYSPIESZENIE ZIEMSKIE

Gdy ciato porusza si¢ z coraz wigksza predkoscia mowimy, ze ciato to przyspiesza.
Przy$pieszenie méwi nam jak zmienia si¢ predko$¢ ruchu danego cialta w czasie.
Przyspieszenie Srednie definiujemy jako stosunek roznicy predkosci poczatkowej 1 koncowe;j
(4AV=V\-V,) do czasu t w jakim ciato si¢ poruszato. Zalezno$¢ t¢ mozna zapisa¢ wzorem:

AV
a At [1]
gdzie: a to przyspieszenie, AV zmiana predkosci, At czas w jakim zaszta zmiana predkosci.
Przyspieszenie przedmiotu poruszajacego si¢ zalezy od wartosci sily jaka wprawita przedmiot
w ruch, im wigksza warto$¢ sily tym wigksze przyspieszenie (zaktadajac, ze masa jest stala).
Przyspieszenie zalezy rowniez od masy przedmiotu- im wigksza masa przedmiotu tym
mniejsze przyspieszenie. Zwiazek pomigdzy przyspieszeniem a sita wyrazi¢ mozna za
pomoca wzoru:
a=— [2]
m
gdzie: F to sita a m to masa ciata. Jest to II zasada dynamiki Newtona.

Pitka rzucona pionowo do gory porusza si¢ coraz wolniej, gdyz zwrot dzialajacej na
nig sity cigzkosci jest przeciwny do zwrotu predkosci z jaka sig porusza. Predkos¢ w ruchu do
gory maleje do osiagnigcia wartosci zero po czym pitka zaczyna spadac¢. W trakcie spadania
porusza si¢ coraz szybciej (przyspiesza), poniewaz zwrot sity cigzkosci (w dot; w kierunku
ziemi) jest zgodny z kierunkiem predkosci spadajacej pitki. Na Ziemi na danej szerokosci
geograficznej przys$pieszenie z jakim porusza si¢ cialo w opisanym eksperymencie jest state
I nazywane jest przys$pieszeniem ziemskim (g). W naszej szeroko$ci geograficznej wynosi
ono 9,81 m/s°. Przyspieszenie ziemskie nie zalezy od masy ciala.
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ENERGIA KINETYCZNA, ENERGIA POTENCJALNA;ENERGIA MECHANICZNA

Kazde poruszajace si¢ ciato posiada energi¢ kinetyczna, ktora zalezy od jego masy i kwadratu
predkosci:
mv ?
i [3]
gdzie Ek to energia kKinetyczna, m masa ciata a V to predkos¢ ciata.
Z kolei energia potencjalna charakteryzuje zdolno$¢ ciata do wykonywania pracy. Energia
potencjalna ciata bedacego pod dziataniem sity grawitacji jest zalezna od jego polozenia.
Wyrazi¢ mozemy to za pomoca wzoru
E, =mgh [4]

gdzie E, to energia potencjalna, m masa ciata, g przyspieszenie ziemskie, h wysoko$¢ ciata
nad potozeniem przyjgtym umownie za h= 0.

Energia mechaniczna jest suma energii kinetycznej i energii potencjalnej ciala (lub ukladu
cial). Gdy sily zewngtrzne nie wykonuja pracy nad rozwazanym uktadem ciat to jego energia
mechaniczna nie ulega zmianie (zasada zachowania energii mechanicznej).

EK

RUCH HARMONICZNY
ZASADA ZACHOWANIA ENERGII MECHANICZNEJ W RUCHU HARMONICZNYM

Kazdy z nas zetknat si¢ z rozhustana hustawka, poruszajacym si¢ dzwonem, drgajacymi
strunami gitary czy membrang bebna. Jezeli ruch powtarza si¢ w regularnych odstepach czasu
nazywamy go ruchem okresowym. Wazna wielko$cia opisujaca ruch drgajacy jest jego
czestotliwos¢, czyli liczba pelnych drgan (cykli) wykonywanych w ciagu kazdej sekundy.
Czgstotliwos¢ oznaczamy zwykle symbolem f, jej jednostka w uktadzie SI jest herc (Hz)
1Hz= 1/s. Czas w jakim wykonywane jest jedno pelne drganie nazywamy okresem T.
Zwiazek pomigdzy czg¢stotliwoscia a okresem ruch wyrazamy wzorem:

1
T=o [5].

Interesujacym przyktadem ruchu okresowego jest ruch harmoniczny, w ktérym sita
powodujaca ten ruch skierowana jest zawsze w kierunku potozenia rownowagi, a jej wartos¢
jest proporcjonalna do wychylenia. Amplituda jest warto$cia bezwzgledna maksymalnego

wychylenia.
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punkt g
zawieszenia’

Rys. 1 Wahadlo matematyczne.

Szczegbdlnym przypadkiem ruchu okresowego jest ruch wahadta matematycznego. Punkt
materialny o masie m (czyli cialo o masie m i bardzo matych rozmiarach) zawieszony na
nierozciagliwej nici o znikomej masie i dlugosci L, ktory porusza sig¢ (drga) w jednej
ptaszczyznie pod wplywem sity cigzko$ci nazywamy wahadlem matematycznym. Po
wychyleniu o kat @ masa m porusza si¢ po tuku s (Rys. 1). W chwili, gdy wahadto jest

odchylone od pionu o kat 6, site cigzkosci F, dzialajaca na mas¢ m mozemy rozlozy¢ na
sktadowa dziatajaca wzdluz nici Ify (jest ona réwnowazona przez naprgzenie nici) i

sktadowa do niej prostopadta IEX. Przyczyna ruchu wahadta jest dzialanie sktadowej sity

cigzkosci IfX (IEX =mgsin @), ktora skierowana jest stycznie do toru ruchu. Jest ona zawsze

skierowana w strong polozenia réwnowagi 1 mozna wykaza¢, ze dla matych wychylen jej
warto$¢ jest proporcjonalna do wychylenia.

Mozna pokaza¢, ze w zakresie matych katow okres drgan wahadla matematycznego
nie zalezy ani od masy m ani od wychylenia poczatkowego (amplitudy drgan) i wyraza si¢

wzorem:
T= Zﬂ\/z. [6]
g

Druga zasade dynamiki Newtona (czyli ma = F) mozna dla oscylatora harmonicznego
zapisa¢ w trochg innej postaci. Wiemy, ze predkosc v jest pierwsza pochodna potozenia ciata
(v = dx/dt ), natomiast przyspieszenie jest pierwsza pochodna predkosci (czyli a = dv/dt) . Z
tego wynika, ze przyspieszenie jest druga pochodna potozenia: (a = d?x/dt?). Jednoczesnie
wiemy, ze sita w ruchu harmonicznym jest proporcjonalna do wychylenia i przeciwnie do
niego skierowana (F = -kx). Jezeli potaczymy te wyrazenia przy pomocy drugiej zasady
dynamiki Newtona, otrzymamy:
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d?x

dt?
Wyrazenie to, nazywane jest rtOwnaniem oscylatora harmonicznego. Spotkacie je jeszcze nie
raz. Rozwiazaniem tego roéwnania jest wyrazenie postaci: x(t) = Asin(wt)+Bcos(at) , gdzie
amplitudy A, i B sa pewnymi stalymi a = k/m jest czestoscia wlasna wahadta.
Alternatywnym i rownie dobrym sposobem zapisania rozwiazania jest x(t) = Asin(et +d),
gdzie statymi sa amplituda A oraz faza d. Latwo zobaczy¢, ze to sa prawidlowe rozwigzania
wstawiajac je po prostu do rOwnania i sprawdzajacC ze lewa strona rOwnania rOwna si¢ prawej.
Pewnie si¢ zastanawiacie, jak to si¢ dzieje, ze raz piszemy ze cz¢stosé oscylatora jest
rowna @ = k/m, czyli zalezy od masy, natomiast wczesniej twierdzilismy, ze okres wahadta
matematycznego od masy nie zalezy. Bez podawania szczegolowego wyprowadzenia,
mozemy powiedziec, ze stata k w przypadku wahadta matematycznego wynosi: k = mg/l, a
role¢ wychylenia x petni kat wychylenia 6. Dlaczego tak jest, mozna przeczyta¢ w wigkszosci
podrecznikow do fizyki, np. w [1]1[2].

Rzeczywiste wahadlo, nazywane zwykle wahadlem fizycznym, moze miec

skomplikowany rozktad masy. Na Rys.2 przedstawione zostatlo przyktadowe wahadto

—kx. [7]

fizyczne odchylone od pionu o kat . Sita cigzkosci F przylozona jest w $rodku cigzkosci C
znajdujacy si¢ w odlegtosci h od osi obrotu O.

i
“:/ g
<

|60

|

Rys. 2. Wahadlo fizyczne

Mozna wykaza¢, ze okres ruchu wahadta fizycznego wyraza si¢ wzorem

[

Energia oscylatora liniowego czyli wahadla matematycznego i fizycznego zmienia si¢
wciaz z energii kinetycznej w potencjalng i z powrotem, podczas gdy ich suma- energia
mechaniczna E oscylatora — pozostaje stata. Schematycznie przedstawia to Rys. 3.
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Rys. 3 Zmiana energii kinetycznej w potencjalng dla uktadu wahadto- Ziemia.

M. Goryl , T. Jaworska-Gotab

wersjaUJ/2, luty 2010



PF-4 A | Pracownia Fizyczna IF UJ

FENTS

WAHADLEA SPRZEZONE
DRGANIA NORMALNE, DUDNIENIA

Rozwazmy dwa identyczne wahadla fizyczne, polaczone spr¢zyna, ktéra umozliwi
przekaz energii od jednego wahadta do drugiego (Rys. 4). Wahadta zawieszone sa w takiej
odleglosci, ze dla potozenia rownowagi sprezyna nie jest rozciagnigta. Ograniczymy si¢ tutaj
do drgan o niewielkich wychyleniach z potozenia réwnowagi, tak aby mozna je bylo
rozwazac jako drgania harmoniczne. Uktad taki nazywamy wahadtami sprzg¢zonymi.

\
\

A
|s
| |7
\

\
S

.

Dwa wahadla sprz¢zone sa przyktadem ukladu o dwoch stopniach swobody, ktére opisaé
mozemy dwoma zmiennymi niezaleznymi: najwygodniej katem wychylenia kazdego
z wahadet z potozenia réwnowagi. Uklad fizyczny ma tyle rodzajow drgan wiasnych (tj.
drgan dla siebie charakterystycznych, nazywanych drganiami normalnymi), ile jest
zmiennych niezaleznych opisujacych jego ruch. Dowolne drganie pojedynczego elementu
uktadu mozna opisa¢ jako pewna kombinacje drgan normalnych, czyli ich superpozycje
(ztozenie).

Dla wahadet sympatycznych (dwa identyczne wahadta sprzezone), ktore sa uktadem
0 dwoch stopniach swobody, istnieja dwa rodzaje drgan normalnych. Nas interesuje, jak
zobaczy¢ te drgania w ruchu naszych wahadet, opisywanym przez katy wychylenia wahadet
Z polozenia rownowagi (zmienne ¢@,i @,; Rys. 4). Innymi stowy, chcemy wiedzie¢, jak

Rys. 4 Wahadta sprzgzone

wprawi¢ w ruch dwa jednakowe wahadta sprz¢zone, aby wykonywaty I-sze lub Il-gie drganie
normalne. Wahadla sprzg¢zone wykonuja I-sze drganie normalne, gdy kazde z nich drga
Z czgstoscia @, = @, (@, jest czgstoscia drgan swobodnych pojedynczego wahadta) , przy
czym w dowolnej chwili ¢, = ¢, (wahadta drgaja w zgodnej fazie). Wahadta wykonuja I1-gie
drganie normalne, gdy kazde z nich drga z czestoscia @, spetniajaca rownanie: w,” = @} + 2K
(k jest statq charakteryzujaca uktad wahadet) i w kazdej chwili ¢, =—¢, (wahadla drgaja
w przeciwnych fazach).

W przypadku, gdy dwa drgajace jednakowe wahadla sprz¢zone nie wykonuja drgan
normalnych obserwujemy tzw. dudnienia, polegajace na okresowym wzmacnianiu i
wygaszaniu amplitudy drgania wyj$ciowego. Dudnienia sa wynikiem zlozenia (superpozycji)
drgan normalnych tego uktadu. Ruch wahadet jest opisany ponizszym réwnaniem:
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@, ()= gcos ot + gcos ot = Acos(w2 ; @ t) cos(a)2 ; @ t)= A, (t)cosm,t

[8]

@, (t) = gcoswlt - ?coswzt = Asin(w2 ;wl t) sin( @2 ; @ t) =B, ,(t)sin o,t

Powyzsze zalezno$ci przedstawione sa w postaci graficznej na Rys. 5.

Rysunek 5. Zalezno$¢ wychylenia od czasu dla wahadet sprzezonych wykonujacych
dudnienia (przy zatozeniu jednakowych amplitud drgan normalnych i faz poczatkowych
réwnych zero).

Badajac zachowanie wahadet na podstawie powyzszych rdwnan, mozemy powiedzie¢, ze
kazde z nich podlega zjawisku dudnief z taka sama czgstoscia @, . Jednakze, gdy jedno z

wahadet ma maksymalne wychylenie, drugie w tym momencie jest nieruchome. Nastgpnie
amplituda pierwszego wahadta stopniowo maleje, a drugiego rosnie, az sytuacja si¢ odwroci.
Potem wychylenie drugiego wahadta stopniowo maleje, a pierwszego rosnie... itd., przy
czym zaleznosci pomigdzy odpowiednimi okresami i czgsto$ciami sa nastepujace:

Wy = Wy =0, =@, Ty =

[9]

Zjawisko dudnien dwoéch jednakowych wahadel sprzgezonych jest bardzo tadnym przyktadem
przekazu energii. W przypadku, gdy nie ma strat energii wahadta na zmiang przekazuja sobie
stopniowo cata energig i przekaz ten odbywa sig z czgstoscia dudnien.
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PRZEBIEG CWICZENIA

UKLAD POMIAROWY

W sktad uktadu pomiarowego wchodza:

- dwa wahadla fizyczne

- sprezyna (jako urzadzenie sprz¢gajace wahadta)

- oraz przyrzady: przymiar metrowy, suwmiarka i stoper

PRZEBIEG POMIAROW

Wykonaj pomiar okresu drgan swobodnych pojedynczego wahadta mocujac mase
obciazajaca w kilku réznych odlegtosciach od osi obrotu. Po zakonczeniu tej serii pomiarow
zamocuj masy obciazajace tak, aby otrzyma¢ dwa jednakowe wahadta (o takich samych
okresach). Polacz wahadla za pomoca spr¢zyny zamocowanej w potowie dtugos$ci wahadet.
Wykonaj pomiar czasu trwania okresow I-szego i Il-giego drgania normalnego. Wykonaj
pomiar czasu okresu dudnien.

WSKAZOWKI DO OPRACOWANIA WYNIKOW

Wyznacz okresy drgan wahadel swobodnych oraz oszacuj ich niepewnosci. Zastanow
sig, co mozesz powiedzie¢ o zaleznosci okresu drgan od momentu bezwtadnos$ci wahadta
fizycznego? Wykaz, ze wahadla uzywane w drugiej czesci do§wiadczenia mozesz uwazaé za
jednakowe. (Sprawdz czy okresy ich drgan sa zgodne w granicach niepewnos$ci). Wyznacz
czestosci 1-szego i ll-giego drgania normalnego oraz czesto$¢ dudnien i oszacuj ich
niepewnosci. Sprawdz, czy uzyskane wyniki sa zgodne z przewidywaniami teoretycznymi.
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