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Stacjonarne modele hydrodynamiczne w newtonowskiej teorii
grawitacji oraz w ogdlnej teorii wzglednosci

Moje prace po$wiecone stacjonarnym rozwiazaniom réwnaf hydrodynamiki
dziely sie na trzy kategorie. Pierwsza grupa dotyczy modeli sferycznie syme-
trycznej, stacjonarnej akrecji typu Bondiego-Michela. Druga i trzecia grupe
stanowia prace podwiecone stacjonarnie rotujacym, samograwitujacym ply-
nom. Crzesé z uzyskanych rezultatéw ma charakter ogdlny; wigkszos¢ dotyczy
jednak konfiguracji toroidalnych — dyskéw (toruséw) gazu rotujacego wokot
centralnego obiektu (czarnej dziury). Do drugiej grupy zaliczam wyniki newto-
nowskie. Trzecia grupa prac po$wiecona jest modelom ogélnorelatywistycznym.

Modele akrecji typu Bondiego-Michela

Pierwsza dojrzata analiza stacjonarnego, sferycznie symetrycznego modelu
hydrodynamicznej akrecji w centralnym polu grawitacyjnym pochodzi z pra-
cy Bondiego z 1952 r. [1]. Bondi analizowal stacjonarne rozwigzania réwnan
hydrodynamiki (réwnafi Eulera) zakladajac keplerowski potencjat grawitacyj-
ny oraz czysto radialny przepltyw plynu (gazu). Dwa rozwigzania okazuja sig
wyrbznione: rozwigzanie o asymptotycznie poddzwigkowym charakterze, ktére
staje sie naddzwigkowe dla dostatecznie matych odleglodci od centrum pola
grawitacyjnego, oraz rozwigzanie, ktére blisko centrum jest poddzwigkowe, 1
ktore staje sie naddZwigkowe asymptotycznie. Odlegtosé od centrum, dla kto-
rych wartoéé predkosei gazu réwna jest wartosci lokalnej predkosci dzwigku jest
dla obu rozwigzan taka sama (tzw. punkt dZzwickowy). Rozwigzania te charak-
teryzuje dodatkowo maksymalna warto$é¢ tempa akrecji (przeptywu) masy.

Wygodnym sposobem analizy powyzszych rozwigzan jest praca w ramach
teorii ukladéw dynamicznych. Rozwiazania mozna analizowaé np. w przestrze-
ni fazowej predkoéei radialnej oraz odleglodei od centrum, a odpowiedni uklad
dynamiczny mozna zapisa¢ wprowadzajac (sztuczny) parametr — zmienng nie-
zalezng. Dwa wyréznione rozwigzania, o ktérych byla mowa powyzej, bifurkuja
ze wspoOlnego siodlowego punktu krytycznego.

Relatywistyczny odpowiednik powyzszej analizy pochodzi z pracy Michela z
roku 1972 [2]. Zaproponowane przez Michela uogdlnienie polega na rozwazeniu
stacjonarnego, radialnego przeplywu plynu w czasoprzestrzeni Schwarzschil-
da. Struktura problemu relatywistycznego jest bogatsza od odpowiadajace]
jej struktury newtonowskiej (o czym bedzie jeszcze mowa ponizej), ale i w
tym przypadku mozna zidentyfikowaé oba charakterystyczne rozwiazania oraz
krytyczny punkt dzwickowy.
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Opisane wyzej dwa roawigzania interpretuje si¢ zwykle jako odpowiadajgce
akrecji (rozwiazanie poddswiekowe w nieskoficzonosci) oraz wiatrowi gwiaz-
dowemu (rozwigzanie asymptotycznie ponaddzwiekowe). Rozwigzanie odpo-
wiadajace akrecji jest ponadto jedynym gtadkim, globalnym rozwigzaniem
(okreSlonym wszedzie na zewnatrz horyzontu), dla ktérego gaz spoczywa w
nieskonczonosei.

Od technicznej strony dwie prace [MMK2013] i [MM2013] poswiccone sa
analizie akrecji typu Bondiego-Michela w przypadku ze stala kosmologiczng,
Konstrukeja przedstawiona w pracy [MMK2013] jest jednak nieco bardziej wy-
rafinowana. W pracach [MMK2013} i [MM2013] poszukiwaliémy odpowiedzi na
pytanie o wydajnoéé akrecji w modelach kosmologicznych z dominujacy sta-
tg kosmologiczng (np. w péznych fazach cyklicznego modelu kosmologicznego
Penrose’a [4]). Mozna sie spodziewaé, ze dostatecznie duza (w pordwnaniu
ze srednig gestoscia materii), dodatnia wartodé stalej kosmologicznej bedzie
przeciwdziataé akrecji. W pracy [MMK2013] rozwazaliémy wobec tego ZWig-
zane uklady akrecyjne, w ramach modelu typu ,szwajcarskiego sera”. Blisko
czarnej dziury akrecja zachodzi efektywnie tak, jak opisywalby to model typu
Bondiego-Michela ze stalg kosmologiczng (rozwazaliémy réwniez numeryczne
rozwigzania opisujace samograwitujacy gaz). Réwnania opisujace akrecje typu
Bondiego-Michela w czasoprzestrzeni Schwarzschilda-de Sittera (dla dodat-
niej stalej kosmologicznej) lub Schwarzschilda-anty-de Sittera (w przypadku
ujemnej stalej kosmologicznej) mozna rozwigzaé dokladnie, zakladajgc liniowe
(izotermiczne) réwnania stanu p —= ke, gdzie p jest ciSnieniem, a e gestoscia
energii, dla pewnych wartosci stalej k. Trudno$é w odpowiedzi na pytanie o
wydajnosé sferycznie symetrycznej, hydrodynamicznej akrecji w modelach ko-
smologicznych sprowadza si¢ do umiejetnego sparametryzowania rozwiazan. W
przypadku dodatniej stalej kosmologicznej odpowieds okazuje sie jednoznacz-
na. Nawet w grawitacyjnie zwigzanych ukladach, tempo akrecji maleje wraz ze
wzrostem statej kosmologicznej. W kontekscie cyklicznej kosmologii Penrose’a
fakt ten nalezy uznaé za przeszkode w realizacji modelu: w poznych etapach
ewolucji wszechéwiata z dominujacy stala kosmologiczna akrecja materii (ga-
zu) na czarne dziury nie jest wydajnym sposobem »oczyszezania” przestrzeni
z czgstek z niezerowy masg spoczynkows. Przypadek z ujemna stalg kosmolo-
giczng jest bardziej skomplikowany -- charakter zaleznosci pomiedzy tempem
akrecji, a wartodcia stalej kosmologicznej zalezy od parametryzacji modelu.
Okazuje sig, ze fakt ten wynika z istnienia rozwiazan, ktére w odpowiedniej
przestrzeni fazowej tworzg orbity homokliniczne.

Praca [MM2013] poswiecona jest stabilnosci akrecji typu Bondiego-Michela
w czasoprzestrzeni Schwarzschilda-de Sittera oraz Schwarzschilda-anty de Sit-
tera. Dla potrzeb pobieznej dyskusji metryke obu czasoprzestrzeni mozna za-




pisa¢ jako

om A dr? )
g = — (]_ — T — §T2) dt2 -+ I—@ + T2(d92 + Sln2 9d¢2),

gdzie (i,7,0,¢) sa sferycznymi wspoélrzednymi, m odpowiada masie czarnej
dziury, a A oznacza stalg kosmologiczng. Dokladniejsza analiza wymaga w
zasadzie uzycia wspéhrzednych gladkich na horyzoncie czarnej dziury.

Pierwszy poprawny dowdd liniowe] stabilnosci rozwiazania Michela podal w
1980 r. Moncrief [3]. Dowod przedstawiony w pracy [MM2013] bazuje na arty-
kule [3]. Réznica pomiedzy oboma przypadkami zwigzana jest z dwoma czynni-
kami: 1) obecnosceia czlonéw zwigzanych ze stala kosmologiczng w rownaniach
okreélajacych dynamike zaburzen przeplywu akrecyjnego, 2) rézna asympto-
tyka rozwigzan. W pracy [MM2013] pokazaliémy, ze analityczne rozwigzania
przechodzgce przez punkt dzwiekowy, przedstawione w artykule [MMK2013],
sg liniowo stabilne. Dotyczy to zaréwno globalnych rozwigzan — odpowiadaja-
cych sytuacji, w ktérej plyn rozciaga si¢ do nieskonczonodci, tj. r — oc, jak
i rozwigzan, ktérych nie mozna przedtuzaé do nieskoficzonodcei (np. rozwigzan
homoklinicznych). W tym ostatnim przypadku konieczne jest zalozenie, zZe
zaburzenia znikajg na zewnetrznym brzegu obloku akrecyjnego.

Istnienie homoklinicznych rozwiazan w przypadku z ujemns stala kosmo-
logiczng, zostalo zaobserwowane w pracy [MMK2013} dla politropowych row-
nan stanu. Rozwigzania tego typu pojawiaja si¢ zardwno w czasoprzestrzeni
Schwarzschilda-anty de Sittera, jak i w modelu uwzgledniajacym samograwita-
cje gazu. W pracy [MMK2013] analizowalidmy réwniez rozwigzania odpowia-
~ dajace réwnaniom stanu p = ¢/3, p = ¢/2 oraz p = e. Rozwigzania te nie sg
homokliniczne. _

Praca [M2015] po$wiecona jest réznym typom rozwigzan akrecyjnych w cza-
soprzestrzeni Schwarzschilda-anty de Sittera. Analiza asymptotycznej postaci
réwnan opisujacych przeplyw akrecyjny z liniowym réwnaniem stanu p = ke
sugeruje istnienie homoklinicznych rozwigzan dla & < 1/3. Dla k > 1/3 istniejg
rozwigzania globalne, o dobrze okreslonej asymptotyce przy r — oo. Praca ta
zawiera rowniez przykiadowe, analityczne rozwigzania homokliniczne uzyskane
dla p = e/4. Wyniki te sugeruja stosunkowo prostg interpretacje: globalne roz-
wigzania asymptotyczne mogs, istnie¢ jedynie dla dostatecznie ,relatywistycz-
nych” réwnan stanu, poczynajac od liniowego réwnania postaci p = e/3, tj.
réwnania charakteryzujacego gaz fotonowy. Warto zauwazyé, ze zasieg czastki
poruszajgcej sie w czasoprzestrzeni Schwarzschilda-anty de Sittera po radial-
nej geodezyjnej czasowej jest ograniczony. Czastka poruszajgca sie po radialnej
geodezyjnej zerowej moze dotrze¢ do nieskoriczonodei (r — oo) [5].

Pracg [M2015| opublikowalem w 2015 roku. W tym samym roku Eliana Cha-
verra 1 Olivier Sarbach opublikowali artykul, zawierajacy poglebiong analize
rozwigzan Michela wraz z probg uogdlnienia znanych juz wynikéw — uwzgled-
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nienia szerszej rodziny sferycznie symetrycznych metryk oraz wigkszej licz-
by barotropowych réwnar stanu [6]. Chaverra i Sarbach znalezli numerycz-
ne rozwigzanie typu homoklinicznego w przypadku akrecji w czasoprzestrzeni
Schwarzschilda z politropowym réwnaniem stanu z wykladnikiem politropo-
wym 7 > 5/3. Pobiezng dyskusje rozwigzan zagadnienia Michela z politro-
powym réwnaniem stanu mozna znalezé w pracy Begelmana [7]); brak w niej
jednak informacji na temat rozwiazan homoklinicznych. Begelman zauwazyl
natomiast, ze dla wykladnikéw politropowych v > 5/3, réwnania opisujace
akrecj¢ mogg mie¢ dwa punkty krytyczne. Jest to czysto relatywistyczny efekt,
nie majgcy odpowiednika w newtonowskim modelu Bondiego.

W napisanej wspélnie z Eliang Chaverra i Olivierem Sarbachem pracy
[CMS2016] zamiesciliSmy obszerna i w duzej mierze kompletna analize zagad-
nienia Michela, uwzgledniajgca przypadek z politropowym réwnaniem stanu z
v > 5/3. Praca ta zawiera w szczegdlnosci dowdd istnienia rozwigzad homo-
klinicznych. Warto zauwazy¢, ze wystepowanie dwéch punktow krytycznych —
jednego typu siodtowego oraz jednego typu centrum, nie pociaga automatycz-
nie istnienia orbity homoklinicznej. Przypadek, w ktorym istniejs dwa punkty
krytyczne, a nie istnieje orbita homokliniczna ma réwniez miejsce w problemie
Michela, dla pewnych wartosci parametréw modelu.

Stacjonarne, rotujace ptyny w teorii newtonowskiej

Newtonowska teoria samograwitujacych, rotujacych pltynéw liczy sobie juz
z gorg 300 lat. Jej pierwszy, trwajacy ponad 200 lat, okres badah Zwigzany
Jest z nazwiskami wybitnych uczonych: Newtona, Maclaurina, Jacobiego, Lio-
uville’a, Dirichleta, Dedekinda, Riemanna, Roche’a, Lichtensteina, Poincarégo,
Cartana. Powstale w tym okresie prace dotyczyly gtéwnie analizy tak zwanych
figur réwnowagi [8}]. Z fizycznego punktu widzenia ciekawsza wydaje sie teoria
samograwitujgcego ptynu Sciéliwego, opisanego sprzgzonym ukladem réwnai:
réwnaniem Poissona dla potencjalu grawitacyjnego oraz réwnaniem Eulera, [9].
Znajduje ona naturalne zastosowanie w opisie rotujacych gwiazd. Zaskakujgcs,
zgodnosé z wynikami obserwacji uzyskuje si¢ réwniez w odniesieniu do planet
typu Jowisza [10]. Z matematycznej perspektywy powyzsze podejécie stanowi
wdzigezny oraz ambitny temat. W przeciwienstwie do ogdlnorelatywistycznego
odpowiednika, w ramach newtonowskiej teorii rotujacych, samograwitujacych
plynow scisliwych mozliwe bylo udzielenie odpowiedzi na czeéé podstawowych
pytan. Dla przykiadu, w 1972 r. Auchmuty i Beals przedstawili pierwszy ogdlny
dowod istnienia rozwigzan {11].

Moje prace poswigcone samograwitujgcym, rotujacym ptynom w ujeciu new-
tonowskim dotycza w przewazajacej mierze stabiej zbadanych konfiguracji o
toroidalnej topologii. Prace te motywowane byly zagadnieniem czysto relaty-
wistycznym — opisem stacjonarnej konfiguracji ptynu rotujgcego woké! czarne;
dziury.




Stacjonarny, samograwitujacy plyn doskonaly opisany jest ukladem réwnan
p(v - V)v=—pV® —Vp,

V- (pV) - 01
AP = 4xGp,

gdzie p jest gestoscia gazn, p ciénieniem, v predkodcia, ¢ potencjalem grawita-
cyjnym, a G oznacza stalg grawitacji. Uktad ten wymaga okreSlenia rownania
stanu. W ponizszej dyskusji ogranicze si¢ dla prostoty do barotropowych row-
naf stanu postaci p = p(p).

Mozliwe stacjonarne przepltywy analizowali Arnold i Khesin [12]. Najprost-
sze dopuszczalne zalozenie polega na przyjeciu predkosci w postacli v =
Qw, 2)0y = ww, 2)ey w cylindrycznym ukladzie wspéhrzednych (w, ¢, z).
7 klasycznego twierdzenia Poincarégo i Wavre’a wynika, ze w istocie Q(w, z) =
Q(w) [9]. Wprowadzajac entalpie wiadciwg h tak, aby dh = dp/p oraz potencjal
odérodkowy -

o, = — f o' ' P (')

otrzymujemy uklad rownan postaci

hip)+ Q. +®=C wU, (1a)
AD = 4AnGp w R3, (1b)
p>0 w U, (1c)
p=0 w R\ U, (1d)

gdzie C jest staly calkowania, a U obszarem wypelnionym ptynem. Tak sfor-
mulowany problem nalezy do zagadniefl z tak zwanym swobodnym brzegiern.
Obszar U nie jest dany a priori — jego ksztalt nalezy wyznaczy¢ w ramach
procedury poszukiwania rozwiazail. Istnieje natomiast duza dowolno$é wybo-
ru prawa rotacji ®, = ®.(w), podobna do tej, jaka dysponujemy wybierajac
rébwnanie stanu.

Plyn rotujacy wokét centralnej masy mozna opisaé przyjmujac zamiast row-
nania (la) réwnanie '

hip) +®.+ & — GM. /Ix| =C,

gdzie M, oznacza warto$¢ centralnej masy, a X jest wektorem wodzacym. W
takim przypadku p oznacza jedynie gestosé rotujacego gazu, bez uwzglednienia
cztonu pochodzacego od masy centralnej.

Powyzsze zagadnienia (z centralng masg punktows lub bez niej) analizo-
waliémy w pracach [MM2011], [MS2013], [M2012b], [MMP2013], a takze w
pobocznych pracach [MMP2012] oraz [13]. Praca [MM2012] zawiera analizg
modelu uwzgledniajacego transport promieniowania.
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Praca [MM2011] zawiera oszacowanie masy rotujacego plynu uzyskane w
oparciu o nieréwnosé Sobolewa. Jest to wynik stosunkowo nietypowy i zaska-
kujacy. Nieréwnosci Sobolewa uzywa sie jako Jednego z podstawowych narzedzi
analizy funkcjonalnej, majacego zastosowanie w teorii réwnan rézniczkowych.
W powyzszej pracy wynik o fizycanym znaczeniu zostal uzyskany w oparciu o
optymalng, numeryczng warto$é¢ stalej wystepujacej w nieréwnosci Sobolewa.
Praca ta zawiera rowniez numeryczne testy jakosci wyprowadzonego oszaco-.
wania.

W napisanej razem z Walterem Simonem pracy [MS2013] zajmowaliSmy sie
warunkami, gwarantujacymi przestrzenng skoficzonosé konfiguracji stacjonar-
nego piynu, tj. zwarto$é obszaru U. Walter Simon [14] (podobnie jak Mark
Heinzle 1 Claes Uggla [15]) badali wezegniej to samo zagadnienie dla statycz-
nych, sferycznie symetrycznych konfiguracji, zaréwno w ramach ogdlnej teorii
wzglednosci, jak i w teorii newtonowskiej. W obu przypadkach, o tym, czy sta-
tyczna konfiguracja o skoficzonej masie moze byé¢ przestrzennie nieskoriczona,
decyduje jedynie postaé réwnania stanu. W przypadku rotujgcych plynéw o
istnieniu nieskonczenie rozciaglych konfiguracii o skoficzonej masie decyduje
zaréwno réwnanie stanu, jak i prawo rotacji. Ogélny wniosek z pracy {MS2013]
sugeruje, ze rotujacy, samograwitujacy plyn barotropowy o skoficzonej masie
tworzy na ogél jedynie skoficzone konfiguracje. Latwo wykazaé, ze stacjonarnie
rotujacy ptyn nie moze rozciagaé si¢ do nieskonczonosci w kierunku réwnole-
gltym do osi obrotu. Praca [MS2013] zawiera réwniez warunek konieczny, aby
konfiguracja mogta sie rozciggaé¢ do nieskoficzonogci w plaszczyznie réwniko-
wej. Warunek ten stosunkowo trudno spelnié. _

Graniczny przypadek, pojawiajacy sie naturalnie w Twierdzeniu 4.2 z pra-
cy [MS2013], stanowia bardzo dobrze znane statyczne rozwiazania politropo-
we, t]. rozwigzania réwnania Lane’a-Emdena, z indeksem n — 5. Réwnanie
Lane’a-Emdena moze byé zapisane w postaci

Ld (,d0\ .
S (r d?)+9 =0, (2)

gdzie r jest odpowiednio przeskalowanym promieniem, a # odpowiednio prze-
skalowana entalpig wtasciwa. Wyktadnik (indeks) n zwiazany jest z wykladni-
kiem politropowym « wzorem vy = 1 + 1/n. Warto$é n = 5 stanowi krytyczny
wykladnik zwigzany z operatorem Laplace’a w 3 wymiarach.

Problem otrzymania oraz analizy rozwigzai réwnania Lane’s-Emdena nale-
zy do klasycznych zagadnien fizyki matematycznej (bads tez teoretycznej astro-
fizyki). Regularne rozwigzania réwnania Lane’a-Emdena z indeksem n = 5
zostaly znalezione jeszcze w roku 1907 [43]. Kolejne rozwigzanie, osobliwe w
r = 0 wynika natychmiast z symetrii skalowania réwnania Lane’a-Emdena z
krytycznym wykladnikiem. Diugo sadzono, Ze uzyskanie pozostalych rozwig-
zan jest skomplikowane i wymaga uZycia funkeji eliptycznych [44]. Zupelnie
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nieoczekiwanie, w 1962 roku, Srivastava znalazl kolejne rozwigzanie, wyrazone
przez funkcje elementarne [45]. Czgdé rozwigzan, ktdére mozna zapisal pray
pomocy funkeji eliptycznych podali Goenner i Havas [46]. Ostatnie, brakujace
rozwigzania zostaty wyprowadzone przeze mnic w pracy [M2012a], razem z
analizg pokazujaca kompletnodé uzyskanych rozwigzan. Wyprowadzone w pra-
cy [M2012a] nowe rozwigzania sg osobliwe w r = (. Ich zastosowanie do mode-
lowania gwiazd wymaga ,klejenia” réznych rozwigzan. Z drugiej strony, stosuja
si¢ one wprost w celach wykraczajacych poza konstruowanie modeli gwiazd —
np. w opisie rozmaitosci riemannowskich o statej krzywiznie skalarnej, czy tez
w odniesieniu do danych Bowena-Yorka z dodatnia stalg kosmologiczng.

W pracy [M2012b] zostala wyprowadzona tozsamosé¢ wirialna uwzgledniaja-
ca obecnosé centralnej masy punktowej, jak réowniez transport promieniowania.
Przedstawione wyprowadzenie wykorzystuje tozsamosé Pohozajewa i jest to
wlasciwie adaptacja rachunku z pracy [MS2013], dostosowana do przypadku
z centralng masy punktows. Wyprowadzona relacja postuzyla do testowania
poprawnoéci schematéw numerycznych stosowanych w pézniejszych pracach.
Pozwolita ona réwniez na wyprowadzenie czesci wynikéw' przedstawionych w
pracy [MMP2013|.

Napisana razem z Edwardem Malcem praca [MM2012] dotyczy problemu,
ktéry w zasadzie wykracza poza sformutowanie postaci (1). W pracy tej za-
proponowali$my model samograwitujacego, kwazistacjonarnego dysku wokot
czarnej dziury (masy punktowej), w ktérym uwzgledniony bylby transport
wytwarzanego w dysku promieniowania, a takze jego wplyw na tempo akrecji.
Model taki, nie jest wobec tego ograniczony do czysto rotujacych konfiguracii,
ale uwzglednia réwniez niewielkg predkoéé radialng gazu. StaraliSmy sie przy
tym wzigé pod uwage wzajemne sprzezenie rozwazanych procesow: grawitacji
dysku, jego struktury hydrodynamicznej, emisji i transportu promieniowania.
Gléwnym ograniczeniem zaproponowanego przez nas modelu jest uwzglednie-
nie oddzialywania promieniowania z materia w przyblizeniu optycznie cien-
kim, co z kolei naklada warunki na fizyczne parametry rozwazanych ukla-
déw. Od technicznej strony, rozwiazania uzyskuje sie rozwigzujgc sprzezony
uklad nieliniowych, eliptycznych réwnan rézniczkowych czastkowych, bedacy
uogélnieniem ukladu (1). W pracy [MM2012] réwnania te rozwigzywalismy
numerycznie.

Punktem wyjécia dla dalszych badan byta napisana razem z Edwardem Mal-
cem oraz Michalem Pirogiem praca [MMP2013]. W pracy tej analizowali$my
szezegdlowo konfiguracje z Keplerowskim prawem rotacji. Keplerowskie pra-
wo rotacji kojarzy sie naturalnie z ruchem niewazkiej materii pytowej wokot
centralnej masy. Zaleznod¢ predkosci katowej od odleglosci od osi obrotu ma
dla kolowych orbit postaé Q = w/w®?, gdzie w jest stala zwiazana wprost
z masg centralng, w? = GM,. Prawo rotacji powyzszej postaci jest réwniez
akceptowalnym zalozeniem w przypadku samograwitujgcej materii z ci$nie-
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niem. Nasuwa si¢ wowczas pytanie o znaczenie statej w. Wyniki numeryczne,
oraz czgsciowe rezultaty analityczne uzyskane w pracy [MMP2013] sugeruja
nastgpujaca nierdéwnosé

GM, < w® < G(M, + My),

gdzie My = [; @zp jest masa gazu. Znajomosé parametrow geometrycznych
stacjonarnego dysku — jego rozmiaréw réwnikowych oraz grubosci — pozwala
na powigzanie (obserwowanej) wartosci stalej w oraz mas M, oraz M,. Wynik
ten wykorzystaliSmy w pracy [MMP2012] do oszacowania masy keplerowskiego
dysku obserwowanego w centrum galaktyki NGC 4258,

Samograwitujace dyski byly badane wezeéniej w kontekécie materii pylo-
wej [16]. Nie jest zaskoczeniem, ze uzyskane przez nas dla uktadéw hydrody-
namicznych wyniki réznig si¢ od relacji charakteryzujacych pyt. Hydrodyna-
miczny model samograwitujacego, keplerowskiego dysku gazowego, rotujacego -
wokol centralnej masy przedstawili jeszcze w roku 1995 Hashimoto, Eriguchi i
Miiller [17]. Skonstruowany przez nich model dysku charakteryzuje si¢ rotacja z
w? = GM,. Jest to mozliwe wylacznie dzigki zatozeniu, ze dominujgcy wplyw
na mechanike ukladu ma dostatecznie silne promieniowanie. Innymi stowy,
autorzy zakladaja rotacje z w® = GM,, a nastepnie poszikuja rozwigzania z
rozktadem promieniowania, ktéry gwarantuje spelnienie powyzszego warunku.

Rotujace plyny w ogdlnej teorii wzglednosci

Przez dtugi czas pracom dotyczacym stacjonarnych, samograwlitujacych dys-
kéw wokét ezarnych dziur przypisywano gléwnie teoretyczne znaczenie, Sytu-
acja ta ulegla zmianie wraz z odkryciem fal grawitacyjnych pochodzacych ze
zlewania si¢ uktadéw podwdjnych gwiazd neutronowych [18]. Wiedza o przebie-
gu takiego procesu jest w tej chwili dostepna wylacznie w oparciu o0 mimeryczne
symulacje hydrodynamiczne. Wigkszosé symulacii tego typu przewiduje przej-
Sciows, faze, w kidrej wokét centralnego rdzenia (czarnej dziury lub gwiazdy
neutronowej) powstaje stosunkowo masywny, kwazistacjonarny, rotujacy torus
[19, 20, 21, 22]. Torus ten ulega ostatecznie dezintegracji, jednak czas jego ist-
nienia jest dlugi w poréwnaniu ze skalg czasowa charakteryzujaca dynamike
tego ukiadu. Masy formujacych si¢ w ten sposéb toruséw osiggaja nawet okolo
30% masy centralnego obiektu.

Nasze prace dotyczace samograwitujgcych dyskéw (toruséw) wokél czarnych
dziur rozpoczelismy od konstrukeji modelu w przyblizeniu postnewtonowskim,
co w eiekcie doprowadzito nas do zaproponowania w artykule [MM2015] pra-
wa. rotacji odpowiadajacego miedzy innymi rotacji keplerowskiej, a w dalszej
perspektywie, do jego uogdlnienia uwzgledniajacego oddziatywanie ze spinem
centralne]j czarnej dziury w 23, 24].

W dotychezasowej literaturze ogdlnorelatywistycznej dotyczace samograwi-
tujgcych, stacjonarnie rotujacych ptynéw przebadano jedynie pare praw rota-
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cji. Wicksza czesé prac poswigcona jest modelom odpowiadajacym sziywnej
rotacji. Sztywno rotujace dyski wokdl czarnych dziur badali Ansorg i Petroff
[25, 26]. Drugim czestym wyborem, jest liniowa relacja miedzy odpowiednio
zdefiniowanym kretem wiadciwym, a predkoscig katows. Numeryczne rozwig-
zania obrazujgce dyski wokd! czarnych dziur scharakteryzowane takim prawem
rotacji zostaly przedstawione w pionierskiej pracy [27]. Modele dyskéw o stalej
gestodci kretu przedstawit w 2007 roku Shibata [29]. Nowe prawo rotacji zostato
réwniez zaproponowane w [28] w kontekécie rotujacych gwiazd.

Analizowane przez nas w pracach [MM2015], [KMMPX2016|, a takze [23, 24]
keplerowskie prawo rotacji ma szczegOlue znaczenic. Wstepne analizy profili
predkosci w torusach otrzymanych w ramach symulacji zlewania si¢ gwiazd
neutronowych sugeruja keplerowsks rotacje. Keplerowska rotacja jest réwniez
charakterystyczna dla obserwowanych (np. poprzez promieniowanie maserowe)
dyskéw akrecyjnych w aktywnych jadrach galaktyk.

Réwnania opisujgce stacjonarny, rotujacy i samograwitujacy gaz mozna za-
pisa¢ na kilka sposobdéw. Przytocze tu w skrécie sformulowanie pochodzace
z pracy Shibaty [29] i wykorzystywane w numerycznych obliczeniach przed-
stawionych w naszych artykulach [23, 24]. Sformutowanie to ma nast¢pujace
zalety: 1) Obecnos¢ centralnej czarnej dziury uwzgledniona jest w ramach tak
zwanej metody ,puncture”. 2) Rozwigzanie przechodzi automatycznie w roz-
wigzanie Kerra w granicy zaniedbywalnej masy gazu.

W élad za Shibata [29] wybieramy metryke postaci

g = —a2dt® + ot [e2q(d'r2 +r2df?) + r¥ sin” 0(Bdt + do)?) (3)

gdzie a, v, g, 3 sg funkcjami 7 1 8.

Przyjmujemy tensor energii i pedu T, = p{1 + hjuut, -+ pgu, gdzie u™ =
w’ = 0, Q = u?/ut. Ggstosé barionowa p spelnia réwnanie V,(pw*) = 0.

W obszarze wypelnionym plynem, réwnania Eulera V,T* = 0 mozna for-
malnie scalkowaé. Otrzymuje sie w ten sposéb réwnanie postaci

1+h
[ = ¢
lub
1+h

Wybieramy te druga mozliwosé oraz definiujemy 7 = wutuy,.

Niech K;; oznacza krzywizng zewngtrzng hiperpowierzchni ¢ = const. Zde-
finiujmy konforemnmie przeskalowans krzywizne zewnetrzng wzorem IA{M =
Y2 K;;. Niezerowg, skladows @ wektora shiftu przedstawiamy w postaci sumy
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dwdéch czynnikéw 3 = Bx + QT, przy czym (g i Or okreSlamy w nastepujacy
sposéb. Niezerowe sktadowe K;; mozna zapisaé¢ w postaci

A Hgsin?8 %

_ 2 2
Ky = 2 + ﬁr sin® 00, Fr,
. Hpsinf b
Koy = F:m ;’b—r sin H@gﬁ:p

Za Shibatg [29} wybieramy funkcje Hg i Hp w posta(n odpowiadajacej metryce
Kerra z masg m i parametrem kretu a, zapisanej w postaci (3). Wielkosci te
mozna zapisal jako

ma[(ry — a®)T + 2r2 (r% + a?)]

Hp = ) .

2ma’rye \/r%( — 2mrg + a? cosfsin? @
HF —_ 22 ]
s

gdzie
2

2

m-" —a

T) y E]{ = T%{ + CLZCOS2 a.
T

Dla metryki Kerra otrzymuje si¢ w tym wypadku

m
TK:T(1+—+
A

A Hgsin?f - Hpsing
Rop==E52, Rop= =00,

W obecnosci torusa funkcje Sk zadajemy jako rozwiazanie réwnania
0, 2H
9k _ 2Hpa (5)
or a8

Kolejna czesé potrzebnych definicji zwi@zana jest z realizacja metody ,punc-
ture” [72]. Zdefiniujmy ® = ash, r, = ;v/m? — a2, oraz

¢=(1+3;3)e¢, » = (1ﬁ—) e B.

r

Roéwnania Einsteina mozna zapisaé w postaci

2r
[8” + 3 5 toa (599 + cot 939)} ¢ =

p(1+ h)ug,] A2

ﬁ2ﬂ—62q¢4 [pH - - r¢arb - %3@69’7

Pir2sin?@ | ES-
1| r-—-rg cotfl
1 [T(T b agb] (6)
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3r? + TE
(1)

[am, + O+ ri? (Ogp + 2 cot 869)] B = 16w Be™yp, (7)

472 — 8r,r + 212 1
{&T r(’r2 — T‘g) 6‘.,, + ﬁ [399 + (3 cot 9) 89]} ﬂT =

2q b
1670t 0, 40,6y + 0,00, 6r — 80000 | Ol g
r2sin” & r2 2
1 1
(arr + _ar + —2899) q =
r T
‘ p(1 + h)ug 3A? T—1T, cot @
ﬁ 2q | h4n, ¢
8me (T,Dp e + e + r(r+r8)8r+ —0p| b
8rs 4
+ [Tz — 7"3 + 461\-(5 — gb)jl 6,-@ + T—289¢v69(b — (,‘b), (9)
gdzie
f{z _;‘(2
A2 . re f¢ o = p(]_ + h)(aut)2 —p,

 r2s5in?8  rtsin?@’
J = p(1 + hyaulug, B=¢e".

Powierzchnia r = r, jest horyzontem pozornym. Warunki brzegowe w r = 7,
majg, postaé
ar¢ =&B=0,0r=04=0.

Powyzsze rownania maja strukturg podobna do struktury modelu newto-
nowskiego. Istotna réznica polega na sposobie zadawania prawa rotacji — nie
jako funkeji wspotrzednych, ale w postaci relacji j = j(€2) (analogiczna pa-
rametryzacja w postaci zaleznosci kretu wlasciwego od predkosei katowej jest
réwniez mozliwa w przypadku newtonowskim). Jak powinna wygladaé zalez-
nosé 7 = j(2) odpowiadajgca rotacji keplerowskiej? W teorii newtonowskiej
relacja miedzy kretem wiasciwym, a predkoscia katows odpowiadajgca rotacji
keplerowskiej ma postaé 7o o< £y 13, Naturalny wybdr 7 o< Q73 jest wpraw-
dzie mozliwy réwniez w kontekscie ogélnorelatywistycznym, ale nie prowadzi
on do modelu o cechach, ktérych oczekiwalibysmy od rotacji keplerowskiej, a w
szczegolnodel nie pozwala na otrzymanie stacjonarnych rozwigzan opisujacych
dyski o dostatecznie matych masach.

W pracach [MM2015, KMMPX2016], a takze {23, 24|, zaproponowaliémy
w kontekscie samograwitujacych dyskéw relacje j{(€2) spelniane przez nieskofi-
czenie cienki, niewazki dysk zlozony z czastek poruszajacych sie po kolowych
geodezyjnych w plaszczyinie rownikowej w czasoprzestrzeni Schwarzschilda
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(w przyblizeniu postnewtonowskim) oraz Kerra (w przypadku modeli ogdlno-
relatywistycznych). Okazuje sie, 7e nalozenie powyzszego warunku usuwa, nie-
jednoznacznoéé rozwiniecia postnewtonowskiego, pojawiajaca sie juz w pierw-
szym rzgdzie, w odniesieniu do stacjonarnie rotujacych pltynéw. W pracach
[KMMPX2016] oraz [23, 24] pokazaliémy, ze zaproponowane prawa rotacji po-
zwalaja uzyska¢ numeryczne rozwigzania w bardzo szerokim zakresie parame-
trow.

Rozwiniecie postnewtonowskie

W kontekécie rotujgcych, samograwitujacych ptynéw rozwiniecie postnew-
tonowskie mozna przeprowadzié na co najmniej dwa sposoby. Réwnania (4-9)
mozna przepisa¢ wprowadzajgc jawnie wartodé predkosci §wiatta ¢ £ 1, a na-
stepnie rozwingé je w szereg wzgledem parametru 1/c. Takie podejscie stoso-
wali migdzy innymi Heilig oraz Horatschek i Petroff w odniesieniu do sztywno
rotujacych plynéw [30, 31]. Réwnania (4-9), zapisane w nieco innym cechowa-
niu, ale z jawng wartodcia predkosci éwiatta, mozna znalezé w pracy [MM201 5].
Druga mozliwo§é polega na wyjsciu od zupelie ogélnych réwnah opisujacych
uklad réwnan Eulera-Einsteina w rozwinigciu postnewtonowskim, a nastepnie
natozeniu warunku stacjonarnosci oraz pozostatych warunkéw symetrii ZWia-
zanych ze stacjonarng rotacja. Mozna oczekiwaé, 7e oba podejscia powinny
prowadzi¢ do tych samych rezultatéw. O ile réwnania Einsteina daja zgodne
rozwinigcia niemal natychmiast (z doktadnoscig do wyrazéw pierwszego rzedu),
pewne trudnosci nastrecza pogodzenie rozwinieé réwnania Eulera.

Pierwszg, analiz¢ keplerowskich hydrodynamicznych dyskéw w rozwinieciu
postnewtonowskim opublikowali$my wspélnie z Piotrem Jaranowskim, Edwar-
dem Malcem oraz Michatem Pirogiem w pracy [JMMP2015]. Praca ta zawie-
ra kilka kluczowych elementéw. Wykorzystujac ogélne rozwiniecie postnew-
tonowskie rownaf Eulera-Einsteina, wyprowadziliémy réwnania opisujace sta-
cjonarne, samograwitujace dyski rotujace wokél centralnej czarnej dziury. Z
doktadnoscia do wyrazéw pierwszego rzedu czarna dziura opisana jest przez
odpowiednio dobrane czlony typu delty Diraca.

Aby zachowaé przejrzystos$¢ dyskusji, przytocze tutaj uzyskane WYyrazenia.
Wybieramy metryke postaci

v Ul 2 .
g = — (1 + 20—2 + 26_4) (d$0)2 — C—3A1d$%d$'0
+ (1 - 2%) (dr® +r?d6? + 1 sin® 0dg?)
C

z jawnie konforemnie plasks czeScia przestrzenna. W dalszej kolejnosci wiel-
kosei odpowiadajgce rzedowi newtonowskiemu bedziemy oznaczaé indeksem
07, Wielkosci odpowiadajace pierwsze] poprawce postnewtonowskiej beda
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oznaczane indeksem ,17: p = py + p1/c?, h = hg + hi/c?, ...Potencjal
U=—GM,/r + Uy + Up/c? spelnia réwnania

AUy = 47Gpy,
AU, = 4nG (MCUU(O)(S(X) + 2pg + hopo — 2Uppo + 01 + szp(}Qg) .
Dla funkeji A, otrzymujemy

AA¢, - aw?x% = f167TGw2poﬂ().

W dalszym toku rozumowania wygodnie jest zatozy¢ jawnie postaé funkeji
#(£2). Relacja wypracowana przez nas w artykule [MM2015] ma posta¢
wl—&Q&
1 — C%w17591+5 I C;I;

j) = (10)

Ma ona nastepujace wlasnogci: W rzedzie newtonowskim otrzymujemy relacje

potegowa jo = w' €. Uwzgledniajac rownanie j = uug, otrzymujemy w

rzedzie newtonowskim

w
Qp = —r.

fre g

Rotacji keplerowskiej odpowiada wybér § = —1/3. Forma prawa rotacji (10)
pozwala dodatkowo uwzglednié relacje pomiedzy kretem wiadciwym j a pred-
koscig, katowa € charakteryzujaca nieskoriczenie cienki, niewazki dysk pylowy
w plaszczyznie réwnikowej (ruch po kotowych geodetykach w plaszczyznie réw-
nikowej w czasoprzestrzeni Schwarzschilda). To ostatnie rozwigzanie uzyskuje
sie ktadac k = (1 — 38)/(1 + &) + O(c™?) oraz § = —1/3. Stala ¥ zwigzana
jest bezposrednio ze stalg w. W ponizszych wzorach wybieramy ¥ = 4cq, gdzie
co zadane jest wzorem (11). W ten sposéb czynnik proporcjonalny do €l nie
pojawia sie juz w wyrazeniu na poprawke ;. W dalszym ciggu przyjinujemy
k= (1—=38)/(1+8)+O(c™?) oraz ¥ = 4cy.
Réwnania Eulera mozna zapisa¢ w postaci
GM, d—1

e T T 0252 =

—9 44

Dopelnieniem powyzszych rownan jest wyrazenie okreslajace postnewtonowsks
poprawke do predkoécel katowej gazn

3
hy + Uy + Qo Ay — 2w ho -+ §h§ + 4holUo +2U¢ +

2
1—-4

1 4, 4

$h=— 1—6w? 1-96

Ww® + Qohg. (13)
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Zakladajac keplerowskie prawo rotacji w rzedzie newtonowskim, tj. relacje

o = w/w*?, gdzie w jest staly, otrzymujemy
w 2 GM, A
0 o 0. — c 2.~ 2) i
&9 @2(1-35) ° ( R S w2c(1 — §)
4
——— k.
2(1—48) " (14)

W powyzszym wzorze @ = w(1—Up/c*)+O(c™*) jest obwodowym promieniem
okrggu o ustalonym promieniu wspbhrzednosciowym w. Pierwsze dwa czlony
relatywistycznej poprawki do predkosei katowej maja, naturalng interpretacje.
Czlon 5 Gm
el (~=2 + U+ 032?)

odpowiada za odstepstwo od $cisle keplerowskiej rotacji w potencjale central-
nej masy. Czlon proporcjonalny do A, opisuje tak zwane unoszenie ukladéw
inercjalnych. Zupelnie nowym rezultatem jest obecnosé hydrodynamicznego
cztonu proporcjonalnego do entalpii hy. Czlon ten nie wystepuje ani dla materii
pylowej, ani w przypadku sztywnej rotacji. Poniewaz jego znak Jjest przeciwny
do znaku czlonu proporcjonalnego do Ay, zwigzany z powyiszym czlonem efekt
nazywamy roboczo ,antywleczeniem” . W konkretnych, numerycznych przykla-
dach wszystkie powyzsze czlony moga byé tego samego rzedu wielkodci.

Przedstawiajac powyzsze wyniki nalezy zwrécié uwage na nastepujacy, klu-
czowy fakt. Rownania (12) oraz (13) nie sg od siebie niezalezne. Jesli do lewej
strony réwnania (12) dodamy dowolng funkcje F{w), natomiast do wyrazenia
na poprawke do predkosci katowej dodamy czlon — (8, F)/(2w), to otrzyma-
ny uklad réwnan bedzie nadal stanowit poprawne rozwiniecie ukladu réwnar
Eulera-Einsteina z doktadnoscia do wyrazéw pierwszego rzedu. Innymi stowy,
rozwinigeie postnewtonowskie okazuje sig niejednoznaczne w odniesieniu do hy-
drodynamicznych uktadéw stacjonarnych. Wyprowadzajac powyzsze wzory de
facto usungliémy te niejednoznacznosé, nakltadajac warunek okreslajacy stalg
x — zgdanie aby niewazki, nieskoficzenie cienki, pytowy dysk w czasoprzestrzeni
Schwarzschilda stanowit rozwigzanie wyprowadzanych réwnas.

Identyfikacja czlonu zwigzanego z ,antywleczeniem” jest prawdopodob-
nie giéwnym osiagnigciem pracy [JMMP2015]. Dokladna postaé¢ réwnan
(12-13) zostala jednak wyprowadzona péiniej: w pracach [MM2015] oraz
[KMMPX2016]. Réwnania przedstawione w pracy [JMMP2015] odpowiadaja
innemu wyborowi funkeji F(w). Przedstawiony powyzej warunek okreslajacy
wartos¢ statej «, jak réwniez sama postaé relacji (10) zostaly wprowadzone w
napisanej wspdlnie 7z Edwardem Malcem pracy [MM2015].

Dokladna analiza wielu postnewtonowskich rozwiszan zgodnych z powyz-
szym schematem zostala przedstawiona w pracy [KMMPX2016], ktérej wspél-
autorami sg Janusz Karkowski, Edward Malec, Michat Pirég oraz Naging Xie.
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W pracy tej analizujemy rowniez relacje miedzy kretem, masg oraz rozmiarami
dysku. Jest to aktualne oraz interesujace zagadnienie, gléwnie ze wzgledu na
mozliwodé testowania proponowanych oszacowait dotyczacych wartosci kretu
w ukladach stacjonarnych w ogélnej teorii wzglednodci.

Nalezy jeszcze zwrdcié uwage, ze przypadek z § = -1, odpowiadajacy z
grubsza stalej liniowej predkosci rotacji, wymaga osobnej analizy. Stosowne
réwnania zostaly wyprowadzone w napisanej razem z Jerzym Knopikiem i
Edwardem Malcem pracy [KMM2015].

Modele w pelni ogdlnorelatywistyczne

Napisane razem z Januszem Karkowskim, Wojciechem Kulczyckim, Edwar-
dem Malcem, Andrzejem Odrzywoltkiem oraz Michatem Pirogiem prace 23, 24]
poéwieciliémy rozwigzaniom réwnaii {4-9) z prawem rotacji (10), a takze z je-
go uogdlnieniem, pozwalajacym uwzglednié oddzialywanie z kretem centralne;
czarnej dziury. Prac tych nie wymieniam, jako .o0siggniecia habilitacyjnego”,
poniewaz w chwili pisania niniejszego tekstu sg one opublikowane jedynie w
formie preprintéw. Uwazam jednak, ze stawiaja one rezultaty uzyskane w pra-
cach [JMMP2015], [MM2015], [KMMPX2016] w odpowiednim $wietle. Pozwole
sobie, wobec tego, oméwié¢ krétko przedstawione w nich wyniki.

W pierwszej kolejnosci byliémy zainteresowani potwierdzeniem wynikéw uzy-
skanych w ramach rozwinigcia postnewtonowskiego. Dwa aspekty wydaja mi
sie szczegdlnie interesujace. Po pierwsze okazalo sig, ze odkryte w ramach po-
stnewtonowskiej analizy efekty slabego pola, w tym hydrodynamiczne ,an-
tywleczenie”, daja, sig¢ zaohserwowaé w pelnych rozwigzaniach ogdlnorelatywi-
stycznych. Oczywidcie ich identyfikacja oraz interpretacja mozliwe sg jedynie
dzieki rozwinieciu postnewtonowskiemu. Okazuje sie przy tym, Ze przewidy-
wania modelu postnewtonowskiego dotyczace np. rozktadu predkosci katowej
(14) sa wyjatkowo precyzyjne w odniesieniu do rezimu postnewtonowskiego
(dysk oddalony od czarnej dziury). Drugi badany przez nas problem dotyczyt
poprawnoéci okreélenia prawa rotacji (10). Kwestia ta wymaga pewnego ko-
mentarza. Z formalnego punktu wiedzenia dowolna relacja 5 = 7({2) jest a
priori akceptowalna jako prawo rotacji dookredlajgce uklad réwnan (4-9). Nie
dla kazdego przepisu j(£)) mozliwe jest jednak uzyskanie rozwigzan w dosta-
tecznie szerokim zakresie parametréw. Matematycznie Sciste rezultaty dotycza-
ce istnienia rozwigzan sg dostepne jedynie w przypadku newtonowskim [11}.
W przypadku relatywistycznym dostepna jest wlasciwie jedynie numeryczna
ewidencja — mozliwo$é lub brak mozliwoséci uzyskania rozwiagzan. W pracach
[23, 24] koncentrowaliémy sie na przypadku keplerowskim z § = —1/3. Argu-
menty oparte na uwzglednieniu rotacji charakteryzujacej keplerowski ruch po
geodezyjnych w czasoprzestrzeni Schwarzschilda sugeruja w takim przypadku
wybér k = 3. Okazuje sie, ze jest to istotnie wlasciwy wybdr, pozwalajacy
uzyskaé rozwigzania w wyjatkowo szerokim zakresie parametréw. Zakres tole-
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rancji parametru « (zakres, dla kidrego istnieja rozwigzania numeryczne) jest
wyjatkowo waski w przypadku mato masywnych dyskéw i zwieksza sie wraz z
rosnacg masg dysku.

Analogiczny argument sugeruje réwniez, Ze prawo rotacji (10} z 6 = —1/3
i & =3 nie jest odpowiednie w przypadku dyskéw wokdt rotujacych czarnych
dziur. Fakt ten mozna zauwazyé w przypadku kontrrotujgeych dyskow (dyskéw
rotujacych przeciwnie do kretu czarnej dziury). Rozwigzania tego typu moz-
na otrzymaé numerycznie jedynie dla dostatecznie duzych mas dysku. Efekt
ten skionit nas do poszukiwania relacji charakteryzujacej ruch po kolowych
geodezyjnych w plaszezyznie réwnikowej (zaréwno zgodny, jak i przeciwny
do kretu czarnej dziury). W pracy [24] udalo si¢ wyprowadzié¢ te relacje w
postaci dopasowanej do wspétrzgdnych kwaziizotropowych (3), a takse wyli-
czy¢ wystgpujaca we wzorze (4) catke [ 7(€2)dQ2. Otrzymane przez nas prawo
ogolnorelatywistycznej, keplerowskiej rotacji ma postaé

5~ 52 {1 - [a%0% + 3003 (1 — a)d]} (15)

gdzie a oznacza parametr kretu czarnej dziury. Dla a = 0 powyzsza relacja
sprowadza sig¢ do prawa rotacji (10) z 6 = —1/31i x = 3. Dla a # 0, uwzglednie-
nie prawa rotacji (15) usuwa problem nieistnienia rozwiszan odpowiadajacych
malo masywnym, kontrrotujgcym dyskom.

Oméoéwienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych

Relatywistyczne zagadnienie Riemanna

W hydrodynamice zagadnieniem Riemanna nazywa si¢ problem poczatkowy
z niecigglymi danymi poczatkowymi w postaci dwéch stalych stanéw oddzielo-
nych plaszczyzng niecigglodci. Problem ewolucji nieciaglych danych poczatko-
wych byt rozwazany juz przez Riemanna, chociaz fizycznie poprawne sformuto-
wanie tego zagadnienia pochodzi z prac Rankine’a i Hugoniota. Wspolczesnie,
zagadnieniem Riemanna nazywa sie zagadnienie poczatkowe z danymi poczat-
kowymi powyzszego typu dla dowolnych (nieliniowych) réwnafi w postaci praw
zachowania [32].

W pracy [33] podaliémy pierwsze i prawdopodobnie jedyne analityczne roz-
wigzanie relatywistycznego, hydrodynamicznego zagadnienia Riemanna z nic-
zerowymi predkogciami stycznymi do powierzchni niecigglosci. Jest to zagad-
nienie par excellence relatywistyczne. W hydrodynamice newtonowskiej od-
powiednie réwnania zawierajace skladowe predkosci styczne oraz normalne do
powierzchni niecigglosci rozprzegaja sie [34]. W wersji relatywistycznej wszyst-
kie czlony sprzegaja sie poprzez czynniki Lorentza.
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Pierwsze relatywistyczne rozwigzanie zagadnienia Riemanna z zerowymi
predkosciami poczatkowymi (tzw. shock tube problem) pochodzi z pracy
Thompsona [35]. Analityczne rozwiazanie relatywistycznego zagadnienia Rie-
manna z zerowymi predkodciami stycznymi do powierzchni niecigglosci dla
izotermicznego réwnania stanu podali Smoller i Temple [36]. Dokladne roz-
wigzanie analogicznego problemu dla réwnania stanu gazu doskonatego uzy-
skali Marti i Miiller {37]. Wynik ten zostal nastepnie nogdlniony przez Ponsa,
Martiego i Miillera dla przypadku z niezerowymi predkosciami stycznymi i row-
naniem stanu gazu doskonalego [38]. Uzyskane rozwiagzania nalezg do kategorii
tzw. rozwigzan dokladnych — zagadnienie poczatkowe dla uktadu réwnan roz-
niczkowych czastkowych jest sprowadzone do pewnego nieliniowego réwnania
rézniczkowego zwyczajnego oraz réwnan algebraicznych. Okreélenie ,rozwig-
zanie dokladne” nalezy tu rozumie¢ w opozycji do wielu przyblizonych me-
tod rozwigzywania zagadnienia Riemanna, wykorzystywanych w konstrukeji
numerycznych schematéw rozwiazywania réwnan hydrodynamiki. Z tym wigk-
szym zdziwieniem odkryliémy mozliwos$é znalezienia analitycznych rozwigzan
relatywistycznego zagadnienia Riemanna z dowolnymi predkosciami, stosujace
sie w przypadku izotermicznego (liniowego) réwnania stanu. W swojej ksigzce
,Relativistic Hydrodynamics” Rezzolla i Zanotti cytuja wyniki pracy [33] jako
jedyny znany dotychczas przypadek analitycznego rozwigzania [39].

Praca [40] pokazuje zastosowanie uzyskanych przez nas rozwigzan do te-
stowania numerycznego schematit rozwigzywania zagadnieft poczatkowych w
hydrodynamice relatywistycznej. W pracy [41] przedstawilem wyniki nume-
rycznych symulacji relatywistycznego zagadnienia Riemanna z zaburzonym
ksztaltem powierzchni poczatkowej nieciggloéci. Pokazuja one rdzne rezimy
ksztattowania sie niestabilnodci. Niestabilna okazuje si¢ na ogdl powierzchnia
tzw. niecigglosci kontaktowej, przy czym sama niestabilno$é ma charakter nie-
stabilnosci Kelvina-Helmholtza.

Przestrzenie o statej krzywiznie skalarnej

Motywacja pracy [42] byt problem przedstawienia sferycznie symetrycznych
riemannowskich rozmaitoéci o stalej krzywiznie skalarnej w jawnie konforemnie
plaskiej postaci. Zagadnienie to sprowadza si¢ do znalezienia dopuszczalnych
wyrazefl na czynnik konforemny, ktéry musi spelnia¢ réwnania analogiczne
do réwnania Lane’a-Emdena z krytycznym wykladnikiem czlonu potegowe-
go, zaleznym od wymiaru rozmaitosci. Dyskutowane w powyzszym kontekscie
réwnanie na czynnik konforemny nazywa si¢ czasami réwnaniem Yamabe.

Réwnanie Lane’a-Emdena (2) pojawia sig naturalnie jako réwnanie opisu-
jace bardzo prosta strukture newtonowskiego modelu gwiazdy zbudowanej z
politropowego pltynu. W tréjwymiarowym przypadku, krytyczny wykladnik
n = 5 odpowiada réwnaniu stami p o< p't'/? = p%5 Rozwiazania réwnania
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Lane’a-Emdena 7 indeksem n = 5 stanowig jednoczeénie mozliwe postaci czyn-
nika konforemnego odpowiadajacego tréjwymiarowym rozmaitosciom rieman-
nowskim o stalej, dodatniej krzywiznie skalarne;. Kompletng liste rozwigzan
zawiera praca [M2012a]. Wszystkie rozwiazania odpowiadajace ujemnej krzy-
wiznie skalarnej, a takze przypadkom cztero i szeSciowymiarowyn, uzyskaliémy
razem z Niallem O Murchadha w pracy [42]. Warto zauwazy¢, ze réwnania
(oraz rozwiazania) analizowane w obu pracach [M2012a] i [42] pojawiajg sie
nieraz zupeinie nieoczekiwania w réznych kontekstach, np. w konstrukeji da-
nych poczatkowych typu Bowena-Yorka dla réwnad Einsteina, [62].

Pole Yanga-Millsa w przestrzeniach hiperbolicznych

W napisanej z Piotrem Bizoniem pracy [47] zajmowalismy sie ewolucjg pola,
Yanga-Millsa w czasoprzestrzeni z metryks,

g=—di* + dr’® + o® cosh? r{d#? + sin® Bdp?),

gdzie t,r € R, (0,¢) € §% a « jest ustalonym parametrem. Hiperpowierzch-
nie stalego czasu sy tutaj 3-wymiarowymi, asymptotycznie hiperbolicznymi
cylindrami, symetrycznymi wzgledem transformacji r — —r.

Ewolucja pola Yanga-Millsa w czterowymiarowej czasoprzestrzeni Minkow-
skiego jest wyjatkowo regularna. Poczatkowo gladkie rozwigzania pozostajg
gladkie w trakcie calej ewolucji oraz daza do zera dla czasu t — oco. W
zakrzywionych, globalnie hiperbolicznych, czterowymiarowych czasoprzestrze-
niach ewolugja pola Yanga-Millsa moze byé bardziej zlozona. W takich przy-
padkach moga pojawiaé sie nietrywialne statyczne konfiguracje (rozwigzania),
pelniace rolg atraktoréw dla réwnan ewolucji pola. Jeszcze ciekawsze okazuje
si¢ zachowanie rozwigzail na granicy pomiedzy obszarami przyciggania réznych
atraktorow.

W pracy [47] interesowala nas ewolucja szezegdlnej postaci pola Yanga-Millsa
zwigzanego z grupg SU(2), opisywana réwnaniem

oW = a,w + L Dy _yy,

cosh” r

gdzie £(£+1) = o~2. Réwnanie to ma ciekawa, bifurkacyjng strukture statycz-
nych rozwigzan, pojawiajacych sie wraz ze wzrostem parametru £. Generyczne
rozwigzania W dazg do niektérych sposréd statycznych rozwigzan, wykazu-
jac przy tym obecno$é charakterystycznych modéw kwazinormalnych. Nasza
analiza ewolucji rozwigzan W polegala na przejéciu do odpowiednio dobra-
nych wspélrzednych hiperboloidalnych, a nastepnie wykorzystaniu DEWNEEo
wariantu metody Galerkina. Stosunkowo prosta postaé nieliniowosci pozwolita,
nam na uzycie metody Galerkina jako narzedzia analityeznego. Praca zawiera
rowniez oparte na tej metodzie rozwigzania numeryczne.
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Toroidalne powierzchnie marginalnie zewnetrznie zlapane

Opublikowana niedawno praca [48] dotycay wlasnosci powierzchni minimal-
nych oraz powierzchni ztapanych w tak zwanych ,gwiazdach o stalej gestosci”.
Pod pojeciem ,gwiazd o stalej gestodei” rozumiem klase sferycznie symetrycz-
nych danych poczatkowych dla réwnan Einsteina, rozwazang przez Nialla O
Murchadha w [49]. ,Gwiazda o stalej gestosci” sklada si¢ z dwoch obszarow:
wewnetrznego, izometrycznego z [ragmentem sfery S3, oraz zewngtrznego w
postaci ciecia czasoprzestrzeni Schwarzschilda. Upraszczajace zalozenie polega
na przyjeciu zerowej krzywizny zewngtrznej — rozwazamy dane poczatkowe o
tzw. czasowej symetrii. Dane takie odpowiadaja konfiguracji o stalej gesto-
éci energii w obszarze wewngtrznym oraz zerowej gestosci energii w obszarze
zewnetrznym. Granica pomiedzy obszarami (brzeg gwiazdy) moze by¢ umiesz-
czona wewnatrz horyzontu Schwarzschilda.

Powierzchnie zlapane sg dwuwymiarowymi, zamknietymi powierzchniami,
dla ktérych obie wigzki promieni §wietlnych: wychodzaca na zewnatrz, oraz
wchodzaca do wewnatrz sg lokalnie zbiezne. Precyzyjng definicj¢ mozna wy-
razi¢ w terminach tak zwanych skalaréw optycznych 6. Niech ¢, odpowiada
wigzce wychodzacej ,na zewnatrz” danej powierzchni. Graniczny przypadek,
w ktérym 0_ < 0, a #; = 0 odpowiada tak zwanej powierzchni marginalnie
zlapanej. Powierzchnie, od ktérej wymagamy jedynie aby 04 — 0 nazywamy
powierzchnig marginalnie zewnetrznie zlapang. Jedli krzywizna zewnetrzna da-

nego cigcia czasowego K;; = 0, warunek 8, = #_ — 0 jest réwnowazny znikaniu
géredniej krzywizny powierzchni. Taks powierzchnie nazywamy powierzchnig,
minimalng.

Powierzchnie zlapane rozwazane sg w literaturze na ogol w kontekscie twier-
dzefi o osobliwosciach oraz prob skonstruowania kwazilokalnej definicji czarnej
dziury — w szczegdlnosci w odniesieniu do tzw. horyzontu pozornego.

Wiegkszo$¢ znanych, analitycznych przykladéw powierzchni ztapanych uzy-
skano w ramach sferycznej symetrii, nieliczne przyktady niesferycznych, margi-
nalnie zewnetrznie ztapanych powierzchni mozna znalezé w pracach [50, 51, 52].
W pracy [48] skonstruowaliémy toroidalne powierzchnie minimalne oraz po-
wierzchnie zlapane w ,gwiazdach o stalej gestoéci”. Wszystkie one zlokali-
zowane sy wewnatrz horyzontu Schwarzschilda. Te z posréd powierzchni mi-
nimalnych, ktére znajdujg sie dodatkowo catkowicie wewnatrz ,gwiazdy” sa
kongruentne z tak zwanymi torusami Clifforda. Powierzchnie te wykorzysta-
lismy nastepnie do testowania jakoSci oszacowan pewnych nieréwnosci typu
jzoperymetrycznego, uzyskanych przy zalozeniu osiowej symetrii w [53)].

Kolejng prace [54] napisalem razem z Naqgingiem Xie podczas mojego po-
bytu w Uniwersytecie Fudan w Szanghaju. Zawiera ona analize toroidal-
nych, marginalnie zewnetrznie zlapanych powierzchni w zamknietych mode-
lach Friedmanna-Lemaitre’a-Robertsona-Walkera, (FLRW). Praca ta jest w

21




pewnym sensie uogélnieniem artykutu (48], uwzgledniajacym dynamike czaso-
przestrzenl. Przedstawiona w niej konstrukcja wykorzystuje fakt, ze standar-
dowe hiperpowierzchnie stalego czasu w zamknietych modelach FLRW maja,
geometrig sfery S. W konsekwencji analiza dwuwymiarowych powierzchni za-
wartych w cigelach stalego czasu w zamknigtych modelach FLRW sprowadza
si¢ w duzej mierze do badania wlasnodci powierzchni zanurzonych w sferach
S%. To ostatnie zagadnienie stanowi otwarty 1 aktualny problem badawczy we
wspolczesnej geometrii rézniczkowej. W 1970 Lawson udowodnit, ze dia kazdej
liczby g — 1,2,..., istnieje zwarta powierzchnia minimalna zanurzona w s2,
ktérej genus wynosi g [55]. Przyklady takich powierzchni zostaly znalezione
w pracach [56, 57|. W pracy [58] Lawson zasugerowal, 7e kazda zwarta, toro-
idalna powierzchnia minimalna zanurzona w sferze S? jest torusem Clifforda.
Hipoteza ta zostala udowodniona w 2013 roku przez Brendle’a [59].

W pracy [54] skupiliémy sie na analizie uogdlnionych toruséw Clifforda —
toruséw o staltej éredniej krzywiinie — zanurzonych w cieciach statego czasu
(sferach §°). W szczegdlnosci interesowala nas zmiana charakteru takich po-
wierzchni (ztapane, marginalnie zlapane, itd.) z uptywem czasu. Wykorzystu-
jac odpowiednie wspétrzedne toroidalne, problem ten mozna rozwigzaé ana-
litycznie. Praca [54] zawiera dwa dodatkowe elementy: dowdd, niestabilnogci
skonstruowanych powierzehni marginalnie zlapanych (w sensie Anderssona,
Marsa i Simona [60, 61]), a takze dalsze oszacowania jakodci nieréwnoéci izo-
perymetrycznych udowodnionych w [53].

Dane Bowena-Yorka z dodatniy stala kesmologiczng

W napisanej razem z Jerzym Knopikiem pracy [62] analizowaliSmy uogdl-
nienie danych Bowena-Yorka w przypadku z dodatnig, stalg, kosmologiczng. W
pracy {64] Bowen i York zaproponowali klasyczng juz konstrukeje danych po-
czatkowych dla réwnait Einsteina w ramach tak zwanej metody konforemne;j.
Metoda ta polega na poszukiwaniu rozwigzan réwnan wiezéw w postaci me-
tryki zwiazanej konforemnie z pewng dobrze znana, wyjsciowa metryks, (czesto
jest to metryka plaska) oraz krzywizny zewnetrznej zwigzanej konforemnie 7
zadanym z gory bezsladowym tensorem o zerowej dywergencji (wzgledem wyj-
sciowe] metryki). Od technicznej strony, metoda konforemna sprowadza sie do
rozwigzania nieliniowego, eliptycznego réwnania, spelianego przez czynnik
konforemny — tak zwanego réwnania Lichnerowicza. W artykule [63] Bizofi,
Pletka i Simon uwzglednili obecnosé¢ dodatniej stalej kosmologicznej dla pod-
zbioru danych Bowena-Yorka opisujacy przypadek z kretem. Ich konstrukeja
prowadzi do wyjatkowo eleganckiego przypadku réwnania Lichnerowicza, kté-
re moze by¢ rozwazane na skompaktyfikowanej dziedzinie $! x §2. Prace [62]
poswigciliSmy analizie bifurkacji wystepujacych w przestrzeni rozwigzan tego
réwnania. Zawiera ona w szczegdlnosei, oparty na twierdzeniu Vanderbauwhe-
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de [65], dowdd istnienia punktéw bifurkacji. Spotykamy si¢ tutaj z ciekawym
rodzajem tak zwanych bifurkacji tamiagcych symetrie. Rozwigzania o symetrii
O(2) drialajacej na sferze S? bifurkujg z gatezi rozwigzai o symetrii O(2) xO(2)
na St xS?. W pracy [62] zostaly réwniez przedstawione numeryczne rozwiazania
nalezgce do réznych galezi, a takée specjalna spektralna metoda numeryczna
stuzaca do ich otrzymywania.

Sciany domenowe w czasoprzestrzeni Kerra

Praca [66] zwigzana jest z moja opieka nad tzw. Diamentowym Grantem wy-
konywanym przez Filipa Ficka. W pracy tej zostaly numerycznie przcbadane
przyktady oddzialtywania $cian domenowych w modelu ¢* z czarnymi dziura-
mi Schwarzschilda oraz Kerra. Sam temat zostal zaproponowany przez Filipa
Ficka w konteksécie prowadzonych eksperymentalunych poszukiwai egzotycznej
materii. Od technicznej strony jest on dobrze sprecyzowanym zagadnieniem
dotyczgcym ewolucji pola skalarnego w zakrzywionych czasoprzestrzeniach.
Przeprowadzone eksperymenty numeryczne polegaly na badaniu rozprasza-
nia $ciany domenowej (kinku) na czarnej dziurze Schwarzschilda lub Kerra.
Rachunki zostaly wykonane przy zalozeniu osiowej symetrii, tj. z osia syme-
trii czasoprzestrzeni Kerra utozong prostopadle do plaszezyzny Sciany dome-
nowej. We wszystkich zbadanych przypadkach éciany domenowe wykazywaly
stabilnosé wzgledem przej$cia przez czarng dziure, powracajac do planarnej
symetrii. Samo przejscie przez czarng dziur¢ powoduje powstanie zburzen o
cickawej strukturze, ktére ulegaja nastepnie dyspersji. Stosunkowo nieoczeki-
wanie okazalo sig, ze wplyw kretu czarnej dziury na przebieg rozpraszania
$ciany domenowej jest w zasadzie wylacznie ilodciowy. Nie zaobserwowaliSmy
znaczacych réznic jakosciowych pomiedzy przypadkami scharakteryzowanymi
rézng wartoscig kretu.

Hydrodynamiczne symulacje akrecji na czarne dziury z niewielkim
kretem

Napisana razem z Michatem Pirogiem i José Fontem praca [73] przedsta-
wia wyniki hydrodynamicznych symulacji przeptywu akrecyjnego typu Michela
(sferyczna akrecja plynu doskonatego na czarng dziure Schwarzschilda), zabu-
rzonego poprzez dodanie niewielkiej wartosdci kretu w szerokim otoczeniu plasz-
czyzny rownikowej. Modele tego typu byly badane w ramach hydrodynamiki
newtonowskiej ze zmodyfikowanym potencjalem grawitacyjnym w [74]. Nasza
praca [73] przedstawia ogdlnorelatywistyczng wersje modeli zaproponowanych
w artykule [74]. Uzyty przez nas kod numeryczny zostal zaadaptowany z pra-
cy [75] poswieconej relatywistycznej akrecji typu Bondiego-Hoyle’a. Konieczne
modyfikacje wymagaly uwzglednienia wszystkich skladowych predkosci, zréw-
noleglenia, opracowania schematu zapisu danych, a w jednej z wersji rowniez
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peinej tréjwymiarowej implementacii. Istotng cecha uzytego przez nas sformu-
towania jest wykorzystanie wspéirzednych Eddingtona-Finkelsteina. Pozwala
ono na ulokowanie wewnetrznego brzegu siatki numerycznej (w kierunku ra-
dialnym) wewnatrz czarnej dziury, a w konsekwencji wyeliminowanie efektéw
zwigzanych z niedokladnosciami implementacji warunkéw wyplywu zadawa-
nych na tym brzegu — ewentualne odbicia od wewnetrznego brzegu siatki nie
wydostaja sie na zewnatrz horyzontu czarnej dziury. Istnieje oczywiscie licz-
na literatura poéwigcona relatywistycznym, hydrodynamicznym symulacjom
przeplywow akrecyjnych w ustalonych metrykach Schwarzschilda czy Kerra.
Cechg wyrézniajacg symulacje przedstawione w pracy [73] sg duze fizyczne
rozmiary siatki — zewngtrzny brzeg ulokowany nawet w odleglosci 4000 pro-
mieni Schwarzschilda, jak réwniez stosownie diugie czasy ewolucji. Tego typu
»Wystubowane” parametry shuzg zminimalizowaniu wplywu, jaki na przebieg
ewolucji w poblizu czarnej dziury wywieraja warunki brzegowe zadane na ze-
wnetrznym brzegu siatki.

Uzyskane wyniki zgadzaja sig jakociowo z rezultatami otrzymanymi w pracy
[74]. W rozwazanych modelach tempo akrecji spada ZNACZJCo ponizej poziomu
charakterystycznego dla niezaburzonej akrecji Michela. Dodanie kretu skutkuje
ponadto pojawieniem si¢ gestego, kwazistacjonarnego torusa zbudowanego z
materii rotujgcej wokot czarnej dziury (i réwniez w pewnym stopniu akreujgcej
na czarng dziurg). Wszystkie modele o dostatecznie niskiej asymptotycznej
wartodci predkosei dzwigku majg charakter ,turbulentny”.

Najwazniejsze wyniki uzyskane przed doktoratem

Moje najciekawsze wyniki otrzymane przed uzyskaniem doktoratu dotycza
ogolnorelatywistycznego modelu stacjonarnej akrecji typu Bondiego-Michela z
uwzglednieniem samograwitacji ptynu. Wyniki te przedstawione sa w pracach
[67, 68, 69, 70, 71]. Praca {67} zawiera sformulowanie sferycznie symetrycznego
modelu stacjonarnej akrecji ptynu doskonalego na czarna, dziure z uwzgled-
nieniem samograwitacji ptynu. Metryka czasoprzestrzeni w takim modelu jest
rozwigzaniem odpowiedniego uktadu réwnan Eulera-Einsteina. W przeciwien-
stwie do modelu Michela — akrecji w ustalonej czasoprzestrzeni Schwarzschilda
— w modelu z samograwitacja plyn nie rozciaga sie do nieskoficzonosci. Wa-
runki brzegowe naktadane sa w pewnej bardzo duzej, ale skoficzonej odlegto-
sci od centrum. Podstawowa réznica w stosunku do modelu Michela polega
jednak na wplywie samograwitacji ptynu na tempo akrecji charakteryzujace
rozwigzanie przechodzgce przez punkt dzwickowy. Tempo akrecji osigga mak-
simum dla stosunku masy ptynu do masy catosci konfiguracji m,/m wynosza-
cym my/m = 1/3. Male wartodci tempa akrecji charakteryzujg konfiguracje z
mys/m ~ 0, a takze konfiguracje z m;/m = 1,

‘Ten ostatni przypadek — z wigkszoscig masy skupiong w obloku akrecyjnym i
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stosunkowo malo masywna czarng dziura — sugeruje naturalne pytanie o stabil-
noéé rozwigzan. Zagadnieniu temu poswiecone sa prace [68, 69, 70, 71|, zaréwno
analityczne, jak 1 numeryczne. Praca [68] zawiera analize stabilnodci newto-
nowskiego modelu akrecji typu Bondiego, uwzgledniajacego samograwitacje
plynu. Analiza ta przeprowadzona jest w rzedzie liniowym. Prace [69, 70, 71]
przedstawiajg wyniki numeryczne, uzyskane w ramach newtonowskiej teorii
grawitacji oraz ogdlnej teorii wzglednosci. W tym przypadku rozwiagzywane by-
ly pelne, nieliniowe réwnania opisujace zachowanie sie zaburzen stacjonarnego
rozwigzania. Wszystkie zbadane rozwigzania okazaly si¢ stabilne, wlgcznie z
przypadkami, dla ktérych mg/m =~ 1. W praktyce zaburzenia wchodzg swo-
bodnie pod horyzont czarnej dziury, spod ktérego sie juz nie wydostaja. Nie
oznacza to jednak, ze dostatecznie duze zaburzenia nie moga wydostawad sie
spod horyzontu akustycznego. Przyklady zaburzen znajdujacych sig¢ poczatko-
wo catkowicie pod horyzontem akustycznym, a nastepnie wydostajacych sie na
zewnatrz, zostaly przedstawione w pracy [71]. Sa to zaburzenia o dostatecznie
duzej amplitudzie, ktére w krotkim czasie prowadza do powstania nieciggtosci
(fali uderzeniowej).
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