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Rozprawa doktorska Pana mgr Jeremiego Ochaba wpisuje si¢ w jedno z
centralnych zagadnien wspolczesnej nauki jakim jest modelowanie, opis
i systematyka wystepujagcych w Naturze struktur przy uzyciu koncepcji
sieci czy grafow oraz badanie dynamiki proceséw na nich zachodzacych.
O interdyscyplinamym wymiarze tego typu aktywnosci naukowej
swiadczy chotby fakt, ze termin ‘sieci ztozone’ — obecny juz w tytule
rozprawy — pojawia sie coraz czesciej w réoznych kontekstach naukowych
w tak rozleglych dziedzinach jak fizyka, geologia, ekonomia, nauki
spoleczne, biologia a nawet lingwistyka ilosciowa. Rozwazana tu
rozprawa doktorska dotyczy wiasnoéci wybranych proceséw losowych
zachodzacych na sieciach ztozonych oraz sposobow w jaki wplywa na nie
struktura i zmienno$¢ sieci w czasie. Sieci takie charakteryzuja si¢ w
szczego6lnosci tak zwanym efektem malego $wiata, potegowym rozkladem
krotnos$ci wierzchotkéw czy modulowa 1 hierarchiczng strukturg. Uzywane
w rozprawie matematyczne modele proceséw zachodzacych na sieciach to
perkolacja i bladzenia przypadkowe.

Rozprawa przedstawiona jest w formie dopuszczonej do prezentacji w
przewodzie doktorskim przez Art. 13 Ustawy z dn. 18 marca 2011. W jej
sktad wchodzi pie¢ tematycznie spdjnych, juz opublikowanych artykutow,
ktérych Pan Ochab jest autorem badz wiodacym autorem w gronie dwoch
wspolautoréw.  Przedmiotem badan tych artykulow jest zagadnienie
progowego prawdopodobiefistwa wybuchu perkolacyjnie modelowanej



epidemii na sieci dynamicznej, wlasnosci réznych biadzef losowych na
deterministycznych grafach o duzej symetrii, efekty lokalizacji i
uwiezienia bladzenia przypadkowego w odseparowanych czgsciach sieci,
analize uzyteczno$ci bladzen losowych w identyfikacji topologicznych
cech sieci zloZzonych, wlasnosci tzw. miar centralnosci opartych o
bladzenia losowe oraz opartych o bladzenie przypadkowe metod
wykrywania w sieciach struktur modulowych.

Rozprawa zawiera takze bardzo obszerny Wstgp, ktoéry daje
wprowadzenie w tematyke proceséw na sieciach zlozonych, w
szczegOlnosci przedstawia definicje podstawowych koncepcji 1 miar
sieciowych. Wstep ten zawiera réwniez prezentacj¢ pewnych wynikow
wczesniej niepublikowanych.

Powyzej zasygnalizowane zagadnienia zostaly systematycznie omowione
w nastepujacych artykulach wiaczonych do rozprawy:

1. Artykut J. Ochab, P. Géra, Eur. Phys. J B 81 373 (2011) jako ogélny
cel okresla sprawdzenie jaki wplyw ma dynamika sieci na proces
stochastyczny okreslajgcy rozprzestrzenianie si¢ epidemii. Do tych badan
zaadaptowano sieci matego $wiata typu Wattsa-Strogatza na
dwuwymiarowej sieci kwadratowej. Taka sie¢ ma stalg liczbe
wierzcholkéw i krawedzi, lecz zezwala na przypadkowe przelaczanie
krawedzi, co daje efekt malego $wiata bez zmiany ogélnej topologii sieci.
Przelaczanie krawedzi w czasie trwania epidemii pozwolilo tu na
rozszerzenie istniejacych wynikéw dotyczacych perkolacji na sieciach
Wattsa-Strogatza. Skorzystano w tym celu ze znanych wynikéw
Grassbergera pokazujgcych réwnowaznos$¢ perkolacji krawedziowej i
modelu SIR (Susceptible-Infected-Recovered, tj. podatny-zainfekowany-
ozdrowialy) rozprzestrzeniania si¢ epidemii. W teoretycznym opisie
rozwoju epidemii na ruchomej sieci zasadnicza trudnoscig jest
odwzorowanie dynamicznego procesu SIR na model perkolacji, w ktorym
sie¢ jest z zalozenia nieruchoma. W omawianym artykule analitycznie
obliczono obnizenie si¢ progdéw perkolacji dla epidemii, ktére wynika
wylacznie z dynamiki sieci. Numerycznie zbadano tez skalowanie sig¢
zasiegu epidemii w zaleznosci od rozmiaru sieci. W poréwnaniu do
efektéw skonczonych rozmiarow dla sieci regularnej na sieci matego
$wiata, zaré6wno nieruchomej jak i ruchomej, okazaly si¢ one znacznie
mniejsze, a samo przejécie pomiedzy wystapieniem epidemii a jej brakiem



- mniej ostre. Wyniki te majg takze znaczenie praktyczne w kontekscie
spotecznych i ekonomicznych kosztéw epidemii.

2. Artykul J. Ochab, Z. Burda, Phys. Rev. E 85, 021145 (2012) szuka
odpowiedzi na pytanie o réznice pomiedzy statycznymi i dynamicznymi
wlasnosciami zwyklego oraz maksymalnie entropicznego bladzenia
przypadkowego na drzewie Cayleya. Drzewo takie konstruuje si¢ przez
podanie liczby galezi wychodzacych z dowolnego wierzchotka (z
wylaczeniem lisci) oraz liczby generacji (fj. liczby wierzchotkéw na
drodze od korzenia do lisci). W granicy nieskoniczonej liczby
wierzcholkéw lub generacji drzewo Cayleya staje si¢ siatka Bethego.
Pierwotnie graf ten posiada wiele symetrii. W omawianym artykule zostal
jednak nieco uogdlniony, tak ze liczba gat¢zi wychodzacych z korzenia
drzewa moze zosta¢ wybrana dowolnie. Pomimo faktu, iz jest to graf
deterministyczny, z czym wigzg si¢ jego symetrie, moze by¢ uzyty jako
lokalne przyblizenie graféw przypadkowych. Dla tak zdefiniowanych
drzew Cayleya w artykule tym wyprowadzono analityczne wyrazenie na
widmo wartoéci wlasnych macierzy sasiedztwa. Wynik ten pozwolit
wyznaczy¢ dokladny stan stacjonarny maksymalnie entropicznego
btadzenia przypadkowego. Stan taki jest okreslony przez wektor wiasny do
najwickszej warto$ci wlasnej macierzy sasiedztwa i w tym przypadku
okazuje si¢ by¢ zlokalizowany lub nie w zaleznosci od zadanych liczb
galezi korzenia i pozostalych wierzchotkéw. Rozwigzanie problemu
wlasnego macierzy sasiedztwa pozwolilo réwniez znaleZ¢ rdéznice w
dynamice obydwu badanych biadzen przypadkowych w czasie relaksacji
do stanu stacjonarnego, co okreSlone jest przez druga najwigksza wartos¢
wlasna macierzy stochastycznych odpowiadajacych tym bladzeniom.
Wyniki te pokazuja, ze zwykle bladzenie zmierza do stanu stacjonarnego
w czasie proporcjonalnym do rozmiaru sieci, natomiast btadzenie o
maksymalnej entropii w czasie proporcjonalnym do logarytmu tego
rozmiaru. Dodatkowo pokazano, Zze w wyniku symetrii czasy te mogg by¢
jeszcze szybsze przy odpowiednio dobranym stanie poczatkowym
bladzenia.

3. Artykut J. Ochab, Acta Physica Polon. B 43 1143 (2012) rozszerza
tematyke powyzszg na innego typu modelowy graf. Jest to graf w ksztalcie
drabiny, ztozony z dwu potaczonych ze soba jednowymiarowych okregdw
tak, ze kazdy wierzcholek na jednym okregu jest polaczony z lustrzanym
wierzcholkiem na drugim. Jest to wigc graf 3-regularny, ktory dzigki



symetrii odbicia moze by¢ traktowany jako uklad jednowymiarowy.
Analizy numeryczne pokazuja, ze ukfad ten ma interesujaca ceche
pulapkowania btadzenia przypadkowego o maksymalnej entropii na dlugi
czas w obszarach ograniczonych przez wprowadzanie defektéw usuwajac
krawedzie. Dokladniej rzecz ujmujagc, w grafie, w ktérym istnieja
dokladnie dwa rowne obszary tego typu, czas relaksacji zwyklego
bladzenia skaluje si¢ z kwadratem rozmiaru sieci, czego nalezy sig
spodziewal w zwyklej dyfuzji, oraz nie zalezy on od liczby usuni¢tych
krawedzi pomiedzy tymi dwoma obszarami. Dla bladzenia maksymalnie
entropicznego czas relaksacji zalezy eksponencjalnie od liczby tych
krawedzi. Zalezno$¢ od rozmiaru sieci jest tu mniej znaczaca, co
powoduje, ze mozliwo$¢ komunikacji pomigdzy tymi obszarami poprzez
proces bladzenia przypadkowego spada eksponencjalnie z odlegloscia.
Model wieloparametrowy, w ktérym wzgledne rozmiary rozdzielonych
obszaréw i przerwy pomiedzy nimi réznily sig¢, nie dal tak prostych
wynikow i pozostaje niewyjasniony.

4. W artykule J Ochab, Phys. Rev. E 86, 066109 (2012) przez
poréwnanie zar6wno numeryczne jak i analityczne kilku miar centralnosci
oraz macierzy odmiennosci pokazano, ze niektore ze sposobéw obliczania
miar centralno$ci dajg bardzo zblizone wyniki. Okazuje si¢ ponadto, Ze
macierze stochastyczne obu rozwazanych biadzen przypadkowych daja si¢
w pewien szczeg6lny sposéb zsymetryzowac. Dla takich bladzen macierz
fundamentalna, uzywana do konstrukcji macierzy Ssrednich czasow
pierwszego przejécia, moze by¢é uwazana za niesymetryczng Wwersje
propagatora czastek zwigzanego z danym bladzeniem przypadkowym.
Miary oparte na biagdzeniu maksymalnie entropicznym dajag odmienne
wyniki od reszty badanych miar, pozostajac przy tym bardzo podobne do
siebie nawzajem. Miary centralno$ci zwigzane ze zwyklym bladzeniem sg
nieco mniej podobne do siebie nawzajem i moga zosta¢ pomylone z
miarami definiowanymi na inne sposoby. Zwrdcono tez uwage na zwiazki
pomiedzy wlasno$ciami spektralnymi macierzy sasiedztwa, zliczaniem
$ciezek, $rednimi czasami pierwszego przejscia i innymi wielkos$ciami
zwigzanymi z bladzeniem przypadkowym, co — zdaniem Autora —
mogloby $wiadczy¢ o istnieniu pewnej informacji strukturalnej o danej
sieci, ktorg da sie odczytaé niezaleznie od przyjetej metody.

5. Artykut J. Ochab, Z. Burda, Eur. Phys. J. Special Topics 216, 73 (2013)
bada metody wykrywania moduléw w sieciach zlozonych oparte na



biadzeniach przypadkowych. Metody te moga dawa¢ odmienne wyniki w
zaleznos$ci od zastosowanego blgdzenia przypadkowego, co z jednej strony
pozwala na dopasowanie bladzenia przypadkowego do badanego procesu,
a z drugiej strony przeczy zalozeniu, ze wszystkie metody powinny
wykrywa¢ pewien jedyny, najlepszy podzial sieci na moduly. ZalozZenie to
towarzyszy jednak sprawdzaniu wydajnosci takich metod na grafach
testowych, ktore maja pewna zadang struktur¢ modutowa. W artykule tym
rozszerzono pewne istniejace metody wykrywania modutéw oparte
gléwnie na zwyklym bladzeniu przypadkowym, zastgpujac je bladzeniem
maksymalnie entropicznym. Aby poréwna¢ wydajnos¢ tych metod w obu
przypadkach uzyto graféow testowych Lancichinetti-Fortunato-Radicchi
(LFR). Wyniki generowane przez algorytmy wykrywania modulow byty
wiec kazdorazowo porownywane z zadanymi podzialami na moduly, ktore
zdefiniowane byly za pomoca wielkosci typu lokalnego jak wewnatrz- i
miedzymodutowe krotno$ci wierzcholkow. Poréwnania dokonano dla
kilku algorytmoéw, z ktérych cze$é nie byla dotad sprawdzana na grafach
testowych. Jeden z algorytméw, Netwalk, okazal si¢ dziala¢ wyraznie
gorzej niz pozostale. W najlepiej dzialajacych algorytmach, oba bladzenia
dawaly poréwnywalne wyniki.

Oprocz omoéwionych powyzej opublikowanych wynikdw w czesci
opisowej rozprawy Autor dodatkowo zawarl swoje dotad niepublikowane
obserwacje dotyczace wlasnosci macierzy srednich czaséw przejs¢ w
odniesieniu do zagadnienia miar centralnosci i wykrywania modutéw w
sieciach ztozonych. Pierwsza obserwacja dotyczy zwyklego bladzenia
przypadkowego z tzw. teleportacja czyli przeniesieniem si¢ bladzenia
przypadkowego do dowolnego miejsca w sieci z pewnym ustalonym
prawdopodobienistwem, ktorego stan stacjonarny znany jest jako
PageRank uzywany w stworzonej przez Google wyszukiwarce stron.
Autor wskazuje, ze roznica pomi¢dzy stanem stacjonarnym zwyklego
bladzenia przypadkowego a bladzeniem z teleportacja moze by¢ opisana
jako liniowa poprawka zalezna od powyzszego prawdopodobienstwa i
sumy Srednich czasow pierwszego przejscia. Autor rozprawy pokazuje tu
réwniez, ze dla graféw testowych LFR sumaryczne wartosci rzedoéw
macierzy S$rednich czasow pierwszego przejscia tworzg histogram o
strukturze wielomodalnej. Kolejne mody okazujg si¢ w przyblizeniu
odpowiada¢ kolejnym zadanym modulom lub grupom moduléw sieci.
Wierzcholki danego modulu charakteryzuja si¢ wigc podobnym
sumarycznym czasem przejscia do pozostalych miejsc w sieci.



Nie bardzo rozumiem, czemu Wstep rozprawy jest napisany po angielsku
(tym bardziej, ze jest to znakomity Angielski) skoro prawie wszystkie
znaczace wyniki rozprawy sa juz opublikowane w $wiatowe] literaturze
angielskojezycznej. W trosce o prawidtowy rozwdj polskiej terminologii,
szczegélnie w tak nowej dziedzinie nauki, ja Zzalecalbym pisanie po
polsku tego witasnie rozdziatu rozprawy. Odno$nie strony merytorycznej
to brakuje mi w rozprawie cho¢by wzmianki o mozliwosci zastosowania
bladzen przypadkowych typu lotéw Levy’ego. Bazujace na nich algorytmy
moglyby byé bardziej wydajne w identyfikacji struktur modularnych w
sieciach. Tym niemniej stwierdzam, ze rozprawa doktorska Pana mgr
Jeremiego Ochaba dotyczy centralnych zagadnien fizycznych aspektow
wsp6lczesnej nauki o zlozonosci i w tym kontekscie zawiera kilka
niezwykle interesujacych propozycji i wynikow. Z peinym przekonaniem
wnosze wiec o dopuszczenie Pana mgr Jeremiego Ochaba do dalszych
etapow przewodu doktorskiego. Co wigcej, zgodnie z zalgczonym
dodatkowym uzasadnieniem, stawiam réwniez wniosek o wyroznienie tej
roZprawy.
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Whiosek o wyréznienie rozprawy doktorskiej
pt.: ,,Static and dynamic properties of selected stochastic processes on
complex networks”
Pana mgr Jeremiego K. Ochaba

Uzasadnienie wniosku:

1. Tematyka rozprawy dotyczy jednego 2z centralnych zagadnien
wspolczesnej fizyki i ma rownoczesnie implikacje interdyscyplinarne,
szczegllnie w Kontekscie teorii uktadow ztozonych.

2. Zawiera kilka bardzo wartosciowych wynikéw, juz opublikowanych w
pieciu artykulach we wiodacych periodykach literatury Swiatowej, w tym
dwu zupelnie jedno-autorskich. Szczegdélnymi z tych wynikéw sa:
stwierdzenie efektu obnizenia progu na epidemi¢ w dynamicznych
sieciach malego $wiata, okreslenie czas6w relaksacji na drzewach
Cayleya, oraz — dla bladzenia przypadkowego maksymalnej entropii —
identyfikacja eksponencjalnej zalezno$ci czasu uwigzienia na sieci
drabinowej z defektami.

3. Rozprawa ta jest inspirujgca. Mnie na przykiad pod jej wplywem rodzi
sie potrzeba przebadania struktury sieci lingwistycznych przy uzyciu
metodologii zastosowanej w rozprawie. W nieodleglej przyszlosci chetnie
przedyskutowatbym z Autorem rozprawy to zagadnienie.

4. Rozprawa, a szczegdlnie jej obszerny Wstep, jest tak zredagowana, ze

moze takze shuzyé jako bardzo uzyteczne wprowadzenie do procesow
stochastycznych na sieciach ztozonych.
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