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Podziekowania

Na poczatku i w najwiekszym stopniu dzickuje Romualdowi Janikowi, mojemu promo-
torowi. Bez jego pomocy oraz wsparcia nie bytbym dzisiaj tym cztowiekiem, ktérym sie
statlem. Naukowo, bo to on wprowadzil mnie w tajniki wspotczesnej fizyki, a w szcze-
golnosci otworzyt mi droge do zrozumienia korespondencji AdS/CFT. Umozliwilo mi to,
miedzy innymi, napisanie tej rozprawy doktorskiej. Poswiecit takze mnostwo czasu, aby
odpowiada¢ na wszystkie moje (nie zawsze madre) pytania. Prywatnie, gdyz jego spo-
ko6j i wyrozumiatosé stanowily (i beda stanowic¢) dla mnie zawsze wzér do nasladowania.
Jestem wdzieczny losowi, ze postawil na mojej drodze takiego nauczyciela, jak on.

W drugiej kolejnosci chciatbym okaza¢ wdziecznosé trzem osobom, z ktérymi zetkna-
tem sie w czasie moich studiow, a ktére byly mi towarzyszami w czasie mojego naukowego
dorastania. Sa to Adam Rej, Michal Heller oraz Pawel Caputa. Z Adamem poznalem sie
na pierwszej zagranicznej konferencji, w ktorej bralem udzial i od tamtego czasu jest dla
mnie, jak starszy brat. Zawsze moglem liczy¢ na jego rade w sprawach, ktore przekraczaty
moje zdolnosci odnalezienia si¢ w $wiecie naukowym. Michal, jako drugi z doktorantow
Romualda Janika, przechodzil dokladnie te sama Sciezke naukowego wtajemniczenie w
tym samym czasie, co ja. Dawalo to nam mozliwos¢ wzajemnego wspierania sie, ale i
konkurowania ze soba. Najbardziej dawato jednak satysfakcje wspolne pokonywanie trud-
nosci w drodze, ktora jednocze$nie pokonywalismy. Z kolei Pawel, ktérego poznatem gdy
konczyt swoje studia magisterskie w Amsterdamie, a nastepnie bytem przez niego ugosz-
czony w Kopenhadze, zawsze imponowal mi swoim entuzjazmem. Jego che¢ zrozumienia
zagadnien fizyki, ale takze $wiata dookota, byta zawsze bardzo zarazliwa.

Poza tym, chciatbym podzickowaé¢ wszystkim ludziom, z ktérymi przyszto mi pracowaé
w czasie mojego doktoratu. Poza osobami juz wymienionymi byli to Zoltan Bajnok, Stefan
Zieme, Valentina Forini, Arpad Hedediis, Vitaly Velizhanin, Olof Ohlsson Sax, Matteo
Beccaria, a takze Charlotte Kristjansen, Carlo Meneghelli oraz Matthias Staudacher.
Wspélpraca z nimi byta dla mnie bardzo pozytywnym do$wiadczeniem i jednocze$nie
stymulowata mnie do dalszego rozwoju. Dodatkowo, jestem wdzieczny Instytutowi Nielsa
Bohra w Kopenhadze oraz Instytutowi Alberta Einsteina w Poczdamie za go$cinnosé, z
jaka mnie przyjety.

Podziekowania nalezg si¢ takze osobom, ktore byly zawsze przy mnie, cho¢ nie braty
czynnego udzialu w procesie eksplorowania przeze mnie $wiata fizyki teoretycznej. Na-
leza do nich moi przyjaciele i znajomi, a w szczegdlnosci Karolina Kiryjczuk oraz moja
siostra Marta. Na samym koricu chciatbym podzickowa¢ moim rodzicom. Umozliwili mi
oni podjecie studiow na kierunku, ktory sobie wybratem, a takze wspierali w ich trakcie.
Cho¢ nie za kazdym razem zgadzali si¢ z moimi decyzjami i poczynaniami, byli zawsze
wyrozumiali i pomocni i to im chciatbym zadedykowaé te prace.
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Czesé 1

Wprowadzenie






Rozdziat 1

Wstep

Zagadnienie korespondencji AdS/CFT cieszy sie niestabnacym zainteresowaniem od kiedy
w 1998 roku Juan Maldacena opublikowal pierwsza prace na ten temat [1]. Idea polacze-
nia dwoch zasadniczo réznych teorii, jakimi sg teoria strun oraz teoria pol Yanga- Millsa,
stata sie jedna z centralnych mysli wspotczesnej fizyki teoretycznej i wiele pracy zostato
wlozone w celu jej doktadnego zrozumienia. Korespondencja AdS/CFEFT moéwi o istnieniu
szerokiej klasy teorii dualnych, tzn. bedacych rownowaznym opisem tego samego zagad-
nienia. W swej oryginalnej pracy Maldacena zaproponowal dualno$¢ pomiedzy teoria su-
perstrun w przestrzeni AdSs x S® a maksymalnie supersymetryczng teoria Yanga-Millsa
w czterech wymiarach (A =4 SYM!). Pézniejsze prace pokazaly, ze mozna te korespon-
dencje uogolni¢ takze na inne teorie cechowania oraz na inne geometrie przestrzeni, na
ktorych zdefiniowana jest teoria strun.

Idea dualnosci pomiedzy teorig strun oraz teoria cechowania bierze swoj poczatek z
rozwazan 't Hoofta [2|. Zrozumial on, ze dla teorii cechowania, dla ktorej grupa cechowa-
nia jest U(N), w granicy duzych N rozwiniecie perturbacyjne w stalej sprzezenia moze
zosta¢ zapisane alternatywnie, gdy jako parametr perturbacyjny wezmiemy wielkosé %
Na rozwiniecie to sktadaja sie dwuwymiarowe powierzchnie, na ktérych mozna naryso-
wacé kolejne diagramy Feynmana, o rosnacym genusie. To drugie z kolei jest typowym
rozwinieciem perturbacyjnym teorii strun. Analiza 't Hoofta dala teoretyczne przestanki
dla istnienia dualnosci pomiedzy teoria cechowania oraz teoria strun, lecz trzeba byto
czekaé¢ kolejne 25 lat, aby idea ta stala sie teoria, ktora dzisiaj nazywamy korespon-
dencja AdS/CFT. W szczegdlnosci, odkrycie D-bran, bedacych rozciaglymi obiektami
masywnymi, na ktérych mozna zada¢ warunki brzegowe dla otwartych strun |3, 4], po-
zwolito zrobié¢ krok naprzod i uczynié¢ te dualnosé bardziej precyzyjna. Otéz Witten w
[5] zrozumial, ze jesli rozpatrzymy N pokrywajacych sie D-bran, to uklad taki moze
postuzy¢ do opisu teorii cechowania w przestrzeni (D + 1)-wymiarowe]j z grupa cecho-
wania U(NN). Opierajac sie na tej idei, Maldacena badal granice niskoenergetyczna teorii
strun (o/ — 0) w geometrii wygenerowanej przez N pokrywajacych sie D3-bran takich,
ze teorig cechowania na branach byla dokladnie N' = 4 SYM. Geometria w tej granicy
okazala sie by¢ dokladnie iloczynem pieciowymiarowej przestrzeni anty-de-Sittera oraz
sfery pieciowymiarowej. Fizyczna przestrzen czterowymiarowa moze zosta¢ w tym po-
dejsciu odtworzona na brzegu przestrzeni AdSs podczas, gdy sfera jest stowarzyszona z

'Liczba 4 wystepujaca w tej notacji odnosi sie do ilosci supertadunkéw, a nie do wymiarowosci prze-
strzeni, w ktorej teoria jest rozpatrywana.



wewnetrznymi stopniami swobody pol cechowania. Idea, ze pieciowymiarowa teoria jest
zdeterminowana przez czterowymiarows teorie na jej brzegu, byta postulowana przez ’t
Hoofta duzo wczesniej w kontekscie zagadnienia czarnych dziur i jest znana pod nazwa za-
sady holograficznej [6]. Podobna wtasnosé jest tez obecna w topologicznych teoriach pola
takich, jak teoria Cherna-Simonsa, uzywanych do opisu np. kwantowego efektu Halla.

W celu pokazania cech wspolnych teorii stojacych po obu stronach korespondencji mo-
zemy w szczegblnosci poréwnac ich symetrie globalne. Po pierwsze, teoria N = 4 SYM
okazuje sie by¢ teorig konforemna, a co za tym idzie posiada symetrie konforemng, ktéra
w czterech wymiarach dana jest poprzez so(4,2) = su(2,2). Dodatkowo, posiada ona
symetrie wewnetrzna opisujaca transformacje w zbiorze czterech tadunkéw supersyme-
trycznych, tzw. R-symetrie, ktora dana jest poprzez su(4) = s0(6). Laczac te dwie algebry
dostaniemy symetrie bozonowa teorii cechowania. Z drugiej strony, algebra so(4, 2) xs0(6)
opisuje dokladnie symetrie przestrzeni AdSs x S°. Mamy wiec zgodnosé symetrii bozono-
wych obu teorii. Dodatkowo, Metsaev oraz Tseytlin pokazali |7, Ze teoria strun typu I11B
zdefiniowana na przestrzeni AdSs x S° moze by¢ sformutowana jako nieliniowy model o
na zbiorze ilorazowym ﬁ—fﬁga. Z kolei algebra psu(2,2[4) odpowiada pelnej symetrii
teorii N' = 4 SYM, co daje zgodno$¢ symetrii globalnych obu modeli.

Aby uczyni¢ korespondencje bardziej precyzyjna zauwazmy, ze teoria cechowania po-
siada dwa parametry: stata sprzezenia gy, oraz ilosé koloréw N. Te dwie wielkosci pozwa-
laja zdefiniowa¢ tzw. statq 't Hoofta A = g2,,N. Parametry teorii cechowania, jak zostalo
pokazane w [1|, moga by¢ powigzane z parametrami teorii strun w nastepujacy sposob

oo

N’ a2 = >\’ (1'1)

471'95 = 9\2(1\/[ =
gdzie g, jest strunows stata sprzezenia, o' jest naprezeniem struny, natomiast R oznacza
promien zaréwno przestrzeni AdSs jak i sfery pieciowymiarowej. Relacje (1.1) pozwalaja
nam przettumaczy¢ wszystkie wyniki, ktore otrzymamy w teorii strun na jezyk teorii
cechowania i vice versa.

W momencie, w ktéorym mamy juz zarysowana zalezno$¢ pomiedzy obiema teoria-
mi wystepujacymi w korespondencji AdS/CFT, chcieliby$my teraz przejsé do zidenty-
fikowania obiektow oraz wielkosci, ktorymi bedziemy w nich zainteresowani. Po stronie
teorii strun bedziemy bada¢ konfiguracje strunowe oraz wyznaczaé¢ energie tych konfi-
guracji. Z kolei po stronie teorii cechowania bedziemy zainteresowani niezmienniczymi
wzgledem cechowania operatorami lokalnymi oraz ich wymiarami konforemnymi. Wy-
miary te sa wartosciami wtasnymi operatora dylatacji, ktory jest jednym z generatorow
symetrii konforemnej. W §wietle korespondencji, dla kazdego operatora lokalnego istnieje
odpowiadajacy mu stan strunowy, a wymiar konforemny operatora jest rowny energii
odpowiadajacej mu struny. Korespondencja zaproponowana przez Maldacene w swej naj-
silniejszej formie mowi, ze zgodnosé ta jest prawdziwa dla wszystkich wartosci N. W
praktyce jednak, ze wzgledu na stopienn skomplikowania, nie jesteSmy w stanie badac tej
najbardziej ogélnej postaci korespondencji. Sytuacja jednak zasadniczo upraszcza sie, je-
sli rozwazymy granice, w ktorej ilos¢ kolorow N dazy do nieskorniczonosci podczas, gdy
stata 't Hoofta A pozostaje ustalona. W takiej sytuacji, powotujac sie na relacje (1.1),
strunowa stala sprzezenia znika, co oznacza, ze mamy do czynienia ze strunami, ktore
nie oddziatujg ze soba. Z kolei w teorii cechowania oznacza to wziecie jedynie diagramow
Feynmana, ktére mozemy narysowac¢ na plaszczyznie. Granice te nazywamy granica pla-
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narna. W rozwazaniach prezentowanych w tej rozprawie bedziemy zainteresowani jedynie
przypadkiem planarnym.

Zanim uczynimy kolejny krok, chcieliby$my zwroci¢ uwage na jeszcze jeden fakt, kto-
ry powoduje, ze korespondencja AdS/CFT jest ciekawa, a jednoczesnie trudna do udo-
wodnienia. Jesli wezmiemy pod uwage fakt, ze dzialanie dla nieliniowego modelu o jest
proporcjonalne do statej 't Hoofta, to mozna zauwazy¢, ze korespondencja AdS/CFEFT
jest dualnoscia typu stabe/silne sprzezenie. Region teorii, w ktorym mamy do czynie-
nia z rozwinieciem perturbacyjnym teorii cechowania, A — 0, odpowiada bowiem silnie
sprzezonemu modelowi Metsaeva-Tseytlina. Z drugiej strony, rozwazania klasyczne teo-
rii strun, odpowiadajace granicy A — oo, oznaczaja duza wartosé¢ statej sprzezenia teorii
Yanga-Millsa. Jest to przyczyna trudnosci, z jakimi mamy do czynienia, gdy chcemy udo-
wodni¢ dualnos¢ zaproponowang przez Maldacene, gdyz dostepne perturbacyjne regiony
obu teorii w korespondencji sa catkowicie rozltaczne. Jesli jednak zatozymy poprawnos$é
korespondencji, to mamy niepowtarzalng mozliwo$¢ eksplorowania efektéw nieperturba-
cyjnych obu teorii, uzywajac do tego rozwiniecia perturbacyjnego drugiej z nich.

Pomimo tego, ze w ogdlnosci nie jesteSmy w stanie poréwnac rachunkoéow perturbacyj-
nych obu teorii wystepujacych w korespondencji, to jednak istnieja obiekty, dla ktorych
jest to mozliwe. Sa to tzw. stany BPS (ang. BPS states), ktore, ze wzgledu na supersyme-
trie, sa chronione i ich liczby kwantowe nie sg zalezne od stalej sprzezenia. Stany te byty
gltownym obiektem zainteresowania poczatkowej fazy pracy nad korespondencja. Sytuacja
zmienila sie dopiero w 2002 roku, kiedy to Berenstein, Maldacena i Nastase (BMN) [§|
znalezli granice, w ktoérej mozliwe bylo badanie obiektéw innych niz stany BPS. Badali
oni konfiguracje strunowe, ktore wygladaja praktycznie jak czastki punktowe, poruszaja-
ce po rowniku sfery S° z bardzo duzym momentem pedu J. Geometrig widziang przez te
szybko poruszajaca sie struny jest tzw. geometria fali ptaskiej (ang. plane-wave geometry)
[9]. Okazuje sie, ze teoria strun w tym przypadku moze zostaé¢ skwantowana doktadnie i
wzbudzenia struny sa masywnymi bozonami lub fermionami.

Mniej wiecej w tym samym czasie pierwsze struktury catkowalne zostaly zauwazone
niemal jednoczesnie w perturbacyjnej teorii cechowania oraz teorii strun. Po pierwsze,
Minahan oraz Zarembo pokazali [10], ze jednopetlowy operator dylatacji w pewnym pod-
sektorze teorii moze by¢ utozsamiony z hamiltonianem pewnego catkowalnego tanicucha
spinowego. Z drugiej strony, Bena, Polchinski i Roiban udowodnili w [11], Ze model o
Metsaeva-Tseytlina jest klasycznie catkowalny. Otworzylo to catkiem nowe pole zainte-
resowan w korespondencji i zaowocowalto, miedzy innymi, wynikami opisywanymi w tej
rozprawie doktorskiej. Dalsze badania pokazaly, ze catkowalnos¢ da si¢ rozszerzy¢ na
wszystkie operatory w jednej petli [12], jak rowniez moze ona zosta¢ pokazana dla dwoch
oraz trzech petli [13|. Podobnie, jak dla jednopetlowego operatora dylatacji, rowniez wyz-
sze rozwiniecia moga by¢ utozsamione z hamiltonianem pewnego tancucha spinowego. Je-
dyna réznica polega na tym, ze w tym pierwszym przypadku oddzialywanie w taricuchu
jest lokalne, jak np. w tancuchu spinowym Heisenberga podczas, gdy pelne rozwiniecie
daje tanicuch spinowy z oddzialywaniem dtugozasiegowym. Zasieg roénie tutaj wraz z licz-
ba rozpatrywanych petli rozwiniecia. Wyniki dla wyzszych petli sktonity autorow [13] do
zaproponowania, ze by¢ moze wlasnosé catkowalnosci jest prawdziwa takze w dowolnym
rzedzie w rozwinieciu perturbacyjnym teorii cechowania. Rezultaty te pozwolity takze
zasugerowac, ze calkowalno$é¢ w perturbacyjnej teorii cechowania oraz w semiklasycznej
teorii strun sa manifestacja struktury catkowalnej obecnej w pelnych wersjach tych teorii,



czyli dla dowolnej wartosci statej 't Hoofta A. Jak do tej pory nie jest znany dowdd tego
faktu, lecz wszystkie poznane do tej pory wyniki potwierdzaja poprawnosé tej tezy.

Obserwacja, ze teoria cechowania wystepujaca w korespondencji AdS/CFT moze zo-
sta¢ opisana za pomoca catkowalnego tancucha spinowego, otworzyta catkiem nowe moz-
liwosci eksploracji korespondencji. W szczegdlnosci, pozwolita zastosowaé metody teo-
rii catkowalnych do rozwiazania problemu spektralnego. Jako punkt startowy w proce-
sie diagonalizacji hamiltonianu w teoriach catkowalnych mozliwe jest zastosowanie tzw.
Asymptotycznego Ansatzu Bethego (ABA) [14]. W tym celu nalezy zidentyfikowaé ob-
szar asymptotyczny teorii i zdefiniowaé asymptotyczna macierz rozpraszania pomiedzy
wzbudzeniami. Catkowalnosé mowi miedzy innymi, ze kazde rozpraszanie moze by¢ sfak-
toryzowane i jedyna informacja, jaka potrzebujemy, zawarta jest w macierzy rozpraszania
pomiedzy dwoma wzbudzeniami. Znajac te macierz mozliwe jest zapisanie rownan Be-
thego, w ktorych zawarta jest informacja na temat energii dowolnego stanu tancucha
spinowego. Dla przypadku teorii N' = 4 SYM obszar asymptotyczny moze by¢ zdefi-
niowany jedynie dla nieskoriczenie dtugich tancuchéw spinowych. Macierz rozpraszania
pomiedzy dwoma wzbudzeniami takich taricuchéw zostata wyznaczona z doktadnoscia do
pewnej funkcji skalarnej przez Beiserta w [15]. W celu jej wyznaczenia uzywal on regut
komutacji macierzy rozpraszania z generatorami symetrii tancucha spinowego. Funkcja
skalarna, zwana dressing factorem, ktorej Beisert nie byl w stanie wyznaczy¢ w swojej
pracy, moze by¢ zdeterminowana przez wlasnosci fizyczne - unitarnosé oraz tzw. symetrie
crossing. Dla przypadku teorii N' = 4 SYM réwnanie crossing zostalo wyznaczone przez
Janika w [16], a nastepnie rozwiazane w serii prac [17, 18, 19, 20, 21|, co zakonczylo
proces wyznaczania macierzy rozpraszania dla tancucha spinowego w teorii N' = 4 SYM.
Bazujac na tych wynikach mozna wyprowadzi¢ rownania Bethego, ktore po raz pierwszy
zostaly wczesniej zaproponowane w [22].

Jak wspomnieliSmy powyzej, rownania Bethego moga by¢ zapisane jedynie dla nie-
skonczonego lancucha spinowego w N = 4 SYM. Nie sa one jednak w stanie opisac
spektrum dla tancucha o skoiniczonej dtugosci. Wynika to z faktu, ze oddzialywanie w
tancuchu jest dtugodystansowe i jego zasieg rosnie wraz z rzedem rachunku perturbacyj-
nego, ktory rozpatrujemy (jest wiec nieskoniczony w petnej teorii). Oznacza to w szczego6l-
noéci, ze dla ustalonej dtugosci tanicucha, istnieje wyraz w rozwinieciu perturbacyjnym,
dla ktorego zasieg oddzialtywania przekracza rozmiar tancucha i mamy do czynienia z
tzw. efektami wrapping. Wrapping odpowiada diagramom Feynmana teorii cechowania,
w ktorych istnieja petle obiegajacych tanicuch dookota. Powoduje to, ze pojecie asymp-
totycznej macierzy rozpraszania, bedacej gtownym skladnikiem idei Asymptotycznego
Ansatzu Bethego, traci sens. Jesli jednak rozwazymy rozwiniecie perturbacyjne opera-
tora dylatacji dla nieskoriczenie dhugiego tancucha, to zasieg oddzialywania pozostanie
skoniczony w kazdym rzedzie i bedziemy w stanie znalezé¢ obszar asymptotyczny w tym
przypadku. Tak wiec rownania ABA dla skoriczonego tanicucha spinowego sa w stanie po-
prawnie opisywaé jego spektrum jedynie dla skonczonej ilodci poczatkowych wyrazéow w
rozwinieciu perturbacyjnym. Jesli chcemy jednak p6js¢ krok dalej, to musimy uwzglednié
poprawki wynikajace ze skoniczonego rozmiaru uktadu.

W celu obliczenia tych poprawek autorzy [23] zasugerowali, ze oddzialywania typu
wrapping moga zosta¢ utozsamione z poprawkami skoriczonego rozmiaru w catkowalnej
teorii pola zdefiniowanej na cylindrze. Poprawki te pochodza z oddziatlywania fizycznych
wzbudzen z czastkami wirtualnymi biegngcymi wokot cylindra. Co ciekawe, moga by¢



one jednoznacznie wyznaczone uzywajac jedynie informacji pochodzacych z teorii zdefi-
niowanej w nieskoriczonej objetosci! Problem znalezienia wiodacych poprawek do energii
pochodzacych od wirtualnych wzbudzen na cylindrze byl badany w latach 80-tych XX
wieku w kontekscie teorii relatywistycznych przez Liischera [24]. Aby moc zastosowaé idee
zaprezentowana przez niego, w celu policzenia wielkosci wystepujacych w teorii N = 4
SYM, potrzebne jest uogoélnienie z teorii relatywistycznej na teorie z dowolna relacja dys-
persji. Uogolnione wzory Liischera zostaly znalezione w [A1] i wykorzystane do policzenia
wiodacych poprawek eksponencjalnych do energii klasycznych konfiguracji strunowych w
korespondencji AdS/CFT. Nastepnie zostaly takze uzyte do policzenia poprawek do wy-
miaru anomalnego stanoéw laricucha spinowego w stabym sprzezeniu 25|, dajac doktadna
zgodnos¢ z obliczeniami perturbacyjnymi teorii cechowania [26, 27|.

Zastosowanie uogoélnionych wzoréw Liischera pozwala nam na znalezienie popraw-
nych wynikéw dla wyzszych wyrazéw w rozwinieciu perturbacyjnym teorii cechowania
niz umozliwialy to réwnania ABA. Sa one jednak jedynie wiodacym wktadem pocho-
dzacym od skoriczonego rozmiaru i musza byé¢ uzupekione przez podwiodace poprawki.
Z drugiej jednak strony, catkowalno$é¢ naszych teorii powoduje, ze mozemy sprobowaé
zrobi¢ olbrzymi skok w naszych rozwazaniach i od razu podjaé¢ sie zadania znalezienia
pelnego spektrum teorii w skonczonym rozmiarze. W literaturze istnieje kilka metod
pozwalajacych na wykonanie tego zadania. Jednym z nich jest tzw. Termodynamiczny
Ansatz Bethego (TBA) [28], ktory pozwala zakodowaé energie czastek teorii catkowal-
nych w pewnych nieliniowych réwnaniach calkowych. Dla teorii N' = 4 SYM réwnania
TBA zostaly zaproponowane w [29]| oraz niezaleznie w [30, 31|. Pierwsze potwierdzenie
poprawnosci zaproponowanych réwnarn mozna znalezé w pracach [32, 33|, gdzie zosta-
to pokazane, ze rozwiniecie pieciopetlowe rownan TBA dla operatoréw twist-2 pokrywa
sie z wynikiem uzyskanym w [A2, A3|, gdzie autorzy skorzystali z wzoréw na poprawki
Liischera.

Mimo tego, ze udalo sie znalezé¢ rownania TBA dla teorii wystepujacych w kore-
spondencji, to wciaz istnieje wiele probleméw technicznych, ktore nie pozwalaja nam
uznaé znalezienie petnego spektrum tych teorii za zamkniete. W szczegolnosci, problemem
jest fakt, ze Termodynamiczny Ansatz Bethego dla korespondencji AdS/CFT prowadzi
do uktadu nieskonczenie wielu powiazanych ze soba nieliniowych réwnan catkowych. W
og6lnodci, rozwigzanie takiego uktadu jest niemozliwe nie tylko analitycznie, ale nawet
obliczenia numeryczne sa utrudnione. Dlatego tez trwaja nieprzerwane prace majace na
celu zmniejszenie liczby tych réwnan do skonczonej ilosci. Bardzo obiecujaca okazuje sie
metoda znaleziona przez Destriego i de Vege (DdAV), ktéra daje nadzieje na pomyslne
zakoriczenie poszukiwan.

O pracy

Ponizsza rozprawa doktorska skonstruowana jest w nastepujacy sposob. W dalsze czesci
Rozdzialu 2. znajduje sie wprowadzenie do tematyki korespondencji AdS/CFT oraz jej
aspektow catkowalnych. Wprowadzenie to zawiera tylko najbardziej istotne aspekty teo-
rii, potrzebne do zrozumienia gléwnej czesci pracy. Bardziej doglebna analiza podstaw
korespondencji AdS/CFT zostata przeprowadzona w wielu artykutach przegladowych, z
ktorych najbardziej wartymi polecenia sa [34] oraz [35]. W szczegolnosci, w dalszej czesci
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rozdziatu opisane sa doktadnie teorie biorace udziat w korespondencji wraz z ich pod-
stawowymi wtasnosciami. Nastepnie zdefiniowane jest pojecie kwantowej catkowalnosci
i pokazane, jakie konsekwencje ma catkowalnosé¢ dla teorii dwuwymiarowych. W dalszej
czesci wprowadzenia pokazane jest takze, jak mozna otrzymaé réwnania Asymptotycz-
nego Ansatzu Bethego dla taricucha spinowego oraz jak dla dlugozasiegowych tancuchéow
spinowych moze on by¢ uzupeliony przez poprawki Liischera. W Rozdziale 3. podane
jest wyprowadzenie uogoélnionych formut Liischera. Dla przypadku jednego wzbudzenia
podane jest wyprowadzenie diagramatyczne podczas, gdy dla wielu wzbudzen uzyte sa
metody catkowalnych teorii pola na cylindrze (TBA). W Rozdziatach 4. oraz 5. znajduje
sie zastosowanie znalezionych wzoréow Liischera do obliczenia wymiaru anomalnego oraz
energii réznych stanow teorii wystepujacych w korespondecji. W Rozdziale 4. podane jest
zastosowanie dla silnego sprzezenia? podczas, gdy w Rozdziale 5. mozna znalezé wyniki
dla matej wartosci statej sprzezenia. Rozprawe zakoriczymy podsumowaniem i wskaza-
niem gltéwnym kierunkéw badan w tej tematyce. Na samym koricu pracy znajduja sie
Dodatki, w ktorych mozna znalezé szczegotowe informacje na temat niektoérych pojeé i
metod uzytych w gléwnym tekscie pracy.

2Przez silne (odp. stabe) sprzezenie rozumiemy w calej pracy bliska nieskoriczonosci (odp. bliska zera)
wartos¢ stalej 't Hoofta.



Rozdziat 2

Ogoélne wprowadzenie

2.1 Korespondencja AdS/CFT

Nasze wprowadzenie rozpoczniemy od zdefiniowania teorii, o ktérych moéwi koresponden-
cja AdS/CFT. Na poczatku opiszemy supersymetryczna teorie cechowania z maksymalna
iloscia supertadunkéow w czterech wymiarach (N = 4 SYM). Nastepnie zdefiniujemy teo-
rie strun na przestrzeni AdSsx S°. Na koricu podamy jaki zwigzek pomiedzy tymi teoriami
zostal zaproponowany przez Maldacene w [1].

2.1.1 N =4SYM

Dzialtanie teorii cechowania N' = 4 SYM w czterech wymiarach mozna otrzymac przed
redukcje wymiarows z dziesieciowymiarowej teorii supersymetrycznej (N = 1), ktorej
dzialanie jest dane poprzez

1 1
S = / d"x (ZTr [FunFYN] + 5T [y T Dsz}) : (2.1)
Tutaj pochodna kowariantna zdefiniowana jest jako

DM = aM - igYM [AM7] ) (22)

natomiast ¢ jest spinorem Majorany-Weyla o szesnastu komponentach. Jesli teraz do-
konamy redukcji wymiarowej, to szes¢ z pol cechowania stanie sie polami skalarnymi
podczas, gdy spinor zredukuje sie do czterech kopii prawych oraz lewych dwukomponen-
towych spinoréw w czterech wymiarach

Ay, M=1,...,4 - A, u=0,...,3,
Ay, M=5,...,10 - &, i=1,...,6,
Va, A=1,...,16 = ¢ tea, a=1,...,4, a,d=12. (2.3)

Teraz dziatanie czterowymiarowej teorii cechowania dane jest poprzez
4 1 Qv 1 7y X g\z(M i Pl
S = [dz 1 [F, F™] + I [D, @, D"d'] — =T [[@;, @;][@°, D]

igYM
2

igYM

Tr [0°0"Dytbu] — =5 Tr [ @', 4] —

Tr [Uibﬁba[qfi,@/)bﬂ) , (24)



gdzie przez o' oraz o oznaczyliémy odpowiednio szescio- oraz czterowymiarowe macierze
Diraca.

Klasyczne dziatanie (2.4) teorii NV = 4 SYM jest niezmiennicze wzgledem transfor-
macji Poincaré oraz transformacji skalowania, z czego wynika, ze posiada symetrie konfo-
remna. W czterech wymiarach symetria konforemna dana jest przez so(4,2). Co jednak
odroznia te teorie od wickszosci bezmasowych teorii pola, to fakt, ze symetria konforem-
na jest obecna w niej takze po skwantowaniu. Prostym wnioskiem stad plynacym jest

znikanie funkcji beta
dg
B=u m (2.5)

Wymnika z tego, ze tadunek nie podlega renormalizacji oraz ze tensor energii-pedu pozo-
staje bezsladowy na poziomie kwantowym. Jedynymi rozbieznymi obiektami pozostaja
wiec funkcje falowe pol. Oznacza to w szczegdlnosci, ze wymiar skalowania pol dostaje
poprawek kwantowych.

Okazuje sie, ze symetria konforemna w sposéb istotny upraszcza posta¢ dwupunkto-
wych funkcji korelacji. Dla dwoch dowolnych pol skalarnych symetria Poincaré ogranicza
postac funkcji dwupunktowych do

(Oa@Os(0)) = =25 (2.6)

Wielkos$¢ A(g) nazywana jest wymiarem skalowania operatoraiw generycznym przypadku
posiada pelne rozwiniecie w stalej sprzezenia pochodzace z poprawek kwantowych

Ag) = Ao +7(9)- (2.7)

Tutaj Ay odpowiada wymiarowi klasycznemu podczas, gdy v(g) jest jego anomalna cze-
Scia. Klasyczne wymiary skalowania pol wystepujacych w teorii dane sa przez

3
A=) =1,  []=5.
Symetria konforemna ogranicza takze posta¢ trojpunktowych funkeji korelacji. Funkcje
te moga zostaé¢ zapisane przy uzyciu jedynie wymiaréw anomalnych pol oraz pewnych
stalych zaleznych od stalej sprzezenia w postaci

(2.8)

A A A Capc
<OA($)OB(y)OC(Z)> - |w — y|AA+AB—Ac . |y _ Z|AB+(gi—AA . |l’ — Z|AA+AC—AB ’ <2'9)
Funkcje korelacji z wieksza iloscia punktoéw moga zostaé wyznaczone catkowicie w jezyku
funkcji dwu- i trzypunktowych.

W celu wyznaczenia wymiaréw anomalnych mozna skorzystac z relacji (2.6) lub (2.9).
Mozna jednak problem ich znalezienia sformutowaé jako zagadnienie wlasne dla pewnego
operatora, bedacego jednym z generatorow symetrii konforemnej. Generator ten nazywa-
my operatorem dylatacyi ® i zagadnienie wtasne przyjmuje postaé

DO0A(z) = Ag)Ou(x). (2.10)

Poza symetria konforemna, dziatanie (2.4) jest niezmiennicze takze wzgledem tzw.
R-symetrii, na ktora sktadaja sie obroty w przestrzeni wewnetrznej szesciu skalarow ;.
W naszym przypadku symetria ta dana jest poprzez s0(6). Razem z symetria konforemna
oraz supersymetria daje to catkowita symetrie naszej teorii w postaci psu(2,2[4).
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Granica ’t Hoofta

Jak juz wspomnieliSmy we wstepie, w rozprawie tej bedziemy zainteresowani jedynie gra-
nicg planarng teorii NV = 4 SYM. W tym miejscu uczynimy to pojecie bardziej klarownym.
W [2] 't Hooft rozwazal granice N — oo dla teorii cechowania z grupa cechowania U(N).
Pozwolilo mu to znalezé alternatywne rozwiniecie perturbacyjne w takich teoriach. Sta-
nowito to pierwsza przestanke sygnalizujaca dualno$é pomiedzy teoriami cechowania oraz
teoriami strun. W tej czesci pracy postaramy sie przyblizy¢ wlasnosci teorii Yanga-Millsa
w tej granicy w kontekscie pozniejszych zastosowan do teorii N =4 SYM.

Rozwazymy tutaj teorie Yanga-Millsa z grupa cechowania U(N). Standardowa nor-
malizacja dziatania w teoriach Yanga-Millsa jest

§= 2 / Bl (). (2.11)

g YM

W celu rozwazenia granicy N — oo przydatnym okazuje sie przeskalowanie wszystkich
pol wystepujacych w teorii przy pomocy parametru g = ﬁ gynV N W nastepujacy sposob

W —gW. (2.12)

Prowadzi to do zmiany w dziataniu, ktore po przeskalowaniu przyjmuje postaé

S = % d*z Ly (z,9), (2.13)
gdzie drugi argument gestosci lagranzianu Ly, oznacza, ze wszystkie pola w nim wyste-
pujace zostaly przeskalowane jak w (2.12). Wszystkie pola naszej teorii zapisane sa w
hermitowskiej reprezentacji dotaczonej grupy U(N), tak wiec sa macierzami hermitow-
skimi wymiaru N x N — WJ’ Wprowadzimy tutaj notacje, w ktorej z kazda macierza
stowarzyszymy dwie strzalki lezace jedna nad drugg i wskazujace w przeciwnych kierun-
kach w nastepujacy sposob

R
Wj—»

Dla niezmienniczych wzgledem cechowania operatoréw wszystkie indeksy powinny byé
zwezone. Powoduje to, ze w tej notacji wszystkie diagramy Feynmana beda analogiczne
do standardowych, z ta r6znicg, ze beda "pogrubione". Zobrazowane jest to na rysunku
2.1.
Mozemy teraz idac za [2] napisa¢, ze wklad pochodzacy od dowolnego diagramu w
naszej teorii bedzie postaci
N2 (g2 (2.14)

gdzie ¢ oznacza ilo$¢ petli w diagramie, z kolei g, jest genusem powierzchni, na ktérej nasz
diagram moze zosta¢ narysowany. Jesli wszystkie diagramy daja wktad postaci (2.14), to
takze wszystkie wielko$ci fizyczne 1 moga zosta¢ zapisane w analogicznej formie

=m0ty g% Y N, (2.15)
/=1 ge=0
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(a) (b)

Rysunek 2.1: Reprezentacja diagramoéw Feynmana w teorii cechowania z grupa cechowania
U(N). Diagram znajdujacy si¢ na rysunku (a) nalezy do rozwiniecia planarnego teorii
podczas, gdy ten z rysunku (b) nie moze by¢ narysowany na ptaszczyznie bez przecinania
sie obecnych w nim linii. Moze on zosta¢ narysowany bez przecinania linii dopiero na
torusie, bedacym powierzchniag o genusie g, = 1.

gdzie przez 1y oznaczylisSmy wktad klasyczny. W szczegolnosci, wymiar anomalny A(g, N)
takze moze zosta¢ zapisany w formie (2.15).

W naszych dalszych rozwazaniach bedziemy zainteresowani granica, w ktorej istotny
bedzie jedynie wiodacy wyraz szeregu (2.15). Granica ta, zwana granicqg planarng, dana
jest przez N — oo, gdy jednoczesnie g> = gl‘%ﬁ%év = const. W granicy tej wktad daja jedynie
diagramy planarne, tzn. takie, ktére mozna narysowaé na plaszczyznie, co oznacza g, = 0.

Operatory fizyczne

Na koniec czesci dotyczacej teorii N' = 4 SYM opiszemy przestrzeni operatorow fizycz-
nych w niej wystepujacych. Przestrzen ta rozpieta jest przez wszystkie operatory bedace
iloczynami sladéw postaci

O=Tr[ 0. . Q] Tr [ Q1 Q] -+ (2.16)

gdzie pola znajdujace sie pod sladami naleza do zbioru
Q, € {Dkf, D’ﬂp,p’f@,p’f\i},pkf} k=01, (2.17)

Operatory we wzorze (2.16) sa macierzami nalezacymi do U(V) i §lad rozumiany jest jako
suma elementéw diagonalnych iloczynow tych macierzy. W przypadku, gdy jesteSmy zain-
teresowani jedynie granicg planarna, to wystarczy, jesli z rodziny wszystkich operatoréw
(2.16) wybierzemy tylko te, ktore sa jednosladowe

O=Tr[Q... Q. (2.18)

Wynika to z faktu, ze oddzialtywanie pomiedzy operatorami znajdujacymi sie w réznych
sladach jest podwiodace w granicy N — oc.
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2.1.2 Teoria strun na AdS; x S°

Teoria superstrun typu IIB okredlona na przestrzeni AdSs x S° moze by¢ alternatywnie
zdefiniowania, jak zostalo pokazane przez Metsaeva i Tseytlina w [7], jako nieliniowy
model o na przestrzeni docelowej bedacej zbiorem ilorazowym

psu(2,2|4)
s0(4,1) x s0(5)

(2.19)

Superalgebra psu(2, 2|4) zawiera podalgebre bozonowa su(2,2) x su(4), ktora jest lokalnie
izomorficzna z s0(4,2) x s0(6). Ta ostatnio z kolei, podzielona przez mianownik wyste-
pujacy w (2.19), zadaje model rozmaitosci AdSs x S°, dla ktorej s0(4,1) x s0(5) opisuje
lokalne transformacje Lorentza. Wynika stad, ze zbior ilorazowy (2.19) moze by¢ postrze-
gany jako model superprzestrzeni AdSs x S°.

Nalezy zwrocié uwage, ze symetria konforemna wchodzi w sktad symetrii opisujace;
przestrzen AdSsxS°. W szczegolnosei, rowniez wszystkie generatory symetrii konforemnej
mogga zosta¢ odnalezione po stronie przestrzeni docelowej teorii strun. W przypadku teo-
rii cechowania reprezentacje grupy konforemnej numerowaliémy przy pomocy wymiaru
konforemnego, bedacego wartoscia wlasng operatora dylatacji. Istnieje jednak alterna-
tywny spos6b na ich klasyfikacje — w jezyku jej maksymalnej podgrupy zwartej. W tym
przypadku reprezentacje numerowane sa poprzez wartosci wlasne sumy generatorow

A

1,4 .
H ygs,055 = §(P0 + Ky) , (2.20)

gdzie 150 oznacza generator translacji, natomiast Ko generator specjalnych transformacji
konforemnych. Z drugiej strony mozna pokazac, ze operator (2.20) odpowiada generato-
rowi translacji wzgledem globalnego czasu w przestrzeni AdSs, ktory mozemy utozsamic z
hamiltonianem struny w przestrzeni docelowej. Dostaliémy wiec tym sposobem zaleznosé
pomiedzy wielko$ciami w teorii cechowania oraz teorii strun, tzn. wymiar konforemny
operatoréw lokalnych moze by¢ utozsamiony z energia struny w przestrzeni docelowe;j.

Jesli teraz chcemy z kolei zobaczyé¢, jak wyglada hamiltonian na wstedze swiata, to
musimy ustali¢ cechowanie, w ktérym bedziemy pracowa¢. W naszych rozwazaniach sku-
pimy sie jedynie na cechowaniu na stozku swietlnym. W takim przypadku mozna pokazac,
ze hamiltonian na wstedze $wiata dany jest poprzez

A ~

H=Huys o —J, (2.21)

gdzie H aas, 55 dane jest prze (2.20), natomiast J oznacza generator momentu pedu struny
w jej ruchu dookota rownika sfery pieciowymiarowe;j.

Zanim przejdziemy do problemu kwantowania modelu o okreslonego na zbiorze (2.19)
mozliwe jest udowodnienie, jak zostato zrobione w [11], Ze klasycznie model o Metsaeva-
Tseytlina jest calkowalny. Fakt ten dal przestanki ku hipotezie, ze struktury catkowalne
moga by¢ obecne takze w pelnej teorii strun po skwantowaniu. Pozwolito to w szcze-
golnosci zastosowaé bogata maszynerie dwuwymiarowych catkowalnych teorii pola, ktora
zaprezentujemy w dalszej czesci pracy, do rozwiazania problemu spektralnego struny.

Jesli teraz przejdziemy do problemu kwantowania struny, to okaze sie, ze cechowanie
na stozku swietlnym doskonale nadaje sie do tego zadania. Proces kwantowania struny
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przeprowadzimy w dwoch etapach. Po pierwsze, na poczatku nalezy rozpatrzy¢ granice,
w ktorej ped na stozku $wietlnym (ktory moze byé utozsamiony z J) jest nieskoriczony
podczas, gdy naprezenie struny pozostaje ustalone. W tej granicy model o ulega znacza-
cym uproszczeniom, w szczegdlnosci, jest zdefiniowany na plaszczyznie i posiada masywne
wzbudzenia. Co za tym idze pojecie standéw asymptotycznych moze by¢ poprawnie zdefi-
niowane i jest mozliwe zastosowanie teorii rozpraszania. W szczegolnosci, jesli zatozymy,
ze model jest kwantowo catkowalny, to dostaniemy brak produkcji czastek oraz fakto-
ryzacje rozpraszania, jak zostanie opisane w kolejnym podrozdziale. Dodatkowo, mozna
pokazaé, ze w rozpatrywanej granicy symetria modelu redukuje sie do su(2|2) ® su(2/2).
Obserwacja ta pozwala w sposdb jednoznaczny wyznaczy¢ relacje dyspersji wzbudzen
oraz macierz rozpraszania miedzy dwoma wzbudzenia na wstedze $wiata. W naszym
przypadku dostaniemy nierelatywistyczna, cho¢ wciaz pierwiastkowa, relacje dyspersji
dla wzbudzen na strunie w postaci

e(p) = \/1 + 1692 sin® g. (2.22)

Majac spektrum czastek dla modelu o na plaszczyznie mozemy uczyni¢ krok drugi
w procesie kwantowania struny i rozwazy¢ teorie ze skonczonym tadunkiem J. Oznacza
to rozpatrzenie teorii na cylindrze, ktérego obwodéd wynosi doktadnie L = J. W takim
przypadku dostaniemy pewne poprawki do nieskoriczonego spektrum pochodzace z fak-
tu, Ze teoria zdefiniowana jest w skornczonej objetosci. Poprawki te (a przynajmniej ich
wiodaca czesé) moga by¢ obliczone z uzyciem wzoréw Liischera. Zagadnienie wyznaczenia
poprawek Liischera stanowi zasadnicza motywacje tej pracy.

2.1.3 Sformulowanie korespondencji

Doszlismy do momentu, w ktérym mamy zdefiniowane obydwie teorie, ktore powiaza-
ne sa poprzez korespondencje AdS/CFT. Mozemy wiec teraz przejs¢ do jej formalnego
sformutowania. ChcielibySmy w tym miejscu zaznaczy¢, ze jak do tej pory zadna z pre-
zentowanych ponizej wersji korespondencji nie zostata formalnie udowodniona i pozostaja
one wcigz w sferze hipotez. Sa to jednak hipotezy dobrze potwierdzone przez wyniki, kto-
re udato sie do tej pory uzyska¢. W literaturze mozna znalezé trzy rozne sformutowania
korespondencji, roznigce sie zasiegiem swojej stosowalnosci.

o W swej najsilniejszej postaci korespondencja moéwi, ze zgodno$¢ pomiedzy teoriami
N = 4 SYM oraz teorig superstrun na przestrzeni AdSs x S° jest prawdziwa dla
dowolnej wartosci N.

e Stabsza wersja korespondencji moéwi, ze odpowiednio$¢ pomiedzy teoria strun oraz

teorig cechowania zachodzi jedynie w rozwinigciu perturbacyjnym w parametrze .

e W wersji najstabszej korespondencja mowi wytacznie o zgodnosci w granicy pla-
narnych, czyli dla przypadku N — oo oraz A = const. Odpowiada to dualnosci
jedynie pomiedzy swobodnymi strunami a jednos$ladowymi operatorami w teorii
cechowania.

Dla uzyskania wszystkich wynikéw prezentowanych w tej pracy wystarczy, jesli zatozymy
poprawno$é jedynie najstabszej wersji korespondencji.
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2.2 Kwantowa catkowalnosé

W tej czesci pracy przejdziemy do pojecia catkowalnosci dla teorii kwantowych. Poka-
zemy w szczegOlnosci, jakie wlasnosci naktada na dwuwymiarowe teorie pola fakt, ze sa
one catkowalne. W przeciwieristwie do przypadku klasycznego, gdzie definicja catkowalno-
sci jest dobrze okreslona, w teoriach kwantowych problematyczne okazuje sie poprawne i
jednoznaczne zdefiniowanie catkowalnosci. W przypadku klasycznych teorii, catkowalnosé
oznacza istnienie niezaleznych catek ruchu, ktérych liczba odpowiada ilosci stopni swobo-
dy w uktadzie. Niestety definicja ta nie daje sie prosto przenie$¢ na grunt kwantowy. W
literaturze mozna znalez¢ kilka r6znych podejséé, lecz zadne z nich nie jest w stanie zakwa-
lifikowaé poprawnie wszystkich teorii, ktére uwazamy za catkowalne. Pelna dyskusja tego
faktu moze zostac¢ znaleziona w [36]. Mozna jednak zauwazy¢ pewne cechy wspolne, ktore
sg punktami wyjsciowymi lub wnioskami ptynacymi z tych definicji. Sa to: brak produk-
cji czastek, faktoryzacja rozpraszania, czy tez istnienie wyzszych tadunkéw zachowanych.
W pracy tej nie bedziemy podawaé Scistej definicji catkowalnosci. Skupimy si¢ jedynie
na pokazaniu, jak z faktu istnienia nieskoriczenie wielu lokalnych catek ruchu, wynika-
ja podstawowe wtasno$ci dwuwymiarowych modeli catkowalnych. Mozliwo$¢ znalezienia
takich tadunkéw przyjmiemy jako robocza definicje, ze model, ktory rozpatrujemy jest
catkowalny. Obszerniejszg dyskusje przedstawionych tutaj faktow mozna znalezé miedzy
innymi w pracy [37].

2.2.1 Wlasnosci dwuwymiarowych catkowalnych teorii pola

Zanim przejdziemy do pokazania wtasnosci modeli catkowalnych wynikajacych z istnienia
nieskonczenie wielu lokalnych tadunkéw zachowanych, sprobujmy najpierw wprowadzié
poprawng notacje algebraiczng, dzieki ktorej bedziemy w stanie zdefiniowaé stany asymp-
totyczne oraz macierz rozpraszania. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie na razie
do (14 1)-wymiarowych teorii relatywistycznych. Do naszych celéw potrzebne nam beda
wspotrzedne na stozku swietlnym

(p,p) = (0" +p"0" = p') . (2.23)
Przy takich oznaczeniach rozwigzanie warunku powloki masy pp = m? dane jest poprzez
P, = (mae’, mee "), (2.24)

gdzie wprowadzili$my zmienng 6 nazywana zmienng rapidity. Tutaj e’ jest dodatnie dla
czastek podrozujac w przod w czasie, natomiast ujemne dla czastek podrézujacych w tyt.
Oznacza to, ze czastki poruszajace sie w przod w czasie sg parametryzowane przez rze-
czywiste wartosci 6 podczas, gdy aby sparametryzowaé te poruszajace sie w tyl, musimy
rozwazy¢ prosta 6 = x + i, dla x rzeczywistego.

Zdefiniujmy n-czasteczkowy stan asymptotyczny jako

| Aay (01)Aay (62) -+ Aa, (0n)) i 00 (2.25)

gdzie przez A, (6;) oznaczyliSmy czastke rodzaju a;, ktora posiada zmienna rapidity rowna
0;. W teorii, w ktérej wystepuja czastki masowe, a takie wlasnie bedziemy tutaj rozwazaé,
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wszystkie oddziatywania sa krotkozasiegowe. Wtedy stany zachowuja sie jakby byty zbio-
rem swobodnych czastek z wyjatkiem sytuacji, w ktorej dwie lub wiecej z nich nachodzi
na siebie, tym samym oddzialujac ze soba.

W definicji (2.25) stan poczatkowy (in) charakteryzowany jest przez fakt, ze nie wy-
stepuja w nim oddzialywania miedzy czastkami dla wszystkich wczesniejszych czasow az
do t — —oo. Oznacza to, ze najszybsza czastka znajduje si¢ catkowicie po lewej stronie
na linii prostej, najwolniejsza po prawej stronie podczas, gdy pozostate znajduja sie po-
miedzy i sg uporzadkowane wedtug malejacych zmiennych rapidity. Stan wejsciowy moze
wiec by¢ zapisany jako

Aay (01) Ay (02) ... Au (6,) . (2.26)

gdzie

Podobnie stan koncowy (out) jest stanem, w ktorym nie ma wiecej oddzialywan dla
czaséw pozniejszych az do t — oco. Oznacza to, ze kazda czastka musi by¢ na prawo od
wszystkich wolniejszych od niej czastek i na lewo od tych szybszych. Mozemy to zapisaé
jako

Ap, (01)Ap, (02) ... Ay, (0r) (2.28)

gdzie w tym przypadku mamy
0 <0y <...<0,. (2.29)

Macierz rozpraszania moze teraz zosta¢ zapisana jako odwzorowanie ze standéw po-
czatkowych na stany koncowe w nastepujacy sposob
Ao (01)Agy(62) ... Ag, (6,) = > St (61,64,...,0,]05,65, ..., 0,) x
01<05<...<0;,

><14b1 (ell)Aln (6/2) s Abn (‘91/1) ’ (230)

gdzie 0, >0y > ... > 0,.

Przejdzmy teraz do tadunkéw zachowanych. Naleza do nich w szczegdlnosci energia
oraz ped, ktore tworzg wspoélnie wektor @), bedacy operatorem o spinie 1 wzgledem
transformacji Lorentza. Dzialanie tego operatora na stany jednoczasteczkowe moze zostaé
zapisane we wspotrzednych na stozku swietlnym jako

Q1144(0)) = mae’|Aa(0)),  Qi]Au(0)) = mae™’|Au(0)) . (2.31)

Poza tym w modelu moga istnie¢ takze dodatkowe tadunki zachowane, ktore transformuja
si¢ wzgledem wyzszych reprezentacji grupy Lorentza — tensory rzedu drugiego Q)2 = @Q,,.,
tensory rzedu trzeciego Q3 = Quua, itd. We wspolrzednych na stozku Swietlnym ich
dziatanie jest postaci

Qs‘Aa(e» = Qz(zS)680|Aa(6))> ) (232)

czyli jest analogiczne do dziatania s kopii tadunku @Q; lub Q;, bedacych energia i pedem
na stozku swietlnym. W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywali te obserwacje
do pokazania faktoryzacji rozpraszania w modelach catkowych.
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W centrum naszych zainteresowan beda jedynie te tadunki zachowane, ktore da sie
zapisaé¢ jako calki z lokalnych gestosci. Oznacza to w szczegoélnosci, ze dziataja one na
stany asymptotyczne w sposéb addytywny

QslAay (01) ... Au (0,)) = (¢ + ...+ ¢e™) | Ay, (61) ... Aa, (62)) - (2.33)

W dalszej czesci rozwazan zatozymy, ze w rozpatrywanym przez nas dwuwymiarowym mo-
delu udato nam sie znalez¢ nieskoriczenie wiele lokalnych tadunkéw zachowanych. Bedzie
to pociggalo za soba znaczace konsekwencje dotyczace postaci amplitud rozpraszanial.

Zacznijmy od obserwacji, ze w teoriach, w ktorych mamy jeden wymiar przestrzenny
oraz jeden czasowy, jesli rozpatrzymy zderzenia pomiedzy dwoma czastkami o tej samej
masie, to koncowy zbiér pedéw (zmiennych rapidity) jest doktadnie taki sam jak zbior
wyjsciowych pedow (zmiennych rapidity):

{01,05} = {61,062} . (2.34)

Nie musimy w tym celu zaktada¢ zadnych dodatkowych wtasno$ci modelu. Wynika to z
faktu, ze w rozpraszaniu dwoch czastek zachowane sa zaréwno ped jak i energia, a co za
tym tadunki @) oraz )1. Wynika stad, ze mozemy zapisa¢ réwnosci

el pe = gl (2.35)

e pet = ef et (2.36)

Jedynymi dwoma rozwiazaniami tego uktadu rownan sa (61, 6,) = (01, 62) lub (67,6,) =
(02, 61), ktore prowadza do wyniku (2.34). W ogélnym przypadku, dla trzech i wickszej
ilosci czastek nie jest to juz prawda, tzn. konicowy zbiér pedéw niekoniecznie musi byé
permutacja poczatkowego zbioru.

Jesli jednak zalozymy, ze mamy dodatkowy tadunek zachowany, np. @2, i ropatry-
waé bedziemy proces, w ktorym biora udzial trzy czastki, to w takim wypadku musimy
rozwiaza¢ uktad trzech réwnan, analogiczny do (2.35). Ponownie jedynym rozwigzaniem
bedzie permutacja poczatkowych zmiennych rapidity (a co za tym idzie takze pedy i
energie koncowe czastek beda permutacjami poczatkowych wartosci)

101, 05,053 = {01,04,03} . (2.37)

W ten sam sposéb mozemy pokazaé, ze istnienie N niezaleznych ladunkéw @), bedzie
implikowalo, ze efektem konicowym rozpraszania N czastek o pedach {p;} jest jedynie
permutacja poczatkowego zbioru pedow!

Dodatkowo, jesli zauwazymy, ze uktad réwnan

e g2 ents — e L = 11,2, (2.38)

jak réowniez
et ez = et ety pents o = 11,2, (2.39)

'Dla teorii z wieksza niz dwa iloécia wymiaréw, konsekwencje istnienia wyzszych tadunkéow zacho-
wanych sg jeszcze wieksze. Wystarczy, jesli istnieje dowolny tadunek zachowany bedacy tensorem rzedu
drugiego lub wyzZszego, aby macierz rozpraszania musiala by¢ trywialna.
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nie posiadaja rozwiagzan, mozemy argumentowac, ze w teorii z przynajmniej trzema ta-
dunkami zachowanymi nie moga zaistnie¢ procesy 2 — 3 ani 3 — 2. Oznacza to brak
kreacji oraz anihilacji czastek. Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla rozprasza-
nia wiekszej ilosci czastek w teorii z wicksza iloscia tadunkéw zachowanych i dojsé do
identycznych wnioskow. W teoriach catkowalnych (z nieskoniczona iloscia tadunkéw) mo-
zemy wiec udowodnié, ze nie sa mozliwe jakiekolwiek procesy, w ktorych liczba czastek
ulega zmianie w ich trakcie!

[stnienie wyzszych niz ped i energia tadunkéw zachowanych implikuje jeszcze jed-
ng kluczowa wlasnosé proceséw rozpraszania — faktoryzacje dowolnego rozpraszania na
procesy dwuczasteczkowe. Argument, ktory tutaj przedstawimy, zostal zaproponowany
przez Shankara i Wittena w [38]. W celu uproszczenia dyskusji, bedziemy badaé tutaj
jedynie czysto przestrzenne sktadowe tadunkéw zachowanych. Dodatkowo, wykorzysta-
my obserwacje poczyniong powyzej i zapiszemy dziatanie wyzszych tadunkéw w postaci
Qslp) = p°|p), gdzie p jest (zwykta) wspolrzedna pedowa. Rozwazmy fale plaskie

w<x7 t) — eip(:tfmo)+i§(t*to) (240)

i zbudujmy z nich pakiet falowy o zdefiniowanym pedzie p ~ py
U(z,t) = /dp e—ao(p—po)Qeip(w—xo)—ié(t—to) ] (2.41)

Pakiet taki stanowi opis czastek w naszej teorii. Mozna zauwazy¢, ze pakiet (2.41) jest
zlokalizowany wokot punktu w przestrzeni o wspolrzednej

Teraz zal6zmy, ze w naszej teorii mamy co najmniej trzy tadunki zachowane. Jesli be-
dziemy dziataé¢ na pakiet falowy tadunkiem e”#%s = ¢¥?° to dostaniemy

P (3, 1) = /dpe—oeo(p—po)Qeip(fC—fo)—“f(t—to)“ﬁps (2.43)

i wtedy miejsce, w ktorym zlokalizowany jest nasz pakiet ulegnie zmianie w formie
x =10+ po(t —to) + Bspy ' (2.44)

Dla ustalenia uwagi wezmy teraz dokladnie trzy takie pakiety falowe i zal6zmy, ze roz-
praszaja sie one na sobie jednoczesnie (w tym samym miejscu w przestrzeni) jak obrazuje
to Rys. 2.2b. Amplituda rozpraszania dla tego procesu bedzie taka sama, jak amplituda
rozpraszania dla procesu powstatego przez zadziatanie dowolnym tadunkiem zachowanym
Qs. Zacznijmy od rozwazenia tadunku odpowiadajacemu catkowitemu pedowi (s = 1). W
tym przypadku dodatkowy przyczynek we wzorze (2.44) jest rowny [ i moze zostaé po-
traktowany jako globalna zmiana wspotrzednej przestrzennej. Podobnie, gdy wezmiemy
drugi w kolejnosci tadunek zachowany z s = 2, to dostaniemy przyczynek proporcjonalny
do pg, ktéry mozna utozsamié¢ z globalnym przesunieciem w czasie. Jesli jednak dopu-
Scimy mozliwos¢ wystapienia tadunkéow zachowanych z s > 3, wtedy sytuacja staje sie
duzo ciekawsza. Lokalizacja pakietow falowych zaczyna bowiem zaleze¢ od indywidual-
nych pedéw. Oznacza to, ze rozpraszanie pakietéw falowych nie bedzie sie juz odbywaé
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(a) (b) (c)

Rysunek 2.2: Dziatanie wyzszych tadunkéw zachowanych na rozpraszanie trzech pakietow
falowych.

jednoczesnie. Bedziemy z kolei mieli do czynienia z sytuacja zobrazowang na rysunku
2.2c. Korzystajac z faktu, ze parametr § moze byé¢ dowolnie duzy, jesteSmy w stanie prze-
sung¢ linie odpowiadajaca pakietowi falowemu o pedzie py dowolnie daleko od miejsca,
w ktorym oddziatuja ze soba pozostate dwa pakiety. Oznacza to, ze jesli oddziatywanie
jest krotkozasiegowe, jak dzieje sie w przypadku teorii z czastkami o niezerowych masach,
jestesmy w stanie przesunaé czastke o pedzie p, wystarczajaco daleko tak, aby nie miata
ona wplywu na proces rozpraszania pomiedzy czastkami o pedach p; oraz ps. Dzicki temu
udato nam sie sfaktoryzowaé rozpraszanie trzech pakietéw falowych na trzy procesy, w
ktorych jednocze$nie biora udzial jedynie dwa z nich

Si23(p1, P2, P3) = S12(p1, P2)S13(P1, P3)Saz(P2, 3) - (2.45)

Whasnosé faktoryzacji jest jedng z podstawowych cech modeli catkowalnych!

Dodatkowo, mozemy zadziala¢ na nasze trzy pakiety transformacja e~"#%s, ktora skut-
kuje innym porzadkiem chronologicznym oddziatlywari pomiedzy dwoma pakietami, jak
zaprezentowano na rysunku 2.2a. Prowadzi nas to do wniosku, ze dla modeli, w ktorych
wystepuja wyzsze tadunki zachowane mozemy zapisaé¢ réwnosé

S12(p1,p2)S13(p1, P3)S23 (P2, P3) = Sas(P2, P3)S13(p1, P3)S12(P1, p2) - (2.46)

gdzie przez S oznaczyliSmy amplitude rozpraszania pomiedzy dwoma pakietami falowy-
mi. W opisanym przez nas przypadku nie zaktadaliémy zadnej dodatkowej struktury we-
wnetrznej naszych pakietow falowych (czastek) oraz rozwazalismy teorie z tylko jednym
rodzajem czastek. W takim przypadku amplitudy rozpraszania sa funkcjami skalarny-
mi i rownanie (2.46) jest trywialnie spelnione. Wiemy jednak, ze czastki moga nies¢ ze
soba wewnetrzne stopnie swobody takie, jak spin, ktére moga by¢ wymieniane w czasie
rozpraszania. Poza tym, jesli mamy wiecej niz jedng czastke w spektrum teorii, to moze
nastepowaé takze zmiana polaryzacji, gdy czastki sg na sobie rozpraszane. W takim przy-
padku amplituda rozpraszania jest wielkoscia macierzowa i rownanie (2.46) daje nam silne
ograniczenia na postac¢ macierzy S. Rownanie (2.46) nosi nazwe réwnania Yanga-Baztera.

Aby teraz pokazacé, ze takze procesy n — n mozemy sfaktoryzowaé¢ uzywajac jedynie
macierzy rozpraszania pomiedzy dwoma czastkami, musimy uzy¢ rozumowania indukcyj-
nego. Korzystajac z istnienia wyzszych tadunkéw zachowanych mozemy, podobnie jak w
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przypadku trzech czastek, przesunaé¢ polozenie poczatkowych czastek w taki sposob, ze
w danej chwili czasu maksymalnie n — 1 czastek oddzialuje ze soba. Z zatozenia induk-
cyjnego wiemy jednak, ze procesy (n — 1)-czasteczkowe daja sie sfaktoryzowaé, z czego
wynika takze faktoryzacja dla rozpraszania n czgstek!

Podsumowujac, udalo nam sie pokazaé, ze istnienie wyzszych tadunkéw zachowanych
w teorii zdefiniowanej w 1 + 1 wymiarach powoduje znaczace uproszczenie wlasnosci
amplitud rozpraszania tej teorii. W szczegolnosci:

e nie ma produkcji ani anihilacji czastek (dozwolone sa jedynie procesy n — n);
e zbiér pedoéw po rozpraszaniu jest permutacja pedéw wchodzacych;
e wszystkie procesy n — n daja si¢ opisa¢ w jezyku jedynie procesow 2 — 2.

Sprowadzilismy wiec problem znalezienia skomplikowanych amplitud rozpraszania do pro-
blemu znalezienia dwuczastkowej macierzy S. Przejdziemy teraz do proby jej wyznaczenia
dla generycznej teorii relatywistycznej, a nastepnie takze w przypadku, w ktérym mamy
teorie z nierelatywistyczna relacja dyspersji.

2.2.2 Macierz rozpraszania 2 — 2

Jak juz zauwazyliSmy wczesniej, jesli w modelu istnieje nieskoriczenie wiele niezaleznych
tadunkéw zachowanych, to dla kazdego n macierz rozpraszania, wystepujaca we wzorze
(2.30), da sie zapisa¢ jako iloczyn macierzy dla n = 2. W naszej notacji macierz dwu-
czastkowa zdefiniowana jest poprzez

| A5(01) Aj(02))in = SJ (01, 02) | A (61) A1(02)) out » (2.47)
co mozna przepisaé uzywajac powyzszej dyskusji jako
Az(01>A](62) == Sfjl(gl, (92)14.[(82)/4%(91) 5 (248)

gdzie 0; > 05. ChcielibySmy zwroci¢é uwage, ze macierz rozpraszania w teorii relatywi-
stycznej powinna byé niezmiennicza wzgledem transformacji Lorentza. Transformacja te
odpowiadaja translacjom zmiennej rapidity o stata wielkosé. Jedyna sytuacja, w ktorej
macierz S bedzie niezmiennicza wgledem transformacji Lorentza jest wiec, gdy jej zalez-
no$¢ od zmiennych rapidity dana jest jako ich réznica

S(01,05) = S(0, — 02) = S(0) . (2.49)

W teorii posiadajacej r rodzajow czastek rozmiar macierzy Sfjl(Q) dany jest poprzez
r? x r%. Wynika stad, Zze aby ja w pelni wyznaczyé¢ musimy znalezé r* réznych funkceji
zmiennej rapidity. Okazuje sie jednak, ze istnieje bardzo duzo ograniczen, ktérym podlega
macierz rozpraszania i nie wszystkie funkcje sg niezalezne od siebie. Celem tej czesci
pracy jest pokazanie, jakie ograniczenia nalozone sg na macierz rozpraszania w teoriach
relatywistycznych.

Po pierwsze, macierz rozpraszania powinna by¢ niezmiennicza wzgledem transformacji

odbicia przestrzennego jak i odbicia w czasie. Prowadzi to do relacji

S85(0) = Sj5(0), S(0) = S (0). (2.50)
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Poza tym, rowniez transformacja sprzezenia tadunku nie powinna zmieniaé¢ macierzy S.
Daje to relacje B
Kl(pgy _ QK

S5 (0) =855(0). (2.51)

Aby wprowadzi¢ kolejne ograniczenia zajmiemy sie struktura analityczna macierzy roz-
praszania. W tym celu wygodnym jest uzywanie zmiennych Mandelstama zdefiniowanych
poprzez

s=(p+p)’ t=@E—p)’, u=(p1—p)° (2.52)

Powigzane sg one ze sobg zaleznoscia s +t +u = Zf‘zl m;. W teorii (1 4 1)-wymiarowej

tylko jedna z tych zmiennych jest niezalezna i standardowo wybiera sie do rozwazan
zmienng s. Mozemy ja teraz zapisa¢ w jezyku zmiennej rapidity jako

s =m3 +mj + 2myms cosh(fy5), (2.53)

gdzie przez 615 oznaczylismy réznice zmiennych rapidity 6; — 6. Dla procesow fizycznych
015 jest rzeczywista i co za tym idzie s jest rzeczywiste. Dodatkowo spetnia nieréwnosé
s > (my +mg)%

W naszych rozwazaniach bedziemy zainteresowani przedtuzeniem analitycznych funk-
cji S(s) na cala plaszczyzne zespolona. Jak zobaczymy za chwile jest to zadanie nie-
trywialne i musimy dokonaé¢ go bardzo ostroznie. Dla prostoty skoncentrujemy sie na
przypadku jednej czastki w spektrum, co oznacza, ze macierz S jest funkcja skalarna.
Dos$wiadczenie, ktore wyniesiemy z takiej analizy zostanie potem uogoélnione do przypad-
ku wielu czastek w spektrum. Bedziemy chcieli, aby przedtuzona macierz rozpraszania
byta analityczna w nastepujacym sensie

S(s*) = [S(s)]" . (2.54)

Oznacza to, ze przyjmuje ona wartosci bedace sprzezeniem zespolonym dla sprzezonych
zespolenie argumentéow. Zatézmy, ze udalo nam sie juz znalezé przedtuzenie analityczne
macierzy rozpraszania na calg plaszczyzne zespolong. Wtedy dla proceséw fizycznych
macierz ta powinna by¢ unitarna

S(5)ST(s) =1, (2.55)
dla s € R oraz s > (m; + my)?. Korzystajac teraz z relacji (2.54) dostaniemy
1 =38(s)S8(s) = S(5)S*(s) = S(5)S(s*) = S(s)?, (2.56)

co prowadzi nas jedynie do trywialnych rozwiazan na macierz rozpraszania S(s) = 1 lub
S(s) = —1. Jesli chcemy jednak dosta¢ nietrywialna posta¢ macierzy S, musimy zmody-
fikowa¢ warunek na wartosci s, dla ktérych mamy do czynienia z procesami fizycznymi.
W tym celu standardows procedura jest wziecie punktéw lezacych powyzej osi rzeczy-
wistej, ale bardzo blisko niej. Od tej pory przyjmiemy wiec, ze proces odpowiadajacy
fizycznej sytuacji zachodzi dla wartosci zmiennej Mandelstama rownej s™ = s + 10 oraz
s > (mq +my)? . W takiej sytuacji warunek unitarnosci przymuje postaé

S(sT)S((s7)) =8(sT)S(s7) =1, (2.57)

gdzie wprowadzilismy s~ = s — 10, ktora lezy pod osiag rzeczywista. Nalezy zauwazy¢, ze
odleglo$¢ pomiedzy punktami s™ oraz s~ jest infinitezymalnie malta. Jedynym sposobem
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na to, aby réwnanie (2.57) dawato nietrywialne rozwigzania jest istnienie ciecia lezacego
na osi rzeczywistej pomiedzy punktami st a s7. Rownanie (2.57) musi by¢ spelione dla
wszystkich procesow fizycznych, z czego wynika, ze ciecie musi znajdowaé sie na prawo
od punktu s = (m; + my)?, ktory jest w tym przypadku punktem rozgalezienia. Mozna
pokazacé, ze ciecie to pochodzi od pierwiastka kwadratowego.

Jak do tej pory zajmowalismy si¢ czastkami poruszajacymi si¢ w przéd w czasie.
Jedli teraz skupimy sie na tych poruszajacych sie w tyl w czasie, to mozemy przepro-
wadzi¢ podobna analize jak powyzej. Jako wniosek dostaniemy, ze funkcja S(s) posiada
jeszcze jedno ciecie lezace na osi rzeczywistej i okreslone przez s < (m; — my)?. Pod-
sumowujac, przedtuzenie analityczne funkcji S(s) jest funkcja meromorficzna z dwoma
cieciami lezacymi na kawaltkach osi rzeczywistej zdefiniowanych przez s > (m+ms)? oraz
s < (my —may)?%. Fizyczne wartosci macierz S(s) przyjmuje dla s znajdujacych sie tuz nad
prawym cieciem. Pierwszg gataz pelnej powierzchni Riemanna bedziemy nazywaé galezig
fizyczng.

Korzystajac ze zdefiniowanego powyzej przedtuzenia analitycznego, mozna znalezé
jeszcze jedna relacje ograniczajaca swobode macierzy rozpraszania. Jest to tzw. rownanie
crossing. W celu znalezienia go zajmijmy sie ponownie amplitudg rozpraszania Sfjl(s).
Jesli teraz rozpatrzymy sytuacje, w ktorej jedna z czastek (powiedzmy j) nalezacych
wcze$niej do kanatu wejsciowego, bedzie nalezata do kanatu wyjsciowego podczas, gdy
jednoczesnie wezmiemy czastke (1) z kanatu wyjsciowego by byta w kanale wejsciowym, to
otrzymamy nowe wyrazenie na te samg amplitude rozpraszania pomiedzy dwoma czastka-
mi fizycznymi. Dla tej nowej amplitudy czastkami wchodzacymi beda i oraz [, natomiast
wychodzacymi beda k oraz j, gdzie kreska nad literag oznacza, ze zamieniliémy czastke na
antyczastke. Operacja ta w typowym przypadku oznacza sprzezenie tadunkowe.

Do opisu procesu, ktory przed chwila opisalisémy, lepiej od zmiennej s nadaje sie zmien-
na t = (p; — p3)?. Zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi ¢ i s moze zosta¢ znaleziona jesli
podstawimy ps = po i przyjmuje postaé

t=(p — p2)2 = Qp% + Zpg — (p1 —|—p2)2 = 2m% + 2m§ — 5. (2.58)

Symetria crossing mowi, ze amplituda dla tego procesu moze zosta¢ uzyskana jako prze-
dhuzenie analityczne poprzedniej amplitudy rozpraszania do obszaru ptaszczyzny s, dla
ktorego t staje sie fizyczne, tzn. t € R oraz t > (m; + my)?. Obszar ten lezy ponizej
lewego ciecia na plaszczyznie s. Rownanie crossing mozemy teraz zapisac jako

SH(s) = 8% (2m? + 2m? — s) . (2.59)

Wszystkie opisane do tej pory wlasnodci macierzy rozpraszania mozemy zapisaé w
jezyku zmiennej rapidity 6. Jesli odwrocimy relacje (2.53), to mozemy znalezé, ze galaz
fizyczna przeksztalcona zostaje na obszar

0<S0< . (2.60)

Punkty rozgatezienia zostaja z kolei przeksztatcone na punkty § = 0 oraz 6 = im lezace na
brzegu obszaru (2.60). Obszar ten nazywaé¢ bedziemy pasem fizycznym. Wszystkie wta-
snosci macierzy rozpraszania dla relatywistycznych dwuwymiarowych teorii catkowalnych
mozemy podsumowac za pomoca nastepujacych relacji
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analitycznos$é: S(6) jest rzeczywiste dla czysto urojonych wartosci 6 ;

unitarnosé: 7" (0)Skl, (—60) = 070k ;

e réwnanie crossing: S;7(0) = 85—3 (im —0);

réwnanie Yanga-Baxtera: Sg, (012)S2E (013) S (023) = Sélf/(ﬁgg)SZ(Glg)Sﬁﬁ(ﬁu) :

2.2.3 Macierz rozpraszania dla teorii nierelatywistycznych

W przypadku, gdy rozwazamy teorie, ktéra nie jest relatywistyczna, dwuczastkowa ma-
cierz rozpraszania zalezy w sposob nietrywialny od obydwu swoich argumentow. Mimo tej
komplikacji mozemy jednak zapisa¢ ograniczenia podobne do tych, ktore znalezlismy w
poprzednim przypadku. Zalézmy, ze udato nam sie znalezé uogédlniona zmienng rapidity
z, tzn. zmienng nalezaca do nakrycia uniwersalnego krzywej algebraicznej parametryzo-
wanej zmiennymi energii i pedu zwigzanymi ze sobg relacja dyspersji?. Wtedy mozemy
zapisa¢ macierz rozpraszania z uzyciem tej zmiennej jako Sia(z1, 22). Funkcja ta ponow-
nie posiada szereg nietrywialnych wtasnosci dajacych ograniczenia na jej strukture. W
szczegblnosei musi by¢ ona unitarna

812(21, 22)812(21, Zg) =1. (261)
Mozemy takze napisa¢ rownanie crossing

w w
Sia(21, 22)S12(21 + 9 z) =1 Tlub  8i3(21,22)S12(21, 22 — 5) =1, (2.62)
gdzie w jest okresem na krzywej algebraicznej zmiennej rapidity®. Przez kreske nad nu-
merem czastki oznaczyliémy ponownie zamiane czastki na antyczastke.
Dla teorii catkowalnych mamy dodatkowo rownanie Yanga-Baxtera, ktore mozna na-
pisa¢ w postaci

512(2’1, 22)313(2’1, 23)323(22, 23) = 523(227 23)513(217 2’3)512(217 Zz) . (2-63)

Relacje (2.61)-(2.63) pozwalaja w szczegdlnosci wyznaczy¢ macierz rozpraszania dla wzbu-
dzen na wstedze $wiata struny w przestrzeni AdSs x .S°. Macierz ta znajduje sie w Dodatku
B.

2.3 Calkowalne lancuchy spinowe

W ponizszej czesci pracy cheieliby$Smy przyblizy¢ metode otrzymywania rownan Asympto-
tycznego Ansatzu Bethego dla catkowalnych tanicuchéw spinowych, jak rowniez pokazaé,
ze rOwnania te musza by¢ uzupelnione przez poprawki skoriczonego rozmiaru w przypad-
ku tancucha spinowego w teorii N' =4 SYM. W celu policzenia tych poprawek, danych

2Szczegolne przypadki rozpatrywane sa w Dodatku A
3Dla teorii strun na AdSs x S® postaé¢ krzywej algebraicznej zmiennej rapidity, jak réwniez znaczenie
okresu w, wyjasnione sa w Dodatku A.
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przez wzory Liischera, bedziemy uzywali opisu dualnego, jakim jest dwuwymiarowa teoria
pola na wstedze $wiata struny w AdSs x S°.

Catkowalne tancuchy spinowe stanowia bardzo wazna klase teorii catkowalnych. W
szczegolnosci operator dylatacji dla teorii NV = 4 SYM moze by¢ utozsamiony z hamil-
tonianem pewnego dlugozasiegowego tancucha spinowego, ktory jest catkowalny. Zanim
dojdziemy jednak do tego, najbardziej interesujacego nas przypadku, zacznijmy nasze
rozwazania od prostego przyktadu, jakim jest tancuch spinowy Heisenberga o symetrii
su(2) - XXX 1. W dalszej czesci tego podrozdziatu uzyjemy metod, ktorych nauczylismy
sie w tym prostym przypadku do skonstruowania réwnan Bethego dla tanicucha spinowego
obecnego w N =4 SYM.

2.3.1 Lancuch spinowy Heisenberga

Lancuch spinowy Heisenberga jest lokalny w tym sensie, ze jedynie sasiadujace ze sobg
spiny oddzialuja miedzy soba. Ponizej wprowadzimy ogolne idee dotyczace lokalnych
taricuchéw spinowym, a nastepnie uzyjemy ich do wyprowadzenia rownan Bethego dla
tanicucha Heisenberga korzystajac z Asymptotycznego Ansatzu Bethego.

Przestrzenia Hilberta, na ktorej zdefiniowane sg tancuchy spinowe o dtugosci L jest
iloczyn tensorowy L kopii pewnej przestrzeni kwantowej V'

H=V®.. .oV. (2.64)

Kazda przestrzen kwantowa V' jest modutem algebry A, ktora jest algebra symetrii mo-
delu. Z kolei, kazdy spin (czastka) jest elementem tego modutu

pa €V. (2.65)

Mozemy teraz zdefiniowa¢ hamiltonian H dla lokalnego tancucha spinowego jako
L
H=> Hy, (2.66)
i=1

gdzie obiekt ﬁi,iﬂ dziala jedynie na przestrzenie kwantowe o numerze i oraz (i + 1)

L RVRVe.... (2.67)
—
1 1+

Przejdzmy teraz do szczegoélnego przypadku lokalnego taricucha spinowego jakim jest
taricuch Heisenberga. W tym przypadku spin moze przyjmowaé jedynie dwie wartosci i
przestrzen kwantowa moze by¢ utozsamiona z

vV =C. (2.68)

Przestrzen V' rozpieta jest przez dwa stany, z ktorych jeden odpowiada czastce o spinie
—I—%, a drugi czastce o spinie —%, ktore bedziemy oznaczaé¢ w dalszej czesci odpowiednio
przez | 1) oraz | |). Z kolei hamiltonian dla tanicucha spinowego Heisenberga dany jest

przez

—_

~

Hijy1==(0-0i:1—1)=(1—="Piit1) , (2.69)

\)
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gdzie przez ¢; oznaczyliSmy wektor sktadajacy sie z macierzy Pauliego, natomiast P; ;11
oznacza operacje permutacji spinéw znajdujacych sie na pozycjach i oraz ¢ + 1. Jako stan
podstawowy naszego laricucha spinowego przyjmiemy stan sktadajacy sie ze wszystkich
spinéw réwnych —|—%4. Wtedy tatwo znalezé, ze energia tak otrzymanej prézni jest réwna
Z€ero

HINe|he...®|1)=0. (2.70)

Mozemy nastepnie zbudowaé¢ stany wzbudzone zamieniajac jeden lub wiecej spindéw w
gore na spiny w dot. Zacznijmy od stanéw jednowzbudzeniowych i zdefiniujmy

) =MH®..®e..0|1). (2.71)
hned

)

W celu znalezienia warto$ci wtasnych hamiltonianu dla stanéw jednowzbudzeniowych
wygodne okazuje si¢ przejscie do przestrzeni pedow, gdzie stany w tej przestrzeni dane
sg przez dyskretng transformate Fouriera stanéw z przestrzeni potozen

p) =3 ™). 272

Jesli teraz zadziatamy hamiltonianem na stan jednowzbudzeniowy w przestrzeni pedow,
to dostaniemy, ze jest on stanem witasnym o energii danej przez relacje dyspersji dla
pojedynczych wzbudzen w postaci

1
e(p) = 5 (2 — 2cosp) = 2sin” g : (2.73)

Kolejnym krokiem jest rozpatrzenie stanéw z dwoma wzbudzeniami. Stany asymptotyczne
w przestrzeni potozen zdefiniowane sa jako

Fik) = NH®.. 0.0 e...0|1), (2.74)
I

gdzie wzbudzenia znajdujace sie w pozycjach k; < ko sa daleko od siebie. W celu roz-
wigzania zagadnienia wtasnego dla hamiltonianu, ponownie przejdziemy do przestrzeni
pedow. W tym przypadku jednak, stanami wtasnymi nie beda po prostu transformaty
Fouriera, gdyz dwa wzbudzenia moga ze soba oddziatywaé¢. Napiszmy ogdlna postacé stanu
asymptotycznego w przestrzeni pedow

lp1p2) = Z Y(ky, p1; k2, pa)|k1ka) - (2.75)

1<k1<ka<L

Naszym celem jest znalezienie rozwigzania réwnania na wartosci wtasne hamiltonianu
H|pip2) = E(p1,p2)|p1p2), ktore dla hamiltonianu danego wzorem (2.69) przyjmuje po-
stac:

° Jeéll k‘l < k’g — 17 to

E(P17P2)¢(/€1,p1; k27p2) = 2¢(klap1; k27p2) - lb(lﬁ —1,p; k27p2)
— (k1 + 1, p1; ko, p2) + 20 (kv p1s k2, p2)
— (k1 prske — 1,p2) — Y(ki,p1i ke +1,p2) ;5 (2.76)

4 Alternatywnie mozna wybraé stan skladajacy sie ze wszystkich spinéw —%.
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[} Jeéh k?l = kJQ — 17 to

E(pl,p2)¢(k:1,p1; k?27p2) = 2@/)(14717]91; k?27p2) - w(lﬁ — 1, py; k‘2,p2)
— (K1, p1; k2 +1,p2) . (2.77)

Okazuje sie, ze rozwigzanie tych réwnan moze byé¢ tatwo znalezione, jesli zalozymy, ze
rozwiagzanie jest postaci

W(ky, pu; ko, pa) = MR L S(py, py)etrpztihant (2.78)

gdzie S(p1, p2) jest macierza rozpraszania wzbudzen o pedach p; oraz p. Postaé ta zostata
zaproponowana przez Bethego w [14] i w literaturze nazywana jest Asymptotycznym An-
satzem Bethego. Jesli teraz wstawimy (2.78) do rownan (2.76) oraz (2.77), to po pierwsze
dostaniemy, ze energia stanu dwuwzbudzeniowego jest suma wyrazen jak w (2.73)

E(p1,p2) = e(p1) + &(p2) = ZQSiH2 g (2.79)

Po drugie, rowniez macierz rozpraszania moze by¢ wyznaczona z tych rownan. Przyjmuje
ona postac

eP1tip2 _ 9etp1 | ]
ep1tip2 — Qeip2 4 1
Wszystkie wyniki przedstawione do tej pory sa prawdziwe dla dowolnych wartosci pedow.
Musimy jednak pamietaé¢, ze mamy do czynienia z ukladem kwantowomechanicznym,
ktory jest cykliczny, dlatego tez, w celu wyznaczenia rozwigzan fizycznych, musimy zadaé
warunki brzegowe, ktore w naszej sytuacji maja postac

Y(k1,pr1; ko, p2) = Y(ka, pos Ky 4 L, py) . (2.81)

Jesli teraz wstawimy do powyzszego wzoru wyrazenie pochodzace z Ansatzu Bethego
(2.78), to otrzymamy réownania Bethego w postaci

S(p1,p2) = — (2.80)

el = S(py,py). (2.82)

Analogiczne rozumowanie prowadzi do drugiego réwnania, w ktorym pedy p; i1 po zamie-
niaja sie rolami. Rozwigzania rownan Bethego okazuja sie by¢ czesto zespolone. Mozna
to wyjasni¢ faktem, ze wzbudzenia nie poruszaja sie swobodnie, lecz oddziatuja ze soba
w skoriczonej objetosci i w szczegolnosci moga tworzyé stany zwigzane.

Moglibysmy kontynuowaé¢ nasze rozwazania stopniowo zwickszajac ilos¢ wzbudzen w
naszym taricuchu spinowym i starajac sie rozwiaza¢ réwnania analogiczne do (2.76) i
(2.77). Okazuje sie jednak, ze catkowalnosé¢ umozliwia nam na dokonanie wielkiego skoku
i od razu rozwigzanie problemu z dowolna iloscia M wzbudzen. Calkowita faza, jaka
dostanie wzbudzenie, jesli weZzmiemy je i przesuniemy wokoé!t taricucha spinowego, bedzie
rowna iloczynowi faz powstalych przez niezalezne rozproszenie na pozostalych M — 1
wzbudzeniach. W takim przypadku dostajemy po prostu

M
e'bit :H‘S(pj,pk), j=1....M, (283)
k#j
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gdzie S(p;,px) jest ta sama macierza rozpraszania, co w przypadku dwoch wzbudzen.
Dodatkowo, energia uktadu dana bedzie jako suma relacji dyspersji (2.73) dla kazdego
wzbudzenia.

Na zakonczenie dyskusji o rownaniach Bethego dla taricucha Heisenberga chcieliby-
Smy wprowadzi¢ standardowa zmiane zmiennych, ktéra umozliwia nawiazanie kontaktu z
algebraicznymi aspektami teorii. Wprowadzimy tzw. pierwiastki Bethego, ktoére wyrazaja
sie w jezyku pedéw poprzez

1 Pk

uk = 5 ctg 5 (2.84)

Mozemy teraz przepisa¢ rownania Bethego oraz wzor na catkowita energie stanu w postaci

iN L M .
<Uj+§) :Huj—uk+z (2.85)
uj — 3 k;éjuj—uk—i
oraz
poy ! (2.86)
_jzlui—i—%l' '

2.3.2 FLancuch spinowy w N =4 SYM

Jedli teraz rozpatrzymy tancuch pojawiajacy sie w teorii NV = 4 SYM, to musimy zwrocié
uwage na dwie jego wlasnosci, ktore odrozniaja go od tanicucha Heisenberga i jednoczesnie
komplikuja jego analize. Po pierwsze, oddzialywanie w tym tancuchu, jak juz wspomnie-
liSmy wczedniej, jest dlugozasiegowe. W tym przypadku zasieg oddzialywania numeruje
wyrazy w rozwinieciu perturbacyjnym w stabym sprzezeniu, gdyz jesli weZmiemy (-ty
wyraz rozwiniecia hamiltonianu, to bedzie on dziatal na ¢ sasiednich spinéw w taricuchu
i jednoczesnie jego wktad do koricowego wyniku bedzie rzedu ¢g%. Jedli teraz chcemy zde-
finiowa¢ macierz rozpraszania, to musimy najpierw zidentyfikowa¢ stany asymptotyczne,
w ktorych mozemy dobrze odseparowaé od siebie wzbudzenia. Jedli jednak rozpatrujemy
taricuch spinowy o skonczonej dhugosci, to dla odpowiednio duzego wyrazu rozwiniecia,
kazde dwa spiny beda ze soba oddzialywac i nie bedziemy w stanie znalez¢ stanéw asymp-
totycznych. Wynika stad, ze analiza, ktora przeprowadziliSmy dla taricucha Heisenberga
zalamuje sie w pelnej teorii i mozliwa jest jedynie perturbacyjnie. Jesli chcemy wypro-
wadzi¢ rownania ABA w pelnej teorii, to musimy wziaé¢ (nieskoriczenie) dtugie taricuchy
spinowe. Dla krotkich taricuchéw analiza ta bedzie sie zalamywala i w celu uzyskania
poprawnego wyniku bedziemy musieli uzupetni¢ wynik pochodzacy z réwnan ABA o
poprawki skonczonego rozmiaru.

Druga réznica w stosunku do taricucha Heisenberga bierze sie z tego, ze symetria
tanicucha w teorii N' = 4 SYM dana jest przez bardziej skomplikowana algebre su(2]2)%.
Prowadzi¢ bedzie to do tzw. zagniezdzonych rownan Bethego.

Zanim przejdziemy do zapisania rownan ABA w teorii N' = 4 SYM, chcielibySmy usci-
sli¢, jaka jest zaleznosé pomiedzy lokalnymi operatorami teorii cechowania a tancuchami
spinowymi. Jesli przygladniemy sie lokalnym operatorom w granicy planarnej (2.18), to
mamy do czynienia jedynie z operatorami jednosladowymi. Z kazdym polem wewnatrz
sladu mozemy teraz utozsami¢ pewien spin. Korzystajac z cyklicznosci sladu dostajemy
uktad sktadajacy sie z ciagu spindéw, ktére mozemy przestawiaé cyklicznie. Oznacza to,
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ze mamy zamkniety tancuch spinowy z ilodcia spinéw réwna iloéci operatoréw wewnatrz
sladu (2.18). Operator dylatacji moze zostaé¢ teraz utozsamiony z hamiltonianem dziata-
jacym na tak otrzymany tancuch spinowy.

Dla tancucha spinowego w teorii N' = 4 SYM mozemy ponownie zdefiniowaé¢ proznie,
jako stan o najnizszej energii. W naszych rozwazaniach wezmiemy jako préznie stan BPS
zdefiniowany jako

Tz, (2.87)

gdzie Z = @5 + 1P¢ jest kombinacja liniowa pol skalarnych teorii. Okazuje sie, ze taki
wybor prozni redukuje oryginalng symetrie modelu do su(2]2) ® su(2]2), co dokladnie
odpowiada symetrii wzbudzen na powierzchni s$wiata w cechowaniu na stozku §wietlnym.
Wzbudzeniami nad proznia (2.87) sa dwa niezalezne komplety pol, kazdy sktadajacy sie
z dwoch wzbudzenn bozonowych oraz dwoch fermionowych. Macierz rozpraszania petnej
teorii moze by¢ zapisana w takim przypadku jako

S(p1,p2) = So(p1,p2)* - Ssu2/2)(P1,P2) ® Ssuzi2) (P1,P2) - (2.88)

Szczegodtowe informacje na temat tej macierzy rozpraszania znajduja sie w Dodatku B.
Teraz mozemy juz zapisa¢ rownania ABA dla taricucha w N = 4 SYM. Ze wzgledu na
to, ze oddzialywanie w nim jest dtugozasiegowe, jest to mozliwe jedynie w granicy duzej
dhugosci tancucha, co oznacza granice J — oo w (2.87). Rownania ABA przyjmuja w
tym przypadku bardziej skomplikowana posta¢ niz w przypadku tancucha Heisenberga i
po raz pierwszy zaproponowane byly w [22]. Mozna je znalezé w Tabeli 2.1.

Wymiar anomalny danego stanu tancucha moze byé policzony ze wzoru

My . .

i 1

W) =20") |+ ——]. (2.89)
; ler,k Ly k

gdzie xjﬁk sa rozwigzaniami rownan Bethego. Wielkosci 2= moga by¢ powiazane z tzw.

parametrem spektralnym u, wystepujacym w rownaniach Bethego, dzieki relacjom

, 2
v = r(uf), uF=uti, x(u):g<1+\/1—4%>. (2.90)

Z kolei liczby M;, dlat = 1,...,7, charakteryzuja stan, ktérego wymiar anomalny liczymy.

Rozwiazujac réwnania z Tabeli 2.1 i wstawiajac ich rozwigzanie do wzoru na wymiar
anomalny (2.89), mozemy znalez¢ kolejne jego wyrazy rozwiniecia w stalej sprzezenia g.
Teoretycznie, tak otrzymany wynik mozna teraz poréwnacé z bezposrednimi rachunkami
z uzyciem diagraméw Feynmana teorii N' = 4 SYM. W praktyce jest to jednak zada-
nie praktycznie niewykonalne dla generycznego stanu tancucha spinowego. Mozna jednak
znalez¢ stany, dla ktorych jest to mozliwe. Klasycznym przykladem jest tutaj tzw. ope-
rator Konishiego dany przez

+

Trd? (2.91)

gdzie ®; sa polami skalarnymi teorii (patrz (2.3)) i sumujemy po wszystkich szesciu polach.
W celach skorzystania z réwnari ABA bardziej odpowiednim okazuje sie uzycie jednego
z dwoch operatoréw nalezacych do tego samego supermultipletu, co operator Konishi, a
co za tym idzie, posiadajacych ten sam wymiar anomalny. Jednym z nich jest operator
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Tabela 2.1: Rownania Bethego dla nieskoriczonego laricucha spinowego w teorii NV = 4

SYM.

TrX27Z% + ..., gdzie kropki oznaczajg wszystkie mozliwe kombinacje rozmieszczenia pol
wewnatrz sladu. Nalezy on do sektora su(2) teorii i ma dtugos¢ L = 4. Drugim z opera-
tor6w nalezacych do tego samego multipletu jest TrD?Z2 + ... nalezacy do sektora s[(2).
Jest to najprostszy z tzw. operatoréw twist-2, ktére beda obiektem naszych zainteresowan
w Rozdziale 5. Obydwa te operatory mozna rozumieé¢ jako taricuchy spinowe z dwoma
wzbudzeniami typu X lub typu D nad préznia sktadajaca sie z czterech pol Z.
Diagramatycznie wymiar anomalny zostal znaleziony dla operatora Konishiego w [26]
az do czterech petli i dany jest on przez
A = 4 4 12¢% — 48¢" + 3369° + (—2496 + 576((3) — 1440¢(5)) ¢° . (2.92)

Feynman

Z drugiej strony, rozwigzujac rownania ABA, udalo sie znalez¢ wynik az do czterech petli

w postaci

AKemisht — 4 1127 — 48¢™ + 3369° — (2820 + 288¢(3))g®, (2.93)
ktory zgadza sie z (2.92) dla pierwszych trzech petli w rachunku perturbacyjnych, lecz
rozni sie dla wyrazu proporcjonalnego do ¢®! Wynika to z faktu pojawienia sie nowego typu
diagramow Feynmana w rozwinieciu czteropetlowym, dla ktérych réwnania Bethego nie sg
w stanie odtworzy¢ ich wktadu do konicowego wyniku. W grafach tych pojawiaja sie tzw.
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efekty wrapping, tzn. zamkniete petle obiegajace taricuch spinowy dookota. Znalezienie
metod na policzenie wktadu pochodzacego od efektéw wrapping bedzie jednym z tematow
przewodnich tej rozprawy doktorskiej. Dla przypadku operatora Konishiego poprawka do
wyniku pochodzacego z ABA zostala uzyskana w [25] przy uzyciu uogoélnionych formut
Liischera, ktorych wyprowadzenie znajduje sie w kolejnym rozdziale. Wzory Liischera
daja w tym przypadku

ARenisht (394 1 864((3) — 1440¢(5))g®, (2.94)

wrapping

co po dodaniu do wyniku (2.93) doktadnie odtwarza rezultat z bezposrednich rachunkow
perturbacyjnych.

Nalezy zwrocié szczegbdlng uwage na fakt, ze wiodaca poprawka pochodzaca od efek-
tow wrapping jest proporcjonalna do (g?)?. Bierze si¢ to z faktu, ze w sektorze su(2)
operator Konishiego ma dtugosé L = 4. jak sie okazuje, jest to typowe zachowanie w
stabym sprzezeniu — poprawki wrapping zaczynaja odgrywaé role w wyrazie rozwiniecia
perturbacyjnego rownym dlugosci tanicucha spinowego.
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Rozdzial 3

Uogo6lnione formuly Liischera

Rozdziatl ponizszy w calosci poswiecony jest znalezieniu wogdlnionych wzorow Liischera.
Formuty Liischera pozwalaja na policzenie wiodacej teoriopolowej poprawki do energii (w
nieskoriczonej objetosci), gdy rozpatrujemy kwantowa teorie pola w skonczonej objetosci.
W naszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na przypadku 2-wymiarowych kwantowych
teorii pola zdefiniowanych na cylindrze. Uktad wspotrzednych na cylindrze wybierzemy
tak, aby wspotrzedna wzdtuz pobocznicy walca (nieskompaktyfikowana) byta wspotrzed-
na czasowa, natomiast wspotrzedna przestrzenna bedzie biegta wokot walca. W przypad-
ku, gdy obwdd cylindra jest bardzo duzy, warto$¢ energii czastek naszej teorii moze by¢é
dobrze przyblizana przez energie czastek teorii zdekompaktyfikowanej, tzn. zdefiniowanej
na nieskonczonej plaszczyznie. Jedli jednak zmniejszamy obwod cylindra, to coraz wiek-
szy wktad do energii zaczynaja dawac procesy z udziatem wirtualnych czastek biegnacych
dookota cylindra. W 1986 roku Liischer znalazt w [24], postugujac sie wyprowadzeniem
diagramatycznym, jaki jest wiodacy wktad od tych wirtualnych czastek do energii (ma-
sy) elementarnego wzbudzenia teorii. W swoich rozwazaniach ograniczyt sie on jedynie
do teorii z relatywistyczna relacja dyspersji oraz stanu jednoczastkowego. Wynik byt dosé
zaskakujacy, gdyz cata informacja na temat wiodacej poprawki okazata sie by¢ zdeter-
minowana przez wielkosci pochodzace z teorii na nieskoriczonej plaszczyznie - relacje
dyspersji oraz asymptotyczng macierz rozpraszania (macierz S). Aby by¢ bardziej precy-
zyjnym, jego wynik sktadal sie z dwoch cztonow, ktore zostaly nazwane przez Liischera
F'-termem oraz p-termem. Dane sa one wzorami

Amp(L) = —m/ % *mesh%osheZ( <9+z )—1), (3.1)
Am,(L) = —?mZMabC(—i) res S, b(@) - e %™, (3.2)
b,c E

gdzie przez m oznaczyliSmy mase czastki w teorii o nieskoriczonej objetosci, S(0) jest
macierzg rozpraszania, natomiast zmienng catkowania 6 mozemy utozsamié¢ ze zmienng
rapidity wirtualnej czastki biegnacej wokoét cylindra. Liczba My, rowna sie 1, jesli ¢ jest
stanem zwiazanym a oraz b i rowna sie 0 w przeciwnym przypadku. Idac za przykta-
dem Liischera, mozemy nadaé¢ interpretacje wyrazeniom na F-term oraz p-term. F-term
pochodzi z oddziatywania fizycznej czastki z wirtualna czastka biegnaca wokot cylindra.
Oddziatywanie to opisywane jest macierza rozpraszania. Z drugiej strony, u-term mozna
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Rysunek 3.1: Zaproponowana przez Liischera diagramatyczna reprezentacja poprawek
(3.1) pochodzacych od (a) p-termu oraz (b) F-termu.

utozsamic z sytuacja, w ktorej fizyczna czastka rozpada na sie na dwie wirtualne czast-
ki (obie bedace na powloce masy), ktére nastepnie rekombinuja odtwarzajac wyjsciowa
czastke fizyczng. Proces ten matematycznie moze by¢ opisany przez residuum macierzy
rozpraszania w polozeniu jej bieguna (istnienie biegunéw macierzy rozpraszania tozsame
jest z istnieniem stanéw zwiagzanych w teorii). Reprezentacje diagramatyczne F-termu i
p-termu znajduja sie na rysunku 3.1.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze wynik znaleziony przez Liischera dotyczy tylko
specyficznej klasy teorii — teorii relatywistycznych, oraz waskiej klasy stanéw danej teorii
- jedynie wzbudzen elementarnych. Naszym celem jest znalezienie wzorow na poprawki
Liischera dla szerszej klasy teorii (i stanow). Jesli chodzi o rozszerzenie diagramatycznego
wyprowadzenia na przypadek stanéw wieloczasteczkowych, to wydaje sie to by¢ zadaniem
beznadziejnym, gdyz ilos¢ diagramow, ktore nalezy wzia¢ pod uwage w rachunkach, rognie
eksponencjalnie szybko z ilocig rozpatrywanych czastek. W literaturze nie istnieje nawet
wyprowadzenia dla przypadku dwoch czastek. Z kolei uogdélnienie na teorie z generyczna
relacja dyspersji jest mozliwe i zostato znalezione w [A1]. Wyprowadzenie to stanowi jeden
z wynikoéw obecnej rozprawy doktorskiej i bedzie ono tematem kolejnego podrozdziatu.

Mimo tego, ze wyprowadzenie diagramatyczne poprawek Liischera dla dowolnych sta-
now wieloczasteczkowych wydaje sie by¢ niemozliwe, to jednak istnieje alternatywna dro-
ga znalezienia postaci tych poprawek, przynajmniej w teoriach relatywistycznych. Jako
przyktad wezmy teorie Sinh-Gordona na cylindrze. W tym przypadku rozwiazanie pro-
blemu spektralnego jest znane dokladnie, a energie wzbudzen tej teorii zakodowane sg
w pewnych znanych, nieliniowych réwnaniach catkowych. Réwnania te mozna rozwiazaé
iteracyjnie, jedli za parametr rozwiniecia wezmiemy wyrazenie e, gdzie L ponownie jest
obwodem cylindra. Poprawki Liischera sa doktadnie pierwszym nietrywialnym wyrazem
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tego rozwiniecia. Co jest ciekawe, po raz kolejny okazuje sie, ze poprawki te wyrazaja
sie jedynie przez (asymptotyczna) relacje dyspersji oraz macierz S. Wzory uzyskane w
modelu Sinh-Gordona moga by¢ teraz z powodzeniem uzyte dla dowolnej teorii relatywi-
stycznej - jedyna roznica polegaé¢ bedzie na wzigciu innej macierzy rozpraszania, wlasciwej
rozpatrywanej teorii.

Kolejnym (i ostatnim) krokiem wydaje sie by¢ znalezienie poprawek Liischera dla
przypadku wieloczasteczkowego w teorii z dowolng relacja dyspersji. Sposéb rozwiazania
tego nietrywialnego problemu przedstawimy w drugiej czesci tego rozdziatu.

3.1 Poprawki Liischera dla pojedynczego wzbudzenia

W tej czesci pracy chceieliby$my przedstawié, krok po kroku, diagramatyczne wyprowadze-
nie uogolnionych wzoréow Liischera dla pojedynczego elementarnego wzbudzenia. Wypro-
wadzenie to oryginalnie znajduje sie w pracy [Al] i oparte jest na metodzie opracowanej
przez Liischera w [24], a nastepnie uogblnionej w pracy Klassena i Metzera [39]. Naszym
celem bedzie uzyskanie wyniku dla teorii z generyczna relacja dyspersji startujac z mozli-
wie najmniejszego zbioru zalozen, ktore beda wziete przez analogie z faktami znanymi z
teorii relatywistycznych. W szczegdlnosci przyjmiemy pewne zalozenia dotyczace norma-
lizacji stanow oraz postaci funkcji Greena. Poza tym przyjmiemy, ze postaé¢ diagramow
Feynmana, ktore beda dawaly przyczynek do poprawki energetycznej beda doktadnie tej
samej postaci jak znalezione przez Liischera. W swojej oryginalnej pracy Liischer znalazt
odpowiedZ na pytanie, ktére diagramy sa istotne dla wiodacej poprawki wraz z dowodem
tego faktu, wykorzystujacym w sposob istotny teorie graféw. Pomimo tego, ze dowod
ten przedstawiony jest konkretnie dla teorii relatywistycznej, to rozsadnym okazuje sie
wziecie doktadnie tych samych diagraméw, ktore zaproponowal Liischer i uzycie ich do
policzenia wiodacej poprawki takze w teoriach nierelatywistycznych. Jednym z gtéwnych
argumentéw przemawiajacych za poprawno$cia uzytych przez nas zalozen jest fakt, ze
konicowy wynik, ktory uzyskaliSmy, redukuje si¢ do wyniku znalezionego przez Liischera
(3.1), gdy wstawimy w naszym wzorze relatywistyczna relacje dyspers;ji .

Zanim przejdziemy do wtasciwych rachunkéw, chcielibySmy zwrocié uwage na fakt,
ze wyprowadzenie, jak réwniez wynik koncowy, przedstawione w tym rozdziale rézniag
sie od oryginalnych w dwoch istotnych aspektach. Po pierwsze, jak zostato zauwazone w
[40], jesli mamy do czynienia z teoria, w ktorej wystepuja fermiony, to nalezy uwzgledni¢
ten fakt mnozac przyczynki pochodzace od wirtualnych fermionéw przez —1. Powoduje
to, ze w koricowym wyniku pojawia sie superslad zamiast sladu macierzy rozpraszania.
Po drugie, jak z kolei zostato zauwazone w [41], nalezy bardzo ostroznie dokonaé prze-
dhuzenia analitycznego bedacego czedcig rachunkow. Wynik znaleziony przy poprawnym
przedtuzeniu okaze sie by¢ czescia rzeczywista wyniku znalezionego w [A1]. Dodatkowo,
notacja uzyta w ponizszym wyprowadzeniu r6zni sie od tej z [Al]. Jest to zabieg celowy,
majacy na celu ujednolicenie notacji w catej pracy.

W kolejnych podrozdziatach wprowadzimy wszystkie potrzebne nam definicje i okresli-
my, ktore diagramy Feynmana beda istotne w naszych rozwazaniach, a nastepnie, zakta-
dajac, ze obwod cylindra L, na ktorym zdefiniowana jest nasza teoria jest duzy, znajdzie-
my wiodaca poprawke do energii. Zaczniemy od zdefiniowania funkcji Greena i podania
jej wlasnosci, nastepnie zdefiniujemy energie wtasng i wyznaczymy zaleznosé miedzy po-
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prawka do energii a energia wtasna w skonczonej objetosci. W dalszej czesci podrozdziatu
podamy trzy typy diagraméw Feynmana dajacych wiodacy wktad do energii wtasnej. Na-
stepnie uzywajac wtasnosci analitycznych funkcji Greena zredukujemy problem policzenia
odpowiednich graféw Feynmana do obliczenia pojedynczej catki z wyrazenia zawieraja-
cego jedynie macierz S oraz relacje dyspersji. W celu dokonania tego ostatniego kroku
bedziemy musieli znalez¢ zalezno$¢ pomiedzy 4-punktows funkcja Greena a macierza roz-
praszania. Jako wynik otrzymamy dwa wzory opisujace wktad pochodzacy od F-termu
oraz j-termu w teorii z dowolng relacja dyspersji.

3.1.1 Funkcje Greena

Jako generyczna postaé relacji dyspersji dla wzbudzen elementarnych przyjmowaé be-
dziemy w naszych rozwazaniach

E? = £(p). (3.3)

Dowolna teoria relatywistyczna nalezy do tej klasy, gdyz w tym przypadku £2(p) =
m? + p?. Podobnie jest w przypadku teorii, ktéra bedziemy sie interesowa¢ najbardziej w
pozniejszej czesci tej pracy, tzn. teorii superstrun zdefiniowanej na przestrzeni AdSs x S°,
dla ktérej relacja dyspersji przyjmuje postaé¢ 2(p) = 1 + 16¢% sin? L

Rozpocznijmy nasze rozwazania od przypadku 2-wymiarowej teorii na ptaszczyznie.
Obiektem, ktérego wlasnosci bedziemy bada¢ jest dwupunktowa, euklidesowa funkcja
Greena dla pojedynczego wzbudzenia, G,(p), bedaca funkcja dwuwymiarowego wektora
p = (p°, p'), gdzie przez p° oznaczamy energie euklidesowa, a p' ped czastki. Wybiera-
my euklidesowa funkcje Greena, gdyz w tym przypadku mamy wicksza kontrole nad jej
biegunami (w szczegdlnosci bieguny te nie leza na osi rzeczywistej). Na koncu naszych
rozwazan bedziemy mogli dokonaé¢ obrotu Wicka i dostaniemy poprawny wynik dla teorii
o sygnaturze Minkowskiego. Transformata Fouriera funkcji Greena definiuje propagator
dla pojedynczej czastki w przestrzeni potozen:

2

(@n)]0) = s [ 5B Goo). (3.4

Zdefiniujmy energie wlasna ¥ jako

Ga(p) ' = (") +*(p") — Z(p). (3.5)

Z wtlasnodci funkcji Greena wiemy, ze powinna ona mie¢ biegun wzdtuz powloki masy
(bedacej jednowymiarowa rozmaitoscia), ktora zdefiniowana jest relacja

P°)?+e(p') =0. (3.6)

Wynika stad, ze energia wtasna > powinna znikaé¢ wzdtuz tej rozmaitosci. Ponadto, wy-
bierajac odpowiedni schemat renormalizacji, mozemy ustali¢ warto$¢ residuum wzgledem
zmiennej (p°)? tak, aby byla dowolng, wybrana przez nas liczbg. Nasz wyboér bedzie miat
postac

res G,(p) =1. (3.7)

(»°)?

36



Naktada to dodatkowe warunki na energie wtasna, gdyz

d d
1 = G, = a1 — 02 201y _ 3
(IZ;E)S2 <p) d(p0)2 “ <p on-shell d(p0)2 ((p ) + © (p ) <p on-shell
d dp® d
=1 2 =l- 555 2 3.8
d(p0>2 <p) on-shell d(p0)2 dpo (p) on-shell ’ ( )

z czego wynika, ze pochodna czastkowa energii wlasnej wzgledem pierwszej wspotrzedne;j
znika, jesli czastka znajduje si¢ na powloce masy.

W naszych dalszych rozwazaniach bedziemy potrzebowaé takze residuum funkcji Gre-
ena wzgledem czesci przestrzennej pedu p! = p, w punktach lezacych na powloce masy.
Dane jest ono poprzez

res Go,(p) = lim P = lim PP
p'=p- piope (P°)2 +e2(ph) = B(p)  plow. —€2(ps) +2(p1)
—p, 1 1 1 1
= lim 4P = = - (39)

piope €(p1) —e(pe) e(p?) +e(pe)  €(pe) 2e(ps)  €2(ps)

Jak do tej pory zajmowalismy sie teoria zdefiniowana na plaszczyznie, lecz nic nie
stoi na przeszkodzie, aby skompaktyfikowaé¢ jeden z wymiaroéw naszej teorii definiujac
teorie na cylindrze o (duzym) obwodzie L. Mozemy to zrobi¢ na przyktad utozsamiajac
wspohrzedna przestrzenna x ~ x + L. W takiej sytuacji energia wlasna czastki (a co za
tym idzie takze funkcja Greena) ulegnie modyfikacji, ale dla duzych wartosci L zmiana
ta nie bedzie znaczaca. Naszym celem jest wlasnie wyliczenie wiodacej modyfikacji dla
duzych L. Zaktadajac, ze energia euklidesowa czastki ulegta tylko niewielkiej modyfikacji
W postaci

p’ =i (g(pl) -+ (55L(p)) , p=p', (3.10)

jesteSmy w stanie znalez¢ zaleznos¢ zmiany energii czastki od zmiany energii wiasnej
wynikajacej ze skoniczonego rozmiaru uktadu. W tym celu nalezy rozwiaza¢ warunek na
potozenie bieguna L-zaleznej funkcji Greena

(7°)" +<*(p") - Su(p) = 0. (3.11)

Podstawiajac (3.10) otrzymujemy

(i(e(p") + de(p)))” + €2(p") — Selie(p") + der(p)), ") = 0, (3.12)
co prowadzi do

d
d(is(p"))
i poniewaz zauwazyliSmy wczesniej, ze pochodna czastkowa wzgledem pierwszej wspol-

rzednej znika na powtoce masy, wiec ostateczny wynik na zmiane energii wynikajaca ze
skoniczonego rozmiaru ukltadu dana jest wzorem

—9e(p")beL(p) — Tu(p) — ( z:me(pl),pl)) Seu(p) =0 (3.13)

5e1(p) = —ﬁmp) | (3.14)
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Rysunek 3.2: Trzy klasy diagramoéow, ktore nalezy wzia¢ pod uwage liczac wiodaca po-
prawke do energii wlasnej: (a) Iupe, (b) Jupe, (¢) Koo

3.1.2 Wiodace diagramy Feynmana

Istnieje sposob na zrekonstruowanie funkcji Greena zdefiniowanej dla teorii na cylindrze
startujac z funkcji Greena zdefiniowanej na ptaszczyznie. W tym celu nalezy usrednié
G.(p) po wszystkich mozliwych translacjach z — x + nL. W przestrzeni pedéw pro-
ces uéredniania sprowadza sie do pomnozenia przez czynniki typu emP'L dla dowolnych
n € 7, gdzie czynniki te powinny by¢ umieszczone w kazdy mozliwy sposob na propaga-
torach danego diagramu Feynmana. Positkujac sie wynikami otrzymanymi dla przypadku
relatywistycznego bedziemy zaktadaé, ze wiodacy wktad do energii pochodzacy od skon-
czonego rozmiaru ukladu! bierze sie wylgcznie z diagramow, dla ktorych doktadnie jeden
propagator posiada czynnik ¢ % lub e~ L. Gdy uwzglednimy te modyfikacje wszystkie
diagramy liczone sg uzywajac jedynie regul Feynmana dla nieskoriczonego L.

Klasyfikacja wszystkich diagramow, ktore beda dawaly wiodgcy wktad do zmiany
energii wlasnej dla czastki typu a moze by¢ znaleziona w [24]. Sa trzy klasy takich dia-
gramoéw, ktore prezentujemy na rysunku Rys. 3.2.

Stosujac reguty Feynmana mozemy zapisa¢ zmiane energii wlasnej jako sume trzech

wyrazen
1
Y= 5 (Eb Tape + gb Jabe + §b Kab) ) (315)

ktore dane sa nastepujacymi wzorami

d2 it ot
e = (1" [ (™ + e Gia)Gola+p)

XTope(—P, —a, P + Q)T war(P, —P — 4, ) ,

d2 —i 1 3 1
Jabc = (_1)Fb / (27:)12 (6 ak + e L)G(;(Q)bec(q, —-q, O)GC(O)Faac(_p7 p; 0) ) (316)

'Diagramy, dla ktérych wszystkie propagatory posiadaja czynniki z n = 0 sa czeécia energii w nie-
skoriczonej objetosci.
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oraz

d2 ;1 ;1
Ko = (—1)Fb/ (2732 (7" + ") Gy(q) aars (P, —P, 4, —q) , (3.17)

gdzie przez I’ oznaczylismy 3- jak i 4-punktowe funkcje wierzchotkowe. Czynnik (—1)%®

jest rowny 1, jesli czastka b jest bozonem oraz —1, gdy jest fermionem.

W celu obliczenia powyzszych calek wykorzystamy fakt, ze jesteSmy zainteresowa-
ni tylko przypadkiem, w ktérym obwod cylindra jest bardzo duzy. Powoduje to, ze za
kazdym razem, gdy napotkamy wyrazenie postaci e~** dla dodatniego a, przyczynek do
ostatecznego wyniku pochodzacy od tego wyrazenia bedzie zaniedbywalnie maty w sto-
sunku do wyrazeri postaci e ®* z b < a. Dzieki temu, bedziemy mogli zaniedbaé¢ go w
dalszych rachunkach. Oryginalny pomyst Liischera polega na tym, aby przesuna¢ kontur
calkowania wzgledem zmiennej ¢! w gore lub w dét w zaleznosci od tego, czy rozpatruje-
my catke zawierajaca €' L czy e 'L Dla ustalenia uwagi skoncentrujmy sic na razie na
pierwszym typie catek. Po pierwsze, musimy si¢ zastanowi¢ jak wybraé¢ kontur catkowania
tak, aby catka byla dobrze okreslona, tzn. skoriczona. Latwo zauwazy¢, ze poprawnym
wyborem jest zamkniecie konturu powyzej osi rzeczywistej i zorientowanie go w kierunku
przeciwnym do kierunku wskazowek zegara (wybor konturu obrazuje Rys. 3.3). Teraz,
mozemy przesunaé tak otrzymany kontur w gore ptaszczyzny zespolonej tak, aby czesé
urojona ¢! byta postaci S(q') = £ > 0. Wtedy

ig'L _ ei(?R(ql)—i—i %(q1)>L

e — ¢ LR (3.18)

jest eksponencjalnie ttumione. Musimy jednak pamietaé, ze w czasie przesuwania kontu-
ru mozemy przekroczy¢ potozenie biegunéw funkeji podcatkowych i, jesli tak sie zdarzy,
musimy uwzgledni¢ dodatkowe wklady pochodzace od residuéw policzonych w tych bie-
gunach. W naszych rozwazaniach bedziemy podobnie jak Liischer zaktada¢, ze jedynymi
biegunami, ktore przekroczymy beda te pochodzace od propagatoréw G(p). W celu zna-
lezienia polozenia tych biegunéw musimy rozwiazaé¢ (wzgledem ¢,) rownanie:

(¢")" +e%(g.) =0. (3.19)

Jesli jako przyktad wezmiemy teorie relatywistyczna, to znajdziemy dwa (czysto urojone)
rozwiazania rownania (3.19), z ktorych jedno lezy nad osia rzeczywista, a drugie pod osia
rzeczywista

(@)’ +m>+(0) =0 «— ¢ =+i/(@)P+m?. (3.20)

Podobnie mozemy znalezé polozenie bieguna dla teorii superstrun na AdSs; x S°, dla

ktorej relacja dyspersji dana jest wzorem e(p) = \/ 1+ 16¢%sin®(5). W tym przypadku
dostaniemy
1+ (¢°)?
4q ‘
Ponownie w tym przypadku mozna zauwazy¢, ze bieguny leza na osi urojonej (i po prze-
ciwnych stronach osi rzeczywistej). Sytuacja ta jest generyczna dla relacji dyspersji danej
wzorem (3.3). Sprobujmy znalezé ogolne rozwiazanie rownania (3.19)

e*(qy) = — (qo)2 — e(q) = +ig°. (3.22)

¢ = £2i arcsinh (3.21)
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a) b)

Rysunek 3.3: Wybor konturow dla catek (wzgledem ¢') wystepujacych we wzorach (3.16).
Rysunek a) przedstawia wybor dla sktadnikow zawierajacych wyrazenie ¢’ natomiast
rysunek b) dla tych, ktore maja e~'L Na obu rysunkach krzyzykiem zaznaczone jest
potozenie biegunow funkeji G,(p), ktore nalezy wzia¢ pod uwage w rachunkach po prze-
sunieciu konturu catkowania.

Positkujac sie szczegbdlnymi przypadkami rozwazanymi powyzej zatozymy, ze funkcja od-
wrotna do funkcji £(p) istnieje oraz ze jest ona funkcja dwuwartosciowa na plaszczyznie
zespolonej. Bedziemy ja oznaczaé przez e~ '(z). Poza tym jej argument wystepuje tylko
w kwadracie, dlatego tez mozemy wybra¢ dowolny znak z prawej strony roéwnosci (3.22)
i zapisa¢ ogblne rozwigzanie w postaci

& =+1(ig") . (3.23)
Dodatkowo zdefiniujemy funkcje?

£(q) = —ic ' (iq). (3.24)

Funkcja £(q) zostala tak wybrana, aby dla ¢ € R przyjmowala wartosci dodatnie. Dla
celow przysztych obliczen zapiszemy jeszcze relacje pomiedzy ¢ a £(q), ktoéra ma postaé

£(q) = Figq; . (3.25)

Wyboér konturéw catkowania oraz potozenie biegunéw mozna znalezé na Rys. 3.3.

Wroémy do wyrazenia na poprawke do energii wtasnej (3.16) i zobaczmy jaki wpltyw
na wyrazenia tam wystepujace bedzie miato przesuniecie konturu catkowania. W dalszej
czesei rozdziatu zajmiemy sie pozostatymi skladnikami, ale na poczatku przesledZzmy
wyrazenie, ktore pojawia sie we wzorze na Jyp.

(o) = / gTq)QeiqlLGb(q)bec(q, —q,0)G(0) aae(—P. P, 0). (3.26)

2Funkcja ta dokladnie odpowiada relacji dyspersji w teorii zwierciadlanej, ktéra opiszemy w kolejnym
podrozdziale.
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Rysunek 3.4: Graficzna reprezentacja tego, co dzieje sie z diagramami Feynmana po
przesunieciu konturu catkowania. Na prawym rysunku obydwie czastki znajduja sie na
powtloce masy.

W czasie przesuwania konturu przekroczymy w tym przypadku doktadnie jeden biegun
pochodzacy od propagatora Gy(q). Wtedy

dq® . .
(0) / o ——te oL res (Gb< )) bec<qja _qjy O)GC(O)Faac(_pa | oF 0)7 (327)
a'=qf

gdzie zaniedbaliémy calke po przesunietym konturze, gdyz, ze wzgledu na relacje Sq! >
Jq (tutaj ¢ jest dla przesunietego konturu), jest ona podwiodaca wzgledem wyraze-
nia pochodzacego od bieguna funkcji Greena. Dodatkowo, oznaczylismy qf = (¢°, ¢).
Korzystajac ze wzoru (3.9) na wartosé¢ residuum funkcji Greena, mozemy ostatecznie
napisac

dq® i i
(0) - / g@((ﬁ) " Lrbbc(q* » — Uy aO)GC<O)Faac(_pa p, O)- (3'28)

Powyzsze matematyczne przeksztalcenia mozna zobrazowaé¢ w nastepujacy sposob: prze-
suniecie konturu catkowania powoduje, ze ped czastki, ktory wezesniej byt dowolny (czast-
ka biegta w zamknietej petli), po przesunieciu konturu musi spetniaé¢ rownanie (3.19), czyli
czastka zostala wlozona na powloke masy. Mozna to zinterpretowac jako "przeciecie" petli
jak zaprezentowano na Rysunku 3.4.

Przeprowadzajac podobne rachunki mozemy znalez¢ wyrazenie, ktore powstanie po

zmodyfikowaniu konturu catkowania dla pozostalych wyrazéw pojawiajacych sie we wzo-
rze (3.15). Dla K, dostaniemy

d q_ ’quL . .
/(27‘[‘) Gb( ) aabb(p7 p;q, q)

dq®
= / it L vos (Gy(@)) Taan(p, — P> 4, —t))

2m g'=qf
dg® i it
= / E€2(q+)/e o LFaabb(pa -Pb, qj(_a _qi_) : (329)

7 kolei wyrazenie [, jest bardziej skomplikowane i wymaga specjalnego potraktowania.
Przyczyna tego jest fakt, ze w tym przypadku funkcja podcatkowa posiada dwa bieguny:
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jeden pochodzi z propagatora Gy(q) (wklad od tego bieguna bedziemy oznaczaé I}, ),
a drugi z propagatora G.(q + p) (wktad bedziemy oznaczaé¢ I, .). Biorac to pod uwage
otrzymamy

d2q igl
/ (27?)26 ! LGb(q)GC(q + p>Fabc(_p, —q,p + Q)Facb(p, -P—q, q)

dq® . .+
- /g et res (Gy(q)) Ge(al +P)Lare(—P, —af . P+ )lua(P, —P — & )
q-=qx
dqo . g
+ / 5, e LGy(ad) res (Ge(q+ p)) Fave(—P, —al,p+ 95 ) Tar(p, —P — a7, q7)
qd~-=qe
= It + 1, (3.30)

gdzie ¢ jest rozwigzaniem réwnania
(@ +9°)° +e(qu +p") =0, (3.31)

lezacym powyzej osi rzeczywistej. W celu otrzymania ostatecznego wyniku, zasadna jest
zmiana zmiennych w drugiej catce we wzorze (3.30) tak, aby wartos¢ pedu, dla ktorej funk-
cja Greena ma biegun, byta taka sama we wszystkich catkach. W tym celu wprowadzamy
zmiane zmiennych postaci ' = q + p (tylko w drugiej calce). Nalezy zauwazy¢ w tym
miejscu, ze p jest zmienng typu Minkowskiego podczas, gdy q jest euklidesowa. Wynika
stad, Ze zmiana zmiennych dla zerowych komponentéow tych wektorow ((¢')° = ¢° + p°)
jest tak naprawde przesunieciem konturu catkowania w gore lub w dot ptaszezyzny ze-
spolonej. Moze to spowodowacé, ze napotkamy nie uwzglednione do tej pory bieguny, gdy
bedziemy przesuwaé kontur catkowania wzgledem zmiennej ¢°. Residua obliczone w po-
tozeniu tych nowych biegunéw sa odpowiedzialne za pojawienie si¢ p-termu. Zajmiemy
sie nimi doktadnie w pdzZniejszej czesci podrozdziatu. Wréémy jednak do zmiany wspol-
rzednym i zobaczmy jak wplywa ona na strukture catki [, (dla uproszczenia notacji
pominiemy znak prim w zmienionych wspotrzednych)

de°®
I,. = /ize‘q“Gb(qf) res (Ge(q+ p))lave(—P, —ad, P + 94 ) Tuan(P, —P — a, q7)

2 a'=qs
= / E el LGb(qj - p) 1res+ (Gc(q)) Fabc(_p7 | S Qj7 qj)racb(p7 _qj—a qi_ - p)
q4"=qx
+ u—term. (3.32)

Ostatecznie, z ;. otrzymujemy

dg® i it
/ %82(q+)/6 o LGb(q)Gc(qi_ + p)Fabc(_pa _qrv p + qj)racb(pa i qj:> qj:)

dqO 1 iat
/ o 2T “LGy(qf — P)labe(—P, P — 4, & )ae(P, —a, qf — p)

+ p—term. (3.33)

Jak do tej pory zajmowaliSmy sie jedynie catkami, w ktorych mieliSmy czynniki posta-

ci e'L. Okazuje sie, ze jesli wezmiemy te zawierajace e 'L, to wynik bedzie dokladnie
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sprzezeniem zespolonym wyniku otrzymanego wczesniej. PrzesledZzmy to na przyktadzie
naprostszej z calek — K,,. Musimy pamietaé, ze w tym przypadku nalezy zamknaé¢ kon-
tur calkowania ponizej osi rzeczywistej, aby otrzymaé skoniczony wynik (patrz Rys. 3.3).
Skutkiem tego jest fakt, ze musimy zorientowac nasz kontur przeciwnie do ruchu wskazo-
wek zegara, co powoduje pojawienie sie dodatkowego znaku minus przez catka. Ponadto,
aby otrzyma¢ zaniedbywalnie malg catke, musimy zmodyfikowaé kontur catkowania prze-
suwajac go w dol. W ten sposob biegunem, ktoérego potozenie przekroczymy, bedzie g, ,
a nie ¢, jak w poprzednim przypadku. Przesledzmy, krok po kroku, jak wygladaja do-
ktadne obliczenia

d2 —i 1
%6 1 LGb(q)bec(qy —q, O)GC(O)Faac<_p7 p, O)
(2m)

dg® . — _ _
- / ize L res (Go(a))Teve(ay s —q, 5, 0)Ge(0)aac(—P, P, 0)

dqo Z —igy L _ _
- %52(q_),€ N bec(q* » Ty O)GC(O)FQGC(_p’ b, 0)

S (3.34)

Pamietajac o tym, ze ¢, = g jest liczba czysto urojona (czyli ig} L jest rzeczywiste)
oraz, ze p jest rzeczywiste mozemy zapisac

dq° 7 it
B / g (52(q+)/>€ " Lrbbc(qj{a _qira O)GC(O)FaaC(_p’ b, O)

= (3.28), (3.35)

czyli tak, jak juz wspominaliSmy, otrzymujemy sprze¢zenie zespolone poprzedniego wyni-
ku. Identyczna sytuacja bedzie miata miejsce w przypadku catek wystepujacych w I
oraz Jue. W celu uzyskania ostatecznego wyniku, jedyne co pozostato do zrobienia, to
dodanie do siebie wszystkich do tej pory znalezionych wynikéw czesciowych. Wzér na
modyfikacje energii wlasnej ma wtedy postaé

1 dg® i -+
Y, ==-2-R —- el Int(qf 3.36
L 2 (/ 27T 82(q:r>, € n (q* 7p)) 9 ( )

gdzie funkcja podcatkowa wyraza sie wzorem

Int(q,p) = » (-1)" <Fabc(—p, —q,p +a)Ge(p + a)lear(P. —P — 9, 9)
be

+ Toa(—pP, P — 4, 9)Ge(P — Q)T wse(P, —q, 9 — P)
+ Faac(pa - P, 0>Gc(0)bec(q7 —q, 0)

+ Faabb<p7 —b,q, _q)> . (337)

W powyzszym wzorze zarowno p jak i q znajduja sie na powtoce masy. Kluczowa ob-
serwacja jest teraz, ze funkcja podcatkowa wystepujaca we wzorze (3.37) jest po prostu
4-punktowa, amputowang, spojna funkcja Greena pomiedzy dwiema czastkami znajdu-
jacymi sie na powloce masy (patrz Rys. 3.5).
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Rysunek 3.5: Rozwiniecie 4-punktowej funkcji Greena.
Mozemy wiec napisaé

dq Z 7, N L Fy
ZL =R (/ o 52 e Z Gabab —-b,—q, P, q)) : (338)

W celu uzyskania ostatecznego wyniku musimy znalezé zaleznos¢ pomiedzy ta funkcja
Greena a macierza rozpraszania naszej teorii.

3.1.3 Zalezno$¢ miedzy funkcja Greena a macierzag S

Zasadniczo, 4-punktowa funkcja Greena rézni sie od macierzy S jedynie normalizacja.
W tym paragrafie przygladniemy sie doktadniej, jaka jest normalizacja obu wielkosci, co
pozwoli nam napisa¢ ostateczny wzoér na wiodaca poprawke do energii, pochodzaca od
skoniczonego rozmiaru, uzywajac jedynie wielkosci asymptotycznych.

Zdefiniujmy iloczyn skalarny pomiedzy stanami asymptotycznymi w analogii do przy-
padku relatywistycznego jako

(b(P)la(p)) = a2 - 213(p"" — p'). (3.39)

Macierz rozpraszania zdefiniowana jest jako iloczyn skalarny pomiedzy dwoma stanami
dwuczasteczkowymi bedacymi na powtoce masy (dwie czasteczki w kanale wejsciowym
oraz dwie w kanale wyjsciowym) z wydzielong normalizacja (3.39)

aut(b(d)a(P)b(@)a(p)),, = 4°¢"(2m)*5(p" — p")d(¢" — ¢*) Sp(q*, p")
= 0uSuldn'). (3.40)

Z drugiej strony, funkcje Greena Gupep(—Pp, —q, P, q) utozsamiamy z amplituda ela-
stycznego rozpraszania T,,(p, q|p, q), ktora jest zdefiniowana w nastepujacy sposob

out(b(q')a(p) b(q)a(p)),, = 65 +i(27)*6” (p' + o —p — q)Tw(p.qlp.q).  (3.41)
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W celu wyznaczenia zaleznosci pomiedzy amplituda rozpraszania T' oraz macierza S je-
dyne, co musimy znalez¢é, to postaé¢ jakobianu przejscia pomiedzy deltami wystepujacymi
we wzorach (3.40) i (3.41). Zalezno$¢ miedzy tymi deltami dana jest przez

1 /

S5t

o) -2
Wzoér powyzszy mozemy uzyska¢ w nastepujacy sposob: Ustalmy p oraz q i potraktuj-
my delty Diraca wystepujace w rownosci (3.42) jako dystrybucje wzgledem zmiennych
primowanych. Lewa strone réwnania mozemy zapisacé jako

0P +d —p-a)=050" +q" —p" —¢")o(e@") +elq") — (') —e(d") . (343)

Zmiana zmiennych, z ktéra mamy do czynienia w roéwnosci (3.42), jest zmiang pomiedzy
. . 1/ 1/ . L L . . . 1/ 1/ 1/ 1/
zmiennymi (p',q" ) (z prawej strony rownosci) a zmiennymi (¢(p') +e(q¢"),p" +¢") (z

lewej strony rownosci). Macierz przejscia miedzy tymi dwiema bazami ma postaé

{6’(2?1') 6’((11')} | (3.44)

0P +q -p-q) = — (" —q¢'). (3.42)

1 1

a jakobian przejécia, bedacy wyznacznikiem tej macierzy, wynosi ¢/(p'') —&'(¢*'). Daje to
nam wzor (3.42).

Laczac wszystkie fakty dostajemy zaleznos¢ pomiedzy 4-punktowa funkcja Greena a
macierza S w postaci

Gavas(—P, —a, P, q) = —4ie(p')e(q") (€'(¢") — £'(0")) [Spa(q" p") — 1] . (3.45)

3.1.4 Ostateczne wzory na poprawke

Wstawiajac (3.45) do wzoru (3.38), a nastepnie tak otrzymany wynik do (3.14), otrzy-
mujemy ostateczny wzoér na poprawke do energii wlasnej dla czastki typu a o pedzie p
pochodzaca od uogdlnionego F-termu jako

5ef (p) = —R (/:;l—g(l—j ) e'drk Z 1) (Spa(q,p) — 1)>, (3.46)

gdzie wprowadziliSmy oznaczenie na macierz rozpraszania pomiedzy czastka fizyczna, a
czastka wirtualnag

Spa(0:0) = Spa (s D) - (3.47)

We wzorze (3.46) zmienna q jest energia euklidesowa®, (p) jest relacja dyspersji, nato-
miast ¢, jest zdeterminowane jako rozwiazanie (z dodatnim znakiem) warunku lezenia na
powtloce masy

> +%(q.) = 0. (3.48)

Zanim przejdziemy do obliczenia wyrazenia na p-term, skorzystamy z relacji (3.25) w
celu przepisania wzoru (3.46) z uzyciem funkcji £(q)

Ocq (p) = —R ( /_ ) ;li (1 - j;g(’;))) D ST ()P (8t (g, p) — 1)) . (349)

b

3ktoéra odgrywa role pedu w teorii zwierciadlanej.
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Postarajmy sie teraz takze otrzymaé¢ poprawke do energii pochodzaca od uogélnio-
nego p-termu. W trakcie wyprowadzania wzoru (3.46) przesuwaliémy kontur zwiazany z
calkowaniem po zmiennej pedowej ¢!, jednoczesnie przekraczajac bieguny funkcji Gre-
ena, co zredukowalo wyjsciowa catke podwdjng do catki pojedynczej. Spowodowalto to
miedzy innymi, ze niektore czastki biegngce w petlach rozpatrywanych diagraméw zosta-
ty wlozone na powloke masy. Nalezy jednak pamietaé, ze w tym procesie napotkalismy
na pewng subtelno$¢. Mianowicie, dla grafu /. warunek masowy byt inny niz dla po-
zostalych graféw, co zostato skompensowane dodatkowym przesunieciem takze drugiego
konturu catkowania, stowarzyszonego z calkowanie po zmiennej ¢°. W czasie tego procesu
moglismy przekroczy¢ potozenie dodatkowego bieguna, ktory jest biegunem macierzy S.

Residuum obliczone w tym biegunie definiuje uogélniony u-term

del(p) = =R (2 <1 — 5/,(?)7 ) e EE@ L reg Z(—l)Fngg(q,p)> ) (3.50)

e’ (i€(q) =1

W poézniejszej czesci pracy uzyjemy wzorow (3.49) oraz (3.50) do znalezienia wio-
dacej poprawki energetycznej w silnym sprzezeniu dla tzw. wielkich magnonéw w teorii
superstrun okreslonej na przestrzeni AdSs x S°.

3.1.5 Przypadek teorii relatywistycznej

Rozpatrzmy teraz, jak wzor na uogélnioniony F-term redukuje sie, gdy podstawimy rela-
tywistyczna relacje dyspersji. W celu poréwnania wyniku ze znanymi z klasycznej teorii
wprowadzimy zmienng 6 zdefiniowana przez

q(6) = icosh(0 + Zg) : (3.51)
Rozwiazujac rownanie powloki masy mozemy znalez¢ £(q) jako funkcje zmiennej 6
£(6) = —isinh(6 + ig) = cosh(6). (3.52)

Poza tym mozemy wyznaczy¢ pochodna relacji dyspersji, ktora wyraza sie wzorem €’(p) =
% = tgh 0,. Wstawiajac te wyrazenia do wzoru na F-term i uzywajac prostych zaleznosci
na funkcje hiperboliczne mozna znalezé, ze

ek 6, = ! / 9 cosh (0 — 6,) - e Leosh? x

relativistic -
cosh@, J__ 2w

X ;(—1)% (85;(6 v zg —9,) - 1) . (3.53)

co doktadnie pokrywa sie z wzorem z [39]. Jesli dodatkowo weZmiemy czastke spoczy-
wajaca, tzn. taka, dla ktorej 6, = 0, to otrzymamy klasyczny wzor (3.1) na poprawke
do energii (masy) czastki, pochodzaca od skoriczonych rozmiarow uktadu, ktory Liischer
dostal w swojej oryginalnej pracy [24].
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Rysunek 3.6: Zalezno$é¢ pomiedzy oryginalng teoria i teorig do niej zwierciadlana.

3.2 Poprawki Liischera dla wielu wzbudzen

W wyprowadzeniu wzoréw Liischera dla pojedynczego wzbudzenia nie zaktadaliSmy ni-
czego o rozpatrywanej teorii na cylindrze. Wyprowadzenie poprawek dla wielu wzbudzen
bedzie mozliwe, jesli dotozymy dodatkowe zalozenie — ograniczymy sie do teorii catkowal-
nych. W celu wyprowadzenie poprawek Liischera dla stanéw wieloczastkowych bedziemy
musieli najpierw zrozumie¢, jak mozna znalezé doktadne spektrum dla dwuwymiarowych
catkowalnych kwantowych teorii pola na cylindrze. W literaturze znane sg trzy niezalezne
drogi na zrobienie tego: uzywajac Termodynamicznego Ansatzu Bethego (TBA) [28], wy-
prowadzajac rownania typu Destriego- de Vegi [42] lub tez znajdujac rownania funkcyjne
[43]. My skoncentrujemy sie jak na razie tylko na pierwszym podejsciu.

Celem Termodynamicznego Ansatzu Bethego w jego oryginalnej formie jest policzenie
energii stanu podstawowego Fy(L) dla catkowalnego modelu na cylindrze o $rednicy L.
Energia ta moze by¢ znaleziona z euklidesowej funkcji rozdziatu

1
Ey=— }%1_1)20 = log Z(R,L). (3.54)

Bezposrednie obliczenie tej funkcji w teorii z oddzialywaniem, nawet jesli jest ona catko-
walna, jest bardzo skomplikowane ze wzgledu na wktad od wirtualnych czastek biegnacych
dookota cylindra i oddziatujacych miedzy soba. Pomyst na obejscie tych trudnosci polega
na tym, zeby te sama funkcje rozdzialu policzyé¢ zamieniajac znaczenie pojeé¢ czasu i prze-
strzeni. Oznacza to, ze bedziemy traktowaé¢ R jako wielko$é przestrzenna podczas, gdy
L oznacza¢ bedzie skompaktyfikowany czas lub, innymi stowy, odwrotno$é¢ temperatury.
Teorie z zamienionymi czasem i przestrzenia nazywac bedziemy teorig zwieciadlang wzgle-
dem wyjsciowej teorii [44]|. Na Rys. 3.6 przedstawiona jest graficznie zaleznosé pomiedzy
oryginalng teorig a teorig zwierciadlana. W teorii zwierciadlanej nie mamy komplikacji
pochodzacych od wirtualnych czastek, poniewaz kierunek przestrzenny jest nieskonczony
i mozemy z powodzeniem uzy¢ Asymptotycznego Ansatzu Bethego, ktéry w tym przy-
padku staje sie doktadny.

W dalszej czesci rozdzialu pokazemy, krok po kroku, jak przebiega oryginalne wypro-
wadzenie réwnan Termodynamicznego Ansatzu Bethego dla przypadku teorii z jednym
rodzajem czastek w spektrum. Na poczatek podamy wyprowadzenie dla stanu podstawo-
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wego, a nastepnie, poprzez odpowiednie przedtuzenie analityczne, podamy wynik takze
dla stanéw wzbudzonych. Na koniec uogélnimy tak otrzymana odpowiedZ na przypa-
dek catkowalnej teorii z dowolng iloscia czastek w spektrum. Dodatkowo, dla prostoty
wyprowadzenia bedziemy zakladaé¢, ze w naszej teorii nie ma stanéw zwigzanych i jedy-
ny wktad pochodzacy od wirtualnych czastek daja wzbudzenia elementarne. Na samym
konicu bedziemy takze w stanie dotozy¢ stany zwiazane do naszej teorii. Oryginalnie wy-
prowadzenie, ktore tutaj zaprezentujemy znajduje sie w pracy [A2].

3.2.1 TBA dla stanu podstawowego

Punktem startowym do wyprowadzenia réwnari Termodynamicznego Ansatzu Bethego
jest rozwazenie Asymptotycznego Ansatzu Bethego w teorii zwierciadlanej. W celu od-
roznienia od pedéw teorii oryginalnej, ktére bedziemy oznaczaé przez p, bedziemy ozna-
cza¢ pedy w teorii zwierciadlanej poprzez p. Na poczatku skoncentrujemy sie na teo-
rii, ktora posiada jeden rodzaj czastek, rozpraszanie ktorych opisane jest przez macierz
S = S(p1, p2)*.

W teorii zwierciadlanej Asymptotyczny Ansatz Bethego przyjmuje postaé

M
e?t =T[Swnpe),  j=1....M, (3.55)
ki

gdzie przez M oznaczyliSmy ilosé czastek, ktore bierzemy pod uwage. Standardowym
podejsciem w TBA jest zainteresowanie jedynie granica termodynamiczng. Wynika to z
faktu, ze chcemy wyliczy¢ wartosé energii stanu podstawowego za pomoca wzoru (3.54).
Wielkoscia, ktora bedziemy badaé bedzie energia swobodna, w ktorej fizyczny rozmiar
cylindra L odgrywaé¢ bedzie role odwrotnoéci temperatury. Granica termodynamiczna
oznacza w tym przypadku wziecie granicy R — oo oraz M — oo tak, aby 0 < %. Row-
nanie (3.55) moze by¢ rozwiazane dla dowolnej wartosci R oraz M i jego rozwiazanie daje
jest jako pewien zbior {p;};=1,. m. Z kazdym elementem tego zbioru mozna utozsamic
liczbe z nalezaca do krzywej algebraicznej zmiennej rapidity®, co pozwala nam parame-
tryzowac rozwiazania za pomoca liczb zespolonych p = p(z). Rozwiazujac réwnanie (3.55)
dla duzych wartosci R mozna zauwazy¢, ze rozwiazania zaczynaja uktadac sie na krzywe;j
algebraicznej w charakterystyczne ksztalty, nazywane w literaturze strunami. Ponadto,
odleglosci pomiedzy elementami zbioru rozwigzan zaczynaja robi¢ sie coraz mniejsze wraz
ze wzrostem wartosci R. Powoduje to, ze w granicy termodynamicznej mozemy opisaé
rozmieszczenie tych pierwiastkow poprzez wprowadzenie ciaglych gestosci pierwiastkow
p(z). Dodatkowo, dla konkretnego rozwiazania réwnania (3.55), pewne dozwolone po-
lozenia rozwiazan réownania (3.55) nie beda obsadzone. W granicy termodynamiczne;j
te nieobsadzone pierwiastki takze moga byé¢ opisane przez pewna ciagla gesto$é, ktora
bedziemy nazywaé gestoscia dziur i oznaczaé pp(2).

Naszym celem jest obecnie znalezienie zaleznosci pomiedzy gestoscia pierwiastkow
a gestoscia dziur. Bedziemy potrzebowali dwoch takich zaleznosci, z ktérych jedna po-
chodzié¢ bedzie z rozpatrzenia granicy termodynamicznej rownann ABA, natomiast druga

4W tym przypadku macierz S jest po prostu funkcja skalarna.

SPatrz Dodatek A, gdzie wprowadzone zostalo pojecie krzywej algebraicznej zmiennej rapidity dla
teorii relatywistycznych oraz teorii superstrun zdefiniowanej na przestrzeni AdSs x S°. Zostaly tam
takze wytlumaczone podstawowe ich wlasnosci.
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bedzie wynikiem minimalizacji energii swobodnej. Zacznijmy od przeksztatcenia rownan
ABA do postaci odpowiedniej do analizy granicy termodynamicznej. W tym celu wezmy
logarytm z rownosci (3.55)

M

_ 1 .

piR = z E log S(p;, pr) + 271, (3.56)
oy

gdzie liczba n;, zwana numerem modu, jest calkowita i bierze si¢ z dowolnosci wyboru
ciecia logarytmu. Jesli przyjrzymy sie dowolnemu rozwiazaniu rownania (3.55), to za-
uwazymy, ze odpowiada ono pewnemu konkretnemu zbiorowi {n;};. Zbior ten definiuje
tzw. "obsadzone pierwiastki”. Dla konkretnego rozwiazania pewne numery modéw nie sa
obsadzone. To wlasnie one definiowaé¢ beda gestosé dziur.

Zapisujac rownosc¢ (3.56) przy pomocy zmiennej na krzywej algebraicznej, a nastepnie
rozniczkujac wzgledem z i zapisujac sume jako catke otrzymujemy

2 _ Rtz - / d=' (0. 10g S (5(2), 5(='))) p(=') , (3.57)

2
7sz 1

gdzie pochodng z numeru modu mozna zapisaé¢ jako sume gestosci pierwiastkow i gestosci
dziur. Ostatecznie dostajemy pierwsza z relacji pomiedzy p(z) a pp(2):

27 (p(2) 4 ml2) = RP(:) = [ d(0. 10 S, 5)o()
= R/(z)~ 050, (359

gdzie * oznacza splot dwoch funkcji. W celu otrzymania drugiego rownania wiazacego
obie gestosci, musimy zminimalizowa¢ energie swobodna f, ktora dana jest poprzez

—RLf=—-LH+S = —L/dz E(z)p(z) + S[p, pn) , (3.59)

gdzie przez £(z) oznaczyliSmy energie w teorii zwierciadlanej podczas, gdy entropia dana
jest wzorem

Slp, pr] = /dz {(p+ pn)log(p+ pn) — plog p — prlog pr} . (3.60)

W celu uproszczenia dalszych wynikow, okazuje sie, ze wygodnym jest wprowadzenie tzn.
pseudoenergii €(z), ktora dana jest poprzez gestosci relacja

—€

p e
p+pn l+ec’

(3.61)
W wyniku minimalizacji energii swobodnej, przy jednoczesnym wzieciu pod uwage relacji
1
dp+dpn =—=—0*0p, (3.62)
2m
pochodzacej z wariacji rownania (3.58), otrzymujemy ostateczng postaé¢ rownania TBA
_ dw —e(w)
e(z) = Lé(z) + 5 ¢(w, z)log (1 +e ) (3.63)
T
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Mozemy teraz obliczy¢ termodynamiczna energie swobodna w teorii zwierciadlanej, ktora
daje nam energi¢ stanu podstawowego w oryginalnej teorii w temperaturze zerowej, ale
w skonczonej objetosci

Ey=Lf=— / ;l—;ﬁ’(z) log (1+e <)) . (3.64)

Wiodace rozwiniecie w L dla stanu podstawowego mozemy otrzymaé wstawiajac wyra-
zenie na pseudoenergie do wzoru (3.64), a nastepnie zachowujac tylko wiodace cztony.
Dane jest ono poprzez

d - dp e
Bl =~ / ﬁﬁ'(z) e le@ = / % e L0 (3.65)

3.2.2 TBA dla stanéw wzbudzonych

Rachunek przeprowadzony w poprzednim rozdziale daje odpowiedZ na pytanie o postac
rownan Termodynamicznego Ansatzu Bethego jedynie dla stanu podstawowego. Poczat-
kowo, gdy metoda ta zostata znaleziona, byta to jedyna informacja, jaka mozna byto uzy-
ska¢. Przez dtugi czas nie byto jasne, jak mozna uzyskaé¢ podobne roéwnania dla stanow
wzbudzonych w skoniczonej objetosci. Sytuacja zmienita sie, gdy w [45] autorzy zapro-
ponowali sposob znalezienia réwnan TBA dla stanéw wzbudzonych poprzez odpowiednie
przedtuzenie analityczne rownan (3.63) oraz (3.64). Idea polega na zdeformowaniu kon-
turu catkowania, ktory mamy w réwnaniach TBA. Za kazdym razem, gdy przekroczymy
potozenie zera funkeji 1+e~<*), dostaniemy dodatkowy przyczynek pochodzacy od biegu-
na funkcji podcatkowej. Residua obliczone w potozeniu tych biegunéw moga by¢ nastepnie
zapisane jako dodatkowe czlony Zrodtowe w rownaniach TBA.

W naszym przypadku zastosujemy podobna heurystyczng metode. W réwnaniach
(3.63) i (3.64) wybierzemy orientacje konturu w sposob, ktory zagwarantuje nam od-
tworzenie wyniku dla ABA w duzej objetosci. Dodatkowo zatozymy, ze w naszej teorii
nie ma w ogdle p-terméw, co powoduje, ze nasze obliczenia beda podobne do tych w
teorii Sinh-Gordona dla przypadku relatywistycznego (patrz np. [25]). Zalozenie o braku
pu-termow oznacza, ze kazda czastka fizyczna naszej teorii reprezentowana jest doktadnie
przez pojedynczy punkt na plaszczyznie zespolonej. W naszych dalszych rozwazaniach
skoncentrujemy sie dla prostoty na przypadku dwoch czastek, a wynik dla dowolnej ilosci
czastek podamy na koncu tego rozdziatu!

Przyjmiemy nastepujaca zaleznos¢ pomiedzy energia i pedem w teorii zwierciadlanej
((p),p) a tymi w oryginalnej teorii (£(p), p)

E(z) =1p(2), p(z)=1ie(z). (3.66)

Jak tatwo zauwazy¢ wybor ten jest konsystentny ze wzorem (3.24), gdzie zdefiniowalismy
relacje dyspersji w teorii zwierciadlane;j.
Na poczatku skoncentrujmy sie na relacji (3.64) i scatkujmy ja przez czesci

By = / ;l—fr B(2)0, log (1 + e . (3.67)

Przypusémy teraz, ze w czasie przesuwania konturu przekroczyliSmy potozenie doktad-
nie dwoch biegunéw z; oraz z,. Warunek na znalezienie tych biegunéw dany jest przez

20



1 4+ e~<(312) = 0. Wybieramy orientacje naszego konturu w taki sposob, aby wyrazenie
0. log(1 + e~<)) dawalo wktad —1 przy braniu residuéw. Dostajemy wtedy

E=¢(z)+¢e(z) — / ;l—;ﬁ’(z) log(1 + e~<®)). (3.68)

Uzywajac tego samego mechanizmu, mozemy w analogiczny sposob przeprowadzi¢ prze-
dluzenie analityczne wzoru (3.63). W tym przypadku orientacja konturu wyznaczona
jest przez poprzednie rozwazania i nie mamy juz dowolnosci w tej kwestii. Po krotkich
obliczeniach dostajemy

dw

e(z) = Lé(z)—i—logS(zl,z)+logS(z2,z)+/ 5 (0w log S(w, 2)) log (1 + @—e(w)) . (3.69)

i
Poprawki Liischera dla uktadu dwoch czastek beda dane przez wiodace rozwinigcie po-
wyzszego wzoru dla duzych wartosci L.

3.2.3 Wzory na poprawki Liischera

Aby uzyskaé¢ wiodgce poprawki pochodzace od skonczonego rozmiaru wystarczy, ze w
dalszych rozwazaniach bedziemy trzymac jedynie wyrazy, ktore daja przyczynek postaci
e 2. Wszystkie wyzsze wyrazy postaci e "%, dla n > 1, bedziemy zaniedbywaé¢. Aby
policzy¢ energie musimy iteracyjnie rozwigza¢ réwnanie (3.69), a nastepnie otrzymany
wynik wstawi¢ do wyrazenia (3.68). Jesli jednak zaczniemy to robié¢, to bardzo szybko
okaze sie, ze bedziemy dostawac¢ wyrazy, ktore sa podwiodace w stosunku do tych, ktorymi
jestesmy zainteresowani. Okazuje sie, ze wystarczy, jesli zaniedbamy caltke znajdujaca sie
po prawej stronie réwnosci (3.69), a pozostaly czes¢é wzoru wstawimy do rownosci (3.68).
Tym sposobem otrzymamy

dz - 1
lo. _ o Yo o —LE(z)
E e(21) + () onl© S(z1,2)S8(z2, 2)
A ey ern s arn
= <)+ elon) — [ 5 e PSS, (3.10)

gdzie skorzystalismy z relacji S71(21,22) = S(z2, 21), zmieniliémy zmienng calkowania
oraz utozsamilismy S(py,p2) = S(p(21),p(22)) = S(21, 29). Wielkoéé S zdefiniowana jest
w (3.47). Jak tatwo zauwazy¢ wzor ten ma strukture F-termu.

W celu dokoriczenia naszych rozwazan musimy jeszcze wyznaczy¢ potozenie biegunow
21 oraz zy. Zrobimy to w dwoch krokach. Na poczatku zaniedbamy catke we wzorze (3.69)

€(z) = iLp(z) + log S(21, 2) + log S(z2, 2) . (3.71)

Jesli teraz rozwigzemy warunek na potozenie biegunéw, to dostaniemy warunek kwanto-
wania w postaci
e =1 = €(z;) = im+ 2mni . (3.72)

Liczba n odpowiada za wybor ciecia logarytmu. Wstawiajac do rownania (3.71) wartosé
21 (odpowiednio z5) dostajemy

im=¢e(z1) =iLp; +im +1log S(z2, 21), (3.73)
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gdzie uzylismy faktu, ze S(z,2) = —1 < logS(z,2) = im + 27n z ta sama wartoscia n,
co poprzednio. Ostatecznie, po przeksztatceniu wzoru (3.73), znajdujemy automatycznie
rownania ABA

e = S(py, pa) . (3.74)

Widzimy wiec, ze wybor konturu catkowania, jaki dokonaliSmy powoduje, ze wiodacy
warunek kwantowania pochodzacy z réwnan TBA pokrywa sie rownaniami ABA! W
dalszym kroku bedziemy chcieli zobaczy¢, jak wyglada wiodaca poprawka do kwantowania
ABA, gdy uwzglednimy takze efekty skonczonego rozmiaru.

W tym celu, w kroku drugim, uwzglednimy takze wyraz catkowy wystepujacy w row-
nosci (3.69). Iterujac te rownosé raz i zaniedbujac wyrazy podwiodace dostajemy

e(z) = iLp(z)+logS(z1,2) + log S(29, 2)

dw e OwS (W, z)
/2m’e (w.2) S(w, z1)S(w, z9) . (3.75)

Wstawiajac do relacji (3.75) odpowiednio z; oraz zo oraz korzystajac z warunki kwanto-
wania i faktu, ze §(z,z) = —1 , dostajemy uktad dwoch rownan

0 = log{e“:p Zle(z , 21 }%—/—e‘LE (0pS(w, 21))S(w, 2)

BY1 pe -
d )
0 = log{e'trl= S(zl,ZQ)}+ sz e EWIS (w, 21) (DS (w, 23)) (3.76)
- T
BY; >

Jestedmy zainteresowani jedynie znalezieniem wiodacej poprawki do pedéw, wiec nie mu-
simy rozwiazywaé pelnego ukltadu réwnan, lecz wystarczy nam jego liniowe przyblizenie.
Jesli zauwazymy, ze calki wystepujace w powyzszych rownaniach sg eksponencjalnie mate,
to liniowe przyblizenie ukladu réwnan (3.76) ma postac

0BY; 0BY;

B Spa+®; = 0
o p1 + 03 P2 + P )
OBY: OBY:

25p;y + 20py + Py = 0. (3.77)
opr Op

Ostatecznie, gdy juz znajdziemy rozwigzanie uktadu rownan (3.77), nasze rozwiazanie na
poprawke do energii dla dwoch czastek dane jest wzorem

d L _
E' = e(p1+0p1) +e(p2 + 0p2) — / ﬁe%(q)s(q,p1>3(qap2)

dg

5, ¢ “EEDS(q,p1)S(q,p2) - (3.78)

= e(p1) +e(p2) + €' (p1)dp1 + €' (p2)dp2 —/

Uogolnienie powyzszego wzoru na wieksza liczbe czastek nie stanowi problemu. We
wszystkich ponizszych wzorach pozbyliSmy sie zaleznosci od zmiennych na krzywej alge-
braicznej zmiennej rapidity i zamieniliémy ja na zaleznosé od pedoéw czastek rzeczywistych
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oraz od pedu czastki wirtualnej. Dodatkowo, od naszego wyniku odjeliSmy energie sta-
nu podstawowego (3.65). Ostateczne wzory dla dowolnej ilosci czastek (M) wygladaja
nastepujaco

M M

Ebe — Bl = 25<Pi) + Zg’(pi)gpi - / e (HS ¢ pi) > ' (3.79)

i=1 i=1

W powyzszym wzorze wielkosci dp; dane s jako rozwiazanie uktadu rownan (bedacego
uogodlnieniem uktadu (3.77))

M OBY,
n kg 4+ @, =0,  k=1,....,M, (3.80)
i=1
w ktorym przez @ oznaczyliSmy
d [ = _ _
o) = 2—;"@ e~ ke [S(q,pl) o 0,S(g,pE) - S(q,pM)] : (3.81)

natomiast BY) dane jest wzorem

M
BYj, = log{e"™ [ [ S(p;. p)} - (3.82)
i#k
Rownania (3.79)-(3.82) opisuja energie uktadu wielu czastek z dokladnoscia do pierw-
szych poprawek eksponencjalnych w teorii z jednym rodzajem czastek w spektrum i przy
zalozeniu, ze w teorii nie wystepuja stany zwigzane. Aby zakonczy¢ nasze rozwazania
musimy uogélni¢ powyzszy wynik takze na te dwa przypadki.

3.2.4 Teoria z niediagonalnym rozpraszaniem

Jak do tej pory koncentrowaliSmy sie na teorii z jednym rodzajem czastek w spektrum. W
pozniejszych zastosowaniach chcieliby$my jednak moéc uzywaé¢ wzoréow bardziej ogélnych
— dla teorii z wieloma czastkami w spektrum. W takim przypadku macierz S (nie tylko z
nazwy) jest macierza o wymiarach n x n, gdzie n oznacza ilos¢ roznych czastek w spek-
trum. Problemem w tym przypadku jest fakt, ze rownania Asymptotycznego Ansatzu
Bethego staja sie duzo bardziej skomplikowane i mamy do czynienia z tzw. zagniezdzo-
nymi réwnaniami ABA. Powoduje to, ze wyprowadzenie réwnan TBA staje sie niezwykle
skomplikowane (wyprowadzenie tych rownan dla przypadku teorii strun w AdSs x S5 jest
istotnym kierunkiem badan [29, 30, 31]). Mimo tego, istnieje sposob na uzyskanie wzoroéw
Liischera takze w tym przypadku. Zauwazmy, ze dla pojedynczej czastki wzor Liischera
otrzymany diagramatycznie ma taka sama posta¢ dla teorii z wieloma czastkami w spek-
trum jak i z jedna. Jedyna roznica polega na zastapieniu skalarnej macierzy rozpraszania
przez §lad z macierzy S. Dla przypadku poprawki Liischera dla stanu wielowzbudzenio-
wego zapostulujemy podobne zachowanie. Jedli tylko zalozymy, ze poprawki Liischera
takze w tym przypadku wyrazaé sie beda wytacznie poprzez relacje dyspersji oraz petng
macierz rozpraszania, to jedyne, co musimy zrobi¢ to zamiana iloczynu skalarnych ma-
cierzy S na §lad z iloczynu macierzy S. Jesli teraz spojrzymy na rownania (3.79)-(3.82),
to uogodlnienie to bedzie wygladaé nastepujaco
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M M

dg ;- Mo
l.o. l.o. __ ! Lé
B — By = Z€<pi) + Zfi (pi)op; — / 9. @Sty [H S(q,pi) — 1] . (3.83)

i=1 i=1 i=1

gdzie Str oznacza superslad, tzn. wazona sume wyrazéw diagonalnych z wagami +1 dla
bozonéw oraz —1 dla fermionéw. Dodatkowo musimy zmieni¢ definicje @, na

d 3 o -~ -
Q) = / 2—732 e LE@gty [3(%]91) oo 0,S(q,pk) S(q,pM)} : (3.84)

pozostawiajac wzory (3.80) oraz (3.82) niezmienione.

3.2.5 Por6éwnanie z wyprowadzeniem diagramatycznym

Jak do tej pory wyprowadziliSmy wzory na poprawke Liischera dla pojedynczego wzbu-
dzenia uzywajac metod diagramatycznych jak i dla wielu wzbudzen korzystajac z rownan
TBA. W tym miejscu chcieliby$my sprawdzi¢, czy wyprowadzony przez nas wzor na
poprawke Liischera dla wielu wzbudzenn (3.83) odtwarza wzor (3.49) w przypadku, gdy
wezmiemy M = 1. Dla celéw tego podrozdziatu oznaczylismy p = p;. Wtedy

/ d —Lé Q
(%)= (383)] =)+ (p)op - / 4 12084 [S(q,p) — 1] | (3.85)
M=1 27
gdzie dp dane jest przez
_ 1 dq  _1eq) S
op = —7 | 3.5¢ Str [0,5(q,p)] - (3.86)

Scatkujmy te rownosé przez czesci
dq =~ —Lé o dq ~/ —Lé >
op = —/ﬁ (—L&'(g)) e WStr [S(g,p)] 2/58(61)6 H@str [S(g,p)] . (3.87)

Skorzystamy teraz ze zwiazku pomiedzy relacja dyspersji w teorii fizycznej a relacja dys-
persji w teorii zwierciadlanej, ktora jest postaci

£(q) = —ie™'(iq) , (3.88)
gdzie 7! oznacza funkcje odwrotng do funkcji e. Mozemy stad znalezé, ze
~ s 1y !/ . 1 . 1
&(q) = (—ie " (iq)) = —irzri = e - (3.89)

e'(ig(q))  €'(i(q))

Wracajac do wyrazenia na dp dostajemy

dq 1 L& -
dp = /% We @Sty [S(q.p)] - (3.90)

Jesli teraz wstawimy to do wyrazenia (3.85) oraz zauwazymy, ze caltka

d - d 1 N
[ sre@e 0 = [ S gy =0 (391)

27 27 £'(i€(q))
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znika ze wzgledu na antysymetrie funkcji €'(¢), dostaniemy ostateczny wynik

() = ) +20) [ 5 e ISl - [ 5L e 0SSt p) <1

= ) +20) [ 5 e M OSuiSa.p) ~ 1] - [ G 05ulS(.p) - 1

— e(p) — dgq e'(p) o LEDGtr 1S _
_ () / ] (1 ’ @5@)) Str[S (g, p) — 1], (3.92)

ktore, po uwzglednieniu faktu, ze energia otrzymana z rownan TBA jest zawsze wielkoscig
rzeczywista, dokladnie zgadza sie z wyrazeniem na F-term (3.49), ktore otrzymaliSmy
uzywajac wyprowadzenia diagramatycznego.

3.2.6 Wzory koncowe

Ostatnim krokiem jest dopuszczenie w naszej teorii takze standéw zwigzanych. Zatozy-
my, ze stany te moga by¢ numerowane liczba naturalng (). Relacje dyspersji dla stanéw
zwiazanych bedziemy oznaczaé przez eg, natomiast przez Sg(pg,p) bedziemy oznaczac
macierz rozpraszania pomiedzy stanem zwigzanym a pojedynczym wzbudzeniem. Ma-
cierz ta redukuje sie do standardowej macierzy S, gdy wezmiemy () = 1. Przy takich
oznaczeniach ostateczne wzory na poprawke moga by¢ zapisane jak ponizej.

e Wzér na energie

M M o0 M
dq - _
Elo — plo — e(pi) + g (pi)op; — /—eLEQ(q)Str Solq,pi) — 1| ;
0 ;(p) Zl (ps)op (; 5 HQ(QP)
(3.93)
e Uktad rownan determinujacy przesuniecia w pedach dp;
M

0BY,

5 Ypi+ @y =0, k=1,...,M; (3.94)
Pi

=1

e Przyczynek eksponencjalny do modyfikacji pedow

Q) = Z/Qm —LaQ(q SQ(C] p1) - 8(1‘9_@((]7]71{) Co gQ(q’pM) : (3.95)
e Logarytm réwnan ABA

M
BYj, = log{e"" [ [ S(p;. p)} - (3.96)
J#k

Wrzory te bedziemy uzywaé¢ w dalszej czesci pracy w celu policzenia poprawek do
energii operatorow twist-J wystepujacych w teorii N' =4 SYM.
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Rozdzial 4
Silne sprzezenie

Skoro znamy juz wzory na poprawki Liischera zaréwno dla pojedynczego wzbudzenia, jak
i dla wiekszej ich ilosci, mozemy sprobowac teraz zastosowaé wzory znalezione w poprzed-
nim rozdziale w jakims konkretnym przypadku. Teoria, ktora bedziemy sie interesowaé¢ w
tym i nastepnym rozdziale jest supersymetryczna teoria Yanga-Millsa z maksymalng ilo-
$cig supertadunkow N = 4 lub, co wychodzi na to samo dzieki korespondencji AdS/CFT,
teoria superstrun w przestrzeni AdSs x S°. W przypadku tej teorii nalezy pamiectac, ze
wystepuje w niej dodatkowy parametr — stata sprzezenia g. W tym rozdziale przedstawi-
my wyniki dla silnego sprzezenia (duzej wartosci stalej ¢), natomiast w nastepnym dla
stabego sprzezenia (wartosci g bliskiej zeru). W silnym sprzezeniu znane sa klasyczne
rozwiazania strunowe dla pojedynczego wzbudzenia (tzw. wielkiego magnonu) oraz ich
relacja dyspersji. Znalezione zostalty takze wiodace poprawki do tej relacji pochodzace
od skoriczonego rozmiaru uktadu. Poprawki te byly niezrozumiane z punktu widzenia
opisu za pomocg Asymptotycznego Ansatzu Bethego. Naszym celem bedzie wyjasnienie
ich zrodta uzywajac wyprowadzonych przez nas poprawek Liischera. Bedzie to jednocze-
$nie test naszego formalizmu. Z kolei w nastepnym rozdziale zastosujemy nasze wyniki
przy stabym sprzezeniu, co umozliwi poréwnanie wynikéw strunowych z rozwinieciem
perturbacyjnym dualnej teorii cechowania, a wiec przeprowadzenie iloSciowych testow
korespondencji AdS/CFT.

4.1 Wielkie magnony

Nasze rozwazania zacznijmy od sprawdzenia, jak w silnym sprzezeniu wygladaja wyrazy
eksponencjalne wystepujace we wzorach na poprawki Liischera. Relacja dyspersji dla
wzbudzen, bedacych stanami zwiazanymi na wstedze $wiata struny w korespondencji

AdS/CFT ma posta¢

eol(p) = \/Q2 + 1642 sin? g . (4.1)

W celu wyznaczenia postaci wyrazow eksponencjalnych we wzorach Liischera musimy
znalez¢ wyrazenie na relacje dyspersji w teorii zwierciadlanej. Ma ona postaé

£qlq) = —iegy' (ig) = 2arcsinh (%\/ Q? + qz) = %\/ Q?+32+0 <%) : (4.2)
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Jedli teraz rozpatrzymy wyrazenia e~%@@L dla duzych L, to wiodacy wktad bedzie po-
chodzit od wyrazow z Q = 1, gdyz /Q? + ¢> > /1 + ¢?, dla Q > 2. Tak wiec wyrazy
pochodzace od zwierciadlacych stanéow zwiazanych sa podwiodace wzgledem pochodza-
cego od elementarnego wzbudzenia i mozemy je zaniedba¢ w rozwazaniach w silnym
sprzezeniu!

W naszych rozwazaniach skupimy sie na przypadku pojedynczego fizycznego wzbu-
dzenia (przypadek wielu wzbudzen byl rozpatrywany pézniej np. w [41]). Jesli skoncen-
trujemy sie teraz na wiodacym rozwinieciu relacji dyspersji dla elementarnych wzbudzen
na wstedze $wiata w silnym sprzezeniu, to otrzymamy

e(p) 7=" 4g

sing) . (4.3)

Jak zauwazyliSmy we wstepie, duza wartos¢ statej sprzezenia g = # odpowiada roz-
wiazaniom (semi)klasycznym teorii strun. Mozemy wiec zada¢ sobie pytanie o klasycz-
ne konfiguracje struny, ktore odtworza te relacje dyspersji. Konfiguracje takie, nazwane
wielkimi magnonami (ang. "giant magnon"), zostaly znalezione przez Hofmana i Malda-
cene w [46]. Rozpatrywali oni klasyczne struny poruszajace si¢ w podprzestrzeni R x 52
przestrzeni AdSs x S°. W naszych rozwazaniach bedziemy oznaczaé¢ wspoélrzedne na sfe-
rze jako (¢, 1)), natomiast wspotrzedna czasowa pochodzaca z przestrzeni anty-de-Sittera
oznaczymy po prostu t. Wybierzemy nastepujaca parametryzacje rozwazanej struny

t=r, p—t=o0o (4.4)

oraz 1 nie zalezy od 7. W naszych oznaczeniach, (7, 0) sa wspolrzednymi na wstedze Swia-
ta struny. Wykorzystujac powyzsza parametryzacje, jesteSmy w stanie napisa¢ dziatanie
Nambu-Goto dla struny

A
S = 2£ deU\/COSQ(¢U2) + sin® ). (4.5)
s
Mozemy teraz tatwo znalezé¢ i rozwigza¢ réwnania ruchu wynikajace z tego dzialania.
Wynik dany jest przez

siny = sm@/)o’ — (E - %) <o < (Z - 1/10> ; (4.6)
cos o 2 2

gdzie 0 < 9y < 7 jest stalg calkowania. W uzywanych przez nas wspoélrzednych struna

ma skoniczong dtugos¢ w przestrzeni, w ktorej jest zanurzona, jednak niesie nieskoriczony

tadunek J, stowarzyszony z przesunicciem wzdluz wspotrzednej ¢, na swoich koricach!

Dtugosé struny dla ustalonej chwili czasu dana jest przez odlegto$é katowa pomiedzy

dwoma jej konicami. Jak tatwo zauwazyé wynosi ona

Ab= Ao =2 (g - %) . (4.7)

Jestedmy juz gotowi do policzenia energii tej struny

E—J:Qcoswozﬂsin%. (4.8)
s m 2
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Idac za Hofmanem i Maldacena, jesli utozsamimy odlegto$¢ koricow struny z wartoscia
pedu p = A¢, to dostaniemy wyrazenie na energie

A
E—J:\/—_‘sin]—j’, (4.9)
s 2
ktore, jedli uzyjemy dodatkowo relacji g* = #, doktadnie odtwarza rozwiniecie rela-

cji dyspersji dla duzej stalej sprzezenia (4.3). Udalo nam sie wiec znalezé konfiguracje
strunowy, ktora jest odpowiednia do rozwazan wzbudzen elementarnych w silnym sprzeze-
niu. Z kolei w pracy [47] znaleziona zostala modyfikacja rozwiazania (4.7) dla skonczonej
wartosci J, co pozwolito wyznaczyé¢ wiodace poprawki do energii (4.3). W dalszej cze-
Sci rozdzialu znajdziemy poprawki eksponencjalne do energii (4.3) dla duzej wartosci g
pochodzace od F-termu oraz p-termu. Wktad od p-termu odtworzy wynik z [47]

T e? 2

. 3P —== 16 . sp —5215J
in®=.e VR = —g. —.sin’C e T (4.10)
e

O0E, i = —

string

gdzie autorzy rozwazali klasyczne konfiguracje struny ze skoriczonym tadunkiem J, ktore
po wzieciu granicy J — oo redukuja sie do rozwigzania Hofmana i Maldaceny. Z kolei
F-term odpowiada pierwszej kwantowej poprawce do wielkich magnonéw pochodzacej od
kwantowych fluktuacji wokét rozwiazania Hofmana i Maldaceny. W ten sposéb widzimy,
ze p-term odpowiada pierwszej poprawce zwigzanej ze skoniczonym rozmiarem uktadu ob-
liczonej w teorii klasycznej podczas, gdy w celu otrzymania F-termu musimy skwantowaé
nasz uktad!

4.2 u-term

Zacznijmy od proby odtworzenia wyniku (4.10), wykorzystujac wzoér na p-term (3.50)
obliczony dla wielkiego magnonu. Jesli uda nam sie odtworzy¢ ten wynik korzystajac
z wzoréow Liischera, bedzie to oznacza¢, ze nasz formalizm dziata poprawnie. W celu
wyznaczenia wartosci p-termu z wyrazenia (3.50) musimy znalezé polozenie biegunow
macierzy rozpraszania. Aby to zrobi¢ potrzebujemy najpierw wprowadzi¢ nowe zmienne,
ktore sa bardziej odpowiednie do opisu wzbudzen na strunie.

Energia oraz ped pojedynczego wzbudzenia (magnonu) na wstedze $wiata struny na
AdSs5 x S® zakodowane s w dwoch zmiennych zespolonych 2%, ktére zwigzane sg ze sobg
poprzez relacje

1 1 ’
ot ——a - — =1, (4.11)
xt x~ g
Energia, jak réwniez ped, moga zosta¢ wyrazone poprzez zmienne x* za pomocs relacji
, xt
et =—, e(p) = 2gi(z~ —at) — 1. (4.12)
o

Odwracajac réwnosci w (4.12) oraz wykorzystujac (4.11) mozemy wyrazi¢ x* jako funkcje
pedu (lub energii). Niestety, ze wzgledu na dowolno$é wyboru ciecia pierwiastka, nie
mozna tego zrobi¢ w sposob jednoznaczny. Nasz wybor bedzie mial postaé

14 \/1+16g2sin? 2
.ZL':t = (&
P 4gsin(%)

+i

(SIS

(4.13)
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Zmienne x* stuzg w szczegolnoscei do zapisania macierzy rozpraszania elementarnych
magnonéw, ktéra mozna znalezé w Dodatku B. Okazuje sie, ze istnieje doktadnie jeden
biegun macierzy rozpraszania i dany jest on przez relacje

+ -
Ip ——xq.

(4.14)

W rownaniu (4.14) nalezy traktowaé p jako dane i réwne pedowi wielkiego magnonu
podczas, gdy ¢ jest niewiadoma, ktéra ma interpretacje pedu czastki wirtualnej, z ktora
wielki magnon tworzy stan zwigzany. JesteSmy zainteresowani jedynie wynikami w silnym
sprzezeniu, wiec do naszych celow wystarczy, jesli znajdziemy rozwiniecie wielkosci m;,t,q
dla duzej wartosci g. Dane jest ono poprzez

i 1
+ 2 1
T, ez ( +4gsing) )
_ —1ip 1
T, = e- (1+ 4gSin§) . (4.15)

Znajac rozwinigcie dla ;b mozemy wyznaczy¢ 7 korzystajac z relacji (4.14). Z kolei, aby
znalezé xj{ skorzystamy z rownosci (4.11). Rozwiniecia, ktore otrzymamy tym sposobem
maja postac

- A pp—
Tz = e
e 4gsin§ )’
i 3
+ - p
vf = e (1+4gsin£). (4.16)
2

Korzystajac z tych rozwinie¢ mozemy takze wyznaczy¢ przyblizona warto$é pedu fizycz-
nego i£(q), odpowiadajacego czastce wirtualnej, ktora jest dana poprzez

1

oaxr
ef@ =29 L1+ — (4.17)
xg 2gsin 5
skad dostajemy
-1
=(q) ~ . 4.18

W ten spos6b mozemy potwierdzi¢ juz czynnik eksponencjalny wystepujacy we wzorze
(4.10). Pozostaje nam jeszcze obliczenie czynnika kinetycznego oraz policzenie residuum
macierzy & w potozeniu bieguna. Zacznijmy od czynnika kinematycznego. Musimy osza-
cowac, ile wynosi wiodace rozwiniecie pochodnej relacji dyspersji w punktach p oraz i2(q).
Dostajemy odpowiednio

4¢g%sin 2 cos 2
g'(p) = g 22 ~2g cos £ (4.19)
,/1+8g28m2§ 2

4¢? sin E2 cos ©12 2g

= —— ~ D
\/ 1 + 8¢2 sin? ’Eéq) €oS 3

oraz

£(i2(q)) (4.20)
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Laczac te dwa fakty, dostajemy wyrazenie na czynnik kinematyczny w postaci

/
1- ﬂ 1—cos?l = sin? 2 (4.21)

e'(i€(q)) 2 2
Jak do tej pory uzyskaliSmy nastepujaca posta¢ wyrazenia na p-term dla wielkiego ma-
gnonu

1
ot = —i - Singg 2g¢in § res Z (4.22)

Pozostaje jeszcze policzenia residuum macierzy rozpraszania S(q,p) w punkcie ¢ = q.
Jak mozna znalez¢ w Dodatku B, macierz rozpraszania moze zosta¢ zapisana jako ilo-
czyn trzech czynnikéw — czesci skalarnej, czesci macierzowej oraz tzn. dressing factora. W
polozeniu bieguna macierzy S zdecydowanie najtrudniejszy do policzenia bedzie wktad
pochodzacy od dressing factora o. Z kolei mozna takze zauwazy¢, ze biegun macierzy
rozpraszania pochodzi od czesci macierzowej. W celu policzenia residuum skorzystamy z
reguty de I'Hospitala. Po zmudnych, lecz oczywistych obliczeniach (patrz [Al] po szcze-
goly), otrzymujemy nastepujace wyrazenie na residuum macierzy S

43 :
I‘eS Z‘Sba C] p QST e 02($§a wp) ) (423)

[NJRS]

gdzie jedyna wielko$¢, ktora pozostata do policzenia to warto$¢ dressing factora o w
potozeniu residuum, ktéry ma rozwiniecie w silnym sprzezeniu w postaci

o* (g, 1) = exp <2zzgl "My, wy) = XMl )+ M a2 — M ey 7))

(4.24)
Jest to zadanie o tyle trudne, Ze w potozeniu bieguna wszystkie sktadniki szeregu (4.24)
sa tego samego rzedu i daja wkitad do wyniku. Alternatywnie, mozna obliczy¢ wartosé
dressing factora z reprezentacji catkowej (B.13), lecz w tym przypadku trudnos$é¢ bierze
sie z faktu, ze bieguny funkcji podcatkowej w silnym sprzezeniu lezg dokladnie na kon-
turze catkowania. W naszych obliczeniach skorzystamy z reprezentacji dressing factora
za pomocy szeregu (uzyte wzory znajduja sie w Dodatku B). Zacznijmy od fazy AFS,
ktora jest wiodgcym rozwiniqciem w silnym sprzezeniu (n = 0 w (4.24)). Jesli wstawimy

wyrazenia na :zzi oraz 9(: , to dostaniemy

0rps(2g, ) = =% - e P sin’ b

. c. (4.25)

Jesli teraz wstawimy to wyrazenie do (4.23), to mozemy zobaczy¢, ze zaré6wno zaleznosé
od statej sprzezenia g jak i od pedu wielkiego magnonu p jest identyczna, jak we wzorze
(4.10). Jedyna réznica bierze sie teraz z czynnika liczbowego stojacego przez zaleznoscia
funkcyjna. Jak do tej pory nie uwzgledniliSmy jednak pozostatych wyrazéw rozwinie-
cia dressing factora. Druga w kolejnosci jest faza Hernandeza-Lopeza (HL), ktora jest
proporcjonalna do ¢°. Po krétkich obliczeniach dostajemy, ze

1
O (T, Tp) = 5 - (4.26)
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Naiwnie mogtoby sie wydawaé, ze ™ dla n > 2 nie powinny dawaé¢ wktadu do wyniku w
silnym sprzezeniu, gdyz sg to wyrazy podwiodace wzgledem fazy AFS oraz HL. Okazuje
sie, ze tak nie jest w przypadku wielkiego magnonu. W silnym sprzezeniu zaréwno xi
jak i :ci leza na brzegu zbieznosci szeregu (B.4) i znajduja sie blisko osobliwosci, ktora
kompensuje odwrotnosci poteg stalej sprzezenia. Moéwiac $cislej, okazuje sie, ze funkcje
X" (z,y) maja wspolng strukture postaci

X" (z,y) = (4.27)

gt (L —ay)
W takiej sytuacji, zarowno jesli wezmiemy pare (z,y) = (a:q ,x,) jak i (7,y) = (z7, ),
to drugi czynnik w mianowniku bedzie proporcjonalny do ¢'=", co skroci sie doktadnie z
pozostala zaleznosciag od statej sprzezenia wystepujaca w mianowniku i caly wynik bedzie,
dla kazdego n, staty wzgledem g. Oznacza to, ze w naszych rachunkach musimy wziaé
pod uwage pelne rozwiniecie dressing factora.

W tym celu bedziemy chcieli policzy¢ wktad od y™ (z,y) dla z, y postaci®
¢z = ¥ <1 + .a p) ,
gsin g
ip b
y = ez (1+——|. (4.28)

Okazuje sie, ze w tych punktach nieparzyste wyrazy znikaja x?™*Y(x, y) = 0, natomiast
dla parzystych mamy

2m — 2)! 1
Ko g) = (1) S ) s =X kY. (429

Dzieki temu mozemy zapisaé, ze wktad od wyzszych wyrazéw rozwiniecia dressing factora

dany jest poprzez
oty = exp <2z2x<2 '(3) -« ><1>> . (4.30)
n=1

Powyzszy szereg okazuje sie by¢ asymptotyczny i jako taki jest rozbiezny. Jego wartosé
mozna jednak znalezé uzywajac resumacji borelowskiej! Prowadzi to do nastepujacego

o 2 — —tp 8
(4.30) 5ores = €XP (/ %e"ﬂt) = (4.31)
0

Ostatecznie dostajemy wktad od petlnego dressinga factora w postaci

wyniku

2

2 o g —1ip 4 p
o (xg,,) = e sin

2
Jesli teraz wstawimy wynik, ktory wtasnie otrzymaliSmy z dressing factora do wzoru
(4.23), to dostaniemy koricowy wynik na p-term dla wielkiego magnonu w postaci
16 3 -1

o
del = —g - = - sin g e siny (4.33)

(4.32)

Wynik ten po wybraniu cechowania na stozku $wietlnym (czyli utozsamieniu L = J)
pokrywa sie z wynikiem otrzymanym z klasycznych rozwiazan strunowych (4.10)!

Ya,b) = (1, 3) dla (z7,z;) oraz (a,b)=(2, 1) dla (z],z,).

q7p q’p
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4.3 F-term

W poprzednim podrozdziale udato nam sie potwierdzi¢ zgodno$é wyniku otrzymanego z
wzoru Liischera opisujacego p-term z klasycznymi rachunkami strunowymi. W szczegol-
nosci, potwierdza to, ze uzyty przez nas formalizm dobrze opisuje wiodace zachowanie
wielkich magnonow w skonczonej objetosci. Teraz chcieliby$Smy z kolei skoncentrowad sie
na F-termie, ktory odpowiadaé¢ bedzie za wiodace poprawki kwantowe do wielkich ma-
gnon6éw. Wyniki otrzymane w tym podrozdziale zostat znalezione oryginalnie w pracy
[A4] (oraz niezaleznie w [40]).

W chwili obecnej mamy wszystkie sktadniki potrzebne do policzenia go ze wzoru
(3.46). Po pierwsze wiemy, ze wiodacy wklad w silnym sprzezeniu dany jest przez wzbu-
dzenia elementarne w teorii zwierciadlanej. Wystarczy wiec, ze uzyjemy relacji dyspersji
W postaci

e(p) = \/1 + 1642 sin? %’ . (4.34)

Dodatkowo, znamy macierz rozpraszania wzbudzeri na wstedze $wiata, ktora jest opisa-
na w Dodatku B. Zanim jednak przejdziemy do szczegdétowych rachunkéw cheieliby$my
pokazaé, ze wynik otrzymany z F'-termu odpowiada wktadowi pochodzgcemu od kwanto-
wych fluktuacji wokot wielkiego magnonu. Przypuszczenie, ze jest to prawdg, oparte jest
na fakcie, ze wyktadnik dajacy wiodacy wktad do F-termu w silnym sprzezeniu

L

sef e (4.35)

doktadnie pokrywa sie z wyktadnikiem charakterystycznym dla kwantowych fluktuacji.
W dalszej czesci rozdziatu pokazemy, ze takze czynnik stojacy przez wyrazeniem ekspo-
nencjalnym jest taki sam w obydwu przypadkach.

4.3.1 Kwadratowe fluktuacje

Jak widzieliSmy we wstepie do tego rozdziatu, wielkie magnony wygladaja jak zlokali-
zowane solitony poruszajace sie po réwniku sfery dwuwymiarowej. Z drugiej strony, ze
wzgledu na warunek J — oo, w jezyku wspotrzednych na wstedze swiata mozemy je utoz-
samic¢ z solitonami poruszajacymi si¢ po nieskoriczonej prostej. Bedzie to punkt wyjsciowy
naszych rozwazan. Wezmiemy soliton poruszajacy sie po prostej i bedziemy zaintereso-
wani znalezieniem pierwszych poprawek kwantowych do energii tego solitonu. Oznacza
to znalezienie wiodacego wktadu od fluktuacji wokot solitonu.

Korzystajac z faktu, ze w danej chwili czasu soliton zlokalizowany jest w pewnym
punkcie przestrzeni, to gdy rozpatrzymy obszar znajdujacy sie daleko od jego centrum,
bedzie on mial wartosé zblizong do wartosci prozniowej. W takim przypadku fluktuacje
daleko od centrum solitonu beda wygladaly jak fluktuacje wokot prozni — innymi stowy
jak drugi soliton. Tak wiec uktad, ktory musimy rozwazyé sklada sie z solitonu oraz
"matego" solitonu (fluktuacji), obu poruszajacych sie po prostej. Sytuacja ta odpowiada
doktadnie przypadkowi J = oco. My chcielibySmy jednak znalezé poprawki, gdy J jest
bardzo duze, lecz nie nieskoriczone. Aby tego dokonaé, nasz uktad musi zosta¢ wlozony
na cylinder o (bardzo duzym) obwodzie L, ktéry utozsamiamy z wartoscia tadunku J.
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Mozemy teraz przejs¢ do zagadnienia znalezienia pochodzacych od fluktuacji popra-
wek do energii dla pojedynczego solitonu o pedzie p. Wyprowadzenie to oryginalnie znaj-
duje sie w [A4], ale wersja, ktora przedstawiamy ponizej jest poprawiona, uproszczona
oraz bardziej ogélna. W celu znalezienia poprawek do energii musimy znalezé¢ warunek
kwantowania dla fluktuacji. Fluktuacje znajduja sie na cylindrze i gdyby byty one jedy-
nym obiektem w naszym ukladzie, to mieliby$my standardowy warunek kwantowania

2mn
O = —. 4.36
o== (1.3
Jesli jednak uwzglednimy inny soliton w uktadzie, to warunek kwantowania zostanie zmie-
niony ze wzgledu na oddzialywanie pomiedzy tymi dwoma solitonami. Oddziatlywanie to
zaowocuje pojawieniem sie dodatkowej fazy d(k, p). Faza ta definiuje macierz rozpraszania
obu solitonéow

S(k,p) = ePkr) (4.37)
Warunek kwantowania dla fluktuacji wyglada teraz nastepujaco
2 0(ky,
po— 2 O(ka) (4.38)

L L’

gdzie pominelisémy jawna zaleznos¢ od p w fazie. Wystarczajace okazuje sie, jesli we wzorze
(4.38) faza rozpraszania wzieta bedzie w L = oo, gdyz poprawki skoriczonego rozmiaru
do §(k) daja wynik podwiodacy w stosunku do tego, ktory otrzymamy.

Standardowa metoda na policzenia poprawek od fluktuacji jest zsumowanie energii
wszystkich modéw drgan zredukowanych o wartos¢ fluktuacji wokot prozni

1

O mame = 5 (e(kn) — (kD)) - (4.39)

Okazuje sie jednak, ze wynik ten jest poprawny dla przypadku, gdy rozpatrywany so-
liton znajduje si¢ w spoczynku. W naszym przypadku soliton porusza si¢ natomiast z

predkoscia
de(p)

dp
Wynika stad, ze aby nasz uklad byl periodyczny musimy uwzglednié¢ jednocze$nie prze-
suniecie czasowe t — t + 7 wraz z przesunieciem przestrzennym x — x + L, gdzie okres
dany jest poprzez 7 = % W takim przypadku analogonem standardowych wyrazen 7e(k)
wystepujacych w wyktadnikach sg tzw. katy stabilizujace (patrz [48])

(4.40)

v =

v(k) = re(k) — kL = re(k) — 6(k) = 7 (5(k:) . %5(/@) , (4.41)

gdzie wykorzystaliémy fakt, ze e*™" = 1. Nasuwa to sugestie, ze zamiast sumowa¢ wartosci
energii nalezy sumowaé katy stabilizujace. Tak tez uczynimy w naszych rozwazaniach. W

ten sposob dostajemy wzor na poprawke do energii w postaci

55:% S (ethn) — Zatk) —% S (k). (4.42)



Ograniczymy sie tutaj jedynie do teorii z jednym rodzajem wzbudzen. Pozwoli nam to
na uproszczenie zapisu w czasie obliczen, nie zmieni jednak gléwnej idei, ktoéra w prosty
sposOb mozna przenies¢ na teorie z dowolng iloscia wzbudzen w spektrum.

W celu wykonania sum znajdujacych sie w réwnosci (4.42), wykorzystamy wzor na
resumacje Poissona

i F (2%”) = % i /:O dt F(t)e ™kt (4.43)

n=—oo m=—0oQ

Chcemy odtworzy¢ wynik na F-term, dlatego tez jesteSmy zainteresowani jedynie wio-
dacymi cztonami eksponencjalnymi, dlatego tez zachowamy tylko wyrazy, dla ktorych
m = 1. Zacznijmy nasze obliczenia od wykonania sumowania po energiach

S = - _:dzef“ (k) ) + - [ Tdte T (e(h(t) — (1) . (144)

—00

Zauwazmy, ze druga catka jest po prostu sprzezeniem zespolonym pierwszej. Wynika to
z faktu, ze sumujemy po energiach, ktore sg liczbami rzeczywistymi podczas, gdy wyra-
zenia w eksponentach sa sprzezone do siebie. Mozemy wiec zamieni¢ powyzsza sume na
podwojong czesé rzeczywista jednej z catek. Nastepnie mozemy zcatkowaé tak otrzymany
wynik przez czesci

e = &e(L / +Oodte_i”(e(k(t))—e(t))> (4.45)

2 ) o
1 +oo dk it 1 1 oo —iLt 1
_ §R<% /Oo as e e(k;(t))—Q—m,/oo dte e(t)) . (4.40)

a takze zamieni¢ zmienna catkowania w pierwszej calce z ¢t na k

1 +oo . 1 Foo .
R (—/ dk e_ZL(k_@)e'(k:) — —/ dt e_lLte'(t)) : (4.47)

21 ) _ o 21 ) _ o

5(k)

SkorzystaliSmy tutaj z réwnosci t = k — ==, pochodzacej ze wzoru (4.38). Ostatecznie

mozemy zapisa¢ wynik na de; w postaci
1 +oo .
der =R (2—/ dk € (k)e "™ (S(k,p) — 1)> : (4.48)
T

Skoncentrujmy sie teraz na drugiej czesci wzoru (4.42). Podobnie jak poprzednio uzy-
jemy wzoru na resumacje Poissona i zachowamy wyltacznie wiodace cztony, a nastepnie
zauwazymy, ze druga catka jest ponownie sprzezeniem zespolonym pierwszej

¢ oo ; € Foo ,
Ses = 4(71:) /OO dt S (k(1)) + 4(7?:) /Oo dt e (k1)) (.49
= %(¥/+mdte—iLt5(k(t))>. (4.50)

W celu policzenia tych catek nalezy uzy¢ zaleznosci

S(k(t)) = (k(t) — t)L, (4.51)

65



a nastepnie scatkowac przez czesci i zmienié¢ zmienne, jak w poprzednim przypadku

Sey = B (ef(p) / " e (S () — 1)) | (4.52)

2 J_

Ostatecznie, laczac ze soba obydwa cztony dostajemy wzor

Ser — Gey = R ( | S ) - @) (Sl - 1)) S am)

—00

gdzie nazwaliSmy zmienng catkowania jako ¢,, w celu poréwnania wyniku z wyrazeniem
na F-term. Calkowanie, z ktérym mamy do czynienia we wzorze (4.53), odbywa sie po
osi rzeczywistej. Z kolei wiemy, ze we wzorze na F-term calkujemy po zmiennej w teorii
zwierciadlanej. W celu poréwnania wzoru (4.53) z wzorem na F-term musimy przesunaé
kontur catkowania. Podczas tej operacji mozemy napotka¢ bieguny funkcji podcatkowe;j.
Residua obliczone w tych biegunach odpowiadaja p-termom.

Ostatnim przeksztalceniem, prowadzacym do pelnej zgodnosci z wyrazeniem na F-

term, bedzie dokonanie zmiany zmiennych w calce z ¢, = —ié(q) na ¢. Z uwagi na fakt,
ze p .
G —?
-, (4.54)
dg  €(q)

dostajemy wyrazenie (3.46) w przypadku, gdy rozpatrujemy teorie z jednym rodzajem
czastek w spektrum. Aby mieé¢ teraz zgodnosé z teorig dla dowolnej ilosci wzbudzen za-
uwazmy, ze w tym przypadku musimy wysumowaé dodatkowo po wszystkich mozliwych
rodzajach fluktuacji. Nalezy przy tym pamietac, ze jesli fluktuacja ma charakter fermio-
nowy, to nalezy uwzgledni¢ to, mnozac wktad pochodzacy od tych fluktuacji przez —1.
Prowadzi nas to do wzoru na energie

be =3 (—1)f (% 3 <s(kn)—%5b(kn)> —% 3 e(k:no))> , (4.55)

b n=-—0oo0 n=-—00

ktory, po analogicznych przeksztatceniach jak poprzednio, prowadzi doktadnie do wzoru
(3.46). Wynika stad, ze wyrazenie na F-term bierze sie z wiodacych kwantowych fluktuacji
wokot solitonu!

4.3.2 Obliczenie F-termu

W celu obliczenia poprawki energetycznej pochodzacej od fluktuacji wokot wielkiego ma-
gnonu uzyjemy metody punktu siodtowego do obliczenia catki w (3.46). Wykladnik w
wyrazeniu na F-term dany jest przez

6—2L arcsinh(i\/ 1+¢12> (456)

Y

ktory po rozwinieciu do wyrazéw kwadratowych daje

e 2 14T (4.57)



Potozenie punktu siodlowego jest wiec dla punktu ¢ = 0. Znajac polozenie punktu sio-
dtowego mozemy po pierwsze wykonaé catke gaussowska, ktora daje wynik

2, /%e—% , (4.58)

oraz policzy¢ pozostata cze$¢ funkcji podcatkowej wstawiajac ¢ = 0. W tym punkcie

jakobian staje si¢ trywialny

/

(1— f(p))qih. (4.59)
€(q.)

Pozostaje wiec policzenie elementéw macierzy rozpraszania w punkcie siodtowym.
Podobnie jak w rachunku, w ktorym szukaliSmy p-term, dzieki wzorowi (4.13) mozemy
obliczy¢ wiodace rozwiniecie dla wielkiego magnonu o pedzie p w silnym sprzezeniu

1 —ip ]_
b= 1 “=e2 (1 . 4.60
RN ( +4gsin§>’ KR < +4gsin§) (4.60)

W celu policzenia rozwiniecia funkcji xflt w punkcie ¢ = 0 musimy pamietaé, ze zmiennag
q utozsamiamy z pedem w teorii zwierciadlanej, ktéry odpowiada energii w teorii orygi-
nalnej. Musimy wiec analogicznie, jak zrobiliémy to poprzednio dla pedu, wyrazi¢ teraz
zmienne zF jako funkcje energii. Jesli nastepnie skorzystamy z warunku ¢ = ie, to do-
staniemy wzor na x;t dla czastek wirtualnych. Wstawiajac potozenie punktu siodtowego
q = 0 do tak otrzymanych wzoréw, dostajemy wiodace rozwiniecie w postaci

1 1
+_4 - _
$q—z<1+@), xq—z(l—@). (4.61)

Jedyne, co pozostaje do zrobienia, to obliczenie macierzy S(z;,x;) w punktach danych
przez wzory (4.60) oraz (4.61). Ponownie, jak mozna znalezé w Dodatku B, macierz
rozpraszania moze zostac¢ zapisana jako iloczyn trzech czynnikow — czesci skalarnej, czesci
macierzowej oraz dressing factora. Wktad pochodzacy od dressing factora dany jest w tym
przypadku jedynie poprzez jego wiodacy wyraz w silnym sprzezeniu — faze AFS, ktora w
tym przypadku jest rowna

g

. pl4sink
—2sin & 2 ,—ip 4.62
¢ 1 —sin ge ( )

Pozostate wyrazy dressing factora sa podwiodace w punkcie siodtowym. Czeéé skalarna
moze by¢ tatwo policzona i daje

1—sin2 .
E—L 4.63
14—511&%6 ( )

Z kolei czesé macierzowa dana jest przez przesuniecia fazowe, ktore moga by¢ znalezione w
[49]. Jesli teraz polaczymy wszystkie te fakty, to mozemy znalezé wyrazenia na elementy
macierzy rozpraszania w postaci

1—|—sin§

. 0w P
() = L o
(61'6)Ads5 - 1. 672sing 7
A cosE +sin? .
(eus)fetmiony = 5 5 ’ 6_2bln12) : (464)

P_gink
COS4 SlIl4
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Ostatecznie, sumujac (4 () o5 T4 (") Adss — 8 (e”) fermi‘ms> dostajemy wynik na F-
term dla wielkiego magnonu

g 165111273 _94inP? —L
0 = —\[ oL ToamEe e (4.65)
2

Tym sposobem udalo nam si¢ otrzymaé¢ obydwie wiodace poprawki eksponencjalne do
energii wielkiego magnonu, dane przez formuly Liischera.
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Rozdziat 5

Stabe sprzezenie

W poprzednim rozdziale zajmowaliSmy sie problemem znalezienia wymiaru anomalnego
dla wielkich magnonéw w silnym sprzezeniu. Teraz chcielibysmy z kolei zainteresowac sie,
jak mozna obliczy¢ wymiar anomalny dla matej statej sprzezenia, pozostajac po strunowe;j
stronie korespondencji AdS/CFT. Zazwyczaj uwazano, ze rachunki po stronie teorii strun
mozliwe sa jedynie dla duzej statej sprzezenia. Jednak dzieki wtasnosci catkowalnosci
dwuwymiarowej teorii pola na strunie, dysponujemy np. macierza S dla tej teorii dla
dowolnej wartosci statej 't Hoofta. Nic nie stoi wiec na przeszkodzie, aby wzory Liischera
zastosowacé takze w tym przypadku. Jest to o tyle interesujace, ze umozliwia kontakt
z perturbacyjnym obszarem teorii cechowania, dla ktorej mozliwe jest przeprowadzenie
niezaleznych rachunkéw perturbacyjnych, obliczajac diagramy Feynmana.

W centrum naszych rozwazan beda tzw. operatory twist-J. Wybieramy akurat te ope-
ratory, gdyz przy ich analizie po raz pierwszy zostalo stwierdzone, ze rownania Asymp-
totycznego Ansatzu Bethego zalamuja sie, jesli rozpatrywaé bedziemy wystarczajaco wy-
soki rzad w rozwinieciu perturbacyjnym. Poza tym naleza one do pewnego domknietego
podsektora pelnej teorii N' = 4 SYM, co znacznie ulatwia ich analize. Domknietosé¢ pod-
sektora teorii znaczy w tym przypadku, ze dziatanie operatora dylatacji nie wyprowadza
nas z danego podsektora i dzieki temu mozemy ograniczy¢ sie tylko do niego, zapomina-
jac o wplywie pozostatych operatoréw na wymiar anomalny. W szczegdlnosci réwnania
ABA znacznie si¢ upraszczaja. W przypadku operatoréw twist-J mamy do czynienia z
sektorem sl(2), ktorego domknietosé zostata udowodniona, przynajmniej perturbacyjnie,
w pracy [12]. Stany o najwyzszej wadze (ang. highest-weight states) nalezace do tego
podsektora sktadaja sie z J skalarnych operatoréw Z oraz M pochodnych kowariantnych
D (w wybranym kierunku na stozku $wietlnym)

T [27DM] +..., (5.1)

gdzie kropki biorg sie z faktu, ze stany wlasne operatora dylatacji sa kombinacjami linio-
wymi operatoréw z réoznym rozmieszczeniem pochodnych i pol skalarnych wewnatrz sladu.
W obrazie tancuchéw spinowych operatory twist-J moga by¢ utozsamione z niezwartym
taiicuchem spinowym o spinie —%, dtugosci J oraz ilosci wzbudzen M, odpowiadajace;j
wartosci globalnego spinu.

Naszym celem bedzie policzenie wymiaru skalowania dla operatorow twist-J. W sktad
wymiaru skalowania wchodzi klasyczny wymiar operatora, ktéry w tym przypadku wynosi
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J 4+ M oraz wymiar anomalny 7 odpowiadajacy za efekty kwantowe
Alg, ,M)=J+M+~(g,J,M). (5.2)

W naszych rozwazaniach bedziemy zainteresowani jedynie rozwinieciem w stabym sprze-
zeniu. Wymiar anomalny mozna w zasadzie znalez¢, wyraz po wyrazie, liczac wktad po-
chodzacy od diagraméw Feynmana z coraz to wyzsza iloscia petli. Rozwiniecie to ma
postac

7(97 ‘]7 M) = ZPYZZ(‘L M) 9%7 (53)
/=1

gdzie 5 jest wynikiem jednopetlowym, v, — dwupetlowym, itd. Zasadniczo jednak policze-
nie wkladu od wszystkich graféw Feynmana jest zadaniem praktycznie niewykonalnym.
Dlatego tez bedziemy uzywac¢ metod znanych z calkowalnych teorii pola w celu wyzna-
czenia funkcji ~.

Skoncentrujemy sie jedynie na dwoch najprostszych klasach operatoréw twist-J. Beda
to operatory twist-2 oraz twist-3!. Zacznijmy od pierwszego rodzaju. W tym przypadku
musimy wziaé¢ doktadnie dwa operatory Z i dowolna ilos¢ pochodnych kowariantnych.
Postac¢ ogolna operatorow twist-2 wyglada nastepujaco

Tr [2°DM] +.... (5.4)

Okazuje sie, ze dla nieparzystej ilosci wzbudzeri M operatory twist-2 chronione sa przez
supersymetrie lub sa supersymetrycznymi partnerami operatoréw z mniejszym M, a co
za tym idzie ich wymiar anomalny zeruje sie lub nie niesie nowej informacji. Z kolei dla
kazdej parzystej wartosci M istnieje dokladnie jeden niezalezny stan o najwyzszej wadze,
ktorego wymiar skalowania nie jest zachowywany przez supersymetrie (ang. non-BPS
state). Wymiar anomalny tych operatoréw moze by¢ wyznaczony przy uzyciu rownan
Asymptotycznego Ansatzu Bethego az do trzech petli. Jak zobaczymy jednak w dalszej
czesci tego rozdziatu, ABA nie daje poprawnego wyniku zaczynajac od wyniku cztero-
petlowego. Okazuje sie, ze aby otrzymaé¢ poprawny wynik, nalezy uzupetni¢ go o wktad
pochodzacy od efektéw skoriczonego rozmiaru, tzn. policzy¢ poprawki Liischera.
Druga grupa operatoréw, ktorych wymiarem anomalnym bedziemy zainteresowani
beda operatory twist-3
Tr [Z2°DM] +.... (5.5)

W tym przypadku mamy jedna zasadnicza réznice w poréwnaniu do operatoréow twist-2.
Jesli zajmujemy si¢ operatorami twist-3, to dla danego parzystego M istnieje wiecej niz
jeden stan, ktory nie jest zachowywany przez supersymetrie. W naszych rozwazaniach
skupimy sie jedynie na stanie o najnizszym wymiarze anomalnym.

W rozdziale tym, na poczatku podamy kilka obserwacji dotyczacych ogélnych wta-
sno$ci wymiaru anomalnego dla operatoréw twist-J, ktére pozwola nam na wyznaczenie
go az do pieciu petli w rozwinieciu perturbacyjnym dla operatoréw twist-2 oraz twist-3.
Wilasnosciami tymi sa zasada maksymalnej transcendentalnosci oraz zasada parzysto-
sci. Nastepnie podamy, jaka powinna by¢ asymptotyka wymiaru anomalnego dla duzych

LOperatory twist-1 sa w tym kontekscie trywialne, gdyz sa chronione przez supersymetrie. Ich wymiar
skalowania dany jest jedynie przez wymiar klasyczny, ktory w tym przypadku wynosi M + 1.
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wartosci spinu oraz zwiazek rownania BFKL z wymiarem anomalnym przedtuzonym ana-
litycznie do niefizycznej ilosci wzbudzen M = —1. Pozwoli nam to na nietrywialny test
otrzymanych przez nas wynikéw. Rachunek w celu znalezienia wymiaru anomalnego be-
dzie sktadat si¢ z dwoch czesci. Na poczatku opiszemy, jak mozna rozwiazaé¢ perturba-
cyjnie rownania ABA, a nastepnie zobaczymy jaki wptyw na wynik otrzymany z ABA
maja efekty wrapping.

5.1 Wlasnosci wymiaru anomalnego w stabym sprze-
zeniu

Naszym celem jest znalezienie rozwiniecia perturbacyjnego dla wymiaru anomalnego ope-

ratorow typu twist-J. Kazdy wyraz tego rozwiniecia jest pewna funkcjg liczby wzbudzen
M.

(g, M) = yar(M)g*, (5.6)

gdzie zaniedbaliSmy jawna zalezno$é¢ od J, gdyz wszystkie wtasnosci, ktére podamy sa
niezalezne od tego parametru. Dla poczatkowych wyrazéw rozwiniecia oraz matych war-
tosci J nie jest trudno znalezé¢ Scista (analityczna) postaé funkeji vq0. Jednak w miare,
jak jestesSmy zainteresowani wyzszymi wyrazami, nie jesteSmy w stanie znalezé rozwia-
zania tego problemu analitycznie. W ogoélnosci, nic nie stoi na przeszkodzie, aby kazdy
wspotezynnik rozwiniecia byt dowolng funkcja zmiennej M. Jesli jednak przygladniemy
sie strukturze rozwiazan dla poczatkowych wyrazéw, to mozemy zauwazy¢ pewne wspolne
wtasnodci tych funkcji. Na podstawie tych obserwacji sformutowane zostaly pewne hipo-
tezy, jak powinien wyglada¢ dowolny wyraz rozwiniecia wymiaru anomalnego dla stabego
sprzezenia.

Pierwsza obserwacja jest fakt, ze rozwiniecie wymiaru anomalnego da sie zapisaé jako
kombinacja ze wspotczynnikami wymiernymi pewnych specyficznych funkcji argumentu
M. Funkcjami tymi sa funkcje (-Riemanna oraz tzw. zagniezdzone sumy harmoniczne
zdefiniowane w nastepujacy sposob: najprostsze z tych funkcji sa dobrze znanymi funk-
cjami harmonicznymi

S.(M) =Y ben(@) g (5.7)

. j\al
Jj=1

Nastepnie, wykorzystujac standardowe funkcje harmoniczne, mozemy zbudowaé jedno-
krotnie zagniezdzone sumy harmoniczne jako

Sarar(M) =) (sn(a)) Su,(j),  a1,a3 € Z. (5.8)

Kazda nastepna, bardziej skomplikowana zagniezdzona suma harmoniczna, zdefiniowana
jest rekurencyjnie, uzywajac funkcji z wczesniejszego poziomu, w analogiczny sposob

o (sgn(ar))’
Supan(M) =3 I g i)y ar.. . an €L (5.9)



Obserwacja ta daje nam pewna baze funkcji, ktora bedziemy nazywaé bazg kanoniczng,
w jezyku ktorych mozemy zapisa¢ wymiar anomalny. A priori, nie upraszcza to jednak
znaczaco problemu, gdyz istnieje nieskoriczenie wiele zagniezdzonych sum harmonicz-
nych i bedziemy potrzebowaé¢ dodatkowych warunkéw, aby moc zdeterminowaé, ktore
z nich beda wchodzi¢ w sktad funkcji v90. Sekcja ta w calosci poswiecona jest opisaniu
tych dodatkowych warunkéw, ktoére musi spelnia¢ wymiar anomalny. Chcielibyémy jed-
nak zaznaczy¢, ze czes¢ opisanych tu ograniczen na wymiar anomalny bierze sie jedynie
z obserwacji dla poczatkowych argumentéw i jak do tej pory sa jedynie hipotezami. Nie-
mniej, hipotezy te pracuja bardzo dobrze i nie znaleziono jak do tej pory wyniku, ktory
nie bytby z nimi w zgodzie.

W kolejnej czesci podrozdziatu opiszemy po kolei wtasnosci funkeji vo0(M). Zacznie-
my od zasady maksymalnej transcendentalnosci, ktéra ogranicza ilo$¢ dopuszczalnych
funkcji dajacych wktad do 79, z nieskoriczenie wielu do skonczonej ich ilogci. Dla kazdego
¢ bedziemy wiec mieli skoriczona baze funkcji harmonicznych rozpinajacych, ze wspot-
czynnikami wymiernymi, funkcje ~9,. Nastepnie opiszemy zasade parzystosci znaleziong
w kontekscie (QCD) [50, 51| i zaadoptowana do przypadku operatorow twist-J w teorii
N =4 SYM w [52]. Zasada parzystosci wprowadza nowa, mniej liczna, baze funkcji, za
pomoca ktorych mozemy wyrazi¢ nasz wynik. Baza ta sktada si¢ z tzw. sum binomialnych
zdefiniowanych poprzez

iy (M) = (1) f}—l)j (Af ) (M ! j) S ). (5.10)

Jj=1 J
W dalszych rozwazaniach bedziemy zamiennie uzywac¢ bazy kanonicznej oraz bazy bi-
nomialnej w zaleznosci, ktéra z nich bedzie bardziej odpowiednia do opisania danego
problemu.

Zasada maksymalnej transcendentalnosci jak i zasada parzystosci postuza w dalszych
rachunkach do ograniczenia ilosci funkcji, ktére musimy bra¢ pod uwage. Pozostate dwa
ograniczenia, ktore opiszemy maja na celu zweryfikowanie, czy otrzymany przez nas wy-
nik jest wynikiem prawidtowym. Pierwszym testem, czy otrzymaliSmy poprawna funkcje
~vo¢ bedzie sprawdzenie, jaka jest asymptotyka wyniku dla duzych M i poréwnaniem jej
z tzw. wierzchotkowym wymiarem anomalnym (ang. cusp anomalous dimension). Dru-
gim, waznym jedynie dla operatoréow twist-2, bedzie przedtuzenie analityczne naszego
wyniku do niefizycznej wartosci ilosci wzbudzen M = —1, a nastepnie poréwnanie go z
przewidywaniami z rownania BFKL.

5.1.1 Zasada maksymalnej transcendentalnosci

Zasada maksymalnej transcendentalnosci zostata pierwotnie sformutowana w kontekscie
QCD, a nastepnie zaadoptowana w [53| do teorii N = 4 SYM. Ostateczna postaé, takze
prezentowana tutaj, mozna znalezé w [54]. Aby moc sformutowaé zasade maksymalnej
transcendentalnosci, musimy wprowadzi¢ pojecie stopnia transcendentalnosci funkcji. Z
definicji, stopien transcendentalnosci jest pewna liczba naturalna. Zacznijmy od najprost-
szych funkcji, jakimi sg funkcje state. W tym przypadku stopien przyjmuje wartos¢ ze-
rowg dla wszystkich funkcji statych rownych pewnej liczbie algebraicznej oraz niezerowa
dla wartosci przestepnych. W szczegolnosci, wszystkie funkcje state rowne pewnej liczbie
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Funkcja (f) Stopieni transcendentalnosci #(f)
L pgcl 0
¢(n)
7.(.71
log(n + 1)
Satyean (M> ay+ ...+ an
Sil,m,ik (M> 1+...+1,

n
n
n

Tabela 5.1: Stopieni transcendentalnosci dla wybranych funkcji.

wymiernej maja stopieri rowny zero. Z kolei funkcje state réowne ((n), n > 1, ktérymi
bedziemy sie interesowa¢ w tym rozdziale, sa przestepne i maja niezerowy stopieri (w
tym przypadku rowny n). Stopien transcendentalnosci mozna zdefiniowaé takze dla funk-
cji takich, jak zagniezdzone sumy harmoniczne czy sumy binomialne. Wartosci stopnia
transcendentalno$ci dla réznych funkeji podaje tabela 5.1.

Ponadto, zachodzi prosta relacja pozwalajaca policzy¢ stopien transcendentalnosci dla
iloczynu funkcji

#(f-9) =#(f) +#(9) .- (5.11)

Zasada maksymalnej transcendentalnosci méwi o tym, ze funkcje, wystepujace w roz-
winieciu wymiaru anomalnego operatoréw twist-.J, dla ustalonego rzedu rozwiniecia maja
ustalony stopien transcendentalnosci réwny

#(Y20) =20 1. (5.12)

Redukuje to w szczegolnosci ilosé funkceji, za pomoca ktorych mozemy wyznaczyé o, do
skonczonej liczby, gdyz dla danego ¢ istnieje tylko skoriczenie wiele zagniezdzonych sum
harmonicznych majacych stopieni transcendentalno$ci mniejszy lub réwny 2¢ — 1.

5.1.2 Zasada parzystosci

Zasada parzystosci? daje nam dodatkowe ograniczenie na postaé rozwiniecia perturbacyj-
nego wymiaru anomalnego. W celu sformutowania tej zasady musimy zdefiniowaé¢ pewng
nowa funkcje P, ktora jest bardziej odpowiednia do tych celéw niz wymiar anomalny.
Podobnie jak w [52] zdefiniujemy te funkcje jako

(M) ="P (M + %v(M)) (5.13)

Jest to zaleznos$é, w ktorej wymiar anomalny wystepuje w postaci uwiktanej. Jesli uda
nam sie wyznaczy¢ postaé¢ funkeji P, to bedziemy mogli rozwigzaé¢ rownanie (5.13) itera-
cyjnie wzgledem .

2Nazwa ta wywodzi si¢ z faktu, ze we wzorze (5.14) wystepuja jedynie parzyste potegi J. W literaturze
mozna takze spotkaé¢ inna nazwe — zasada obopélnosci (ang. reciprocity principle), majaca swe podloze
we wzorze (5.13)
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Samo zdefiniowanie funkeji P, a priori, nie upraszcza problemu. Zasada parzystosci
moéwi jednak, ze asymptotyka funkeji P musi by¢ postaci

log J2
P(M):Z%, JP=MM+1)>1, (5.14)
>0

gdzie funkcje a,(M) musza by¢ wielomianami. Jak mozna zauwazy¢, tylko parzyste potegi
J pojawiaja sie w rozwinieciu asymptotycznym, co tlumaczy nazwe zasady, ktora tu
prezentujemy.

Okazuje sie, ze dla ustalonego stopnia n, jedynymi funkcjami o transcendentalnosci n,
speliajacymi warunek (5.14), sa binomialne sumy harmoniczne, zdefiniowane w (5.10),
w ktorych wszystkie wspotezynniki sa dodatnie. Ilosé tych funkeji dla ustalonego stopnia
transcendentalnogci n jest doktadnie réwna 27! i jest znacznie mniejsza od ilogci wszyst-
kich mozliwych zagniezdzonych sum harmonicznych stopnia n. Zasada parzysto$ci mowi
nam wiec, ze w celu zanalezienia wyniku nalezy wyznaczyé¢ funkcje P w jezyku funkeji ¢
oraz sum binomialnych, a nastepnie rozwiaza¢ rownanie (5.13) wzgledem wymiaru ano-
malnego. Co jest bardzo wazne, wymiaru anomalnego nie da zapisac sie uzywajac jedynie
sum binomialnych — sa one w sposo6b istotny stowarzyszone z funkcjag P.

5.1.3 Ograniczenia na asymptotyke

W [55] Korchemsky zauwazyl, ze dla operatorow twist-J w granicy dla duzej ilosci wzbu-
dzen wiodaca rozbieznos¢ wymiaru anomalnego jest pojedyncza rozbieznoscia logaryt-
miczng ze wspolczynnikiem danym przez wierzchotkowy wymiar anomalny

lim (g, M) = 290 (9) log M (5.15)

M —oc0

w pelnym rozwinieciu perturbacyjnym. Wynik ten jest niezalezny od J. Z kolei wierz-
chotkowy wymiar anomalny w teorii N' = 4 SYM moze by¢ znaleziony perturbacyjnie
korzystajac np. z rownania BES (Beisert-Eden-Staudacher) [20]. Wynik do pieciu petli
dany jest przez

8 88 73
2 ‘ — 2 Z_ 2 4 e 4 6 o 1 6 4 2 8
Yeusp (9) 8¢ 379t Y 6 (—6307r +4¢(3) )g
887 4
2 8+ —72C(3)%2 +4 o 1
+3 (141757r +37r C(3)* + 0g(3)§(5)) + (5.16)

W celu sprawdzenia, czy otrzymany przez nas wynik na wymiar anomalny ma szanse
by¢ poprawny nalezy wiec zbada¢ dla niego granice M — 0o, a nastepnie sprawdzi¢, czy
odtwarza ona wierzchotkowy wymiar anomalny.

Dla operatorow twist-.J jest jedna dodatkowa obserwacja dotyczaca granicy M — oo.
Okazuje sie, ze wystarczy wziaé¢ jedynie asymptotyke rozwiazania pochodzacego od ABA
i dostaniemy pelny wymiar wierzchotkowy. Wynika stad, ze wrapping nie ma zadnego
wplywu na wiodaca asymptotyke dla duzych M. Dla przypadku operatorow twist-2 (dla
czterech petli) rachunek prezentujacy to zachowanie znajduje sie w Dodatku C.
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5.1.4 Ro6éwnanie BFKL

Ograniczenia pochodzace od réwnania BFKL [56, 57, 58| dotycza jedynie operatorow
twist-2. W celu znalezienia zwiazku pomiedzy tymi, na pierwszy rzut oka catkowicie réz-
nymi obiektami, zacznijmy od motywacji majacej swoje podtoze w QCD. W granicy
Regge amplitudy rozpraszania czastek nie niosacych koloru sa zdominowane przez wy-
miane dwoch efektywnych czastek — zreggeizowanych gluonéw. Kombinacja dwoch takich
czastek jest czesto nazywana pomeronem i odpowiada za wiodaca asymptotyke ampli-
tud rozpraszania w granicy Regge. Réwnanie, ktorego rozwigzaniami sa wartosci wlasne
hamiltonianu Reggego nosi nazwe rownania BFKL od nazwisk jego odkrywcow - Balit-
sky’ego, Fadina, Kuraeva oraz Lipatova. Chociaz formalnie w przypadku teorii N' = 4
SYM macierz S nie moze zostac¢ zdefiniowana, to analiza amplitud rozpraszania wykazu-
je, ze takze w tym przypadku gluony reggeizuja. W wiodacym rzedzie rownanie BFKL
dla QCD oraz dla teorii N' = 4 SYM jest identyczne. Z kolei w rzedzie podwiodgcym
réwnanie (NLO BFKL) dla QCD jest niestychanie skomplikowane i znalezienie go zajeto
prawie 10 lat pracy. W przypadku teorii N' = 4 SYM jednak, ze wzgledu na duzg ilos¢
symetrii, hamiltonian Reggego znaczaco sie upraszcza, a co za tym idzie réwniez rownanie
NLO BFKL jest prostsze [53].

Relacja pomiedzy wymiarem anomalnym operatoréw twist-2 a réwnaniem BFKIL,
oraz jego wersja dla poprawek podwiodacych (NLO BFKL), moze by¢ znaleziona, gdy
przeprowadzimy przedtuzenie analityczne funkeji v(g, M) do zespolonych wartosci M.
Okazuje sie, ze w kazdym rzedzie rozwiniecia perturbacyjnego, funkcje vo0(M ) beda miaty
osobliwosci dla wszystkich ujemnych liczb catkowitych M. Pierwszy ze zbioru punktéow
osobliwych

M=-1+w (5.17)

okazuje sie by¢ zwiazany ze wspomnianym juz pomeronem. W powyzszym wzorze w
powinno by¢ rozpatrywane jako nieskonczenie mata liczba. Gdy rozwiniemy teraz 7o
wokot tego punktu, to dostaniemy wyrazenia zawierajace potegi odwrotnosci w. Co jednak
najwazniejsze, residua policzone w tym punkcie oraz rzad bieguna moze byé¢ obliczone
uzywajac rownania BFKL!

Uogolnione rownanie BFKL moze zosta¢ zapisane w nastepujacej postaci

_ZQZ =x(7) —9°0(7), (5.18)

gdzie
() = \11(-%) +\IJ<1+%> 2w (1), (5.19)

6(y) = 4x"(7) +6¢(3)+2¢(2) x(v) +4x(v) x'(7)

71_3

n ™
SlIl2

—4q><—%> —4c1>(1+%) , (5.20)

natomiast funkcja ®() dana jest wzorem

() = ;O%F (k47 +1) —@(1)}. (5.21)
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We wszystkich powyzszych wzorach przez W(x) oznaczylismy funkcje digamma zdefi-
niowang jako pochodna logarytmiczna funkcji Gamma Fulera

U(z) = % logT'(x) . (5.22)

Mozemy teraz rozwigzaé iteracyjnie rownanie BFKL wzgledem ~, do dowolnego rzedu

w rozwinieciu perturbacyjnym, w celu znalezienia struktury osobliwosci wymiaru anomal-

nego operatoréw twist-2 wokot M = —1 + w. W dalszej czesci tego rozdziatu bedziemy

chcieli poréwnaé¢ przedtuzenie analityczne wymiaru anomalnego do M = —1 + w dla

pierwszych pieciu rzedéw w rozwinieciu perturbacyjnym. Dlatego tez podajemy tutaj
rozwigzanie rownania (5.18) az do tego rzedu

7 = 240w+ 0W) (_ig2) —(0+ 0w+ O(w?) (—492)2

w

FO+ (Bt 06) (_ing— (166)+ Scww+0w) <_4g2>4

w

2\ 9
- (o + (2 C(2)¢(3) + 16C(5)) w+ O(WQ)) ( ig > T (5.23)
Jest to podwojny szereg. Po pierwsze, mamy rozwiniecie w ¢ az do pigtego rzedu. Po
drugie, dla kazdej petli mamy wiodace oraz podwiodace rozwiniecie w w.
Gdy uzyskamy juz wynik na wymiar anomalny dla operatorow twist-2 (az do pieciu
petli), dokonamy jego przedtuzenia analitycznego do M = —1+w, a nastepnie poréwnamy
ze wzorem (5.23).

5.2 Asymptotyczny Ansatz Bethego

W tej czedci pracy bedziemy zainteresowani znalezieniem, jakie przewidywania daja row-
nania ABA dla operatoréw twist-J. Skoncentrujemy sie tutaj na operatorach twist-2
oraz twist-3. Dla operatoréw twist-2 chcieliby$my sie gtéwnie skupi¢ na, bardzo nietry-
wialnych, wynikach dla czterech i pieciu petli. Rozwigzanie réwnan Asymptotycznego
Ansatzu Bethego dla czterech petli mozna znalezé w pracy [54| podczas, gdy wynik pie-
ciopetlowy znajduje sie w [A3]. Z kolei dla operatorow twist-3 bedziemy zainteresowani
jedynie wynikiem pieciopetlowym, ktory mozna znalezé w [A5].

5.2.1 Operatory twist-2

Nasze rozwazania rozpoczniemy od operatorow twist-2. Zainteresowanie wynikiem cztero-
oraz pieciopetlowym ma zasadniczo rézne poditoze. Okazuje si¢, ze dla czterech petli
przedtuzenie analityczne wymiaru anomalnego pochodzacego od ABA nie pokrywa sie z
przewidywaniami z rownania BFKL. Dlatego tez niezwykle wazne jest pokazanie, ze jesli
wklad od ABA zostanie uzupetniony przez efekty skoriczonego rozmiaru, to dostajemy
pelna zgodnos$é. Pokazuje to w szczegdlnosci, ze na poziomie czterech petli asymptotyczna
catkowalno$é zostaje ztamana, lecz wciaz mozemy znaleZé rozwiazanie uzywajac metod
catkowalnych teorii pola na cylindrze. Dodatkowo, potwierdza to, ze nasze wzory na
poprawke Liischera sa poprawne.
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Zainteresowanie wynikiem pieciopetlowym z kolei ma gltéwnie na celu przygotowa-
nie rezultatéw, ktore umozliwig sprawdzenie poprawnosci rownann TBA znalezionych w
[29, 30, 31]. Wynik pieciopetlowy pozwala takze w sposob bardziej doktadny zweryfiko-
waé poprawno$¢ wzorow na poprawki Liischera. Jak zobaczymy podzniej, w celu uzyskania
czteropetlowego wymiaru anomalnego pochodzacego od efektéw wrapping wystarczy, jesli
uzyjemy jedynie czesci wzorow (3.93)-(3.96). W szczegolnosei modyfikacja kwantowania
pochodzacego z ABA daje wktad dopiero na poziomie pieciu petli. Jesli znajdziemy wiec
poprawny pieciopetlowy wynik ze wzoréw (3.93)-(3.96), znaczy¢ to bedzie, ze takze mody-
fikacja ABA zostala poprawnie zapostulowana. Na koniec wspomnimy takze, ze dressing
factor zaczyna odgrywac role dopiero dla pieciu petli. Dzieki temu mamy wiec mozliwosé
sprawdzenia poprawno$ci jego rozwiniecia w stabym sprzezeniu.

Asymptotyczny Ansatz Bethego dla operatoréow twist-2, nalezacych do podsektora
s[(2) pelnej teorii, moze by¢ znaleziony bezposrednio z rownan ABA dla pelnej teorii,
ktore mozna znalezé w Tabeli 2.1. Przyjmuje on postac

2 M- + 2/t -
ﬁ — H xk‘ B x] B g /xk‘ Jf] e?i@(uk,u]‘) (5 24)
x, Pl g°/xy x;
J#k
Powyzszy uktad sklada sie z M réwnan dla k = 1,..., M, ktére musza by¢ rozwiazane
+

wzgledem wielkoSci ug. Zmienne ;- wyrazone sg poprzez uj UZywajac mapy Zukowskiego
+ _ ot + _ i _u 9

x, = x(uy), ut=utg, x(u)—§ L+ /1—4=|. (5.25)
u

Funkcja 0(u,v) we wzorze (5.24) to tzw. dressing phase i jej definicje mozna znalezé w
Dodatku B. Jesli uda nam sie wyznaczy¢ rozwiagzanie rownania (5.24), to wtedy wymiar
anomalny pochodzacy od ABA dany jest wzorem

7 g) =247 i (é - é) : (5.26)

k=1

PrzejdZzmy teraz do wytlumaczenia sposobu rozwiazania uktadu rownan (5.24). W
og6lnosci nie jesteSmy w stanie rozwiaza¢ go dla duzej ilosci M wzbudzen. Po pierwsze
dlatego, ze wtedy prawa strona kazdej z rownosci (5.24) staje si¢ coraz bardziej skompli-
kowana — staje sie iloczynem wielu czynnikéw. A po drugie, bo ilo§¢ rownann w naszym
uktadzie takze ro$nie. Dostajemy wiec uktad wielu skomplikowanych réwnan nieliniowych.
Mozemy jednak poszukaé rozwigzania perturbacyjnie dla matych wartosci statej sprze-
zenia g, startujac od przypadku jednopetlowego, a nastepnie iteracyjnie dla kolejnych
rzedow rozwiniecia.

Pierwszy wyraz rozwiniecia dostaniemy wstawiajac po prostu ¢ = 0 do réwnania
(5.24). Dostaniemy wtedy jednopetlowe rozwiniecie w postaci
L M .
up + 5 Up — Uj — @
( k 3) :Hk—ﬂ', (5.27)
Uk — 5 jzluk—uj—i—z
itk
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czyli dobrze znane rownanie ABA dla lokalnego tanicucha Heisenberga z symetria sl(2)
— tancucha spinowego XXX 1. Rozwiazanie tego problemu jest znane i dane poprzez
pierwiastki funkcji hipergeometrycznej jako

M
—M, M+1, 1+
N(M) [ (u — ) =3F2( N 1) , (5.28)
i=1 ’

gdzie N (M) jest normalizacja, ktora nie bedzie odgrywac znaczacej roli w dalszych roz-
wazaniach, natomiast 3F, oznacza funkcje hipergeometryczna. Jesli teraz obliczymy po-
chodna logarytmiczng wzoru (5.28) w punktach % oraz —%, a nastepnie podstawimy do
wzoru na wymiar anomalny (5.26), to otrzymamy, ze

Yo PR (M) = 851 (M) . (5.29)

Jak mozemy zauwazy¢ otrzymalismy wynik, ktéry posiada poprawny stopien transcen-
dentalnosci #(~5"*(M)) = 1. Spelnia tez zasade parzystosci, poniewaz w tym przypadku
P(M) = S1(M) = Si(M) jest (jedyna) suma binomialng z dodatnimi indeksami. Moze-
my teraz sprawdzié¢, czy wynik ten posiada odpowiednia asymptotyke dla duzych M oraz
czy zgadza sie z przewidywaniami z rownania BFKL. Aby to zrobié¢ nalezy skorzystac z
wynikow przedstawionych w Dodatkach D oraz C. W naszym przypadku

lim 2% (M) = 8logM + O(1),

M —oc0

YA (-1+w) = 8 <—£ + w((2) + (’)(w2)) , (5.30)

co zgadza sie z wymiarem wierzchotkowym (5.16) jak i z rownaniem BFKL (5.23). Tak
wiec udalo nam sie, na poziomie jednej petli, potwierdzi¢ wszystkie wtasnosci, ktore
wymiar anomalny powinien posiadac.

Wyniki analityczne na rozwiagzania rownania (5.24) znane sa jeszcze dla dwoch oraz
trzech petli [59]. Nie bedziemy tutaj przedstawiaé¢ ich dokladnej postaci, gdyz jest ona
skomplikowana i nie jest istotna w naszych rozwazaniach. Jedyne co zrobimy, to napisze-
my, jaki wymiar anomalny mozemy z nich otrzymac

YPNM) = 8[Sy(M) + S_g(M) — 2(S15(M) + Sa1 (M) + S1 _o(M))] (5.31)
M) = 16[285(M) + 25 5(M) = S_52(M) +2(S-2,-21(M) + S_21,2(M)

51,2, 2(M) + 81 23(M) = S5 2(M) = S5 _s(M) = S5 _»(M))
+4(S122(M) + S5,12(M) + S04 (M) + Sa.1.1 (M) + S5, (M)
+1,138(M) + St 5(M) + S3.1,2(M) = S1.4(M) = Sy, (M) = S_4 (M)
—5(Sa5(M) + S35(M) ) + 685 5,1 (M) = 8(S1,_4(M) + S14,-21(M)

—Sl,_g,l(M)> 98y _4(M) + 1251,1,_3(M)} . (5.32)

Ponownie i w tym przypadku tatwo zauwazy¢, ze wyniki te posiadaja odpowiedni
stopien transcendentalnosci (odpowiednio 31 5). W celu sprawdzenia zasady parzystosci
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musimy wyznaczy¢ funkcje P z rownosci (5.13), a nastepnie przepisa¢ nasz wynik z bazy
kanonicznej do bazy binomialnej. Dla przyktadu wynik dwupetlowy ma postaé

Py(M) = 8S12(M) — 8Sy,1(M). (5.33)

Jak tatwo zauwazyé¢, w jego sktad wchodza jedynie sumy binomialne z dodatnimi indek-
sami, co potwierdza zasade parzystosci. Dodatkowo, mozliwe jest sprawdzenie zardéwno
poprawno$¢ asymptotyki jak i zgodno$é z rownaniem BFKL dla wyniku dwu- i trzype-
tlowego.

Jak do tej pory nie jest znany wynik analityczny na rozwiazania rownania (5.24) dla
wiekszej ilosci petli. W tym przypadku musimy zastosowaé zupetnie inne podejscie do
problemu znalezienia wymiaru anomalnego. Jak juz zauwazyliSmy, zasada maksymalnej
transcendentalnosci oraz zasada parzystos$ci ograniczaja ilos¢ funkcji za pomoca ktorych
wyrazaja sie funkcje Poyy, a co za tym idzie y9p. W przypadku wyniku czteropetlowego
mamy 64 sumy binomialne z dodatnimi indeksami oraz o transcendentalnosci 7. Dla pie-
ciu petli jest to juz 256 sum o transcendentalnosci 9. Beda to jedyne przypadki, ktorymi
bedziemy si¢ tutaj interesowaé¢. W obu przypadkach, jedyne co musimy zrobié¢, to zna-
lez¢ wspotezynniki, ktore stoja przed sumami binomialnymi. Mozemy wiec potraktowaé
problem znalezienia Pg (Pyg), jako problem liniowy na 64 (256) wspotezynniki. W celu
wyznaczenia tych wspoélczynnikéw wystarczy, ze potrafimy znalezé, ile wynosi wymiar
anomalny dla dowolnych 64 (256) roznych wartosci M. Dostaniemy wtedy uktad rownan
liniowych, ktore nastepnie mozemy tatwo rozwiaza¢. Znalezienie wspotczynnikoéw stoja-
cych przed sumami binomialnymi oznacza, ze udato nam si¢ uzyska¢ wymiar anomalny
dla dowolnego M.

Wydaje sie oczywistym, ze nalezy wzia¢ mozliwie najmniejsze wartosci M, gdyz w
tym przypadku znalezienie wymiaru anomalnego z rownan ABA jest prostsze. Nalezy
jednak zwrocié uwage na fakt, o ktorym wspomnieliémy na poczatku tego rozdziatu, tzn.
ze operatory twist-2 posiadaja nietrywialny wymiar anomalny jedynie dla parzystych
wartosci M. Wydaje sie wiec, ze nalezy wziaé pierwszych 64 (256) parzystych wartosci M
i znalez¢ dla nich wymiar anomalny. Jak jednak zostalo zauwazone w [54], jesli dokona-
my poprawnego przedtuzenia analitycznego z parzystych wartosci M na nieparzyste, to
mozemy takze wykorzysta¢ informacje, ktore dostajemy dla nieparzystych wartosci spinu
M. Pozwala nam to upro$cié¢ problem i jedyne, co musimy zrobi¢, to rozwigzaé¢ réwnania
ABA dla M =1,...,64(256).

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie cztero- oraz pieciopetlowych rownan ABA dla konkret-
nej wartosci M nalezy rozwiazaé je numerycznie z bardzo duza doktadnoscig. Jako wy-
nik otrzymujemy przyblizenie pewnej nieznanej liczby rzeczywistej. Zasada maksymalnej
transcendentalnosci moéwi nam, jakie wlasnosci ma tak otrzymana liczba. Po pierwsze,
przygladnijmy sie strukturze funkcji P koncentrujac sie na przypadku pieciopetlowym?.
Korzystajac z zasady maksymalnej transcendentalnosci wiemy, ze wynik dla pieciu pe-
tli bedzie miat stopieri transcendentalnosci réwny 9. Oznacza to, ze w jego sktad moga
wchodzi¢ binomialne sumy harmoniczne oraz funkcje ¢(-Riemanna az do ((9) oraz dowol-
ne ich iloczyny tak, aby stopieni sie zgadzal. Jednak z obserwacji rownai ABA mozna
wywnioskowaé, ze dla pieciu petli jedynymi funkcjami Riemanna, ktore pojawia sie w
wyniku beda ((3) oraz ((5) — obie funkcje pochodzi¢ beda od dressing factora. Mozemy

3Dla przypadku czteropetlowego mozna przeprowadzié¢ analogiczng dyskusje.
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wiec zapisac
rationa. 3
Pio =P + Pl C(3) + Piy ¢ (5). (5.34)
gdzie warto$¢ stopnia transcendentalnosci funkeji (P{?)“O“al, Pfég), Pf(()S)> wynosi odpowied-
nio (9, 6,4) i wszystkie sa funkcjami jedynie sum binomialnych. W celu wyznaczenia funk-
cji 731((53) oraz Pfés) potrzebujemy niewielkiej ilosci wynikéw i jest to zadanie stosunkowo
proste

3
7;1?6) = 3Si5 — 4S04 —S33 — Su2 + 3851 + 251,14 —4S123 — 25132 + 25141
—S2,13 + 55222 — 25231 — 25321 + 25411 — 3S1122 +S1131 — S1,2,1.2
+251311 — S22 +S2121 + S50, (5.35)
¢(5)
i = SilSa1-Sy). (5.36)

7 kolei wyznaczenie funkcji o transcendentalnosci 9 jest duzo bardziej skomplikowa-
ne. Z drugiej jednak strony wiemy, ze funkcja Pjyo** da sie zapisaé¢ jako kombinacje
liniowg wylacznie binomialnych sum harmonicznych ze wspoétczynnikami wymiernymi.
Dla kazdego M warto$¢ Piy™ jest wiec pewna liczba wymierna. Jedli teraz odejmie-
my od Pyg wklady proporcjonalne do funkeji ¢(3) i {(5) oraz otrzymamy wystarczajaca
doktadno$¢ naszego wyniku, to mozemy znalez¢ te liczbe wymierna uzywajac programu
Mathematica®. Dostaniemy w ten sposob dokladny (!) wynik dla dowolnego M. Majac
doktadne wyniki dla wystarczajacej ilosci punktoéw, mozemy rozwigzaé¢ problem liniowy
na znalezienie wspotczynnikéw wymiernych stojacych przez sumami harmonicznymi.

Uzywajac opisanej powyzej metody, odpowiedZ czteropetlowa zostata znaleziona w
[54], natomiast pieciopetlowa w [A3]. Po konkretny wynik dla czterech petli odsytamy
do [54]. Z kolei wynik pigciopetlowy na funkcje P zapisany w bazie binomialnej® za-
mieszczamy w Tabeli 5.3 na koricu tego rozdziatu. Aby znalez¢é wymiar anomalny nalezy
rozwigzac iteracyjnie rownanie (5.13). Podobnie, jak poprzednio naszym nastepnym kro-
kiem powinno byé¢ sprawdzenie asymptotyki dla duzych wartosci spinu oraz zgodno$ci
z przewidywaniami réwnania BFKL. To pierwsze okazuje sie by¢ poprawne. Jesli jed-
nak sprawdzimy przedtuzenie analityczne naszego wyniku do M = —1 + w, to czeka
nas niespodzianka. Ot6z wynik, zaréwno cztero- jak i pieciopetlowy, nie pokrywa sie z
przewidywaniami pochodzacymi z réwnania BFKL! Okazuje sie wiec, ze ABA nie daje po-
prawnych przewidywan startujac od czterech petli. W nastepnym podrozdziale policzymy
wktad pochodzacy od efektéw wrapping dla operatoréw twist-2. Okaze sie, ze wrapping
zaczyna dawaé¢ wklad startujac doktadnie od czterech petli. Jedli teraz dodamy obydwa
przyczynki, tzn. pochodzacy od ABA oraz od efektow wrapping okaze sie, ze przedtuzenie
analityczne tej sumy daje poprawny wynik, zgodny z BFKL-em!

5.2.2 Operatory twist-3

Jak do tej pory znalezliémy rozwiazania rownan ABA dla operatoréw twist-2. Jednak, jak
postulowaliémy na poczatku tego rozdziatu, cechy wymiaru anomalnego dla wszystkich

4Nalezy uzyé funkcji Rationalize.
5Zapisanie pieciopetlowego wymiaru anomalnego w bazie kanonicznej zajmuje 10 stron maszynopisu.
Mozna go znalezé w [A3].
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operatoréw twist-J sa bardzo podobne (z wyjatkiem przewidywan z réwnania BFKL,
ktore odnosza sie jedynie do operatorow twist-2). W tej czesci pracy chcieliby$my zwe-
ryfikowaé, czy takze w przypadku operatoréw twist-3 mozemy odtworzyé wszystkie te
cechy. W szczegolnosci, cheieliby$my sprawdzi¢ zasade maksymalnej transcendentalnosci
oraz zasade parzystosci, jak réwniez potwierdzié¢, ze asymptotyka dla duzych wartosci
spinu M jest uniwersalna dla operatoréw twist-J i dana przez wierzchotkowy wymiar
anomalny. Bedziemy zainteresowani wynikiem pieciopetlowym, gdyz jest to wyraz rozwi-
niecia perturbacyjnego dla operatorow twist-3, dla ktorego efekty skonczonego rozmiaru
zaczynajg odgrywaé role po raz pierwszy.

W celu znalezienia wymiaru anomalnego dla operatoréw twist-3 pochodzacego z ABA
nalezy rozwiaza¢ uktad rownan analogiczny do (5.24) z tylko jedna réznica — w tym przy-
padku dtugosé operatoréw jest rowna L = 3, co prowadzi do innej potegi w wyktadniku
lewej strony réwnan Bethego. Po dokonaniu tej niewielkiej zmiany pozostaje nam do
rozwigzania nastepujacy uktad

N\ M ot 1 — g e
<$—ﬁ> =[[=F—= 92/ Eod e2ifluu) =1 M. (5.37)
x, Pk 1 —g?/x; 7]
ik

Ponownie i w tym przypadku nalezy rozwing¢ réwnania tego uktadu w szereg pertur-
bacyjny, a nastepnie, dla ustalonego rzedu rozwiniecia, rozwigza¢ go numerycznie dla
wystarczajaco duzej liczby réoznych wartosci M. Nastepnie nalezy dopasowaé wspotezyn-
niki stojace przed sumami harmonicznymi w celu uzyskania wyniku prawdziwego dla
kazdego M. Wynik az do czterech petli zostal znaleziony w [54] oraz [60]. Podamy tutaj
jedynie rezultat dla jednej petli, ktory przyda nam sie w dalszej czesci pracy. Po pierwsze,
jednopetlowe pierwiastki Bethego zakodowane sg w funkcji

M M 1 : 1 :
‘ M Moyl 1_
P]t\}/lst—3(u) — 4F3 ( 27 9 + 1, 2 ‘;ZU, 2 1

)

1) , (5.38)

jako jej miejsca zerowe. Jesli teraz wstawimy rozwiazania rownania Py (u) = 0 do row-
nania (5.26), to dostaniemy jednopetlowy wymiar anomalny dla operatorow twist-3 w
postaci

. M
’yéXBA,tw1st-3(M> — 85’1 (?) . (539)

Po wyniki dla wyzszych petli odsytamy do oryginalnych prac. Tutaj przedstawimy jedynie
wynik dla pieciu petli znaleziony w [A5]. Jest on podany w bazie kanonicznej w Tabeli 5.4
na koncu tego rozdziatu. Ciekawa wlasnoscia tego wyniku, odrézniajaca go od przypadku
operatorow twist-2, jest fakt, ze wszystkie sumy znajdujace sie w nim maja dodatnie
indeksy oraz sa funkcjami argumentu %

Jak wida¢ na przyktadzie wyniku w Tabeli 5.4, zasada maksymalnej transcendental-
nosci jest spetniona takze dla operatoréw twist-3. Mozna tez sprawdzié¢, ze wynik ten
pozostaje w zgodzie z zasada parzystosci, jak zostalo pokazane w [A5]. Poza tym, gdy
rozwazymy asymptotyke dla M — oo, to odtworzymy doktadnie wierzchotkowy wymiar
anomalny dany przez (5.16).
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Rysunek 5.1: Diagramatyczna interpretacja wzoréw Liischera dla operatorow twist-J. W
petli biegnacej wokoét cylindra moga sie pojawia¢ zaréwno wzbudzenia elementarne jak i
stany zwiazane.

5.3 [Efekty skornczonego rozmiaru

W celu policzenia efektéow skonczonego rozmiaru dla operatorow twist-.J, bedziemy mu-
sieli zastosowaé¢ wzory (3.93)-(3.96). Po pierwsze, musimy by¢ $wiadomi tego, ze wzory
Liischera moga by¢ zastosowane jedynie do dwuwymiarowej teorii pola na cylindrze, kto-
ra w przypadku korespondencji AdS/CFT jest teoria strun na przestrzeni AdSs x S°. Tak
wiec musimy odejs¢ od jezyka tancuchéw spinowych i zastanowié sie, jak mozna opisaé
operatory twist-J w jezyku wielkosci na wstedze §wiata struny. W tym przypadku dtugosé
obwodu cylindra L bedzie zalezata od cechowania, ktére wybierzemy na wstedze swiata.
Tak, jak robiliSmy to w przypadku silnego sprzezenia, wybierzemy cechowanie na stozku
sSwietlnym, ktére daje nam utozsamienie L = J.

Sytuacja, ktora bedziemy rozwaza¢ w tej czesci pracy, moze by¢ zobrazowana za po-
moca Rysunku 5.1. Rozpatrujemy M fizycznych wzbudzenn o pedach py, ..., pa, ktore
oddziatuja z wirtualnym wzbudzeniem lub stanem zwigzanym, ktéry porusza sie dookota
cylindra. W przeciwienstwie do przypadku silnego sprzezenia, bedziemy tutaj rozwazac
jedynie diagramy majace strukture F-termu. Diagramy analogiczne do u-termu sg pod-
wiodace w stabym sprzezeniu!

Wyniki dotyczace efektéw skoriczonego rozmiaru moga byé znalezione w serii prac,
z ktorych pierwsza i najbardziej przelomowsa byta praca Romualda Janika oraz Zolta-
na Bajnoka [25] na temat czteropetlowego wymiaru dla operatora Konishi. Nastepnie
wynik ten zostal uogélniony na przypadek wszystkich operatorow twist-2 w pracy [A6].
Pieciopetlowy wynik dla operatora Konishiego zostal znaleziony w [A2], natomiast dla
wszystkich operatorow twist-2 w [A3]. Z kolei wynik pieciopetlowy dla operatorow twist-3
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mozna znalezé w [A5].

5.3.1 Operatory twist-2

Dla operatoréw twist-2 obwdd cylindra wystepujacy we wzorach Liischera bedzie réwny
L = 2. W celu policzenia poprawek Liischera potrzebujemy relacji dyspersji dla wzbudzen
elementarnych jak i stanéw zwiazanych na strunie. Jest ona dana poprzez

eg(p) = \/Q2 + 16g2 sin® g . (5.40)

Mozemy teraz znalezé¢ relacje dyspersji w teorii zwierciadlanej, a nastepnie znalezé jej
wiodace rozwiniecie w stabym sprzezeniu.

1 4
qlg) = —iﬁc_gl(iq) = 2arcsinh (@\/QQ + q2) = —log g

- t....
¢+ Q?

: (5.41)

Wynika stad, ze czynnik eksponencjalny wystepujacy w wyrazeniu na poprawke Liischera

ma postac
44 L
<q2 & Qg) (5.42)

i w przeciwienstwie do przypadku silnego sprzezenia, wszystkie stany zwigzane daja wktad
do ostatecznego wyniku, gdyz sa tego samego rzedu w g, co wzbudzenia elementarne.
Zaleznosé od stalej sprzezenia, jaka widzimy we wzorze (5.42), pokrywa sie z oczekiwang
zaleznodcia dla poprawek wrapping, ktora zasygnalizowaliémy we wstepie tej pracy w
kontekscie operatora Konishiego. Ostatnig istotna informacja, ktérej potrzebujemy, jest
posta¢ macierzy rozpraszania pomiedzy wzbudzeniem elementarnym a dowolnym stanem
zwigzanym. Mozna ja znalez¢ w Dodatku B.

Przejdzmy teraz do bardziej szczegdétowych rachunkéw. Bedziemy zainteresowani za-
rowno cztero- jak i pieciopetlowym wynikiem pochodzacym od efektow wrapping. Ogodlnie
rzecz biorae, obliczenie poprawki Liischera dla operatoréw twist-2 jest zadaniem trudniej-
szym od policzenia poprawek do wielkich magnonéw. Komplikacje biorg sie z kilku zZrodet.
Skoncentrujmy sie najpierw na calce wystepujacej we wzorze (3.93)

- Z/@ e e @Gty
o= 2m

Po pierwsze, w przypadku wielkiego magnonu musieliémy policzy¢ slad pojedynczej ma-
cierzy S, co ograniczato sie jedynie do wysumowania wyrazéw diagonalnych. W przypadku
operatorow twist-2 sytuacja jest inna. Slad, ktéry mamy policzy¢, zawiera iloczyn wielu
macierzy rozpraszania z réznymi pedami p;. Dodatkowo, jak zostato opisane w Dodatku
B, wymiar macierzy rozpraszania stanu zwiazanego @) z elementarnym wzbudzeniem, ro-
$nie wraz ze wzrostem numeru stanu zwigzanego i dany jest poprzez 4(Q) x 4¢Q). Pamietajac
o tym, ze musimy wysumowaé wktad od wszystkich stanéw zwiazanych az do nieskoriczo-
nosci, stoimy przed problemem pomnozenia (duzej ilosci) M macierzy (duzego) wymiaru
40) x 40) kazda. Na koncu musimy wziaé¢ slad z tak otrzymanej macierzy. Okazuje sie
jednak, ze istnieje sposdb na obejscie tego skomplikowanego rachunku. Pomyst polega na

HS’Q(q,pi) - 1] : (5.43)
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zdiagonalizowaniu macierzy S wystepujacych we wzorze (5.43). W ogélnosci nie utatwi-
loby to zadania, gdyz macierze S(q,p;) wystepujace w tym wzorze sa rézne od siebie i
sa diagonalizowane przez rézne macierze przejécia. Okazuje sie jednak, ze w rozwinieciu
perturbacyjnym w stabym sprzezeniu te macierze przejscia nie zaleza od p; az do trzeciego
wyrazu rozwiniecia, co w zupetnosci wystarcza do wyznaczenia poprawki Liischera az do
pieciu petli. Mozemy wiec zapisaé

SQ(QvPZ) = Uﬁlggag(cbpi)U + 0(98) ) (544)

gdzie macierz U jest taka sama dla kazdego p;. Jedli teraz skorzystamy z wlasnosci §ladu
dostaniemy

M r M
Str H SQ(Qapz>] = Str H U_lggag(q,pi)U + 0(98) (545)
=1 L i=1
[ M
= str|[[ 85 (a.p)| +O(g) (5.46)
Li=1
4Q M B
= > 1185 (@pis + 0. (5.47)
j=1 i=1

gdzie Sgag(q,pi)jj oznacza j-ty wyraz lezacy na przekatnej zdiagonalizowanej macierzy
S. W tym przypadku policzenie §ladu upraszcza sie do obliczenia niezaleznie iloczynu
M funkcji skalarnych dla kazdego elementu diagonalnego macierzy §. Oznacza to, ze
problem mnozenia przez siebie duzej ilosci duzych macierzy, sprowadza sie do mnozenia
zwyktych liczb, co jest zdecydowanie prostsze.

Po drugie, w przypadku wielkich magnonéw, jak rowniez dla operatora Konishiego
opisanego we wstepie, wartosci pedéow wystepujacych w macierzy S sa znane doktadnie.
Jesli jednak chcemy wyznaczy¢ wartosci pedéow dla wzbudzern w operatorach twist-2, to
problem sie komplikuje. Zasadniczo, w celu znalezienia wiodacej poprawki (czteropetlo-
wej) pochodzacej z formul Liischera wystarczy, jesli wstawimy do wzoru (5.43) wiodace
rozwiniecie wyrazen na pedy. W przypadku operatoréw twist-2, pedy w zerowym rozwi-
nieciu zadane sa dla kazdego M poprzez jednopetlowy wielomian Baxtera

—M, M+1, 3 +iu 1) (5.48)

PM(U):3F2( 1.1

jako jego miejsca zerowe. W powyzszym wzorze zaleznos¢ miedzy parametrem spektral-
nym u a pedem p dana jest przez

u(p) = 1 ctg ]—?\/1 + 16492 sin? b (5.49)
2 2 2
Stopient wielomianu Py, rowny jest M i co za tym idzie rozwiazanie rownania Py (uy) = 0
nie da sie wyrazi¢ analitycznie, nawet dla niewielkiej ilosci wzbudzen M. Powoduje to, ze
jesli chcemy znalez¢ wartosci pedow, ktore nalezy wstawié do wzoru (5.43), moga zostac
one znalezione jedynie numerycznie, w sposob przyblizony. Z drugiej strony, dla kazdego
M, wielomian Py (u) jest tatwy do znalezienia i jego wspolezynniki sa liczbami wymierny-
mi. Dlatego tez, jesli udatoby sie wyrazi¢ wyrazenie podcatkowe we wzorze (5.43) w jezyku
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wielomianéw Baxtera, to moglibysmy dokonaé¢ catkowania po ¢, a nastepnie sumowania
po () w sposob Scisty, bez koniecznosci podstawiania konkretnych wartosci pedow. Jak
pokazemy ponizej jest to mozliwe dla przypadku czteropetlowego. Dla rachunku piecio-
petlowego bedziemy potrzebowali dodatkowo znalez¢ dwupetlowy wielomian Baxtera, ale
takze w tym przypadku da sie wykona¢ doktadne obliczenia catki (5.43), bez znajdowania
konkretnych wartosci pedow.

Zajmijmy sie teraz drugim cztonem we wzorze (3.93), tzn. cztonem pochodzacym od
modyfikacji kwantyzacji ABA

i=1
Po pierwsze, nalezy zauwazy¢, ze wyrazenie zaczyna odgrywac role dopiero w rachunku
pieciopetlowym (wynika to stad, ze dp; jest rzedu ¢%, natomiast ¢’ daje dodatkowy czyn-
nik ¢?). W celu wyznaczenia wartosci tego wyrazenia musimy rozwiazaé¢ uklad réwnarn
liniowych (3.94). Najtrudniejszym elementem tego uktadu jest wyznaczenie wartosci catki
wystepujace] w wyrazeniu na Py,

o0 dq 3 _ B L
Oy, = 2/% [SQ(q,pl) o 04Sq(a.pk) - - - - Solg, par) | e @@ (5.51)
Q=1

Calka ta wyglada podobnie do tej, ktora znajdujemy we wzorze (5.43) z ta roznica, ze wy-
stepuje tutaj jedna pochodna macierzy S. Nie zmienia to jednak sposobu postepowania.
Podobnie, jak macierz rozpraszania, rowniez jej pochodna moze by¢ zdiagonalizowana
przez macierz niezalezna od p; (do trzeciego wyrazu w rozwinieciu perturbacyjnym) i
mozemy raz jeszcze zamieni¢ problem mnozenia duzej ilosci duzych macierzy na stosun-
kowo proste mnozenie funkcji skalarnych. Znajac wartosci dla wszystkich ®;, mozemy
wyznaczy¢ warto$ci przesunie¢ w pedach i ostatecznie obliczy¢ wyrazenie (5.50).

Wynik czteropetlowy

W sekeji tej policzymy wktad, jaki daja efekty skoriczonego rozmiaru do czteropetlowego
wymiaru anomalnego dla operatoréow twist-2. Najwazniejszym wynikiem tej czesci pracy
jest potwierdzenie, ze jesli dodamy do siebie otrzymany tutaj wynik do czteropetlowego
rozwigzania pochodzacego od ABA, a nastepnie dokonamy przedluzenia analitycznego
do M = —1 4 w, to dostaniemy pelna zgodno$é¢ z réwnaniem BFKL. W celu znalezienia
wyniku czteropetlowego wystarczy policzy¢ jedynie wartosé catki (5.43) w wiodacym
rzedzie. Jak juz zauwazyliSmy poprzednio, czynnik eksponencjalny dany jest w wiodacym
rzedzie poprzez (5.42), ktore dla operatoréw twist-2 w cechowaniu na stozku $wietlnym
(L =2) daje
16g*

(¢ +Q>)*
Poza tym, w przypadku teorii supersymetrycznych, §lad z macierzy jednostkowej znika,
wiec pozostaje nam do policzenia $lad iloczynu macierzy rozpraszania z rownania (5.43).
Ponownie roztozymy macierz rozpraszania na trzy czesci jak w Dodatku B. W wiodacym

rzedzie wktad od dressing factora jest trywialny, tzn. daje 1. Cze$é skalarna daje nietry-
wialny wklad proporcjonalny do ¢°, z kolei w obu kopiach czesci macierzowej wiodacy

(5.52)
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wklad proporcjonalny do ¢° jest réwny zero. Pierwszym nietrywialnym wyrazem jest ten
proporcjonalny do ¢g?. Ostatecznie dostajemy od macierzy rozpraszania wktad proporcjo-
nalny do g2 - ¢> - ¢° = ¢g*. Laczac to z wkladem od czesci eksponencjalnej dostajemy, ze
wiodacy przyczynek pochodzacy ze wzoru (5.43) jest proporcjonalny do g%, czyli jest to
wynik czteropetlowy!

Jesli teraz przeprowadzimy szczegotowe rachunki (patrz [A6]), to mozemy wyznaczy¢
funkcje podcatkowa wystepujaca w (5.43) w jezyku wielomianow Baxtera (5.48)

_ 2( quMQQ) 16
AE = —64¢° SE(M }:/ o Tt (0.0) (E T O°F (5.53)

W powyzszym wzorze funkcje Ry, oraz Th; zalezg od jednopetlowego wielomianu Baxtera
(5.48) w nastepujacy sposob

Sa—iQ-1)) - Pu(5a+i@ 1) %

xPM<%(q+i(Q+1))> -PM@(q—z (Q+1) ) (5.54)

Ru(q,Q) = PM(1

oraz

>—‘

Q-
(g, Q) =
7=0

M 1 1 , .
{ J—zq—Q (=1) 2(j+1)—iq—Q] F (2<q He 1))+Z‘7) '
(5.55)
Wzor tej jest poprawny dla wszystkich, takze nieparzystych®, wartosci M. Dla kazdego
M funkcja podcatkowa jest funkcja wymierng. W celu obliczenia catki nalezy skorzystac z
twierdzenia o residuach. Nasz kontur zamkniemy powyzej osi rzeczywistej 1 zorientujemy
w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu wskazowek zegara. Nasza catka bedzie rowna
sumie residuéw w potozeniach biegunéw znajdujacych sie powyzej osi rzeczywistej. Mamy
dwa rodzaje takich biegunéw. Po pierwsze, mamy podwdéjny biegun w punkcie ¢ = 10,
ktory pochodzi od wyrazenia eksponencjalnego we wzorze (5.43) — bedziemy go nazywaé
biegunem kinematycznym. Poza tym, w mianowniku funkcji podcatkowej mamy iloczyn
czterech wielomianéw Baxtera, ktore pochodza z macierzy rozpraszania. Kazdy z tych
wielomianéw posiada doktadnie M zer. Potozenia tych zer wyznaczaja polozenie biegunow
funkcji podcatkowej — bieguny te bedziemy nazywaé biegunami dynamicznymi. Okazuje
sie, ze doktadnie potowa biegunéw dynamicznych lezy powyzej osi rzeczywistej i wlasnie
te bieguny musimy wziag¢ pod uwage liczac wartos¢ catki. Podsumowujac, dla danego
M mamy 2M biegunéw dynamicznych pochodzacych z macierzy S oraz jeden biegun
kinematyczny pochodzacy od wyrazenia eksponencjalnego.
Zacznijmy nasze rozwazania od biegunéw dynamicznych. Kazdy z nich jest biegunem
jednokrotnym i policzenie residuum w jego potozeniu nie stanowi problemu. Jako wynik
dostaniemy pewna funkcje wymierng zmiennej ). Kolejnym krokiem jest wysumowanie

6Postaé (5.53) dla nieparzystych wartosci M dostaje si¢ poprzez odpowiednie przedtuzenie analityczne
7z wartoéci parzystych. Wprowadzenie czynnika (—1)™ we wzorze (5.55) jest konieczne, zeby uzyskaé
poprawne skalowanie wzgledem stalej sprzezenia. Jesli nie wprowadziliSmy tego czynnika, to poprawka
wyliczona dla nieparzystych M ze wzoréw Liischera bylaby rzedu ¢g*. Tak wiec, jesli chcemy uzyska¢
poprawne przedtuzenie analityczne, musimy go uwzgledni¢ we wzorze (5.55).
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tak otrzymanego wyniku dla @ = 1,...,00. Jesli wykonamy te sume to okazuje sie, ze
wynosi ona zero dla kazdego M! Jest to bardzo nietrywialny wynik. Mozna go zinterpre-
towa¢ w nastepujacy sposob: jak zauwazyliSmy powyzej, bieguny dynamiczne pochodzg z
rozwiniecia macierzy rozpraszania. Bieguny takie interpretuje sie¢ przewaznie jako zwiaza-
ne z istnieniem stanéw zwiazanych. Jak zauwazyliSmy przy rozwazaniach na temat silnego
sprzezenia, bieguny te odpowiedzialne sa za wartosci p-termu. Mozemy wiec zinterpreto-
wacé znikanie wktadu od biegunéw dynamicznych jako znak, ze w stabym sprzezeniu nie
ma w ogdle wkltadu od p-terméw (co zostato zaproponowane w [A6]).

Do zakonczenia naszych rachunkéw pozostaje policzenie wktadu pochodzacego od re-
siduum w biegunie kinematycznym, a nastepnie wysumowanie po (). Dla kazdego M
mozemy znalezé¢ residuum uzywajac programu Mathematica. Z kolei do sumowania le-
piej nadaje si¢ program Maple. ZnalezliSmy wiec sposob na znalezienie czteropetlowe;j
poprawki Liischera dla dowolnej ilosci wzbudzeri. Jedyne, co moze nas teraz ograniczac,
to zdolnos¢ obliczeniowa komputera.

W celu znalezienia ogdlnej postaci poprawki Liischera wykorzystamy metody, kto-
rej uzywaliSmy do wyznaczenia wymiaru anomalnego pochodzacego z réwnan ABA. W
szczegolnosdci, wymiar anomalny pochodzacy z poprawki Liischera mozna zapisa¢ uzywa-
jac jedynie funkcji (-Riemanna oraz zagniezdzonych sum harmonicznych. Poza tym wy-
korzystamy zasade maksymalnej transcendentalnosci, ktéra ograniczy ilos¢ potrzebnych
funkcji do skoriczonej ilosci. Jestesmy zainteresowani tutaj wynikiem czteropetlowym,
wiec szukana przez nas funkcja bedzie funkcja transcendentalng o stopniu transcenden-
talnosci rownym 2-4 —1 = 7. Jedli jednak przyjrzymy sie wzorowi na poprawke Liischera
(5.53), to mozemy zauwazy¢, ze przed calka znajduje sie juz suma harmoniczna S?(M).
Pamietajac o tym, ze mnozenie funkcji transcendentalnych réwnowazne jest dodawa-
niu ich stopni transcendentalnosci otrzymujemy, ze catka we wzorze (5.53) powinna by¢
funkcja transcendentalng o stopniu 5. W celu wyznaczenia tej funkeji musimy znalezé wy-
starczajaca ilo$¢ poczatkowych wartosci catki (5.43). Podobnie jak dla wyniku z rownan
ABA, uzyjemy takze nieparzystych wartosci ilosci wzbudzen M. Juz otrzymany wynik
zostal dodatkowo sprawdzony przez wyliczenie watosci dla kilku wyzszych M, ktére nie
bytly wykorzystywane do otrzymania wspotczynnikow.

Ostateczny wynik na poprawke czteropetlowa pochodzaca z formut Liischera dany
jest poprzez

AP = 12857 (—5¢(5) — 45 _5((3) — 255 + 255
+4S471 - 453772 + 4872773 - 857277271) . (556)

Z zalozenia, wynik ten ma poprawny stopien transcendentalnosci. Spelnia takze zasade
parzystosci, jak zostato sprawdzone w [61]. Poza tym, jesli sprawdzimy asymptotyke dla
duzych M, to znajdziemy, ze nie daje ona wktadu do wierzchotkowego wymiaru anomal-
nego, jak zostato pokazane w Dodatku C. Jedyne co pozostaje, to dokonanie przedtuzenia
analitycznego do M = —1 + w. Wykorzystujac informacje z Dodatku D (oraz C) mozemy
znalez¢ przedtuzenie analityczne dla wszystkich sum wystepujacych w wyniku (5.56)

Si(-1+w) = —= +((2) ~ B + @)+
S5(—1—|-(JJ) = —%—F,
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Sii(—l4+w) = i (C2w— B + (4w’ +...) + ...,
S_s(—14+w) = %4— ,
1 3 21 )
Sy _o(—14+w) = = (—((2) + §§(3)w — §((4)w + .. ) +...,
S o 3(-l4+w) = —é (—%C(él)w—l— gC(S) +) +.o,
S_o oi(—-14w) = —% (Zg(?)) +w (—i’—g + %((2)«2)) +.. ) o

Jesli teraz wstawimy te rozwiniecia do wyniku (5.56), to dostaniemy wiodace rozwiniecie
wokot M = —1 4 w w postaci

7T (w) ~ 256 (3 SRS O NS RO ( . )) : (5.57)

w7 wd w 43 w?

Laczac to z przedtuzeniem analitycznym wyniku czteropetlowego znalezionego z ABA
(patrz [54])

BN (1) ~ 256 (;_3 n % L 86(2) _ 13¢(3) _ 16¢(4) (L)) | (5.58)

WP wi w3 w2

dostaniemy ostatecznie

Yo(w) ~ —256 <4C(3) I < ! )) , (5.59)

wi w3 w2

co zgadza si¢ z przewidywaniami (5.23), znalezionymi z rownania BFKL! Wynik ten w
jasny sposob pokazuje, ze rownania ABA przestaja poprawnie opisywac operatory twist-2
startujac od czterech petli i musza zostaé¢ uzupelione przez poprawki Liischera.

Wynik pieciopetlowy

Znalezienie pieciopetlowych poprawek Liischera jest znacznie trudniejsze od przypadku
czteropetlowego. Komplikacje biorg sie z faktu, ze stopienn transcendentalnosci wyniku
bedzie wynosit w tym przypadku 9. Powoduje to, ze musimy znalez¢ wieksza ilo§¢ wspot-
czynnikéw niz w poprzednim przypadku. Co za tym idzie, musimy wyznaczy¢ poprawke
Liischera dla wyzszych wartosci ilosci wzbudzen M. Dodatkowo, aby uzyskaé¢ wynik pie-
ciopetlowy, musimy znalezé nie tylko wiodacy, ale takze podwiodacy wyraz rozwiniecia
calki (5.43). Poza tym musimy tutaj uwzglednié¢ po raz pierwszy modyfikacje kwantyzacji
pedow (5.50). Na szczescie wystarczy znaé jedynie wiodacy wktad od tej modyfikacji.
Uwazny czytelnik moze zapytaé¢ dlaczego uzywamy wyrazenia na wiodaca poprawke
Liischera w celu znalezienia podwiodacego wktadu do wymiaru anomalnego? Mogloby sie
wydawac, ze nalezy p6js¢ krok dalej i uwzgledni¢ kolejny wyraz w rozwinieciu réwnan
TBA (3.63) oraz (3.64). Nalezy jednak zwroci¢ uwage na fakt, ze ten kolejny wyraz byltby
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proporcjonalny do e=2@L Dla operatorow twist-2 wyraz ten daje wktad ¢® i zwazywszy,
ze mamy dodatkowe g* pochodzace z macierzy rozpraszania, to podwiodace poprawki
Liischera dla operatoréow twist-2 beda odgrywaty role nie wcze$niej niz w rachunku sze-
Sciopetlowym!

Zacznijmy nasze rozwazania od znalezienia rozwiniecia wzoru (5.43) do drugiego wy-
razu znaczacego. Dla uproszczenia notacji zapiszmy

649 = -3 / " ST, Q) (M4, Q)5 (M, 4, Q)Ss(M. 4, Q)

- Z/ (M, q) (5.60)

gdzie oznaczyliSmy przez T cze$¢ eksponencjalng, wystepujaca w funkcji podcatkowej,
natomiast wktad od macierzy rozpraszania podzieliliSmy na trzy czesci (Sy, S,, Sg), ozna-
czajace odpowiednio czes$¢ skalarna, cze$¢ pochodzaca od dressing factora oraz czes¢ ma-
cierzowa macierzy rozpraszania. Calg funkcje podcatkows oznaczyliémy przez Y. Nale-
zy pamiectaé, ze wszystkie powyzsze wyrazenia sa réwniez funkcjami fizycznych pedéow
P1, - -, Pym — pomineliSmy jawng zaleznosé od nich w celu uproszczenia notacji.

Z poprzednich rozwazan wiemy, ze wiodacy wklad od Yy jest proporcjonalny do ¢°. Z
kolei tutaj bedziemy zainteresowani wspolczynnikiem, ktory stoi przez ¢'°. Uzytecznym
okazuje si¢ znalezienie rozwiniecia funkcji Yo w dwoéch krokach. Na poczatku wezZmiemy
jedynie wiodacy (proporcjonalny do 1) wyraz rozwiniecia wszystkich pedow i rozwinie-
my wszystkie pozostate zrodta wystepowania zaleznosci od g. Nastepnie wezmiemy pod
uwage, ze pedy takze sg zalezne od g.

Zacznijmy wiec od rozwinigcia wszystkich czynnikéw wystepujacych w Y zachowujac
pedy w wiodacym rzedzie. Mamy wtedy

) = ¢*"TW(q,Q) + ¢*TO(¢q,Q) +
) = S(M,q,Q) + ¢S5 (M, q,Q) +
So(M,q,Q) = 1+ ¢*SP(M,q,Q)+
) = ¢*SP(M,q, Q)+ g*'SP(M,q,Q) + ... . (5.61)

Teraz mozemy zapisa¢ zaréwno wiodace
Yy (M,q) = 53" (M,q,Q)Sg (M. q.Q)*S" (M, 4,Q), (5.62)

jak i podwiodace rozwiniecie funkcji podcatkowej

S (M,0.Q) S (M.0.Q) T4, Q)

vUOM,q) = Y, [2
o W) = Y D ea o) T SO 00 T Q)

+52 (M, q, Q)} : (5.63)

Wydzielilismy tutaj wiodaca funkcje podcatkows w celu utatwienia dalszych obliczen.
Mozemy teraz dokonaé drugiego kroku, tzn. rozwina¢ wzory (5.62) oraz (5.63) wstawiajac
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w miejsce kazdego pedu jego rozwiniecie p = py + ¢°ps + . ... Otrzymamy wtedy

V(Mg = Y8V (M,q)+ VS (Mq) + ...
Y8 (M, q) = Y Mg+ (5.64)

Tutaj YCSS’O) odpowiada dokladnie funkcji podcatkowej (5.53), ktora policzyliSmy w ra-
chunku czteropetlowym. Z kolei dla rachunku pieciopetlowego musimy znalezé

Y& (M, q) + Y5 (M, q). (5.65)

Posta¢ wszystkich ilorazow wystepujacych we wzorze (5.63) dane sa w [A3|. Z kolei,
w celu policzenia YCSS’Z), musimy uzy¢ dwupetlowy wielomian Baxtera, ktoéry moze by¢
znaleziony w [59].

Okazuje sie teraz, ze dla kazdego M w pieciopetlowej funkcji podcatkowej (5.65) moga
zostaé wyszczegdlnione dwie czesci. Pierwsza z nich jest bardzo skomplikowana funkcja
wymierna. Z kolei druga jest iloczynem pewnej stosunkowo prostej funkeji wymiernej
oraz pewnych funkcji polygamma. Komplikacje w policzeniu wktadu pieciopetlowego od
(5.43) biora sie z obu tych czesci. Po pierwsze, funkcja wymierna jest bardzo trudna do
znalezienia dla duzych wartosci M. Po drugie, mimo tego, ze znalezienie postaci wktadu
zawierajacego funkcje polygamma jest stosunkowo tatwe, to pozniejsze policzenie catki
sprawia sporo trudnosci. Wynika to z faktu, ze funkcja polygamma ma nieskoriczenie
wiele biegunow, ktore trzeba bedzie uwzgledni¢ w naszych rachunkach.

W dalszych rachunku przyda nam sie dodatkowa informacja, ktorej nie wykorzystywa-
lisSmy w przypadku czterech petli. Oto6z szereg, w ktorym sumujemy po () jest niestychanie
szybko zbiezny. Okazuje sie, ze wystarczy wziac¢ tylko kilka pierwszych wyrazow’, aby uzy-
ska¢ pozadang przez nas precyzje wyniku. Przyjmijmy wiec, ze udato nam sie juz znalezé
postac funkeji podcatkowej (5.65) dla ustalonego M oraz pewnego malego (). Musimy te-
raz wykonaé¢ calkowanie po ¢. Mozemy to dokona¢ w dwojaki sposob. Albo skorzystamy
z metody residuéw, ktora uzyliSmy poprzednio. Podobnie jak w poprzednim wypadku,
mamy jeden biegun kinematyczny naszej funkcji podcatkowej oraz bardzo duzo biegunow
dynamicznych. Na szczescie, podobnie jak poprzednio, wktad od biegunéw dynamicznych
jest zerowy®. Musimy jednak pamieta¢, ze w tym przypadku nalezy uwzglednié jeszcze
bieguny funkcji polygamma, ktorych jest nieskoriczenie wiele. Z drugiej strony, mozemy
wykona¢ catke (5.65) numerycznie z bardzo duza precyzja’ i tak tez zrobilismy w celu
uzyskania ostatecznego wyniku.

Do uzyskania ostatecznego wyniku dla dowolnego M brakuje nam tylko policzenie
wkltadu od modyfikacji kwantyzacji pochodzacej z ABA. W tym przypadku potrzebujemy
jedynie wiodacego rozwiniecia wzoru (5.51). Zadanie to polega na znalezieniu wartosci
numerycznych catek wystepujacych w wyrazeniu (5.51) na ®, a nastepnie rozwiazaniu
(numerycznie) uktadu rownan (3.95). Pozwala nam to wyznaczy¢ przesuniecia w pedach,
ktore nastepnie mozemy podstawi¢ do wzoru (3.93).

"Liczba wyrazow, ktére musimy wzigé pod uwage rosnie wraz z M.

8Zostato to sprawdzone dla kilku pierwszych wartoéci M, a nastepnie przyjete jako zalozenie dla
wyzszych M.

9Duza precyzja oznacza w tym przypadku precyzje wystarczajaca, aby nasz ostateczny wynik dat sie
uwymiernié, jak robiliémy to szukajac rozwiazanie rownan ABA.
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Tym sposobem udalo nam sie znalezé z duza precyzja przyblizona wartosé pieciope-
tlowego wymiaru anomalnego dla dowolnie wybranego M. Korzystajac teraz z zasady
maksymalnej transcendentalnosci (oraz obserwacji dla matych wartosci M) mozemy za-
pisa¢ wymiar anomalny w postaci

Mo (M) = Ag(M)C(T) + As(M)C(3)* + As(M)C(5) + A3(M)C(3) + B(M),  (5.66)

gdzie funkcje A; oraz B zawieraja jedynie zagniezdzone sumy harmoniczne. Wyznaczenie
wszystkich funkcji A; jest zadaniem stosunkowo prostym i moze zostaé¢ zrobione dys-
ponujac niewielka ilos¢ wynikow dla roznych M (przyktadowo, aby wyznaczy¢ A; oraz
Ag wystarczy znaé tylko jeden wynik dla dowolnego M), ze wzgledu na maly stopien
transcendentalnosci tych funkcji. Z kolei funkcja B jest duzo trudniejsza do znalezienia.
Potrzeba az 48 wynikow!® dla réznych M, aby moc ja wyznaczyé. Ostateczny wynik na
pieciopetlows poprawke Liischera ma posta¢ przedstawiona w Tabeli 5.2.

Mo = 13440¢(7)ST — 1536 ¢(3)* S} 4 2560 ¢(5)S (3 S1(28 2+ 5) — 57
4S5+ Sy —2 5_271> 41024 §(3)Sl< 92535 5 +252(25 5+ 35y)

1S1(45%, + 6555 5 + 354 — Sy +1024¢(3)S, ( 2835,
+25%(28 3 +353) + S1(45%, +6555 o +35 4 — S, —2(5_3.1
28 o+ S ot Ss1—25 011)) +25 o(S g+ Sy —2 5,2,1))

10245, ((51(3 So+ 25 5) 48 5+ S5 —25 91— S¥)(S_s — S5

+285 9 3—283 9+28551—45 9 91) +257(25_6 —256 — S_4_9
+28 3 3+3S5 5 4+ 5 04—2853_3—285; o+ S42+455;

—485 3 91 —45 931259 9 9—25 5 _59)+51(55_7

=087 =45 614+45 5 _9—552+354_3+S53_4—534

+8S5 9_5—6595—453_4+2S534—854_3+3513—655_2
+S590 46561 +25 511 —6S5_4_21—253_31+25 3_2_9
—285.31,3—85 9 411t6S5 2 3 2—25 5 35+145 5 5 3

65 9 23—28 91, 4+252914—285 25 3—45 353 2+10S5 94,
+253 31 =453 9 9+255 99+2531_3+2539 94105421

+6 541,20 — 28412 — 28421 — 25511 +4531,21+452 31,1
—2085_9_9-91—85 9 91-24+45 9 912+45 9 991 +45 2131
45 91,92+ 4S 911, 3+4S5 299 01 —4S53 211 —45311,—2

+4 54111 =852 2111 —8 5—2,1,1,—2,1)> .

Tabela 5.2: Pochodzacy z wzoréw Liischera pieciopetlowy wynik dla operatorow twist-2.

10Co prawda, do wyznaczenia rozwiazania pieciopetlowego z ABA potrzebowaliémy az 256 réznych
wynikow, ale liczenie poprawek Liischera jest wielokrotnie bardziej skomplikowane.
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Ostatnim krokiem w naszych rozwazaniach jest sprawdzenie, czy catkowity pieciope-
tlowy wymiar anomalny (bedacy suma sktadnikow pochodzacych z ABA oraz z poprawek
Liischera) spelnia wszystkie warunki, ktére powinien spetnia¢. Zostato to sprawdzone w
[A3] i okazalo sie, ze zar6wno asymptotyka jak i zgodnosé z rownaniem BFKL jest per-
fekcyjna. Jest to silna przestanka, ze zaprezentowany przez nas wynik jest poprawny!

5.3.2 Operatory twist-3

Na zakonczenie rozwazan na temat stabego sprzezenia bedziemy chcieli zaprezentowaé
wiodaca poprawke skorniczonego rozmiaru do operatoréw twist-3. Jak juz zasygnalizowa-
lismy weczesniej, poprawka ta bedzie proporcjonalna do ¢'°, bedac tym samym wynikiem
pieciopetlowym. Podobnie, jak w rownaniach ABA, mamy tylko nieznaczna zmiane w po-
réwnaniu do przypadku operatoréw twist-2. Mozemy napisa¢ wzor analogiczny do (5.43),
ktory bedzie obowiazywal dla operatorow twist-3

2 dq T (q, 64
AE—_Mgms( ) Z/ = Rj\jwq% )) Q) (@ + Q) (567

Jedynymi zmianami w poréwnaniu do wzoru (5.43) jest zmiana wynikajaca z rozwiniecia
czynnika eksponencjalnego

oelr _ Yo 1= 049° (5.68)
(@+Q)F (¢ +@%)°
oraz zmiana S7(M) — S7(4). We wzorze (5.67) funkcje Ty oraz Ry zdefiniowane s jak
w (5.55) oraz (5.54), gdzie jako wielomian Baxtera wezmiemy funkcje (5.38). Ostatnia
roznicg w stosunku do operatoréow twist-2 jest fakt, ze tym razem mozemy uzy¢ jedynie
parzystych wartosci M.

Znajac wzor (5.67), jedyne co musimy zrobié¢, to powtorzy¢ procedure, ktora zastoso-
walidémy dla przypadku operatoréow twist-2, tzn. skorzysta¢ z zasady maksymalnej trans-
cendentalnosci oraz zasady parzystosci i jako wynik na pieciopetlowa poprawke pocho-
dzaca ze wzoréw Liischera dostaniemy

et (M) = —64.9' S (350(7) — 4052¢(5) + (=884 + 1655,2)((3)
—|—257 — 45275 — 23374 — 45473 — 256,1 + 852,273 —+ 4537371) (569)

gdzie wszystkie argumenty sum harmonicznych sg réwne %
Mozemy teraz sprawdzi¢, ze wynik (5.69), podobnie jak bylo dla operatorow twist-2,
nie daje wktadu do wierzchotkowego wymiaru anomalnego, gdyz

o 167*\ log® M
,}/wrappmg,tw1st—3 ~ — (786<~(3> - T > &

1 A dla M — oo (5.70)

Bezposrednia motywacja do przeprowadzenia rachunku dla operatoréw twist-3 byto, po-
za checig sprawdzenia hipotez dotyczacych wlasnosci wymiaru anomalnego, przekonanie
sie, jak doktadnie efekty wrapping wplywaja na asymptotyke wymiaru anomalnego dla
duzego M. W szczegolnosci interesujace bylo pytanie, czy efekty te maja wptyw na wyraz
podwiodacy wzgledem wierzchotkowego wymiaru anomalnego, zwany wirtualng funkcja
skalowania (ang. virtual scaling function), ktory jest proporcjonalny do M°. Jak moz-
na sie przekona¢ na podstawie wzoru (5.70), réwniez w tym przypadku cala informacja
zakodowana jest w wyniku pochodzacym z rownan Bethego.
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Tabela 5.3: Funkcja Pjg'o*' (M) dajaca wktad do wyniku pigciopetlowego dla operatorow
twist-2 pochodzacy z rownan Bethego.
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+3072521,222 — 6656521231 + 512521312 + 512551321 — 10752551 4,11
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777777

—2304S551 + 256051 1,4 + 51251 23 + 153651 3.2 + 358451 4.1 + 512551 3 + 153655 3 1
+512S5310 + 5125591 + 25605, 11 — 204851 131 — 204851 3.1.1)
+1280¢(5) (S1,3 + S31 — Sa)

Tabela 5.4: Wynik na pieciopetlowy wymiar anomalny dla operatoréw twist-3 pochodzacy
z ABA. Wszystkie wystepujace tutaj sumy sa funkcjami argumentu %
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Czesé 11

Podsumowanie
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Rozdzial 6

Podsumowanie oraz problemy otwarte

Mimo tego, ze korespondencja AdS/CFT ma zaledwie 12 lat, a jej zagadnienie spektralne
byto intensywnie eksplorowane jedynie przez potowe tego czasu, to jesteSmy u progu jego
catkowitego rozwiazania. Idea catkowalnosci, obecna w teoriach wystepujacych po obu
stronach korespondencji, przyczynita sie do tego w niepodwazalnym stopniu. W zasiegu
reki wydaje sie juz by¢ zapisanie rownan typu Destriego-de Vegi, ktore pozwola odtworzyé
pelne spektrum teorii w granicy planarnej. W proces dochodzenia do ostatecznej odpowie-
dzi, w sposob bardzo istotny, wkomponowuje si¢ badanie poprawek skonczonego rozmiaru
danych przez uogoélnione wzory Liischera. W szczegdlnosci, badanie ich umozliwito zwe-
ryfikowanie poprawnosci rownan TBA, ktore sa ostatnim krokiem przed sformutowaniem
ostatecznej odpowiedzi.

W powyzszej rozprawie doktorskiej skupiliémy sie na przedstawieniu wynikéw ba-
dan ostatnich trzech lat, dotyczacych poprawek skonczonego rozmiaru w koresponden-
cji AdS/CFT. W szczegolnosci, po krotkim wstepie, wyprowadzilismy diagramatycznie
uogdlnione wzory Liischera dla pojedynczego wzbudzenia, ktére byly pierwszym kro-
kiem w kierunku zrozumienia spektrum korespondencji AdS/CFT w skoniczonej objetosci.
Nastepnie, podalismy takze wyprowadzenie wzréw Liischera dla dowolnej ilosci czastek,
startujac z rownani TBA. Tym sposobem udalo nam sie znalezé narzedzia, ktore umozli-
wily nam badanie spektrum obiektow wystepujacych w korespondencji zaréwno w silnym
jak 1 w stabym sprzezeniu. Po pierwsze, odtworzylismy wiodace klasyczne poprawki do
wielkiego magnonu w silnym sprzezeniu, uzywajac do tego wzoru na p-term. Nastepnie,
znalezliSmy pierwsza poprawke pochodzacg od kwantowych fluktuacji wokot wielkiego
magnonu, dana przez F-term. Zaowocowalo to znalezieniem wiodacego opisu dla poje-
dynczego wzbudzenia w skoriczonej objetosci i w silnym sprzezeniu.

Z kolei w ostatniej czesci pracy skupiliémy sie na znalezieniu wiodacych poprawek do
wymiaru anomalnego tanicucha spinowego wystepujacego w teorii N' = 4 SYM. Przewidy-
wania pochodzace z Asymptotycznego Ansatzu Bethego okazaly sie by¢ niepoprawne dla
wyzszych rzedoéw rozwiniecia perturbacyjnego i musiaty zosta¢ uzupelnione przez popraw-
ki skoniczonego rozmiaru dane wzorami Liischera. Istotnym okazalo sie¢ wiec uzycie opisu
dualnego w celu uzyskania poprawnego opisu tancucha spinowego. W rozwazaniach tych
w sposob istotny wykorzystywalismy wtasnosé catkowalnosci dwuwymiarowej teorii pola
na wstedze swiata struny. Skupiliémy sie operatorach twist-2 oraz twist-3, dla ktorych
znalezliSmy wymiar anomalny do pigtego rzedu w rozwinieciu perturbacyjnym w stabym
sprzezeniu. Pozwolito nam to miedzy innymi potwierdzi¢ wtasnosci, jakie powinien mieé¢
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ten wymiar anomalny. Przede wszystkim jednak, uzycie poprawek skonczonego rozmiaru
pozwolito nam odtworzy¢ zgodnosé z przewidywaniami pochodzacymi z réwnania BFKL,
co pokazalo zatamanie sie asymptotycznej catkowalnosci i potwierdzito potrzebe uzycia
wzoréw Liischera w celu uzyskania poprawnego wyniku. Wynik pieciopetlowy pozwolit
dodatkowo na weryfikacje zaproponowanych wczesniej rownari TBA.

Problemy otwarte

Istnieje wiele pytari, ktore mozna sobie zada¢ w kontekscie poprawek Liischera, na ktore
nie znane sg do dzi§ zadowalajace odpowiedzi. W szczegdlnosci, jak juz wspomnieliSmy
w gltownym tekscie tej pracy, nie istnieje diagramatyczne wyprowadzenie wzoréw na po-
prawki Liischera dla dwoch lub wickszej ilosci wzbudzen. Byloby wiec wskazanym zaata-
kowanie problemu znalezienia ich, przynajmniej w przypadku dwoch czastek. Pozwolitoby
to z cala pewnoscig potwierdzi¢ wzory, ktére otrzymaliémy z rownan TBA. Poza tym,
sensowne wydaje sie by¢ pojscie w naszych rozwazaniach o krok dalej, tzn. znalezienie
podwiodacych poprawek Liischera, ktore pozwolityby rozszerzy¢ analize spektrum obu
teorii. W tym przypadku w zasiegu reki wydaje sie znalezienie diagramatycznego wypro-
wadzenia podwiodacych poprawek dla pojedynczego wzbudzenia.

Mimo tego, ze pojscie w naszej analizie o krok dalej i rozwazenie poprawek podwio-
dacych jest zagadnieniem wielce interesujacym, to jednak ostatecznym celem pozostaje
znalezienie rownan DAV dla korespondencji AdS/CFT. Znalezienie tych réwnan oznacza
otrzymanie pelnego spektrum dla dowolnej stalej sprzezenia. Samo jednak znalezienie
rOwnan nie oznacza konca zainteresowan ta tematyka. Przede wszystkim musimy byé
Swiadomi, ze rownania DAV nie beda wyprowadzone z zasad pierwszych, lecz raczej od-
gadniete, co pozostawia problem potwierdzenia ich poprawnosci sprawa pierwszej wagi.
W szczegoélnoscei, uzywajac tych réwnan nalezy potwierdzi¢ wszystkie znane do tej pory
wyniku, ktore zostaly znalezione w ciggu ostatnich lat. Poza tym, zadaniem trudnym oka-
zuje sie by¢ otrzymanie poprawnego opisu wszystkich stanéw teorii. Przyktadowo, cztony
zrodtowe wystepujace w rownaniach TBA zostaly poprawnie zaproponowane do tej pory
jedynie dla operatorow twist-2. Problem znalezienia poprawnego opisu kazdego stanu w
teorii bedzie takze stal przed réwnaniami DdV.

Na koniec chcielibyémy wspomnieé¢ o jeszcze jednym kierunku badan, ktory sie przed
nami otwiera. Chodzi o odejscie od granicy planarnej i rozpatrzenie poprawek do ener-
gii/wymiaru anomalnego w kolejnych rzedach rozwiniecia w % Kluczowe pytanie, na
ktore do tej pory nie jest znana odpowiedz brzmi, czy catkowalnosé¢ jest takze obecna
w tym przypadku. Odpowiedz na to pytanie pomoze nam z pewno$cig poszerzy¢ nasze
rozumienie dualnosci pomiedzy teoriami pola oraz teoriami strun.
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Dodatek A

Krzywe algebraiczne zmiennej rapidity

A.1 Teorie relatywistyczne

W teoriach relatywistycznych zalezno$¢ pomiedzy energia oraz pedem dla czastki lezacej
na powtoce masy dana jest poprzez relacje dyspersji

E* —p*=m?. (A1)

W powyzszym wzorze m jest z géry zadana liczbg rzeczywistyg podczas, gdy zaréwno
energia F jak i ped p sg zmiennymi zespolonymi. Mamy wiec do czynienia z dwiema
zmiennymi zespolonymi potaczonymi relacja (A.1). Relacja ta definiuje pewna krzywa
zespolona (w tym przypadku jest to sfera) w dwuwymiarowej przestrzeni zespolonej.
Krzywa dana przez (A.1) moze by¢ sparametryzowana za pomoca pojedynczej zmiennej
zespolonej — zmiennej rapidity — w nastepujacy sposob

E(0) = mcoshé, p(f) =msinh 0, 6 C. (A.2)

Wynika stad, ze nakryciem uniwersalnym krzywej zdefiniowanej w (A.1) jest plaszczyzna
zespolona. Przypadek, gdy wartosci 0 sa rzeczywiste odpowiada wzbudzeniom fizycznym,
gdyz w tym przypadku ped i energia sa liczbami rzeczywistymi oraz energia jest do-
datnia. Tak wiec o§ rzeczywista na plaszczyznie zespolonej odpowiada teorii fizyczne;j.
Mozna zauwazy¢, ze parametryzacja (A.2) jest okresowa, z urojonym okresem rownym
w = 2mi. Wynika stad, ze takze kazda prosta postaci § = x + 2min, gdzie z € R odpo-
wiada teorii rzeczywistej. W dalszych rozwazaniach wystarczy, ze skoncetrujemy sie na
wycinku plaszezyzny zespolonej zdefiniowanym poprzez S(6) € [0, 27], gdyz wlasnosci na
pozostatej czesci plaszczyzny moga by¢ odtworzone uzywajac periodycznosci.

Zbadajmy teraz wlasnosci zmiennej rapidity dla zdefiniowanego przed chwila wycinka
plaszczyzny zespolonej. Po pierwsze, jesli rozpatrzymy prosta 6 = z +im, x € R, to
mozemy zauwazyc, ze

E(x +im) = —E(x), plx +im) = —p(x). (A.3)

Przeksztalcenie © — x + im definiuje wiec transformacje czastka-antyczastka. Innymi
stowy, prosta 8 = = + im odpowiada za antyczastki fizyczne naszej teorii. Co wiecej, jesli
dokonamy przeksztalcenia x — = + 47, to dostaniemy

E(z + zg) —ip(x),  plz+ zg) — iE(z), (A.4)
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ktore odpowiada przejsciu do teorii zwierciadlanej. Tak wigc prosta 6 = x + ¢35 definiuje
czastki fizyczne w teorii zwierciadlanej. Przy naszym wyborze, prosta 8 = x + 137” od-
powiada za antyczastki w teorii zwierciadlanej. Ogoélnie mamy wiec zdefiniowane cztery
charakterystyczne proste zdefiniowane, nalezace do wyroznionego przez nas obszaru.

A.2 Teoria superstrun w AdSs x S°

W przypadku teorii strun zdefiniowanej na przestrzeni AdSs x S° zalezno$é pomiedzy
energia i pedem jest bardziej skomplikowana i dana jest poprzez

E? — 16¢° sian ~1. (A.5)

Ponownie relacja ta wyznacza pewna krzywa zespolona — w tym przypadku jest to torus
[16]. Mozna znalezé¢ pojedynczy parametr zespolony — z € C — ktory parametryzuje
energie oraz ped w nastepujacy sposob [44]

p(2) = am(z, —16¢%), E(z) = dn(z, —16g7). (A.6)

Tutaj am(z, k) oraz dn(z, k) sa eliptycznymi funkcjami Jakobiego zdefiniowanymi z uzy-
ciem niekompletnych calek eliptycznych pierwszego rodzaju

¢
2= F(6.k) :/0 %, (A7)
w nastepujacy sposob
am(z, k) = F'(z,k),
dn(z, k) = \/1 + ksin?(am(z, k)) . (A.8)

Parametryzacja (A.6) jest funkcja okresowa zmiennej z z dwoma okresami wy i wo, gdzie
pierwszy z nich jest rzeczywisty, a drugi urojony. Dane sa one wzorami

wy = 4K (—16g%), wy = 4iK (1 + 16¢%) — 4K (—16g7). (A.9)

Pomimo tego, ze szczegdly w tym przypadku sa duzo bardziej skomplikowane niz w
przypadku relatywistycznym, to mozemy jednak znalezé, ze okres wy odgrywa tutaj po-
dobng role, jak okres 2mi w poprzednim przypadku. Podobnie jak poprzednio, moze-
my wyznaczy¢ cztery charakterystyczne proste w obszarze zdefiniowanym przez warunek
J(2) € [0,wq]. W szczegolnoscei teoria fizyczna wyznaczona jest przez rapidity lezace na
osi rzeczywistej. Poza tym, mozemy zidentyfikowaé¢ warto$é¢ zmiennej rapidity czastek
w teorii zwierciadlane]j jako te lezace na prostej 2 = x + i*?, a te nalezace do proste]
z = x + % definiujg antyczastki.
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Dodatek B

Struktura macierzy S

B.1 Rozpraszanie 14+1—1+1

Kanoniczna macierz S bedaca niezmiennicza wzgledem algebry su(2]2)?, opisujaca zarow-
no rozpraszanie wzbudzen na tancuchu spinowym jak i tych na wstedze $wiata struny,
moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci

3(191,192) = SO(P17P2)2 : Sﬁu(2|2) (p1ap2) & Ssu(Q\z) (p1>p2) ) (B'l)

gdzie Seu(2j2)(P1,p2) mozna wyznaczona z dokladnoscig do czynnika skalarnego uzywajac
jedynie regul komutacji z generatorami algebry su(2]2) i moze by¢ znaleziona w [15].
Czes¢ skalarna So(py, po)? oraz tzw. dressing factor o moga by¢ z kolei wyznaczone z
unitarnosci macierzy S oraz z rownania crossing [16]. Wtedy czes¢ skalarna przyjmuje
postac

1
L e o
So(p1ap2)2 = }r 2 S 02($1, T3), (B.2)

Ty T
gdzie przez o(x1, 1) = €?@122) oznaczylismy dressing factor. Z kolei 6(x1, x5) jest tzw.
dressing phase. Ogoélna posta¢ dressing factora dana jest przez

o2, 1p) = ei(x(rq_@“5)—x(ﬁ:%)*—x(ﬁ»ﬁ)—x(%#"Ef)) (B.3)

I

gdzie funkcje x(z,y) = x(z,y) — X(y,z) sa antysymetryczne i moga by¢ zapisane w
dwojaki sposob prezentowany w kolejnych podrozdziatach.

B.1.1 Dressing factor jako szereg

W naszych rozwazaniach bedziemy potrzebowaé zaréwno rozwiniecia w silnym jak i w
stabym sprzezeniu. W obu przypadkach mozna jednak zapisa¢ posta¢ funkeji x(z, y) jako

szereg podwojny
—c 1
sl B4
DD D ®a

r=2 s= r+1

Teraz w zaleznosci od tego, ktéra granica nas interesuje, mamy rézne rozwiniecia funkcji
crs(9)-
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Stabe sprzezenie

Dla matlej wartosci statej sprzezenia zbiezne rozwiniecie zostalo znalezione w [20] i moze
by¢ zapisane z uzyciem funkcji Bessela jako

¢rs(g) = 2 cos <g(3 —r— 1)) (r—1)(s—1) /OO dtJT_l(f(ge?iSS@gt) : (B.5)

0

W naszych rozwazaniach wystarczajaca jest informacja na temat rozwiniecia funkcji
Bessela dla matych parametréow, ktore jest postaci

(@) = 22; (1 - n-lu (§)2+) . (B.6)

Silne sprzezenie

Dla silnego sprzezenia sytuacja jest troche bardziej skomplikowana. Funkcje ¢, s mozna
rozwina¢ w nastepujacy szereg w stalej sprzezenia [19|

N |
Crs = Z FQ({? ) (B7)
n=0
gdzie dla n > 2 mamy
) (1—(=1)"*)((n) (r—1)(s 1)F(%(s +r+n=3)I(G(s—r+n—1)) (B3
nE e 2(=2m)"I'(n —1) PE(s+r—n+1)l(E(s—r—n+3))
Z kolei wyraz zerowy szeregu (B.7) znaleziony zostal w [17] 1 jest rowny
C£?5) = gér—i—l,s . (B9)

Jesli teraz wysumujemy szereg (B.7), to otrzymamy wiodace rozwiniecie funkcji x, nazy-
wane fazg AFS, w postaci

xO(z,y) = (é — i) (1 — (1 —zy)log (1 — :r:_1y)> . (B.10)

Pierwszy wyraz podwiodacy w (B.7), bedacy poprawka jednopetlowa, zostal znaleziony
przez Hernandeza i Lopeza w [18] i wynosi

DT =11

e T (r+s—=2)(s—r)"

(B.11)

Moze on zosta¢ wysumowany dajac pierwszy podwiodacy wktad do funkcji x w postaci

Vo) = L ETUT Ly VBV

| Vi Ve
\/_+1/\/'+ L.ﬁ—l/f
VT =Y Vat VY

gdzie Lis oznaczaja funkcje dilogarytmiczna.

+—L iy (B.12)
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B.1.2 Dressing factor jako calka
Posta¢ catkowa funkcji x(z,y) zostala znaleziona w [21] i dana jest wyrazeniem

~ . . le dZQ 1 1
X(z,y) = —i 2T - x

z1|=1 2w |z2|=1 2r x — 21Y — 22

1 1
x logI' (1+ig (z1 +— — 20— —)) . (B.13)
2

1 22

B.2 Rozpraszanie Q+1— Q +1

Macierz rozpraszania pojedynczego magnonu na stanie zwigzanym () zostata znaleziona
w [25]. Bedzie nas interesowata sytuacja, gdy stan zwiazany znajduje sie w reprezentacji
antysymetrycznej (stan zwiazany z reprezentantem w sektorze s[(2)), co jest rownowaz-
ne temu, ze bedziemy rozpraszac¢ fizyczna czastke na zwierciadlanym stanie zwiazanym.
Kazdy stan zwiazany w teorii zwierciadlanej, podobnie jak wzbudzenia elementarne, opi-
sywany jest przez dwie liczby 2% powiazane ze soba relacja

++i+—z——%=@. (B.14)

z z g

Macierz rozpraszania ponownie mozna zapisa¢ jako iloczyn trzech czesci (skalarna, po-
chodzaca od dressingu oraz macierzowa)

So(z*,17%) = S%(zi,xi)Sé(zi,xi)Sg(zi, rF). (B.15)

Czes¢ skalarna dana jest poprzez

SY (%, %) H : (B.16)

gdzie
Tt 1l —
Sae) (25 37) = AR B.17
(hat) = (B.17)

Aby znalezé potozenie punktow z;t postepujemy nastepujaco: z; utozsamiamy z z~. Aby
znalez¢ z rozwigzujemy réwnanie (B.14) z Q = 1. Nastepnie, korzystajac z warunku na
polozenie bieguna macierzy rozpraszania miedzy dwoma wzbudzeniami elementarnymi,
otrzymujemy z, = z;. W analogiczny sposéb mozemy generowaé kolejne punkty. Na
koricu dostaniemy, 7e 2, = 2.

Czes¢ pochodzaca od dressingu ma podobna strukture

Sg(2*, %) Ha (B.18)

gdzie ponownie uzyliémy punktéw zf, natomiast o dane jest przez (B.3).
Z kolei cze$¢ macierzowa moze by¢ znaleziona w [25] i jest ona macierza o wymiarach

40) x 4Q).
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Dodatek C

Asymptotyka sum harmonicznych

Zmnalezienie wiodacej asymptotyki zagniezdzonych sum harmonicznych dla duzych warto-
Sci argumentu nie jest zadaniem prostym. Zasadniczo nie jest znana ogoélna metoda jej
wyznaczania. Dla naszych celéw najlepsze byloby wyznaczenie tej asymptotyki w jezyku
funkcji (-Riemanna. Jestesmy w stanie to zrobié¢ dla standardowych sum harmonicznych,
gdyz w tym przypadku

Sy (M) = C(a)—{—@(%), dlag>2,
S1(M) = logM+ O(1). (C.1)

Jesli z kolei rozpatrzymy sumy z ujemnymi indeksami to dostaniemy
1
S_ (M) = (2" —1)¢(a) + O(M)’ dlaa>1. (C.2)

Gdy jednak wezmiemy pod uwage sumy z wieksza iloscia indekséw, to jedynym sposo-
bem na znalezienie wiodacej asymptotyki sa rozwazania numeryczne. Jesli uda sie znalezé
warto$¢ numeryczng S, ., (00) z dostatecznie duza doktadnoscia, to istnieja algorytmy,
ktore pozwalaja zapisa¢ te wartosé jako sume iloczynéw funkeji ¢(-Riemanna ze wspol-
czynnikami wymiernymi. Jednym z programoéw, ktory korzysta z tych algorytmow i ktory
byl czesto wykorzystywany w naszych obliczeniach jest program EZ-Face [62]. Z jego po-
moca mozna znalezé zaleznos¢ pomiedzy dowolnymi potrzebnymi nam zagniezdzonymi
sumami harmonicznymi w M = oo a funkcjami Riemanna.

C.1 "Wrapping" dla operatoréw twist-2 — 4 petle

Jako przyktad obliczania asymptotyki pokazemy, ze asymptotyka dla duzych M cztero-
petlowej poprawki Liischera (5.56) nie daje wkladu do wierzchotkowego wymiaru ano-
malnego. Musimy wiec udowodnié¢, ze gdy wezmiemy M — oo, to otrzymany wynik jest
podwiodacy w stosunku do log M. Z dugiej strony, jesli przyjrzymy sie wzorowi (5.56),
to ma on postac

P (M) = 1285%(M) x A(M), (C.3)

gdzie A(M) jest skoriczone w granicy nieskoniczonego M. Jesli teraz zauwazymy, ze
S2(M) M3 log? (M) (C.4)
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to jedyna sytuacja, w ktorej wynik 5™ (M) jest podwiodacy wzgledem log M bedzie
wtedy, gdy A(M) =0+ O(ﬁ) W celu pokazania, ze tak w istocie jest, podamy explicite
asymptotyke wszystkich sum wystepujacych w wyrazeniu A(M)

Sa(o0) = —3¢02),
Ss(o0) = —12C0).
Ss(00) = (5).
Sia(00) = —((2)¢(3) +3¢(5),
S5, 2(00) = JC2)CB) — 2305),
Saa(o) = ZURB) — 1046),
Saaa(o0) = 120)KE) -~ 226).

Jesli teraz wstawimy to do wyrazenia

A(M) == —5<(5) — 4S_QC<3) - 255 + 25_5 + 454’1 — 453,—2 + 48_2’_3 - 83_2,_2?1

= 0+0(1) (C.5)

co potwierdza nasze przypuszczenia, ze efekty wrapping nie maja wpltywu na czterope-
tlowy wierzchotkowy wymiar anomalny.
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Dodatek D

Przedluzanie sum harmonicznych

Jest znaczaca réznica pomiedzy przedtuzaniem zagniezdzonych sum harmonicznych w
przypadku, kiedy wszystkie indeksy sa dodatnie, a przypadkiem, gdy co najmniej jeden
z nich jest ujemny. Dla pierwszych mozliwe jest opisanie tej procedury systematycznie
podczas, gdy dla drugiej grupy potrzebna jest analiza kazdego przypadku z osobna.

D.1 Przedluzanie sum z dodatnimi indeksami

Dla dodatnich indeksow mozliwe jest podanie metody indukcyjnej. Startujemy z naj-
prostszego przypadku S, (n). Standardowa metoda jest przeniesienie zmiennej n z granicy
goérnej sumy do wyrazenia znajdujacego sie pod suma w nastepujacy sposob

s =35 = (3o

[e.9]
j=1 j=1  j=n+1 =

Z)jia:sa@o)—zm. (D.1)

k=1

W naszych rozwazaniach jestesmy zainteresowani przedtuzeniem analitycznym wokot war-
tosci —1, dlatego tez oddzielimy teraz cze$é osobliwg oraz cze$é¢ regularna wokot tego
punktu

1
Sa(=1+a) = —— 4 5,(00) = dy(x). (D-2)
gdzie zdefiniowaliémy funkcje
=3 (D3)
— (k+x)°

k=1

Funkcja ta jest regularna wokot z = 0 i posiada nastepujace rozwiniecie
+1
do(z) = ((a)—zal(a+1) +x2(a 5 )Q(a+ 2)+...
+n—1
F(—1)"" (“ Z )g(a+n)+.... (D.4)

Przypusémy teraz, ze juz udalo nam sie dokona¢ przedtuzenia analitycznego funkcji
Sh....c(n) 1 teraz chcemy dokona¢ przedtuzenia funkeji S, .(n). Uzywajac podobnej
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strategii jak poprzednio mozemy zapisac
Sap,..c(n) = (Z -y ) j—asb,,_,c(j) = Sap.c(00) =Y me,.,,7c(k+n) . (D.5)

j=1  j=n+1 k=1

Jesli teraz chcemy rozwinaé¢ powyzsze wyrazenie wokolt n = —1, to wystarczy sie skon-
centrowa¢ na wyrazie k = 1. Wtedy mamy

1
Sap..c(—1+x)= ~ [Sp,. c(x)] + reg, (D.6)
gdzie przez "reg" oznaczyliémy czes¢ regularna, ktéra nie bedziemy zainteresowani w
naszym przypadku.

D.2 Sumy z co najmniej jednym ujemnym indeksem

W przypadku, gdy mamy do czynienia z suma harmoniczna, w ktorej co najmniej jeden
indeks jest ujemny, musimy by¢ bardziej ostrozni w naszych rozwazaniach. Wynika to z
faktu, ze w tym przypadku sumy harmoniczne definiujg dwie rézne funkcje analityczne w
zaleznosci od tego, czy bedziemy przedtuzac z parzystych czy z nieparzystych wartosci n.
W naszym przypadku startujemy z wartosci parzystych. Oznacza to, ze na poczatku mu-
simy poprawnie dodefiniowa¢ funkcje takze dla wartosci nieparzystych, a dopiero pdzniej
mozemy ja przedhuzy¢ analitycznie. W najprostszym przypadku przyjmiemy w naszych
rozwazaniach funkcje okreslona jako

SZa(n) = (=1)"S-a(n) + (1 = (=1)")S-a(0), (D.7)

ktora jest rowna funkcji S_,(n) dla parzystych wartosci n. W celu przedtuzenia anali-
tycznego wokot punktu —1, uzyjemy ponownie metode przeniesienia zmiennej n z granicy
gornej sumowania do funkcji pod suma

S (<144) = xi 48 u(00) +d_u(), (D.8)

gdzie funkcja d_,(x) jest regularna wokot zera i posiada rozwiniecie

a+1

d_a(e) = C(~a) — aC(—a—1) + ( !

)C(—a—2)+.... (D.9)

Podobnie mozemy zdefiniowaé rozszerzenie funkcji harmonicznej w przypadku, gdy pierw-
szy indeks jest ujemny, a wszystkie kolejne sa dodatnie

St e = (=1)"S_ap..(n) + (1 = (=1)")S_ap,..c(00) . (D.10)
Osobliwa czesé przedtuzenia analitycznego tej funkcji wokét —1 dana jest wzorem
= 1
ST opc(—1 ) = —a [5,..c(2)] + reg. (D.11)
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Przedtuzenie pozostatych funkcji z ujemnymi indeksami jest duzo bardziej skomplikowa-
na i wymaga wiedzy na temat zaleznosci funkcyjnych pomiedzy réznymi sumami harmo-
nicznymi. Na przyklad, dla przypadku funkeji S, _p, definiujemy rozszerzenie na wartosci
nieparzyste w nastepujacy sposob

Sa—p(n) = (=1)"Sa,-p(n) + (1 = (—1)")(Sa,-5(00) — Sp(00)(Sa(00) — Sa(n)).  (D.12)
Wtedy osobliwa czesé wokot -1 ma postac

Sia(-14a) = = (25 4(00) — §5(¢)) = — (S 4(00) +dufe)). (D13

1
xrae
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