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Streszczenie

Praca zwiera oryginalne wyniki badan autora dotyczacych rozwiazan samopo-
dobnych semiliniowych réwnan falowych oraz ich uczestnictwa w ewolucji semili-
niowych réwnar falowych i semiliniowych roéwnan Klein-Gordona. Praca zostala

opracowana na podstawie materialu zawartego w publikacjach autora [46], [47]

oraz [48].
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Rozdzial 1

Wstep

»Podréz na tysige mil zaczyna sie od pierwszego kroku.”

Laozi (ok. 604 p.n.e. - ok. 531 p.n.e.)

1.1 Tematyka badan

Wspélna cecha wielu nielinowych czastkowych réwnan rézniczkowych jest po-
wstawanie osobliwosci/wybuch (ang. blowup) w skoriczonym czasie podczas ewo-
lucji z regularnych danych poczatkowych. To zachowanie jest dowodem na nie-
moznosé sformutowania ogdlnych twierdzeri o globalnym istnieniu dla tej klasy
rownan. Sytuacja jest tu drastycznie rézna od intuicji wyniesionej z analizy linio-
wych réwnan czastkowych [26], [63] i czesto powoduje zamieszanie. Powstawa-
nie osobliwosci jest zazwyczaj polaczone z dramatycznymi zmianami w uktadzie
opisywanym przez réwnanie i odpowiada faktowi, ze w tym opisie nie zostaty
uwzglednione pewne elementy teorii. Bardzo waznym przyktadem takiej sytuacji
jest problem osobliwosci w Ogolnej Teorii Wzglednosci Alberta Einsteina [67].
Innym problemem z tego zakresu jest pytanie kiedy trojwymiarowe rozwigzanie
rownan Naviera-Stokesa moze daé¢ osobliwosé [31]. Cel tej rozprawy jest skrom-
niejszy - wpisuje sie ona w analize prostych nieliniowych réwnan czastkowych,
ktore posiadaja ciekawe wlasnosci zwiazane z powstawaniem osobliwosci [66].
To pozwala analizowa¢ powstawanie osobliwosci na prostych modelach (ang.
toy models) bez wglebiania sie w skomplikowane szczegoly, jednakze ostatecz-
nym celem jest wykorzystanie wiedzy z tej analizy do skomplikowanych rownan.
Obecnie jest to duzy dzial na pograniczu matematyki, fizyki, informatyki i in-
nych dziedzin nauk przyrodniczych, w ktorych bardzo czesto stosuje sie modele
opisywane nieliniowymi rownaniami rozniczkowymi [25]. Skupiajac sie na kla-
sycznej teorii pola wymienié nalezy modele Yanga-Millsa [20], [6], [12], czy mapy

falowe [10].
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ROZDZIAL 1. WSTEP 14

Niniejsza rozprawa réwniez wpisuje sie w badania tego typu. Poswiecona jest
ona analizie semiliniowych rownan falowych z nieliniowoscia typu potegowego
(NLW):

Uy — AU - UP =0, U=U(z,t), x € R" (1.1)

Dwa parametry n - wymiar przestrzeni; p > 1 - wykladnik potegi, sa zmienne
i poszczegblne wartosci prezentuja rézne zachowanie rozwigzan. W calej pracy
zostanie zalozone, iz p > 1 jest liczba naturalna nieparzysta, aby rownanie (L))
miato symetrie zmiany znaku. Jednak model ten moze by¢ zdefiniowany réwniez
dla nieparzystego p > 1 poprzez zamiane cztonu nieliniowego U na |U[P~1U,
co przywraca wspomniang symetrie; a nawet dla rzeczywistego p [66]. Wymiar
przestrzeni n > 0 jest domyslnie liczba naturalna. Ze wzgledu na to, iz zostana
tu w gléownej mierze omoéwione wyniki uogoélniajace te z n = 3, wiec w dalszej
analizie bedzie zatozone, ze n > 3. Pozostate ograniczenia na te parametry beda
podawane w trakcie analizy.

Ze wzgledu na ciekawe wlasnosci, ktorych czesé zostanie omoéwiona poni-
zej, rownanie to cieszy sie ciaglym zainteresowaniem juz od dluzszego czasu
zaréwno wsrod matematykow, jak i fizykow. Matematykoéw interesuja przede

wszystkim jak najogoélniejsze klasy rozwiazan w abstrakcyjnych przestrzeniach

funkeyjnych, czy roznego rodzaju estymaty [43], [60], [55], [56], [41], [34], [40],
[42], [57], [58], [45], [44], [14]. Fizycy natomiast czesto ograniczaja sie do regu-
larnych, a zazwyczaj analitycznych funkcji, a w analizie positkuja sie wynikami
symulacji komputerowych [I1], [65], [50]. Obecnie symulacje komputerowe coraz
bardziej przenikaja badania z tego zakresu. Pomagaja one w wyrobieniu sobie
intuicji dotyczacych mozliwych typoéw zachowan, pozwalaja formutowaé hipo-
tezy badawcze, weryfikowaé je i na tej podstawie bardzo szybko formulowaé
nowe, przez co dynamika badan w tej dziedzinie jest bardzo duza. Niniejsza roz-
prawa prezentuje takie wlasnie podejscie do problemu polegajace na potaczeniu
metod analitycznych i numerycznych.

W tej pracy zostanie zalozone, ze rozwiazania maja sferyczna symetrie;

wtedy rownanie (ILI]) przyjmuje postaé¢

n—1

Uy — Upy — U, —UP =0, (1.2)

r
gdzie U = U(r,t). Rezultaty pracy [50] sugeruja, iz takie ograniczenie nie jest
zbyt restrykcyjne - wyniki analizy przy zalozeniu sferycznej symetrii moga by¢é
wykorzystane podczas analizy przypadku ogélnego. Zwiazane jest to z faktem,
iz, skoniczona predko$é propagacji zaburzenia sprawia, ze obszary, w ktoérych
zachodzg dramatyczne i szybkie zmiany (np. wybuch) sa w pewnym sensie ,,izo-

lowane”, wiec do kazdego z takich obszaréw mozna zastosowaé wyniki analizy w
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sferycznej symetrii.

Nieocenionym narzedziem analizy réwnai nieliniowych jest zbadanie, jak za-
chowuja sie one przy skalowania czasu i przestrzeni. Podejscie to ma swoje korze-
nie w analizie wymiarowej i jest czesto stosowane w inzynierii (hydrodynamika,
aerodynamika) [31]. Czestym przypadkiem [25], [66] jest to, iz dla rozwiazania

U(t,z) jego przeskalowana forma

a t «

gdzie a, b oraz c sa stalymi, jest rowniez rozwiazaniem. Rownanie (L2) posiada

taka symetrie [IT] postaci

U(t,r) = XUt/ r/Y), = p%l- (1.4)
Zatem kazde rozwiazanie ma stowarzyszone rozwiazanie dla malej skali A < 1,
ktore jest bardziej zwarte (osobliwe) i ewoluuje szybciej, jak i rozwiazanie wiel-
koskalowe dla A > 1, ktore jest rozciagle przestrzennie i czasowo, a przez to
gtadsze. W ogélnym przypadku taka symetria wigze sie rowniez z prostym pra-
wem skalowania dla pewnych funkcjonalow, ktore zazwyczaj powiazane sa z
wlasciwosciami fizycznymi rozwiazania, jak masa lub energia. Takim funkcjona-

tem dla ([2)) jest funkcjonal energii zdefiniowany w nastepujacy sposob [11]

_ 12, 1 21 )\
E[U]/n’<2Ut+2(vU) ijlU d"zx. (1.5)

Pod wplywem (L)) skaluje sie on jak
ElU\] = M E[U], (1.6)

gdzie § = %. Patrzac jak skaluje sie funkcjonal energii (LH) wpro-
wadza sie pojecie (energetycznych) klas krytycznosci réwnai. Rownanie jest
krytyczne (energetycznie) [44], gdy symetria skalowania (L4) nie wplywa na
funkcjonal energii (8 = 0), podkrytyczne dla 8 < 0, natomiast nadkrytyczne

dla 3 > 0. Dla rownania (LI) warunek krytycznego skalowania jest postaci

n+2
n—2

P=DpQ = (L.7)
Ta klasyfikacja jest niezwykle wazna, gdyz jak to bedzie pokazane ponizej ewolu-
cja rozwiazan réwnan nalezacych do réznych przypadkéw krytycznych rézni sie
znacznie. Intuicja, ktora za tym stoi jest nastepujaca [66]. Dla przypadku nad-

krytycznego rozwiazania wielkoskalowe maja duze energie, stad oczekuje sie, iz
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gtowny wktad beda mialy rozwigzania matoskalowe. W przypadku podkrytycz-
nym jest odwrotnie. Szczegdlnie ciekawy z tego punktu widzenia jest przypadek
krytyczny, w ktorym oba typy zachowan sa na réwni, zatem oczekuje sie takiego
samego zachowania na réznych skalach.

Skalowanie odgrywa nawet znacznie wieksza role w nieliniowych rownaniach.
Wiele modeli nieliniowych posiada specjalna klase rozwiazan nazywanych roz-
wiazaniami samopodobnymi. Charakteryzuja sie one tym, ze rozklad przestrzenny
tego rozwiazania w danej chwili czasu jest przeskalowany przez funkcje zalezna
tylko od czasu. Zatem dwa takie rozwiazania dla réznych chwil czasu po od-
powiednim przeskalowaniu (L4]) mozna na siebie naltozy¢. Ich role w ewolucji
rownan nieliniowych doskonale oddaje cytat zaczerpniety z [B]: ,W rzeczy samej
reprezentujg one (rozwiazania samopodobne) , asymptotyke posredniq”, zachowa-
nie rozwiqgzan szerszej klasy problemow poczatkowych, brzegowych i mieszanych,
tj., opisujg zachowanie rozwigzan z dala od brzegow obszaru zmiennej niezalez-
nej ludb, alternatywnie, w obszarze, gdzie rozwigzanie w pewnym sensie nie jest
Juz zalezne od szczegdtow danych poczgtkowych i/lub brzegowych, jednak uktad

jest ciggle daleko od stanu réwnowagi.” Takie rozwiazania istnieja dla (T2) [11],

[14] w postaci
r

Ultr) = (T =0 "ulp), o=

(1.8)

i dalej wtasnie (L8) bedzie synonimem rozwiazari sampodobnych, z profilem
samopodobym u(p). Sa one niezmiennicze ze wzgledu na skalowanie (L4]). Wy-
buch odpowiada wspoétrzednym r» = 0, ¢ = T, natomiast dla ¢t < T zakres
p € [0; 1] stozkowi przeszlosci tego wybuchu. Ze wzgledu na skonczona predkosé
propagacji punkty p > 1 nie maja wpltywu na wybuch.

Prace [I1], [14] pokazaly, ze dla n = 3 rozwiazania te uczestnicza w spe-
cjalny sposob w ewolucji (IL2)). Istnienie profili samopodobnych dla pod- i nad-
krytycznych przypadkow dla n = 3 zostalo udowodnione w pracach [I3] oraz
[7] - istnieje przeliczalna liczba rozwiazan tego typu. Profile sa rozwigzaniami

réwnania rézniczkowego zwyczajnego postaci

u—+uP =0, (1.9)

(1p2)u"+<n1 72(p+1) >u/2(p+1)

p p—1 (p—1)2

ktore powstaje z podstawienia (L8) do (2)). Definicja zmiennej p pokazuje, ze
najbardziej interesujace sa rozwiazania na poétosi dodatniej. Punkty p = 0, jak
i p =1 sa osobliwosciami ustalonymi (ang. fixed singularities) (osobliwo$ciami
wspolezynnikow rownania) dla tego rownania i standardowe metody analizy
dla rownan rézniczkowych [39], [36], jak twierdzenie o istnieniu, czy metoda
Frobeniusa dla réwnan liniowych (grupa monodromii [70]) nie moga by¢ za-

stosowane w poblizu tych punktow. Sprawia to, ze analiza staje sie odrobine
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bardziej skomplikowana. Dodatkowym stopniem komplikacji sa osobliwosci ru-
chome (ang. movable singularities) rozwiazan [39], [36]. Najprostszym przykta-

dem, ktory ilustruje idee ruchomych osobliwosci jest rownanie [39]

— +

x
- =0 1.10
Tii-o (1.10)

ktore posiada rozwiazanie

y = /23 + yi — 22, (1.11)

gdzie x( oraz yo sa stalymi catkowania. Ruchoma osobliwo$¢ rozwiazania (w tym
przypadku punkt rozgalezienia) moze by¢ umieszczona w dowolnym miejscu na
plaszczyznie zespolonej poprzez odpowiedni wyboér danych poczatkowych. W
przypadku, gdy rozwiazanie jest znane jedynie poprzez szereg Taylora, ktory
nie moze by¢ zsumowany do prostszych funkcji okreslenie potozenia ruchomych
osobliwo$ci w sposdb analityczny jest zazwyczaj niemozliwe. Przykladem jest
tutaj rownanie Lane-Emdena [37] (z wylaczeniem szczegdluych przypadkow)
omawiane szczegdtowo w dalszej czesci rozprawy. Wowcezas jedynym efektywnym
podejsciem analizy tych osobliwosci sa metody numeryczne. Dotychczas zadne
badania dotyczace struktury ruchomych osobliwosci rozwiazan samopodobnych
NLW nie byty przeprowadzone mimo, iz ta wiedza pozwala wyznaczy¢ promienie
zbieznosci szeregéw Taylora dla tych rozwiazan.

Jednym z najprostszych rozwiazan samopodobnych, ktéore nie zalezy od

zmiennej przestrzennej jest

Uo(t) = (Tﬁiot)a by — (%)ﬁ . T>o. (1.12)

Jest ono rozwiagzaniem stabilnym ([C2)) i co wiecej, jest ono atraktorem dla roz-
wiazan, ktore wybuchaja z generycznych danych poczatkowych, co udowodniono
dla n = 3 w pracy [II]. Poza tym istnieje skomplikowana struktura zwiazana z
atraktorami posrednimi - szczeg6lnymi rozwiazaniami niestabilnymi, ktore ,sie-
dza” na granicy pomiedzy wybuchem a dyspersja. Zgodnie z nazwa przyciagaja
one rozwiazania w swoje poblize, jak to opisuje powyzszy cytat z [5], a nastepnie
odpychaja zgodnie ze struktura modoéw niestabilnych. Jedynie dane odpowied-
nio przygotowane trafiajg dokladnie w atraktor posredni. Atraktory posrednie
zbadane dla n = 3 w pracach [I1], [I4], [65]. Ta struktura silnie zalezy od kry-
tycznosci. Dla przypadkéw nadkrytycznych w n = 3 rozwiazanie samopodobne
stowarzyszone z profilem uq(p) - pierwszym rozwiazaniem samopodobnym jest
atraktorem posrednim. Dla krytycznego przypadku n = 3, p = 5 jedynym roz-

wigzaniem samopodobnym (poza trywialnym) jest (LI2)), a role atraktora po-
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$redniego gra rozwigzanie statyczne

1 p—1

Uq(r) = (14 br2)e’ b= 4dn

(1.13)

skalowane zgodnie z ([L4)). Jednakze niedawno odkryto [45], ze istnieje drugi typ
wybuch (poza wybuchem generycznym) dla przypadku krytycznego - wybuch
drugiego typu (ang. the type II blowup), ktory jest rowniez opisany przez ska-
lowane (L4) rozwiazanie (LI3) z A\(t) — 0, gdy t dazy do pewnej skorniczonej
liczby T - czasu wybuchu. Niemniej jednak doktadne dane poczatkowe, ktore
prowadza do tego zachowania ani jego potozenie wzgledem wybuchu generycz-
nego, dyspersji i atraktora posredniego bedacego rozwiazaniem statycznym, byty
nieznane.

W rozprawie oprocz rownania (L)) zostanie przeanalizowane odpowiadajace

mu réwnanie Kleina-Gordona (NLKG)
Uy — AU +U—-UP =0, U="U(x,t), x € R", (1.14)
ktore w symetrii sferycznej, analogicznie do (LZ), przyjmuje postac

n—1

Utt - Urr -

U, +U —UP =0. (1.15)

Dla tego réwnania istnialo przepuszczenie [9], ze poniewaz w pewnych sytu-
acjach czton masowy jest jedynie malym zaburzeniem w poréwnaniu do cztonu
nieliniowego, to ewolucja (LIH) i (L2) powinny posiadaé¢ wiele wspolnych cech.
Rownanie to ma réwniez rozwiazania, ktére wybuchaja w skoriczonym czasie
[49], [38], a wiec wystepuje dychotomia pomiedzy wybuchem a dyspersja. Dla
przypadku n = 3, p = 3 dla NLKG struktura asymptotyki posredniej jest inna
i pomimo, ze doktadny matematyczny opis zostal wykonany w [53], jednak nie

zaprezentowano zadnego przyktadu numerycznego w duchu pracy [9].

1.2 Cel i1 zakres badan

Glownym celem rozprawy jest uogdlnienie wynikow opisanych w poprzedniej
sekcji z n = 3 na n > 3, analiza ruchomych osobliwosci analitycznych rozwiazan
rownania ([LY) oraz analiza przypadku krytycznego dla NLW z naciskiem na
zbadanie wybuchu drugiego typu. Réwnolegle bedzie prowadzone poréwnanie
zachowan ([L2)) oraz ([LIH). Modele rozwazane tutaj sa oczywiscie zbyt proste,
aby opisywaly interesujace uklady fizyczne, jednakze moga one stuzy¢ jako pro-
totypy ilustrujace zachowania dla bardziej skomplikowanych réwnan. Sprawia

to, ze ich realizacja jest mozliwa jedynie poprzez symulacje numeryczne, dla-
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tego tez metody te beda czesto stosowane w ponizszej analizie. Wyniki ptynace
z danych uzyskanych przy uzyciu komputera beda stanowity réwniez wskazowke
pozwalajaca formulowaé nowe przypuszczenia i stanowiaca punkt startowy dla
rozpoczecia Scistej analizy [31].

Praca zostala podzielona na dwie czesci, z ktérych pierwsza opisuje analize
profili samopodobnych bedacych rozwigzaniami rownania rézniczkowego zwy-
czajnego ([CY), natomiast cze$¢ druga opisuje analize rozwiazan rownan roz-
niczkowych czastkowych ([2)) oraz (LI3).

Pierwsza czes¢ tezy jest poswiecona analizie rozwigzan/profili samopodob-
nych dla NLW w trzech i wiekszej liczbie wymiarow, ktora uogoélnia wyniki z
[13]. W rozdziale pierwszym tej czesci - rozdziale [2] - zostana beda rozwiazania
analityczne rownania zwyczajnego (LY). Rozwazania te sa ,niestandardowe” ze
wzgledu na fakt, iz rozwiniecia szeregow sa rozwazane wokol ustalonych oso-
bliwosci p = 0 i p = 1 réownania, gdzie standardowe metody znane z teorii
rownan rézniczkowych zatamuja sie. Dla kilku wartosci parametréw réwnania
zostana znalezione nowe rozwiazania. Te lokalne rozwiazania w postaci szeregow
potegowych beda nastepnie zszyte, co spowoduje narzucenie warunku kwanty-
zacji na dane poczatkowe na obu konicach, a w rezultacie bedzie prowadzito do
przeliczalnej rodziny rozwiazan samopodobnych. Zostana réwniez opisane me-
tody numeryczne pozwalajace analizowaé¢ te rozwigzania i pomagajace zrozu-
mie¢ ich strukture oraz zachowanie. W ostatnim kroku zostana obliczone prawa
skalowania, ktore spelniaja dane poczatkowe dla rozwiazan globalnych, a na-
stepnie prawa te beda zastosowane do pewnych szczegélnych przypadkéw nie
wystepujacych w n = 3. Rozdziat ten zwiera zaadaptowana do celéw rozprawy
tresé publikacji autora [46], ktorej zalazkiem byta jego praca magisterska. Praca
ta zawiera uogodlnienie wynikow z [I3] na wyzsze wymiary przestrzenne. Drugi
rozdzial tej czesci - rozdzial [ - poswiecony jest analizie promienia zbieznosci
szeregu dla lokalnych rozwiazan samopodobnych znalezionych w poprzednim
rozdziale. Wykorzystana bedzie teoria rownan rézniczkowych zwyczajnych na
plaszczyznie zespolonej. W czesci pierwszej rozdzialu beda zidentyfikowane ru-
chome osobliwosci potaczone z rozwinieciami rozwiazan wokot poczatku uktadu
wspotrzednych, a nastepnie zostang podane przyblizone wzory opisujace po-
tozenie i ruch tych osobliwosci po plaszczyznie zespolonej. W pozostalej czesci
rozdzialu uwaga bedzie skupiona na strukturze osobliwosci dla lokalnych rozwia-
zan wokol p = 1. Tutaj zostanie przedstawione i udowodnione kilka stwierdzen
okreslajacych asymptotyke tych rozwigzan przy ich przedtuzaniu analitycznym
poza stozek, wzdluz osi rzeczywistej. Dla lokalnych rozwiazan analitycznych
wokoél p = 01 p = 1 zostanie obliczony wiodacy wktad do asymptotyki wo-
kot ruchomych osobliwosci, ktory nastepnie zostanie sprawdzony numerycznie.

Rowniez bedzie potwierdzone, ze profile samopodobne znalezione w poprzednim
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rozdziale znikaja dla p — co, co ma fundamentalne znaczenie w zastosowaniach
w kolejnych rozdziatach. Wynikéw dotyczacych analizy ruchomych osobliwosci
jest mato dlatego, kazdy nastepny jest cenny sam w sobie. Material zawarty
w tym rozdziale jest rozszerzona prezentacja autora z konferencji ,Formal and
Analytic Solutions of Differential and Difference Equations II” w Bedlewie, Pol-
ska 2011 i zostal opublikowany przez autora w postepach z tej konferencji [48].
Rozdziat @] zamyka analize rozwiazan samopodobnych. Metody uzyte tam i w
rozdziale 2] sa bardzo ogdlne i moga by¢ stosowane do wielu innych probleméw
brzegowych z osobliwo$ciami na brzegu.

Kolejna czeéé rozprawy skupia sie na pokazaniu roli, jaka w pelnej ewolucji
opisanej przez rownania czastkowe (L8] oraz (LT3 pelnia rozwiazania samopo-
dobne opisane w poprzednich rozdziatach. Cze$¢ ta kontynuuje prace rozpoczete
w [1I] i [9]. Rozdzial @ jest poswiecony sprawdzeniu podobieristwa w ewolucji
dla semiliniowego rownania falowego i Kleina-Gordona dla krytycznych i nadkry-
tycznych wartosci parametréw rownania falowego. Dla przypadku krytycznego
dane numeryczne sugeruja, ze oba réwnania posiadaja te same atraktory posred-
nie i asymptotyki blisko wybuchu, zwiazane z rozwiazaniami samopodobnymi.
Jednak okazuje sie, ze najciekawszy jest przypadek krytyczny rownania falowego.
Dla niego beda znalezione zbiory na plaszczyznie parametrow danych poczat-
kowych, ktore prowadza do réznych asymptotyk posrednich. Co wiecej, jedna z
tych asymptotyk zostala znaleziona réwniez w analogicznym réwnaniu Kleina-
Gordona. Material zawarty w tym rozdziale opiera sie na publikacji autora [47].
Rozdziat [ jest poswiecony analizie asymptotyki posredniej dla nadkrytycznego
rownani Kleina-Gordona w trzech wymiarach przestrzennych. Metody uzyte w
analizie sa podobne do opisanych w pracy [9], jednakze natrafiono na rozbiez-
nos¢ analizy numerycznej i wynikoéw analitycznych. Z tego powodu ten rozdzial
bedzie stuzyt jako punkt startowy do dalszych badan. Zostal on umieszczony
w rozprawie ze wzgledu na to, iz zawiera wiele ciekawych technik i wynikéw o
bardzo og6lnych implikacjach. Dla kompletnosci nalezy zaznaczy¢, iz odpowia-
dajacy analizowanemu w tym rozdziale réwnaniu przypadek podkrytycznego
rownania falowego zostal opisany w pracy [14]. Rozdzial [@ - rozdziat koncowy -

przedstawia podsumowanie wynikéw otrzymanych ponize;j.
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Rozdzial 2

Profile samopodobne

wJesli myslisz, ze wszystko jest tatwe, napotkasz tylko trudnosci.”

Laozi (ok. 604 p.n.e. - ok. 531 p.n.e.)

2.1 Wprowadzenie

Rozdzial ten zwiera analize analitycznych rozwiazan rownania (L3) na prze-
dziale [0;1]. Pierwszym krokiem do dowodu istnienia analitycznych rozwiazan
na wspomnianym przedziale jest znalezienie lokalnych rozwiazan na jego kon-
cach. Te rozwiazania wyrazaja sie poprzez zbiezny szereg Taylora - kazdy z nich
zbiezny we wlasciwym dla siebie kole wokol konca przedziatu [0; 1]. Analiza pro-
mienia zbieznosci tych szeregéw, co jest réwnowazne z analizg osobliwo$ci wy-
stepujacych na brzegu kota zbieznosci na ptaszczyznie zespolonej, zostata odto-
zona do nastepnego rozdziatu. Kolejnym krokiem jest dowod faktu, iz szeregi z
obu koncéw moga byé przedtuzane w kierunku przeciwleglego korica przedzialu
wzdltuz osi rzeczywistej. Jest on rownowazny temu, iz we wnetrzu przedziatu jed-
nostkowego nie ma ruchomych osobliwoéci. Dzieki temu rozwigzania moga by¢
przedluzane az do spotkania w pewnym punkcie wewnatrz przedziatu. W tym
punkcie zostaja narzucone warunki zszycia - réwnos$é funkceji i ich pierwszych
pochodnych. Ze wzgledu na to, iz punkt wewnatrz przedziatu jest punktem re-
gularnym réwnania (L9) zszycie to jest w rzeczywistosei zszyciem analitycznym
- rozniczkowanie réwnania daje relacje rekurencyjne wiazace kolejne pochodne
z poprzednimi, a przez to kolejne wspotczynniki szeregu Taylora sa wyznaczone
w jednoznaczny sposéb przez dwa pierwsze. Takie zszycie daje pewne ograni-
czenia na wyboér danych poczatkowych na obu konicach - jedynie dyskretne pary
danych sa dozwolone, co przektada si¢ na istnienie jedynie przeliczalnej rodziny
rozwiazan. Okazuje sie, ze dane te spelniaja pewne prawa skalowania bedace

uogodlnieniem praw z pracy [I3]. Wszystkie te kroki zostana zrealizowane w ko-

23
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lejnych sekcjach tego rozdziatu. Analiza ta opiera sie na standardowych meto-
dach matematyki stosowanej [54], [28], [32], [39], [36] oraz analizy numeryczne;
53], J64)

Kolejna sekcja zostala poswiecona analizie lokalnych rozwiazan analitycz-

nych wokét p=01ip=1.

2.2 Rozwiazania lokalne

Analiza lokalnych rozwiazan analitycznych wokot koncow bedzie polegata na
podstawianiu formalnego szeregu potegowego do réwnania i otrzymywaniu re-
lacji rekurencyjnych na wspoélczynniki. Nastepnie zostanie naszkicowana idea
dowodu, ktory pokaze, iz tak otrzymane szeregi maja niezerowy promien zbiez-
nodci, czyli ze sa rzeczywidcie lokalnymi rozwiazaniami analitycznymi. W tej

analizie znaczaca role odgrywa wzor Cauchy’ego [29):

(Cpaile —20))" = 52 alr — xo)',
(2.1)

co = ak, Cm = mlao Yo (e —m A+ Dacm—,

dla m > 0, ktory pozwala przezwyciezy¢ komplikacje zwiazane z nieliniowo$cig
roOwnania i otrzymaé rekurencje w zwartej formie. Wzor ten bedzie stosowany
jeszcze wielokrotnie i moze by¢ stosowany w kazdym przypadku, w ktérym nie-
liniowosci sa typu potegowego.

W dalszej analizie wazng role gra profil samopodobny postaci

2(p(n —2) —n)\ 7T
—(p )2 ) . (2.2)

Jest to rozwiazanie osobliwe w p = 0 i odpowiada rozwigzaniu samopodobnemu

Uoo(p) = boop™ boo = (

rownania (LI postaci
Uso (1) = boor ™. (2.3)

2.2.1 Rozwiagzanie wokét p =0

W celu otrzymania rozwiazania formalnego wokol p = 0 nalezy podstawié¢ for-
malny szereg potegowy u(p) = > ;o aip' do () i wykorzysta¢ wspomniany

wzor Cauchy’ego. Rezultatem jest rekurencja na wspotezynniki

-1 +12a+2)+a(a+1))a; — ¢
(I+2)(I+n) ’

ap=c¢, a1 =0, ag= (2.4)
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z ¢ bedacym wolnym parametrem - wartoscia u(0). Wynikiem koncowym jest
rozwiazanie w postaci parzystych poteg p
up) =+ 1 [ - e 2+ 000, (25)
Dowodd faktu, ze ten szereg formalny jest zbiezny (w pewnym kole o nieze-
rowym promieniu na plaszczyznie zespolonej) polega na zastosowaniu stwier-
dzenia 1 (ang. Proposition 1) z pracy [I5]. Sprowadza sie to do przepisania
rownania (L) w postaci uktadu rownan pierwszego rzedu postaci wymaganej
przez wspomniane stwierdzenie. Wowczas z podobieristwa tego zapisu do zatozen
wspomnianego stwierdzenia wynika automatycznie niezerowy promien zbiezno-
Sci wspomnianego szeregu. Dla p = 0 ta czesé jest trywialnym ¢wiczeniem [46].

Sytuacja komplikuje sie dla rozwigzan wokot p = 1.

2.2.2 Rozwiazanie wokoétl p =1

Aby rozpoczaé analize wokot p = 1 nalezy przesunaé poczatek uktadu wspot-

rzednych do tego punktu poprzez zamiane y = 1 — p w ([L9), co daje

-1 2(p+1) 2(p+1)
2 o 1 o n _ 1 o !/ A s P —
2= ) - |11 - 2250 ) - 22 D) + ) =
(2.6)
gdzie teraz ' = %. Kolejny krok polega na szukaniu formalnego rozwiazania

- szeregu potegowego, ktory spelnia dane réwnanie, podobnie jak to zostalo
przedstawione powyzej wokét p = 0. Jednak teraz w rekurencji pojawia sie
rezonansEl, ktory znacznie utrudnia analize. Warunkiem rezonansu jest to, aby

parametr
(n=1)p—n-—3

2(p—1)

przyjmowal wartosci naturalne. Rysunek [Z1] zaczerpniety z pracy [46] pokazuje

k= (2.7)

plaszczyzne parametrow n — p z krzywymi catkowitego k oraz krzywa przypad-
kow krytycznych p = pg (). Wystepuja zatem dwa przypadki ze wzgledu na
zbior do ktorego naleza wartosci k.

Jezeli k > 0 jest liczba niecalkowita, wowczas nie ma rezonansu i podstawie-

nie szeregu formalnego u(y) = >, ay' do (ZH) daje jednoznaczna rekurencje

ITermin ten ma wiele znaczen. Tutaj uzywany jest do oznaczania faktu, iz rekurencja si¢
urywa. W zadnym wypadku nie powinien by¢ mylony z rezonansem pojawiajacym sie w fizyce
i rozdziale
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Rysunek 2.1: Od lewej: k=0, p=pg, k =1,k =2...

na wspoélczynniki

2(p+ag—(p—1)%co

ap=b, @ ="5"501r >

(810-)+2022H 4 200 Y~y oy — (-1 (1-2)+ (- 1) 2 4 2045 )4,

Q41 = 20+ 1) (I—k+1)

(2.8)
gdzie b jest parametrem, a {¢;}7°, moga by¢ wyznaczone z ([2.I)). Rozwigzanie

ma w tym przypadku postaé

2p+1)b— (p — 1)2bP
21—k)(p—1)?

u(y) = b+ y+O0(y°), (2.9)
i jest prostym uog6lnieniem przypadku n = 3 zaprezentowanego w [13].

Jezeli natomiast k jest liczba naturalna, wowczas zachodzi rezonans. Podsta-
wienie szeregu formalnego do réwnania ,separuje” rekurencje. Pierwsze k wspot-
czynnikow {ag,...,ax—1} ma Scisle wyznaczona warto$¢é numeryczna bedaca

jednym z rozwiazan nieliniowego uktadu rownan algebraicznych postaci

2(1 —k)ay — ?Igpt;ga +af =0
4 1 2 1 1
42 - k)az — (;Jrl) + (;pt))) ar +paah "+ (;pﬁ)gao ap =0
8 1 2 1 1
6(3 — k)as — (6+ TEH + (;()pﬁ)z)) as + pasal) + X el 4 (2.10)
2p+1) | 2(pt]) '
+( 1) + (p—1)2) palao )
Oap +...=0

wynikajacych z podstawienia wspomnianego szeregu formalnego do réwnania.
W powyzszym ukladzie ostatnie rownanie nie okresla aj, (wspo6lezynnik ten jest

mnozony przez zero - jest to warunek rezonansu), a zatem jest to wolny parametr
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rozwiniecia, ktory bedzie w dalszej czesci oznaczany jako b. Kolejne wspotczyn-
niki a; dla l > k sa juz wyznaczone w jednoznaczny sposob z rekurencji. Dlatego

w przypadku naturalnego k > 0 rozwiazanie przyjmuje postaé

u(y) =ao+ ...+ ap_ 19" L+ byF + arp1(byao, .. a1y T L (2.11)

gdzie wspoltezynniki {ai}fz_ol sa rozwiazaniami ([ZI0), a dane poczatkowe - pa-
rametr a, = b pojawia sie dopiero przy czlonie y*.
Analiza rysunku 2T oraz wzoru ([27) wskazuje, iz punkty, dla ktorych k jest

catkowite na krzywej k(n,p) = ko, dla catkowitego ko > 0, spelniaja zaleznosc

n =4+ 27, p=75;
n=>5+ 27, p=3; (2.12)
n="7+ 27, p=2;

dla j = kg — 1. Dla przyktadu, kg = 1 generuje trzy przypadki {n = 4,p = 5},
{n = 5,p = 3} oraz {n = 7,p = 2}, z ktorych przez translacje mozna otrzy-
ma¢ wszystkie pozostate. W tej pracy przyjeto zalozenie, ze p jest nieparzyste,
jednak w czesci ponizszych rozwazan dotyczacych catkowitych wartosci k& beda
przedstawiane rowniez wyniki dla réwnan z parzysta warto$cia parametru p.
Tabele 2.1] oraz zaczerpniete z [46] przedstawiaja szczegodlnie istotne w
dalszej analizie wartosci {al}fgol odpowiednio dla k = 2 oraz dla k = 3. Nalezy
zaznaczy¢, ze nie sa to jednak wszystkie mozliwe rozwiazania ukladu (ZI0).

Wyniki te pozwalaja wysnué¢ nastepujace przypuszczenie

Przypuszczenie 2.1 Uktad réwnani (Z10) na k > 0 pierwszych wspétczynni-
kow lokalnego rozwigzania analitycznego wokét p = 1 ma zawsze rozwigzanie

z

n)
a = (4)1% (2.13)

dla 0 < 1 < k oraz us zadanego przez (Z32). Rozwigzanie to ma najwiekszq

mozliwg warto$¢ ag ze wszystkich rzeczywistych rozwigzan uktadu.

Przypuszczenie to jest prawdziwe dla k = 1, k = 2 oraz k = 3 jak to wy-
nika ze wspomnianych tabel i zostanie wykorzystane do wyprowadzenia praw
skalowania.

Szeregi powyzsze dla catkowitego i niecatkowitego k£ > 0 sa zbiezne, co mozna
udowodni¢ stosujac indukcyjnie (ze wzgledu na k) odpowiednia zamiane zmien-
nych oraz wspomniane stwierdzenie 1. Dowodd ten jest zawily i nie wnosi niczego
nowego do rozwazan, dlatego zostanie pominiety - moze on by¢ znaleziony w do-

datku pracy [46].
Otrzymane w tej sekcji rozwiazania lokalne zostana teraz zszyte, aby otrzy-
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an—ﬁ,p—a5 n=7p=3 n=9,p=2

00 01 ao ai ao ai
; 0 0 [0 0

bo=2% |0 bo=v2 |0 |[bo=6 |0

b — 72 | 25 |[boc=2 [2 [[be=10]20
2 2v/2

Tablica 2.1: Wybrane wartosci numeryczne ag oraz a; dla k = 2.

n=8 p=>5

ag azi as n=9p=3 n=11,p=2
ao ai az ap al a

0 B} 0 |0 - o “ o fa

b}:—Q Of Of bhh=v2 |0 |0 =6 10 10

3 33 | 33

V2 s | iy || V5 S e |12 1819

b —ui [ uf [ 3t || be=V6 V6 | V6 boo = 14 | 28 | 42

V2 22 | 8.2

Tablica 2.2: Wybrane wartosci numeryczne ag, a; oraz as dla k = 3.

ma¢ globalne rozwiazanie analityczne na przedziale [0;1].

2.3 Globalne istnienie

Rozwiazania lokalne otrzymane poprzednio sa zbiezne w pewnym kole na plasz-
czyznie zespolonej. Jezeli osobliwo$é, ktora ogranicza promien kota zbieznosci
nie lezy na osi rzeczywistej, wowczas poprzez analityczna kontynuacje rozwia-
zania te moga by¢ przedtuzone w kierunku przeciwlegltych punktéow przedzialu
[0;1] az do momentu spotkania w pewnym punkcie pg, a nastepnie zszyte do
globalnego rozwiazania analitycznego na przedziale jednostkowym. W zwigzku z
tym najwazniejszym zadaniem na drodze do udowodnienia istnienia globalnych
rozwiazan na wspomnianym przedziale jest dowod braku osobliwosci (rucho-
mych) rozwiazan w tym przedziale podczas przedtuzania.

Pierwszym krokiem udowodnienia braku osobliwosci bedzie wykazanie, ze
rozwiazanie uzyskiwane poprzez przedtuzanie analityczne lokalnego rozwiazania
analitycznego (23] okreslonego w otoczeniu p = 0 w kierunku p = 1 pozostaje

w trakcie tego procesu ograniczone. Dowod wykorzystuje funkcje

u/2 uerl D + 1

H(p)=(1- 02)7 + 1 miﬁ, (2.14)
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ktora spelnia nieréwnosci

2
1 2(p+1))p1 - <p+3 n1> P,
H(p >—<7 i H =(—p— u'? <0, (215

(°) p—1\(p—1)° p—1 P (2.15)

gdzie ostatnia czes¢ jest pochodna wzdluz rozwiazan réwnania (L) tzw. po-
chodna Liego [3]. Pierwsza nier6wno$¢ zostala otrzymana z (2.I4) poprzez po-
miniecie dodatniego wyrazu zawierajgcego u’, a nastepnie minimalizacje tak
otrzymanego wielomianu zmiennej u. Ostatnia réwnosé zachodzi gdy p > pg -
przypadek krytyczny zostanie rozpatrzony osobno ponizej. Z dalszych rozwazan
zostanie rowniez wytaczony jedyny przypadek podkrytyczny n = 3, p = 3 spel-
niajacy zalozenia tego rozdzialu, ktory zostanie oméwiony pdzniej. Z faktu, ze
H(p) < H(0) na rozwiagzaniach (L9) dla (23) wynika, ze

Pt (p+1)c?
p+1  (p—1)%°

H(p) < H(0) = (2.16)

co daje
V1=p2d (p) <c = (2.17)

przy warunku ¢ > (2(p +1)/(p — 1)?)"/(P=1 Stad wynika, ze rozwigzanie jest
ograniczone. Dodatkowo, mozna zauwazy¢, ze H(p), a stad u(p) ma skoriczona
granice w p = 1.

Dla rozwiazan regularnych w p = 1 calkowanie nieré6wnosci

—H' n—1
<2
1+ H P

(2.18)

od 1 do pewnego 0 < p < 1 daje, ze H, a wigec v’ oraz u sg skoriczone w
przedziale 0 < p < 1.

To koniczy dowod mozliwosci przedtuzen lokalnych rozwigzan. Kolejna czesé
dotyczy juz zszywania rozwigzan w pewnym punkcie wewnatrz przedziatu jed-
nostkowego. W tym celu potrzebna jest asymptotyka (23] dla duzych wartosci
danej poczatkowej ¢ = u(0) wokot p = 0. Aby ja wydoby¢ nalezy wprowadzi¢

zmienne x oraz U powiqzane Z p oraz u poprzez p = % oraz U = U/C, w tyCh
cT 2

zmiennych réwnanie ([3) przechodzi w (teraz / = L)
1
U" + n Ly +UP = e = (22U + 2a+2)aU' + a(a+1)U) . (2.19)

Wyrazajac w tych zmiennych (23] asymptotyka dla duzego ¢ faktoryzuje sie

do u(p) = cU <%) =c[(1— 322+ O(z")) + o (%)], gdzie pierwszy czlon
c

szeregu w nawiasach kwadratowych nie zalezy od c. Transformacja ta ma réwniez

fundamentalne znaczenie dla analizy ruchomych osobliwosci rozwiazania ([23),
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jak zostanie to wyjasnione w kolejnym rozdziale.
Pierwszy czton w nawiasie kwadratowym jest wiec rozwiazaniem (2.I9) dla
¢ — 00, czyli rozwiazaniem réwnania Lane-Emdena [37]

n—1

U” + TU’ +UP =0. (2.20)

Zbieznosé tego fragmentu szeregu moze byé tatwo sprawdzona poprzez zastoso-
wanie stwierdzenia 1 z [I5] (zobacz kolejny rozdziat).

Powyzsza transformacja sprowadza asymptotyke dla duzego ¢ do asympto-
tyki dla duzego z. Uzycie kolejnej zamiany zmiennej: U = g U(zx), 7 = In(x)

w ([220) daje rownanie postaci

U P(H—Q)—H—QE 2((p+1)_(n_l)(p_l))U+UP:0

—_— = 2.21
dr? p—1 dr (p—1)2  ( )
dla ktorego funkcja Lapunowa [3] jest
T\ 2 F7ptl
1/d H)—(n—1p-1)=
2 \ dr p+1 (p—1)2

Analiza [46] pokazuje, iz w granicy 7 — oo rozwiazanie U(7) dazy (asympto-

tyczna stabilnogé) do punktu statego Us, = b, réwnania (Z2I). Uzasadniona

jest zatem kolejna zamiana zmiennych U = by + y i ‘fl—g = z, ktora daje

o
. n2)-n— n-2)-n (2.23)
Z_T B p221 2. 20 p_21) Ly + N(y),

gdzie N(y) = O(y?). Kolejny krok analizy tego uktadu rownai polega na wyko-
rzystaniu twierdzenia Hartmana-Grobmana [32] w celu pominiecia cztonu nie-
liniowego N (y) w granicy 7 — oo, czyli dla y — 0. Twierdzenie to jest bardzo
czesto wykorzystywane podczas linearyzacji rownan rézniczkowych. W duzym
skrocie i1 niezbyt $cisle pozwala ono poréwnywaé lokalnie rozwiazania uktadu
nieliniowego i zlinearyzowanego, pod warunkiem ze warto$ci wlasne uktadu zli-
nearyzowanego nie sg $cisle urojone - tylko wowczas oba uktady sa topologicznie
réwnowazne.
Zlinearyzowany uktad ma wartosci wlasne

re — —21=2) = (1+2)) & /0 p) (2.24)

2(p—1)
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gdzie

f(p,n) =p*(n* —12n+ 20) + p(—2n2 + 16n — 8) + (n — 2)? =

=p*(n—2)(n—10) = 2p(n —2(2+v3))(n — 22 — V3)) + (n — 2)*. (2.25)

Nalezy zauwazy¢, iz wykonana linearyzacja jest usprawiedliwiona gdy z rozwa-
zan wytaczy sie przypadek krytyczny, jak to zostalo zrobione powyzej.
Warunek f(p,n) < 0 jest istotny w celu otrzymania przeliczalnej rodziny
rozwiagzan globalnych i ta nier6wnosé¢ bedzie zalozona w dalszym ciggu refero-
wania dowodu z [46] - obszar na plaszczyznie n — p, dla ktorego speliona jest

ta nieré6wnos¢ przedstawia rysunek rowniez zaczerpniety z [46].

Rysunek 2.2: Rysunek [Z] z naniesionym obszarem f(p,n) < 0.

Odwracajac wszystkie zamiany zmiennych wykonane w dotychczasowym ro-
zumowaniu uzyskuje si¢ formule opisujaca asymptotyke rozwiazania regularnego

w otoczeniu p = 0 dla duzych wartosci parametru ¢ postaci

- p(n=2)-(n+2) _ p(n=2)—(n+2) -
u(p) = boopp_:i (1 +e (n=2)=( +2)p 2-0  Agsin(w ln(cpTl p) + 50)) ;
(2.26)
gdzie Ay oraz 0y sa parametrami, a
oo Y@ (2.27)
2(p—1)

Pozostata czesé dowodu, zgodnie z [I3] oraz [46], polega na zszyciu obu
rozwigzan lokalnych w pewnym punkcie 0 < pg < 1. Rozwiazanie regularne

wokol p = 0 przedtuzone do pg ma dla duzej wartosci ¢ posta¢ (Z26). Jezeli
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teraz parametr ¢ bedzie zmieniany, wowczas na plaszczyznie fazowej w punkcie
po, czyli zbiorze punktow (u(po),u’(po)) powstanie krzywa Cp, ktora dla du-
zych ¢ bedzie miala postac¢ spirali nawijajacej sie na pewien punkt P(pg) dla
¢ — 00. Druga krzywa C; dla rozwiazania lokalnego wokél p = 1 przedtuzo-
nego do punktu zszycia pg bedzie sparametryzowana przez b. Kazde przeciecie
tych dwoch krzywych wyznacza jedno globalne rozwiazanie - jest to doktadnie
rownosé funkeji i pochodnych w punkcie py, a ze wzgledu na fakt, iz jest to
punkt regularny réwnania rowniez i wyzszych pochodnych. Jezeli teraz krzywa
Cy przechodzi przez P(pg) wowczas takich przecieé¢ bedzie przeliczalna liczba,
a stad przeliczalna liczba rozwigzan. Nalezy zauwazyé, ze liczba przecieé jest
wlasnoscia topologiczna niezalezna od wyboru punktu zszycia pg tak dtugo jak
dtugo jest to punkt regularny réwnania. Przeliczalna rodzina przecie¢ daje prze-
liczalng rodzing par danych poczatkowych {(ci, bi)}iS, , ktére w jednoznaczny
sposob identyfikuja dane rozwiazanie globalne. Pierwszym rozwiazaniem z tej
pary jest rozwiazanie stowarzyszone z ([LI2]), natomiast granicznym rozwiaza-
nie (22). Indeks [ jest powiazany z liczba oscylacji przeskalowanego rozwiazania
wokot g .

Eksperymenty numeryczne, jak ten przedstawiony na rysunku 23] polega-
jacy na analizie przecie¢ krzywych Cy i C sugeruja, iz krzywa C) zawsze prze-
chodzi przez punkt nawiniecia spirali P(pg), co daje przeliczalna rodzine glo-
balnych rozwiazan analitycznych. Dla catkowitego & > 0 to stwierdzenie jest
prawdziwe jedynie wtedy, gdy lokalna asymptotyka na konicu p = 1 ma pierwsze
k wspolezynnikéw rozwiniecia {al}fz_ol wybranych ze zbioru rozwiazan nielinio-
wego uktadu rownan (2I0) tak, ze ap = bso. Pozostale wybory generuja tylko
jedno globalne rozwigzanie, w szczegdlnosci by lub rozwiazanie trywialne. Takie

zachowanie bedzie wyjasnione w kolejnej sekcji.

20

¢
d
.,

15 | \\\ 4

10 |

u'(Po)

Rysunek 2.3: Plaszezyzna (u(po),w (po)) dla pg = 0.5, n=5,p=5,k =3/2;
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Przypadek podkrytyczny (n = 3, p = 3, k = 0) zostal omoéwiony w pracy
[7], wiec pozostaje jedynie rozwazy¢ przypadek krytyczny (p = pg), ktory jest
wykluczony przez powyzsza analize. W tym przypadku wystepuja jedynie dwa
globalne rozwiazania klasy C? (ktore sa rowniez analityczne) prostej postaci

u(p) = 0 oraz ug(p) = bg. Wniosek ten wypltywa z analizy funkeji

1 n—2
Qp) = U =p*)p"u+ —=p" (1 = p)ur’
p+1 n\n+1 2 n 2 I o+
+KP—1 2) 2 p—12) " T

(2.28)

zaproponowanej w pracy [43]. Jej pochodna na rozwiazaniach rownania (L)

przyjmuje postac

b 2=n)p—pq) , [, (nu N2, mp—n—4, p—1
GO =501 [2(7+pu) TR T
(2.29)

Dla p = pq zachodzi Q'(p) = 0, co oznacza, ze @ jest catka pierwsza, a row-
nos¢ Q(0) = 0 = Q(1) daje potwierdzenie powyzszej hipotezy - sa tylko dwa
rozwiazania we wspomnianej klasie - ug(p) = by oraz rozwiazanie trywialne.
Metoda uzyta do zszywania rozwiazan moze shuzyé jako punkt startowy
do konstrukcji bardzo ogélnych metod analizy rozwiazan samopodobnych. To

bedzie stanowilo tres¢ kolejnej sekcji.

2.4 Metody numeryczne

Jednym z gtéwnych sktadnikow stuzacych do konstrukeji metod numerycznych
do analizy rozwiazan rownan rézniczkowych sa metody catkujace. Przy przygo-
towaniu wynikow zostaly uzyte metody catkowania typu Rungego-Kutty [19],
jak osadzona metoda Cash-Karpa [59] oraz niezwykle doktadna metoda Bulirscha-
Stoera [59], [64]. Nie pozwalaja one jednak na rozpoczecie catkowania z punktow
startowych, ktore sa jednocze$nie punktami osobliwymi réwnania. Zatem, aby
rozpoczaé, nalezy przesunaé¢ dane poczatkowe poza punkt osobliwy wykorzy-
stujac lokalne rozwiazania w postaci szeregu Taylora. Metoda, ktora realizuje
takie przesuniecie powinna sumowaé wyrazy szeregu, az do momentu, gdy reszta
szeregu (pozostala, niezsumowana czes¢ zbieznego szeregu) bedzie mniejsza od
zakladanego btedu. Taka strategia jest powszechnie uzywana, gdy punktem star-
towym calkowania jest punkt osobliwy.

Istnieje wiele metod rozwiazywania probleméw brzegowych, jak metoda strza-
tow czy relaksacji [59], [64]. Metody te moga by¢ rowniez zastosowane do pro-

bleméw z osobliwo$ciami na brzegach zgodnie z powyzszym opisem przesuwa-
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nia danych poczatkowych poza punkt osobliwy. Jezeli w przedziale catkowania
wystepuja dodatkowe osobliwosci, to poprzez odpowiedni podzial na podprze-
dzialy i zastosowanie metod w kazdym elemencie tego podziatu réwniez mozna
otrzymacé efektywna metode dla probleméw brzegowych. Sekcja ta ma za za-
danie opis innej metody zaproponowanej w [46], ktora wydaje sie by¢ idealnie
dopasowana do analizy problemu poruszanego w tym rozdziale. Podobnie jak
w metodzie zszywania rozwiazan zaproponowanej w poprzedniej sekcji rowniez
otrzymuje sie pewna krzywa, ktorej punkty przeciecia z osia OX wyznaczaja
parametry rozwiazan globalnych. Krzywa ta, parametryzowana przez dana po-
czatkowq c jest rozwigzaniem réwnania wokot p = 0, ekstrapolowanym do p = 1.
Ze wzgledu na to, iz p = 1 jest punktem osobliwym réwnania (L9) metody cal-
kowania zalamuja sie w poblizu tego punktu [64]. Dlatego tez nalezy zakonczy¢
w poblizu, przy pewnym pg.p < 1, a nast¢pnie ekstrapolowaé rozwigzanie do
p = 1 uzywajac znanych metod nie obnizajac doktadnosci calej metody. Z tak
ekstrapolowanego rozwiazania (wartosci w p = 1, pierwszej i wyzszych pochod-
nych) nalezy skonstruowaé pewna wielkosé d(c), ktora dla ¢ opisujacego globalne
rozwiazanie analityczne spelnia rownosé d(¢) = 0. Stad zera na wykresie d(c) sa
doktadnie takimi wartosciami ¢, dla ktérych otrzymuje sie globalne rozwiazanie
analityczne. Z wartosci funkcji i pochodnych uzyskanych przez ekstrapolacje do
p = 1 mozna réwniez obliczy¢ wartos¢ parametru b rozwigzania analitycznego
wokot p = 1, a co wiecej, mozna skonstruowaé podobna zaleznosé d(b), ktora po-
zwoli wyznaczy¢ wartosci b, dla ktorych istnieje rozwiazanie globalne. Jedynym
wymaganiem jest odpowiedni dobor wielkosci d(c), jednak, jak to bedzie poka-
zane ponizej, dla problemu rozwazanego w tym rozdziale taki parametr daje sie
tatwo zdefiniowaé.

Dla k niecaltkowitego rozwiazanie nieanalityczne wokél p = 1 przyjmuje po-

staé
unonanalytic(y) = ykd(l + O(y))a (230)

gdzie d jest parametrem. Posta¢ ta wynika z podstawienia u(y) = y* > =, aiy’,
gdzie s jest parametrem do réwnania ([L9)). To wlasnie wspotczynnik d z ([Z30)
gra wazna role w definicji zaleznosci d(c) dla tego przypadku - mozna go odzy-

ska¢ z nastepujacych relacji (d - aproksymacja parametru d z rownania ([2.30)):

d=-YO1q _pl=k  dla  0<k<l;

k
_ u"(p) - )
d= k(k—ﬁ)/% ; P2k dla 1<k<?2; 1)
d= - (1-p)*"  dla 2<k<3;

w granicy, gdy p — 1. Jak to zaznaczono powyzej taka granica numerycznie jest

wykonywana poprzez procedure ekstrapolacji. Dla tego przypadku, z rozwinie-
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cia 29) wynika, ze b = u(1). Tej relacji nalezy uzy¢ w punkcie (regularnym
réwnania), w ktorym zakoriczono catkowanie pstop, a nastepnie ekstrapolowac
do p = 1. Dodatkowo mozna zauwazy¢, iz wartos¢ d mozna okresli¢ uzywajac
kazdej z formut ([Z3T)) jezeli tylko pochodna uzyta w tej formule ma rzad wyzszy
niz | k|. Warto rowniez zaznaczy¢, iz pochodne wyzszego rzedu niz dwa wyma-
gane w (Z3I) mozna otrzymaé¢ w prosty sposob z pochodnych nizszego rzedu
poprzez relacje rekurencyjna wynikajaca z rozniczkowania rownania ((C9).

Do przyktadu ilustrujacego dziatanie tej metody wybrano przypadek n = 5,
p =05, k = 3/2, ktory zaczerpnieto rowniez z pracy [46]. Rysunek 2.4 pokazuje
obie krzywe d(c) oraz d(b). Ich zera wyznaczaja globalne rozwiazania na prze-
dziale jednostkowym. Nalezy zauwazy¢, ze drugie zero krzywej d(b) odpowiada
wartosci b = by i jest blizej poczatku wspolrzednych niz punkt nawiniecia spirali

51/4

dla b = boo—2 Dla przypadku k < 1 zalezno$é miedzy tymi punktami bytaby

odwrotna ze wzgledu na fakt, ze
® by < bpdlak <1;
® boo =bo dlak =1;
® by > bp dla k > 1;

a punkt, na ktory nawija sie spirala d(b) dla niecatkowitego k to (bso;0).

' i —] ! T mae—
08 | 1 08|
0.6 | B 0.6 -
04 g 04t
© 0.2 | — b= 0.2
0 (\ 0
02 v 1 02 \/
04 F g 04
0.6 . . . . L 06

L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Rysunek 2.4: Krzywe d(b) oraz d(c) dlan =5, p =5.

W przypadku, gdy k£ > 0 jest naturalne, wowczas rozwiazanie nieanalityczne
ma inng postac¢ i powyzsza definicja parametréw d nie nadaje sie do wykorzysta-
nia. Jednak w tym przypadku na lokalne rozwiazanie analityczne wokot p = 1
natozony jest wiez w postaci rownosci k pierwszych wspolczynnikow lokalnego
rozwiniecia wokot p = 1 - wspoétczynnikow {al}fgol - okreslonemu rozwiagza-

niu nieliniowego ukltadu réwnan algebraicznych (ZI0). Wykorzystujac ten fakt

10
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natychmiast narzuca sie nastepujaca definicja

dO == U(pstop) — Qo,
dl = 'U//(pstop) + ag,
(2.32)

dim1 = u® D (pytop) — (—1)F1(k = Dla_y

b=
ktora spetnia zalozenia metody - wszystkie parametry d; = 0 dla 0 < < k
gdy zostaje wzigta granica pgiop — 1, a wartoéé c uzyta do calkowania zadaje
globalne rozwiazanie analityczne. W tej definicji jedynie dla przypadku k£ = 1
jest zdefiniowany tylko jeden parametr. W pozostatych przypadkach zgodnosé
zer wszystkich krzywych d;(c) jest dodatkowym testem konsystencji metody.
Ze wzgledu na to, iz parametry d; zaleza w liniowy sposéb od wspoélczynnikdw
rozwiniecia {al}fz_ol, dlatego ich zmiana powoduje jedynie pionows translacje
krzywych d;(c). Fakt ten zostanie wykorzystany ponizej.

Przyklad ilustrujacy dzialanie metody, zaczerpniety z [46], zostal przedsta-
wiony na rysunkach [Z5] oraz dla przypadku n = 8, p = 5, k = 3. W definicji
parametrow d zostaly uzyte wspolezynniki z tabeli 2221 dla ktorych ag = boo,
czyli takie, ktore definiuja przeliczalna rodzine rozwigzan globalnych. Jak wspo-
mniano powyzej, zmiana wartosci parametru ag w definicji dy skutkuje piono-
wym przesunieciem krzywej do(b) zaznaczonym na rysunku przez wektory.
Dla kazdego z wyboréw ag = 0, ag = bg lub ag = %

jedno zero w b = 0, co daje tylko jedno rozwigzanie globalne. Zatem jedynie

krzywa dp(b) ma tylko

gdy ap = b krzywa ta ma przeliczalng rodzine zer, a stad przeliczalng ro-
dzine globalnych rozwiazan analitycznych. Rysunek pokazuje konsystencje
metody - wszystkie zera réznych krzywych d pokrywaja sie. Metoda ta daje
jeszcze jedno potwierdzenie wynikéw dotyczacych istnienia przeliczalnej rodziny
globalnych rozwiazan analitycznych.

Metoda opisana w niniejszej sekcji ma przewage nad standardowymi me-
todami, gdyz jest ona globalna - jako wynik daje globalna mape zaleznosci
pomiedzy poszczegdlnymi globalnymi rozwiazaniami. Zaopatrzenie jej w wykry-
wanie miejsc zerowych pozwoliloby otrzymaé réowniez metode ilosciows. Cieka-
wym zastosowaniem jest wykorzystanie tej metody w tandemie z jedna z metod
lokalnych np. metoda strzatu. Opisana metoda stanowitaby wowczas pierwsze
przyblizenie dla metody strzaldow, ktora dziata jedynie, gdy poczatkowe dane sa
blisko szukanego minimum.

Kolejna sekcja ma za cel wyprowadzenie zaleznosci pomiedzy danymi brze-
gowymi na obu koncach przedzialu jednostkowego odpowiadajacych kolejnym

globalnym rozwiazaniom analitycznym.
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Rysunek 2.5: Przesuniecie krzywej do(b) dlan =8, p =5,k =3z ap = b =

111/4

R
1/4

C'+ B przesunieciu ag = bso — ag = by = %, natomiast wektor C' przesunieciu

a():booHa():%.

Wektor A + B + C odpowiada przesunieciu ag = by, — ag = 0, wektor

0.014

0.012 ldo(b
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Rysunek 2.6: Krzywe do(b), d1 (D), d2(b) oraz do(c), di(c), d2(c) dlan =8, p =5,

o o 7111/4
k=32za)=0by = o

2.5 Prawa skalowania

Dane {(¢;, bi)}72,, opisuja globalng rodzine rozwiazan analitycznych. Z poprzed-
nich rozdziatéw wynika, ze dla duzych wartosci [ wartosci b; z dobrym przyblize-
niem leza na spirali, co prowadzi do wniosku, iz pomiedzy kolejnymi warto$ciami
by, jak i ¢; powinny istnie¢ przyblizone zaleznosci tym lepiej spelniane im wieksze
jest [.

Do obliczenia wspomnianych zaleznosci zostanie wykorzystany wzor (2.20)
opisujacy asymptotyke lokalnego rozwiazania analitycznego wokot p = 0 dla
duzych wartosci ¢ oraz obliczona ponizej asymptotyka lokalnego rozwiazania
wokol p = 1 przedtuzonego w poblize p = 0 i sparametryzowana przez b. Obie

te asymptotyki tacza sie tylko dla rozwigzan globalnych, czyli, gdy zachodzi

10
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c = ¢ oraz b = b;. To daje posta¢ praw skalowania.

Pierwszym krokiem jest obliczenie asymptotyki lokalnych rozwiazan anali-
tycznych wokol p = 1 dla p ~ 0. Podstawienie nowej zmiennej w(p) zdefiniowa-
nej przez

u(p) — uos(p) = uso(p)w(p), (2.33)

transformuje (L9) w

p*(1 - p)w”+((”1p) — *20)

e

(2.34)

wraz z danymi poczatkowymi, ktore zostang sprecyzowane ponizej.
Wyniki numeryczne sugeruja, ze rozwiazania globalne pozostaja blisko w = 0
dla py < p < 1, gdzie 0 < pg < 1. Zatem linearyzacja ([234]) woko! rozwiazania

zerowego daje

P21 = p?) + ((n—1p)g+n—3p - 2p3> W' + 2(19(n——21)—n)w = 0. (2.35)

Wspomniana asymptotyka dla p — 0 moze byé otrzymana poprzez podstawie-
nie 7 = In(p) i wykonanie takich samych krokow jak w przypadku obliczen
prowadzacych do ([2:26]). Koricowym wynikiem jest

p(n—=2)—(n—-2)

we(p) = A1p~ 20 sin(wln(p) + 01), (2.36)

gdzie A; oraz &7 sa stalymi. Nastepnym krokiem jest uzaleznienie parametru
A od b, co mozna zrobi¢ przez naturalne zadanie, zeby pierwsza nieznikajaca

pochodna w(p) byta proporcjonalna do pochodnej tego samego rzedu w,(p) w

p = 1. Dla niecatkowitego k z warunku u(1) = b wynika w(1l) = b;b“), co na

mocy powyzszego zadania powinno by¢ proporcjonalne do w,(1). To prowadzi
do

b— b
boo

By, (2.37)

gdzie By jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
Dla naturalnego k > 0 kazdy przypadek nalezy rozpatrzeé¢ osobno. W przy-
padku k = 1 z u(l) = by wynika w(1) = 0. Rézniczkowanie 233) w p = 1 i
wa,b
uzycie u'(1) = —b oraz 2I3) daje w'(1) = 2=5——, skad przez postulowana

proporcjonalnosé wynika, ze

Ay =—212p, (2.38)

gdzie Bi jest wspoOlczynnikiem proporcjonalnosci. Dla & = 2 wymagane jest
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dwukrotne rézniczkowanie, a w ogélnosci dla dowolnego k przez k-krotne roz-
niczkowanie i wykorzystanie przypuszczenia 2.1 otrzymuje sie wynik
kb — (=1)kul (p)

A = ; |”:1Bk, (2.39)

gdzie By jest wspolczynnikiem proporcjonalnosci. Szukana asymptotyka przyj-

muje ostatecznie postac

p(n—2)—(n—2)

w(p) = boopT (1 +Aip” 0 sin(wln(p) + 51)) ; (2.40)

gdzie A; jest dane przez (237) dla nienaturalnego k > 0 oraz przez ([239) dla
naturalnego k > 0, a J; jest stala. Zaleznosé od parametru k jest naturalna,
gdyz asymptotyka jest obliczana dla rozwiazania wokot p = 1, ktore zalezy od
tego parametru.

Uzycie faktu, ze dwa sasiednie rozwiazania w;41 oraz u; réznia sie w fazie o

7 1 wykorzystanie (2:26) daje nastepujace prawo skalowania

a2 QN =yl (2.41)
¢

gdzie | indeksuje rozwiazania globalne.
Obliczenie prawa skalowania dla b; wymaga indukcji wzgledem parametru k.
Dla niecatkowitego k poréwnanie amplitud ([2:26]) oraz [240) oraz uzycie (Z31)

prowadzi do

biy1 — boo 2r_ p(n=2)_(n+2)

— e B-Dw 2.42
bl _ boo € ( )

Dla k = 1 podobnie, lecz z uzyciem ([Z38) zamiast (Z37)) mozna otrzymaé

2
biy1 — 25 b o pn=2)-(nt2)
7127 = _¢ G-Dw 1 .
bl boo

_F

(2.43)

7 prawa tego wynika, ze dla k = 1 zachodzi b T~ I%boo. Podobnie dla
— 00
pozostatych naturalnych k& > 0 przy zatozeniu przypuszczenia 21l wynika ogolne

prawo skalowania

1)k () _
bi41 — ) uk, (P)lp=1 2x_ p(n—2)—(n+2)
! g

- = —¢ -Duw
by — CDRuE ()lp=1
l k!

, (2.44)

(=D*ul® (p)[p=1
k!

z ktorego by l , co daje punkt na wykresie d(b) wokot ktorego

— 00
nawija sie¢ spirala z metody numerycznej opisanej w poprzedniej sekcji.
W kolejnej sekcji podany jest przyktad numeryczny ilustrujacy prawa skalo-

wania.
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2.6 Przyktad numeryczny

W sekcji tej, za praca [46], zostang sprawdzone prawa skalowania dla n = 4,

p =5, k = 1. Wartosci danych brzegowych charakteryzujacych kolejne rozwia-

1y _

zania globalne zostaly przedstawione w tabeli 2.3l Parametry Ab; = lebfiflb*ll,
. 27%¢

Ac = ”C*ll sa dopasowane do postaci praw skalowania dla przypadku k = 1.

Mozna zauwazy¢, iz Ac P 2.57855 oraz Ab; P 0.387815, co zgadza si¢

bl C| Acl Abl

0.6737489855 2.0910688721 2.7236 | 0.3684
0.3885063199 5.6951909608 2.5273 | 0.3957
0.4956893219 | 14.3935587303 | 2.5991 | 0.3848
0.4536101812 | 37.4108441464 | 2.5707 | 0.3891
0.4698517690 | 96.1705946601 | 2.5817 | 0.3871
0.4635414243 | 248.2798532928 | 2.5772 | 0.3887
0.4659869260 | 639.8768233077 | 2.5793 | 0.3859
0.4650382601 | 1650.4432079694 - -

QO[] TY = | W DO | —

Tablica 2.3: n=4, p=5, k=1

z [2A410) oraz (Z43). Pigé pierwszych rozwigzai samopodobnych odpowiednio
przeskalowanych przedstawia rysunek 27 na ktorym w = -~ — 1. Wykres ten

pokazuje stusznosé podstawienia ([Z33) z poprzedniej sekcji.

0.2

1B WN P
o

log(p)

Rysunek 2.7: Globalne rozwigzania analityczne dlan =4, p=5, k = 1.



Rozdzial 3

Ruchome osobliwo$ci profili

»Naukowiec jest niczym mimoza, gdy sam popetni btqd, i niczym ryczqcy lew, gdy
odkryje btgd zrobiony przez kogo$ innego.”

Albert Einstein (1879-1955)

3.1 Wprowadzenie

W tej sekcji zostana wprowadzone niezbedne w dalszej analizie pojecia z teorii
réwnan rézniczkowych na ptaszczyznie zespolonej zilustrowane na przyktadzie
réwnania Lane-Emdena. Bardziej kompletne ujecie zawarte jest w klasycznych
podrecznikach [39] oraz [36].

Czestym przypadkiem podczas rozwiazywania réwnan rézniczkowych jest
znalezienie rozwiazania w postaci szeregu Taylora, ktéory nie daje zsumowaé
sie do kombinacji funkcji elementarnych. Wowczas powstaje problem okreslenia
promienia zbieznosci tego szeregu. Wiadomo, ze na plaszczyznie zespolonej na
brzegu kota zbieznosci szeregu potegowego lezy przynajmniej jedna osobliwosé
i to wlasnie ta osobliwo$é, ktora lezy najblizej punktu wokot ktérego rozwi-
jany jest szereg Taylora okresla promien zbieznosci tego szeregu. W przypadku
rownan rozniczkowych zwyczajnych, jak wspomniano na wstepie, mozliwe sa
dwa typy osobliwosci - ustalone, ktorych potozenie jest w punktach osobliwych
wspotezynnikow rownania oraz ruchome, ktorych potozenie jest cecha danego
rozwiazania i moze sie¢ zmienia¢ podczas zmian danych poczatkowych. To wla-
$nie odlegtos¢ od punktu rozwiniecia rozwiazania w postaci szeregu Taylora do
najblizszej osobliwosci ustalonej badz ruchomej zadaje warto$é promienia zbiez-
nosci tego szeregu. Wyznaczenie osobliwosci ustalonych jest zazwyczaj prostym
zadaniem - wystarczy inspekcja rownania, jednak wyznaczenie potozenia osobli-
wosci ruchomych moze okazaé si¢ zadaniem skomplikowanym, nierzadko wyma-

gajacym uzycia metod numerycznych. Najpowszechniejszym, lecz najbardziej

41
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kosztownym sposobem jest metoda silowa polegajaca na catkowaniu réwnania
wzdtuz kierunkéw na plaszczyznie zespolonej do momentu natrafienia na oso-
bliwos¢. Nie jest to metoda zbyt efektywna i nigdy nie daje pewnosci uwzgled-
nienia wszystkich osobliwosci jednak jest najogoélniejsza. Istnieja rowniez pewne
metody analityczne, ktore wykorzystuja szczegolne wlasnosei rownan [22], [27].
Bardzo ciekawe metody analizy osobliwosci ruchomych, szczegélnie dla réwnai o
nieliniowosciach typu potegowego, wynikaja z metody geometrii potegowej [16],
18], 7.

Przyktadem ilustrujacym wspomniane trudnoéci jest rownanie Lane-Emdena
137, 511

n—1
v+ =y P =0, y=yl@) (3.1)

szeroko uzywane w astrofizyce do opisu statycznych struktur gwiazdowych.
Rozwiazuje sie je zwyczajowo ze znormalizowanymi warunkami poczatkowymi
y(0) =1, ¥'(0) = 0. Tutaj parametr n ma rowniez znacznie wymiaru przestrzen-
nego i w zastosowaniach spotyka sie najczesciej rownanie z n = 3. Jest to réwna-
nie, ktore posiada ustalona osobliwosé¢ w punkcie, w ktérym zadane sa warunki
poczatkowe. Podstawienie formalnego szeregu potegowego y(z) = Z?io azt i
wykorzystanie wzoru Cauchy’ego ([Z1]), jak w poprzednim rozdziale, daje lo-
kalne rozwigzanie, ktorego wspotczynniki moga byé wyznaczone z nastepujacej

rekurencji

ag = 1, a; = 0, 42 = ( — dla > 2, (32)

(+1)(+n)
gdzie ¢; wynikaja ze wzoru Cauchy’ego. Ten szereg formalny jest zbiezny, co
mozna udowodni¢ wykorzystujac, podobnie jak poprzednio, stwierdzenie 1 z
pracy [15]. Jak latwo sprawdzi¢, oprocz x = 0 druga ustalona osobliwoscia
jest punkt w nieskoriczonosci (na uzwarconej osi rzeczywistej lub uzwarconej
plaszczyznie zespolonej - sferze Riemanna). Sugeruje to, iz promien zbieznosci
znalezionego szeregu jest nieskoriczony - jako odlegto$é pomiedzy tymi dwoma
ustalonymi osobliwosciami. Zazwyczaj tak jednak nie jest, co mozna sprawdzié
[6I] stosujac znane twierdzenie Cauchy’ego-Hadamarda lub test d’Alemberta
dla szeregow [1] do wspolezynnikow szeregu. Wyjasnienie tego paradoksu staje
sie oczywiste jezeli z osi rzeczywistej przejdzie sie na plaszczyzne zespolong.
Okazuje sie [37], ze w poblizu poczatku ukladu wspohrzednych, symetrycznie
wzgledem x = 0 na osi urojonej znajduja si¢ dwie ruchome osobliwosci i to
one ograniczaja promien zbieznosci szeregu. Sytuacja ta jest podobna do przed-
stawianej w wielu podrecznikach analizy zespolonej zagadki rozbieznosci sze-
regu definiujacego 1/(1 + 22) poza kolem jednostkowym pomimo, ze z = +1

sa punktami regularnymi tej funkcji - osobliwosci znajduja sie na brzegu kota
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jednostkowego w punktach x = 44 - to wlasnie przejécie na plaszczyzne zespo-
long wyjasdnia ta pozorna sprzeczno$é. Dla rownania Lane-Emdena numerycznie
wyznaczone polozenie osobliwosci jest znane z duza dokladnoscia [37]; te dane
zostang wykorzystane do analizy osobliwosci lokalnego rozwiazania (L3) wokot

p=0.

3.2 Rozwiazania lokalne wokét p =0

W poprzednim rozdziale zostala znaleziona rekurencja na wspoélczynniki roz-
wigzania analitycznego wokot p = 0 (Z4), co wiecej, zostalo zasygnalizowane, iz
szereg ten jest zbiezny w pewnym kole o srodku w zerze i promieniu, ktory nie
moze by¢ wiekszy niz 1, ze wzgledu na fakt, ze najblizszymi punktu rozwiniecia
ustalonymi osobliwosciami réwnania sa punkty p = £1.

Wyniki eksperymentéw numerycznych polegajacych na probie estymacji pro-
mienia zbieznosci wykorzystujac test d’Alemberta sugeruja, ze promien ten jest
zalezny od wyboru wartosci danej poczatkowej ¢ i dla duzych wartosci tego pa-
rametru jest on znacznie mniejszy od jednosci. Swiadezy to o fakcie, iz wplyw
na ten promieri ma dodatkowa struktura ruchomych osobliwosci na ptaszczyznie
zespolonej. Aby ja zidentyfikowa¢ nalezy zastosowaé rozumowanie z sekcji

przytoczone tutaj jeszcze raz. Podstawienie

x
P= 7= (33)
c 2
wraz z
y=u/c (3.4)

transformuje lokalne rozwiazanie analityczne (L) wokol p = 0 w nastepujacy

u(p) = ey (cz_) :c[<1—%$2+0($4)>+0<%)] (3.5)

. i . 4
natomiast rownanie (L) w (' = 7-)

szereg

n—1 1
Y+ Ty’ +yP = - (ny” + (2a +2)xy + ala + 1)y) ) (3.6)

Taka transformacja pozwala wydoby¢ z rozwiazania asymptotyke dla duzego c.
Co wiecej, po przejsciu do granicy ¢ — oo w (36) powstaje rownanie Lane-
Emdena, dla ktérego znana jest dokladna lokalizacja ruchomych osobliwosci.
Ta wiedza moze by¢ z tatwoscia wykorzystana do okreslenia przyblizonego po-
tozZenia ruchomych osobliwosci dla rozwiazania lokalnego wokot p = 1 dla (C3).
Ponowne wykorzystanie zamiany zmiennych [33)) daje przyblizona zaleznosé po-

miedzy promieniem zbieznosci (odlegtoscia od = = 0 do najblizszej osobliwosci)
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dla rownania Lane-Emdena Ry g, a promieniem zbiezno$ci Ry, dla lokalnego

rozwiazania analitycznego wokol p = 0 rownania (L9). Zachodzi mianowicie
RLE ~ RchTil (37)

lub w wygodniejszej postaci ze wzgledu na to, iz oba szeregi definiuja funkcje
parzyste
R?p ~ R¥,cP~L. (3.8)

Nalezy przy tym zaznaczy¢, iz wzory te maja coraz wicksza doktadnosé, gdy ¢
jest coraz wieksze ze wzgledu na to, iz ([B.0]) przechodzi w rownanie Lane-Emdena
w granicy ¢ — 0o. Poprzez numeryczne przedluzanie rozwiazania lokalnego dla
(L) na plaszczyzne zespolona okazuje sie, iz dwie ruchome osobliwosci, podob-
nie jak dla réwnania Lane-Emdena, réwniez sa polozone symetrycznie wzgle-
dem poczatku ukladu wspotrzednych na osi urojonej, jak to ilustruje rysunek

Bl zaczerpniety z [48]. Osobliwosci te podczas zwiekszania wartosci ¢ daza do

0.25 — 2.25
0.2 Fq 22
0.15 F 4 215
0.1 L] 51

0.05
F 4 2.05

E o0

Fq2

-0.05
01 1.95
-0.15 19
0.2 1.85
-0.25 18

-0.25 -02 -015 -01 -005 O 005 0.1 015 0.2 025
Re

Rysunek 3.1: Profil gesto$ci modulu rozwiazania dla n = 3, p = 7, ¢ = 2.
Osobliwosci ruchome sa potozone w punktach p ~ +0.17487i.

spotkania w poczatku uktadu wspotrzednych, przez co moga by¢ nazwane oso-
bliwosciami koalescentnymi lub konfluentnymi. Takie zlanie osobliwosci jest kon-
systentne z faktem, iz w przeliczalnej rodzinie profili samopodobnych wystepuje
jeden, mianowicie 1., ktory jest rowniez osobliwy i odpowiada danej ¢; w p = 0
ktora dazy do nieskoriczonosci.

Powyzszy opis w zadowalajacy sposéb pozwala wyjasni¢ zmiane wspomnia-
nego promienia zbieznosci - szkic tej sytuacji zostat jeszcze raz przedstawiony
schematycznie na rysunku z [48).
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(i)

{

{

Rysunek 3.2: Osobliwosci lokalnego rozwiazania analitycznego wokot p = 0 na
plaszczyznie zespolonej p. Zostaly zaznaczone ustalone osobliwoéci réwnania
p = 0 oraz p = £1 jak réwniez ruchome osobliwosci rozwigzania p = 0 zloka-
lizowane symetrycznie wokot p = 0 na osi urojonej. Narysowano réwniez koto
jednostkowe.

Wykonanie prostego eksperymentu numerycznego pokazuje, iz wzor (B.8)
pracuje bardzo dobrze réowniez dla matych wartosci ¢, gdzie powyzsze wypro-
wadzenie si¢ zalamuje. Sprawdzenie sktada sie z dwoch krokow. W pierwszym
nalezy dla ustalonego n oraz p oszacowaé¢ promien zbiezno$ci réwnania Lane-
Emdena. Mozna to zrobié poprzez obliczenie duzej liczby wspotezynnikow (3:2)),

azy

utworzenie wielkosci R (1) = s ktora w granicy | — oo bedzie zbiegala,

zgodnie z testem d’Alemberta, do prawdziwego kwadratu promienia zbieznosci,

a nastepnie proby dopasowania f(I) = R ; + 7 do R7 ;(1). Pozwoli to daé

przyblizong wartos¢ kwadratu promienia zbieznosci R? . Drugi krok polega na
zastosowaniu tego samego przepisu do lokalnego rozwiazania analitycznego row-

nania na profile. Za [48] zostal wybrany przypadek n = 3, p = 7, dla ktorego

oszacowano R? o = 1.92916. To pozwolilo utworzy¢ tabele Bl réwniez zaczerp-
nieta z [48], ktora pokazuje ze wzor ([B.8) dobrze pracuje nawet dla malych
wartosci c.

Ostatnim celem tej sekcji jest obliczenie asymptotyki wokét ruchomych oso-
bliwosci. Z praktycznego punktu widzenia najwazniejszy jest wiodacy wktad,
ktory zostanie obliczony uzywajac metody zwanej [36] testem potegowym (ang.

test-power test) lub testem Painlevé, ale rowniez [37] zasada rownowagi szczego-
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c @ R}, - theory %

0.5 1 1.0 NA NA

1.0 | 1.0 NA NA

1.5 | 1.838680E-001 | 1.693638E-001 | 8.56391E-002
2.0 | 3.058030E-002 | 3.014313E-002 | 1.45033E-002
2.5 | 7.931650E-003 | 7.901839E-003 | 3.77262E-003
3.0 | 2.649650E-003 | 2.646310E-003 | 1.26213E-003
3.5 | 1.049970E-003 | 1.049446E-003 | 4.99574E-004
4.0 | 4.710920E-004 | 4.709863E-004 | 2.24363E-004
4.5 | 2.323490E-004 | 2.323235E-004 | 1.09705E-004
5.0 | 1.234740E-004 | 1.234662E-004 | 6.28512E-005

Tablica 3.1: n = 3, p = 7; R%, - Teoretyczne przewidywanie na promien zbiez-
nosci na podstawie ([B.8]). Komorki z wartoscia NA oznaczaja, iz ruchome oso-
bliwosci wyszly poza kolo jednostkowe i nie maja wplywu na zmiane promie-
nia zbieznosci. Uzupelhienie komoérek oznaczonych NA wartosciami liczbowymi
sprowadzaloby sie do uzycia innej metody znajdowania polozenia osobliwosci
ruchomych.

towej (ang. detailed balance rule) . Mimo, iz metoda ma wielu autoréow nie jest
skomplikowana - polega na proébie szukania rozwiazan potegowych, ktore spet-
niaja najbardziej osobliwe wzgledem podstawienia potegowego cztony réwnania.
W przypadku rownania (L9), zanim zastosuje sie ta metode nalezy wykorzystaé
wiedze o charakterze rozwiazania (21 - jest to szereg w parzystych potegach
argumentu. Stad podstawienie ¢ = p? w (LJ) daje

2(p+1)

du 2(p+1) du _

Ruchome osobliwosci zlokalizowane sa na osi urojonej, co uzasadnia kolejne pod-

stawienie py = iv/(p dajace rownosé przyblizona pomiedzy najbardziej osobli-

wymi czlonami réwnania postaci

d’u

Podstawienie u(¢) = A({y — ¢)? daje warunki na parametry A i 8. Wynikiem

koricowym jest asymptotyka postaci

(4(1 4 ¢0) o)/ P Vg
U(p) ~ (CO + p2)2/(p—1) )

IMetoda ta wystepuje rowniez jako pierwszy krok szukania rozwiazan nieliniowych réwnai
rozniczkowych przy uzyciu geometrii potegowej [16], ktoéra uogolnia metode Puisseux [36]
wykorzystujaca diagramy Newtona.

(3.11)
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gdzie, jak zazwyczaj, by jest wartoscia zerowego profilu samopodobnego (L12).
Metoda ta nie zawsze daje dobra asymptotyke (zobacz dyskusje na stronie 90-
91 w [36] lub w pracy [27]), dlatego przynajmniej numeryczne sprawdzenie jest

konieczne. Za praca [48] zaprezentowano takie sprawdzenie na rysunku

100

I
|rozwiazanie| — +
dopasowanie --------

90 i 1

80 | | i

70 - B

60 -

50 |

|rozwiazanie|

N‘*~+-+.<_.+___

40 E

30 - b

20 - B

10 I I
0.0512 0.05125 0.0513 0.05135 0.0514 0.05145 0.0515
Im

Rysunek 3.3: Wykres modutu rozwiazania dlan = 3, p = 7, ¢ = 3 wzdluz
osi urojonej blisko osobliwosci ruchomej. Do danych numerycznych dopasowano
2> co dalo a = 0.409609, b = 0.0514747 oraz ¢ = 0.333333 ~ 1/3 w bardzo

(E‘Z_ZZ)E Y
dobrej zgodnosci ze wzorem (B.I1)). Parametr a wedtug (E.I1]) powinien zalezec
od b, co daje test poprawnosci dopasowania.

Kolejna sekcja przedstawia analize ruchomych osobliwosci dla lokalnego roz-
wigzania analitycznego wokol p = 1. Probuje tez, uzywajac metod bliskich topo-
logii w potaczeniu z metodami numerycznymi, da¢ odpowiedz na pytanie: co sie
dzieje, gdy takie rozwiazanie bedzie przedtuzane do nieskoriczonosci wzdtuz osi
rzeczywistej. Jest to niezwykle wazne pytanie, gdyz tylko rozwiazania (w szcze-
golnosci dotyczy to tez profili samopodobnych), ktore znikaja w nieskoniczonosci

maja szanse by¢ akceptowane jako rozwigzania ,fizyczne”.

3.3 Rozwiazania lokalne wokét p =1

W sekcji tej, w przeciwienstwie do poprzedniej, uwaga bedzie ograniczona do roz-
wiazan na osi rzeczywistej. Na poczatku zostana zaprezentowane proste stwier-
dzenia [48], ktore pozwalaja opisa¢ jakosciowo zachowanie rozwiazania dla p > 1.
Pierwsze stwierdzenie wynika z jednoznacznosci rozwigzann w punkcie regular-

nym roéwnania.

Stwierdzenie 3.1 W punkcie regularnym po réwnania (I9), jezeli zachodzi
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jednoczesnie u'(po) = u”(po) = 0 wowczas rozwigzanie jest postaci u(p) =0 lub
u(p) = £by.

Dowdd polega na podstawieniu zatozen do (L) i rozwiazaniu rownania wielo-
mianowego.
Kolejne stwierdzenia dotycza juz istnienia obszarow na plaszezyznie (p, u(p)),

w ktoérych rozwiazanie nie moze przyjmowaé miniméw badz maksimow.

Stwierdzenie 3.2 Rozwigzania (L4) nie majg minimdéw w obszarze p > 1,
bo > u(p) >0 .

Za [48] zostanie przedstawiony prosty dowod nie wprost. Zaktadajac, ze w da-
nym obszarze jest jednak minimum czyli, ze zachodzi v’ (pg) = 0 oraz u” (pg) > 0
z (L3 wynika (1 — p2)u” (po) = u(po) (b~ — uP~(po)). Jednak wedtug zatozen
jest (1—p3) < 0 oraz u(po) (B~ —uP~(po)) > 0, co daje sprzecznosé u” (pg) < 0
z zatozeniem dowodu nie wprost i koriczy dowod.

Podobnie udowadnia sie kolejne stwierdzenia

Stwierdzenie 3.3 Rozwigzania (I.9) nie majg maksimow w obszarze p > 1,
by < u(p).

Stwierdzenie 3.4 Rozwigzania [IL.4) nie majg maksiméw w obszarze p > 1,
—by < u(p) < 0.

Stwierdzenie 3.5 Rozwigzania (L) nie majg miniméw w obszarze p > 1,
—bo > u(p).

Te zalezno$ci przedstawia rysunek B4l z [48]. Juz z tych prostych stwier-
dzen mozna wysnué wiele przypuszczen na temat zachowania sie rozwigzan dla
p > 1 (zobacz rowniez stwierdzenie (ang. proposition) 3.1 w [43]), mianowicie,
jezeli rozwiazanie rosnace, podczas catkowania do nieskoiiczono$ci, wejdzie do
obszaru, gdzie nie jest dozwolone maksimum np. p > 1, by < u(p), wowczas
bedzie musiato rosnaé. Jezeli ten wzrost jest dostatecznie szybki, wowczas w
pewnym skoriczonym pg moze znajdowaé si¢ osobliwo$é ruchoma. Ze wzgledu
na symetrie odbicia analogiczne rozwazanie jest prawdziwe dla rozwiazania z
przeciwnym znakiem.

Dodatkowa informacje o zachowaniu dla p > 1 mozna réowniez uzyskaé ze

znaku pierwszej pochodnej rozwiazania dla p = 1. Zachodzi [48]
Stwierdzenie 3.6 Wp =1 dlak <1 oraz 0 <u(l) < by zachodzi u'(1) < 0.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze w p = 1 rownanie (L) przyjmuje postaé

2k — 1)u' (1) = u(1)(bh~" — uP~1(1)). (3.12)
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u

brak maksimum
bu
brak minimum
1 P

brak maksimum

—b,
brak minimum

Rysunek 3.4: ,/;Topologia“ rozwiazan dla p > 1.

Zalozenia natomiast implikuja, ze 2(k — 1) < 0 oraz u(1)(B5~" — uP~1(1)) > 0,
skad wynika juz «'(1) < 0.
W ten sam sposob przebiegaja dowody nastepujacych stwierdzen

Stwierdzenie 3.7 Wp =1 dla k <1 oraz by < u(l) zachodzi v'(1) > 0.
Stwierdzenie 3.8 Wp=1 dla k <1 oraz —bg < u(l) <0 zachodzi v'(1) > 0.
Stwierdzenie 3.9 Wp =1 dla k <1 oraz u(l) < —by zachodzi v'(1) < 0.

Przypadek k£ > 1 moze by¢ otrzymany poprzez analogie - znak pierwszej pochod-
nej nalezy wowczas odwrocié w tematach stwierdzen. Jedynym nieuwzglednio-
nym przypadkiem jest k = 1. Dla tej wartosci powyzsza idea dowodu zatamuje
sie, gdyz zeruje sie lewa strona wzoru ([BI2). Jednak ze wzgledu na fakt, iz
analiza dotyczy rozwiazan analitycznych postaci ([ZI1]), wiec mozna bezposred-
nio zrézniczkowaé ten szereg otrzymujac, ze u/(1) < 0 dla b > 0. To sprawia,
iz poczatkowo rozwiazanie wchodzi do obszaru, w ktérym ma szanse pozostaé
skoriczone. Jednak jak pokazuje numeryka jezeli wartosci b sa zbyt duze to roz-
wigzanie ma osobliwo$¢ w pewnym skonczonym py > 1. Co wiecej, osobliwosé
ta w miare zwiekszania warto$ci b porusza sie po osi rzeczywistej od nieskon-
czonosci do p = 1. Z analizy przedstawionej w sekcji wynika, ze dla profili
samopodobnych wartosci b dla kazdego kolejnego rozwiazania rodziny sa coraz
blizej pewnej warto$ci proporcjonalnej do bo.. Jest to na tyle mata wartosé,
ze profile samopodobne znikaja w nieskoriczonosci. Rysunek zaczerpniety z
[48], przedstawia kontynuacje rozwiazan lokalnych do nieskonczonosci dla kilku

wybranych wartosci b i ilustruje idee obszaréw opisanych powyzej.
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Rysunek 3.5: Rozwiazania lokalne dla p > 1 w przypadku: n = 3, p = 7,
k=2/3(gora); n =4, p=>5, k = 1(srodek); n = 6, p = 3, k = 3/2(dot).

Pozostata czesé tej sekcji zostanie poswiecona omowieniu asymptotyki roz-
wiazan dla p > 1. Pierwszymi na liscie sa asymptotyki znikajace w nieskonczo-
nosci, ktoére znajduje sie wykorzystujac wspomniana metode rownowagi szcze-

golowej. Szuka sie przyblizonych rozwiagzan postaci u(p) =~ p% przy zaltozeniu
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a > 0 uzywajac przyblizonego rownania ([L9) postaci

2 1 2(p+1) 11‘/72(177L1)uz
—pu <7p 7 p> wo1)2 0. (3.13)

Ma ono dwa rozwiazania zalozonej postaci

u(p) = p 7T (3.14)
oraz
_pt1
u(p) = p 1. (3.15)

Obie asymptotyki mozna latwo otrzymaé¢ dla malych wartosci b; przyktad po-

kazuje rysunek B0 rowniez zaczerpniety z [48].

0.03

rozwiazanie
dopasowanie --------

0.025 |

0.02

0.015

rozwiazanie
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0.005 g

0 L L L L L L L L L L
0 500000 1e+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06 3e+06 3.5e+06 4e+06 4.5e+06 5e+06 5.5e+06
p

Rysunek 3.6: Asymptotyka p — oo dlan = 3, p =7, b = 0.5 w przypadku
rozwiazania ograniczonego w p — oo. Dopasowanie f(p) = @ + p—bz daje @ =
10739 b = 0.324967 i ¢ = 0.333334 ~ 1/3, w zgodzie z ([3.14).

Ostatnim celem tej sekcji jest podanie asymptotyki wokél ruchomej oso-
bliwosci na osi rzeczywistej obserwowanej w wynikach numerycznych. Cel ten
zostanie osiagniety w taki sam sposob jak poprzednio. Na poczatku, zmiana

zmiennej y = p — 1 w rownaniu (L3) daje

—y2+yu" + (T;; - 2g9+11)(1 +y)) u — %u—i—u’) =0. (3.16)

W poblizu potencjalnej osobliwosci, ktora dla ustalenia uwagi znajduje sie w

punkcie po (yo = po — 1) zachodzi

Yo(2 + yo)u” =~ uP. (3.17)
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Poszukiwanie rozwigzania w postaci potegowej daje natychmiast

_((po = 1)(po + 1))/ P~ Dp,
ulp) ~ (po — p)2/@=1)

(3.18)

Wynik numeryczny ilustrujacy zgodnos¢ asymptotyki ze stanem faktycznym jest

przedstawiony na rysunku B.7
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Rysunek 3.7: Asymptotyka w poblizu ruchomej osobliwosci potozonej na osi
rzeczywistej dla n = 3, p = 7, b = 0.9. Dopasowanie (Efx)é daje wartosci
a = 1.49289, b = 5.09002, ¢ = 0.333333 ~ 1/3. wynik ten zgadza sic z [(318), a
dodatkowo zgodnos¢ dopasowania daje sie sprawdzi¢ poprzez fakt, ze parametr

@ powinien zaleze¢ od b zgodnie z (3.IF)).




Czesc 11

Semiliniowe rownania falowe 1

Kleina-Gordona
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Rozdzial 4

Krytyczne 1 nadkrytyczne

rownania falowe 1 KG

,»,Chce wiedzieé, jak Bog stworzyl ten swiat. Nie interesuje mnie to czy inne zjawisko.
Chce znaé Jego mysli, reszta to szczegoty.”

Albert Einstein (1879-1955)

4.1 Wprowadzenie

Jak wspomniano we wstepie dla obu réwnan (L2) oraz (LI5) odpowiednio
sduze” dane poczatkowe prowadza do osobliwosci w skoniczonym czasie, nato-
miast , male” dane poczatkowe podlegaja dyspersji - propaguja do nieskonczo-
nosci przestrzennej. Rownanie falowe jest pod tym wzgledem dobrze przestudio-
wane. Wybuch nazywamy generycznym jezeli dane poczatkowe nie sa specjalnie
przygotowane, a jedynie wiadomo o nich, ze wybuchaja. Dla n = 3 pokazano [I1]
na przyktadach numerycznych, iz asymptotyka generycznego wybuchu opisana
jest przez rozwiazanie jednorodne (ILIZ). Powstaje interesujace pytanie na temat
tego jakie rozwiazanie pojawi sie jezeli dane poczatkowe beda dobrane doktadnie
na granicy pomiedzy tymi, ktére wybuchaja, a tymi ktore podlegaja dyspersji -
co znajduje sie na tzn. progu pomiedzy wybuchem a dyspersja. Tutaj réwniez
znana jest odpowiedz dla n = 3. Ponizej zostanie podane uog6lnienie na wyzsze
wymiary. W przypadku nadkrytycznym atraktorem posrednim jest rozwiazanie
samopodobne stowarzyszone z profilem samopodobnym w1 (p). Jedynie idealnie
przygotowane dane poczatkowe moga pozostaé¢ na tym atraktorze, inne, gorzej
dopasowane, zostaja odepchniete ze wzgledu na fakt, ze dla u; wystepuje mod
niestabilny odpychajacy rozwiazanie z tego atraktora i ostatecznie nastepuje

dyspersja rozwiazania badz wybuch. W rozdziale tym zostana przedstawione

95



ROZDZIAL 4. KRYTYCZNE I NADKRYTYCZNE ROWNANIA FALOWE I KG56

wyniki, ktore réwniez potwierdzaja powyzszy opis przypadku nadkrytycznego
w wyzszej liczbie wymiaréw, co wiecej, okaze sie, ze specjalne profile dla para-
metru k -catkowitego (2.7)) nie sa niczym wyrdznione i idealnie zgadzaja sie z
tym opisem.

Zupekie inaczej sytuacja wyglada dla przypadkow krytycznych, w ktérych
istnieja tylko dwa rozwiazania samopodobne, jak to zostalo pokazane w sek-
cji Tutaj, rowniez w przypadku n = 3, zostalo udowodnione [I1], ze role
atraktora posredniego gra rozwiazanie (LI3]) przeskalowane przez (L4). Przy-
padek ten okazal sie jednak ciekawszy ze wzgledu na odkrycie kolejnego - poza
generycznym - typu wybuchu, ktéory réwniez charakteryzuje sie asymptotyka
opisang przez przeskalowane rozwiazanie statyczne (LI3), jednak ze wspotezyn-
nikiem skalowania \, ktory zalezy od czasu i znika w skoriczonym czasie. Wybuch
ten nazywa sie wybuchem drugiego typu (ang. type II blowup). Prace [45],[35]

podaja przepisy na to skalowanie

At) = (T — t)e—\/\log(T—t)l(Ho(l)) dla n=4, p=3;
(4.1)
/\(t)w\/% dla n=6, p=2;
w ktérym brakujacy przypadek n = 3, p = 5 pozostaje do tej pory niezbadany
(ale zobacz dyskusje w [35]). Ze wzgledu na mnogos¢ zachowan dla przypadku
krytycznego pojawia sie pytanie, jak spreparowaé¢ dane poczatkowe, aby tra-
fialty w kazdy z opisanych przypadkow - to bedzie kolejny punkt rozwazan tego
rozdziatu.

Rownolegle rozwazany bedzie przypadek rownania ([IH), dla ktorego okaze
sie, iz czton masowy w przypadku wybuchu moze byé z powodzeniem zanie-
dbany. Symetria skalowania (L4 lezaca u podstaw opisanych powyzej wlasnosci
rownania falowego jest tamana w réwnaniu Kleina-Gordona (ILI5]) wlasnie przez
obecnosé cztonu masowego. Jednak w wielu sytuacjach daje sie odzyskaé przy-
blizona symetrie. Jest to bardzo ptodne rozumowanie wykorzystywane w wielu
dziedzinach fizyki, jak chociazby przy definicji izospinu. Dla réwnania Kleina-
Gordona podobienistwo z réownaniem falowym zostalo sformutowane w pracy [9],

a w niepelnej wersji rowniez w [38]. Sformutowanie to zostanie podane za [47]

Przypuszczenie 4.1 Asymptotyka wybuchu dla (I2) jest strukturalnie sta-

bilna pod wpltywem zaburzen zwigzanych z dodaniem cztonu masowego.

Poczatkiem rozwazan jest analiza stabilno$ci szczegélnych rozwiagzan podej-
rzewanych o bycie atraktorami (atraktorami posrednimi). Metoda polega na
podstawieniu do pelnego réwnania rozwiniecia wokot tego szczegolnego rozwia-

zania. Sytuacja ta wystepuje w wielu analogicznych rozwazaniach dla innych
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modeli nieliniowych [25], [20], [8] - blisko szczegolnego rozwiazania, ktorego sta-

bilnoéé jest badana U(x) rozwiazanie moze by¢ zapisane w postaci
Ul(x,t) =U(x) + A(s — s")eMtw; (z) + mody  tlumione, (4.2)

gdzie s jest parametrem jednoparametrowej rodziny danych poczatkowych, s*
jest takim parametrem, ktory pozwala postaé¢ dane poczatkowe dokladnie na
rozwiazanie szczegoélne U, a v jest szukanym modem niestabilnym. Mod ten
moze by¢ znaleziony poprzez podstawienie pierwszych dwoch cztonow do row-
nania nieliniowego, a nastepnie linearyzacje przy zalozeniu, ze vy jest mate, gdyz
rozpatrywany jest przypadek, w ktérym rozwiazanie jest blisko U. Otrzymuje sie
problem wtasny, ktérego rozwigzanie daje zaréwno mod niestabilny, jak i war-
tos¢ wlasng A1 - szybko$é¢ narastania modu. Istnienie rozwigzania szczegdlnego
w ewolucji jest nierozerwalnie zwiazane z jego modami niestabilnymi i rozsad-
nie jest zalozy¢, iz U przestaje istnie¢, gdy mod niestabilny jest juz duzy, dla

przyktadu, gdy zachodzi dla pewnej chwili czasu 77,
|s — s*|eMTE ~ O(1), (4.3)
co pozwala wyznaczy¢ czas zycia szczegblnego rozwiazania jako
1 *
T ~ f)\—log(|sfs . (4.4)
1

Intuicyjnie je to wzor oczywisty - czas zycia zalezy od stopnia dopasowania oraz
szybkosci narastania modu niestabilnego. Ze wzgledu na fakt, iz zaleznosé od
dopasowania danych jest zazwyczaj logarytmiczna, jak powyzej, eksperymenty
numeryczne umozliwiajace studiowanie takich specjalnych rozwiazan musza ce-
chowaé sie duza precyzja obliczen.

Analiza stabilnosci dla rozwiazan samopodobnych oraz rozwiazania (LI3)
w wyzszych od trzech wymiarach przestrzennych zostanie podana w nastepnej

sekcji.

4.2 Analiza stabilnosci

Pierwszy przypadek, ktéry pozwala zilustrowaé idee analizy stabilnosci na pro-
stym przyktadzie jest stabilno$é rozwiazania statycznego w przypadku krytycz-
nym. Dla n = 3 rozwiazanie to ma jeden mod niestabilny [65], [I1], a ponizsza
analiza pokazuje, ze jest to prawda w pozostalych przypadkach krytycznych.
Podstawiajac U(t,r) = Ug(r) + e***v(r) do réwnania (IL2) oraz linearyzujac
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n=3p=5] \ = 1.1001672
n=4,p=3| M\ = 0.7655592
n=6,p=2 \ = 0.5307998

Tablica 4.1: Wartoéci wtasne dla modu niestabilnego v; dla krytycznego NLW.

Zachodzi \; = \/—k?.

przy zalozeniu, ze v(r) jest male otrzymuje sie problem wlasny postaci

n—1 P 9
o . — k2. 4.5
v v (1+b7’2)2v v (4.5)

Warunkami brzegowymi jest znikanie rozwiazania w nieskoriczonosci, ktore jest
fizycznie uzasadnione, oraz analityczno$é w punkcie osobliwym r = 0. Punkt
osobliwy réwnania 7 = 0 nie jest jednak problematyczny - ze wzgledu na fakt,
iz jest to réwnanie liniowe, a r = 0 jest regularnym punktem osobliwym, wiec
stosuje sie metoda Frobeniusa. Zatem wokot r» = 0 istnieje rozwiazanie ([£.3)
w postaci zbieznego w pewnym kole szeregu Taylora. W celu rozwiazania pro-
blemu wtasnego zastosowano metode strzalow z r = 0 w kierunku nieskoniczono-
$ci. Warunkiem sprawdzanym w tej metodzie byt fakt, czy rozwigzanie, podczas
catkowania do nieskoriczonosci, staje sie nieograniczone. Aby rozpoczaé¢ catko-
wanie z punktu » = 0 zastosowano metode przesuwania danych poczatkowych
omowiona w sekcji2Z4l Wynikiem jest tabelal Tl zaczerpnieta z pracy [47], ktora
uogdlnia wyniki z pracy [11].

Dla przypadkéw nadkrytycznych, poprzez analogie do n = 3, szczegdlnie
interesujace sa rozwiazania samopodobne. Podstawiajac U(t,r) = e*u(r, p),

gdzie 7 = —In(T —t), a p jest dane przez (L8) do rownania (L2) otrzymuje sie

Urr+(1420)ur +2pur, = (1—p*u,,+ <% +2(a+ 1)p> up—a(a+1)utur.

(4.6)
Wowczas rozwiazania samopodobne odpowiadaja rozwiazaniom niezaleznym
od 7, natomiast wybuch granicy 7 — oo. Analiza stabilnosci I-tego profilu
samopodobnego z przeliczalnej rodziny tych rozwigzan wymaga podstawienia

u(r, p) = wi(p) + e*&(p) do (@D i linearyzacji w £(p), co prowadzi do

(1-p*)¢"+ (nle +2(a+1) — 2p)\> &+ (pul ™ —a(a+1)—(1+20)A-A?)E = 0.

(4.7)
Najprostsza do sprawdzenia i jedyna mozliwa do wykonania w sposéb anali-
tyczny jest stabilnos¢ profilu zerowego uy = by ze wzgledu na fakt, iz tylko

jego postaé jest znana dokladnie. Zakladajac, ze zaburzenie wokot p = 0 jest
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analityczne {(p) = Z;’io a;p? rekurencja na wspotezynniki jest postaci

A2+ )\ (41 + %) +9] (21 + f;—fi’) B 2(;:1)
- : 4.8
e 200+ 1)(2 + n) a (4.8)

Test d’Alemberta pokazuje, ze ten szereg potegowy jest rozbiezny gdy p > 1.
Szereg udaje sie zsumowaé jedynie, gdy licznik zeruje sie dla pewnego [, co

prowadzi do wartosci wlasnych

2(p+1)

No=1-2l, N o= —2l —
p—1

, (4.9)
bedacych odtworzeniem wynikow z pracy [11]. Jedyna dodatnia wartos¢ wlasna
(A = 1) odpowiada swobodzie wyboru czasu wybuchu 7' w (LIZ) i moze by¢
pominieta. Stad wynika wniosek, ze w liniowym przyblizeniu profil zerowy jest
stabilny dla dowolnego n. Ponizej zostanie pokazane na numerycznym przykta-
dzie, ze jest on asymptotyka rozwiazania, ktére wybucha w sposéb generyczny.
Do wykorzystania pdzniej zostanie podanych kilka poczatkowych cztonéw roz-

winiecia na mody wlasne wokoét rozwiazania ug [47], [I1]:

n=3,p=>5: VoU(rt)= (%)1/4 +c10 (1 - g%z) +0(8%),

n=3p="7: 83Ut =(2)"" + s (1 - gT) +200%/3 + 0(8%),

172\ 1/2 2
n=4dp=>5: 6V2U(tr) = (32 ) s (1 - W) +O(5%),

(4.10)
gdzie § =T —t, a ¢; oraz ¢; sa wolnymi parametrami odpowiadajacymi rozwig-
zaniom dla wartosci wlasnych odpowiednio \; i A;.

Stabilnosé¢ pozostatych profili samopodobnych mozna sprawdzi¢ jedynie nu-
merycznie. Do tej analizy zostata uzyta bisekcja wzgledem mozliwosci gtadkiego
przedtuzenia zaburzenia &(p) przez punkt p = 1. Metoda startuje z p = 0 wy-
korzystujac rozwiniecia analityczne dla &(p) oraz dla profilu (2.8]) i catkuje row-
nanie (A7) oraz (LI) w kierunku p = 1 badajac, kiedy rozwiazanie zaczyna
by¢ nieograniczone, tzn. kiedy przekroczy zadang wartosé ograniczenia - na tej
podstawie ustalane sa wartoéci startowe na warto$¢ wtasna do kolejnego kroku
catkowania. Dzieje sie tak az do uzyskania zadanej dokladnosci wyznaczenia
wartosci wlasnej. Taka analiza pozwala zauwazy¢, iz [-te rozwiazanie samopo-
dobne ma | modoéw niestabilnych. Analogia do przypadku n = 3 [II] pozwala
przypuszczaé, ze pierwsze rozwigzanie samopodobne, jako potencjalny atrak-
tor posredni dla przypadkéw nadkrytycznych, jest najciekawsze - tabela z

[47] przedstawia wartosci wlasne dla pierwszego modu samopodobnego i kilku
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nadkrytycznych wartosci n i p.
W kolejnej sekcji zostanie przedstawiona obecnosé (LI2) w ewolucji jako

asymptotyki wybuchu z generycznych danych poczatkowych.
4.3 Wybuch generyczny
W celu otrzymania wybuchu generycznego zostaly wybrane dane poczatkowe

r—xq )4

Ut=0,r) = Ar2e (=) Ut =0,r) =0, (4.11)

z parametrami A > 0, s oraz xg. Ustaliwszy parametry zo > 0 oraz s > 0
badano ewolucje danych przy réznych wartosciach amplitudy A. Jezeli byta ona
duza wybuch nastepowal blisko maksimum rozktadu zy. Niech 7,,,, oznacza
potozenie maksimum rozkladu - jest ono zalezne od czasu lecz, gdy nastepuje
wybuch, nie zmienia sie ono zbyt wiele. Aby zilustrowa¢ hipoteze, ze (ILI2)) jest
asymptotyka takiego wybuchu - U(t, 7maez) =~ Up(t) blisko czasu wybuchu w

czasie T' - mozna sprawdzi¢ czy U(t, "pmaz) "/ z danych numerycznych zgadza
sie z hipotetyczng zaleznoécia liniowa Up(t)~ Y/ = (T —t)/ bé/ “ 0 nachyleniu

e, Wynik takiego eksperymentu przedstawiony na rysunku [41] za

réwnym —b,,
[47] potwierdza wspomniana hipoteze. Podobna analiza wykonana dla NLKG i
przedstawiona na rysunku [47] daje taki sam rezultat, co $wiadczy o tym, ze
rozwiazanie ([LI2)) jest asymptotyka wybuchu generycznego. Z rysunkow wynika,
ze wybuch jest tak szybki, ze poczatkowo niesymetryczny rozktad szybko sie
symetryzuje wokot punktu wybuchu.

Jezeli amplituda danych poczatkowych jest zmniejszana, to czes¢ rozktadu
poczatkowego ma szanse dotrzeé¢ do poczatku uktadu wspotrzednych i tam wy-
buchnaé. Jezeli znowu dane nie sa specjalnie przygotowane, a jedynie wiadomo,
ze osobliwo$¢ powstaje w r = 0 wowczas jest to znowu wybuch generyczny
i jest opisywany ciagle przez (LI2)). W tym przypadku tatwo mozna spraw-
dzi¢, ze wzory ([AI0) opisuja asymptotyke rozkladu przestrzennego. Ilustracja
tego zostata przedstawiona na rysunkach dla NLW oraz [£4] dla NLKG za-
czerpnietych z pracy [47]. Rysunki te zostaly otrzymane w dwoch krokach. W
pierwszym, z dopasowania zaleznosci ({I0) do wartosci rozwiazania w r = 0
otrzymano wolne parametry T i c1, ktére zostaly nastepnie uzyte do natozenia
tej samej zaleznosci ([dI0) na profil przestrzenny. Taki zabieg niezaprzeczalnie
potwierdza fakt, ze wybuch generyczny ma asymptotyke dana przez (LI2)), a po-
prawki opisuja zadowalajaco profil przestrzenny. Analogiczny wynik dla NLKG
pokazuje, ze czton masowy blisko wybuchu generycznego jest zaniedbywalny.
Sytuacja przedstawiona na powyzszych przyktadach jest ogélnie prawdziwa dla

réznych wartosci n oraz p.
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n | p A u1(0)
6 16.905107 | 2.852501
7 11.644201 | 2.054390
8 9.800137 | 1.727500
9 8.846535 | 1.547485
4 5.660040 | 3.278278
5(k=1) | 4.782517 | 2.091069
6 4.434760 | 1.676522
7 4.245238 | 1.471611
8 4.125325 | 1.351684
9 4.042425 | 1.273997
3(k=1)| 4.372135 | 5.656854
4 3.687333 | 2.488346
5 3.464635 | 1.788930
6 3.351995 | 1.503346
7 3.283620 | 1.353310
8 3.237605 | 1.262745
9 3.204488 | 1.203048
3 3.395242 | 4.472136
4 3.112382 | 2.237600
5(k =2) 3.0 1.670295
6 2.939061 | 1.429078
7 2.900705 | 1.300050
8 2.874308 | 1.221452
9 2.855021 | 1.169398
2(k=1) 4.0 56.0
3(k = 2) 3.0 4.0
4 2.832549 | 2.111186
5 2.760686 | 1.605961
6 2.720902 | 1.387342
7 2.696090 | 1.269481
8 2.679553 | 1.197417
9 2.668054 | 1.149616

Tablica 4.2: Wartosci wlasne dla modu niestabilnego wokoét profilu wy dla nad-
krytycznego NLW. Dla kompletnosci podano rowniez uq (p = 0). Wartosci wta-
sne zmniejszaja sie¢ gdy wzrasta n i p - rozwigzania, ktore trafiaja w poblize uq
zyja dtuzej dla wiekszych n, p.
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Rysunek 4.1: Wybuch poza centrum dla NLW n = 3, p = 7. Goérny rysu-

. . . . U(t,r)
nek prZedStana znormalizowane rozwigzanle w7,
U(tarwuw:)

sprawdzenia obecnosci rozwiazania Uy blisko wybuchu. Z dopasowania funkcji
U(t, Pmaz) "> &~ a(T —t) wynikaja wartosci T' = 0.0404829 oraz a = 1.49855. Ta

natomiast dolny wynik

ostatnia warto$é jest rowna w przyblizeniu oczekiwanej wartosci b% = %
0

Zmniejszajac dalej amplitude rozkladu poczatkowego natrafia sie na taka
wartosé, dla ktorej zachodzi dyspersja. Rodzi sie zatem pytanie co znajduje sie

na granicy - temu zostala po$wiecona nastepna sekcja.
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Rysunek 4.2: Wybuch poza centrum dla NLW n = 3, p = 7. Gérny rysu-

U(t,r)

nek przedstawia znormalizowane rozwiazanie Traan)? natomiast dolny wynik

sprawdzenie obecnosci rozwigzania Uy dla NLW blisko wybuchu. Z dopasowania
U(t, Pmaz) "2 & a(T —t) otrzymano T = 0.0405039 oraz a = 1.49994, co zgadza
sie b% = 2. Ta analiza pokazuje, ze przypuszczenie L] jest spelnione.

0

4.4 Zachowanie na progu

Jak wspomniano we wstepie ewolucja na progu pomiedzy wybuchem a dyspersja
silnie zalezy od krytycznosci réwnania, dlatego obydwa przypadki krytyczny i

nadkrytyczny zostang omoéwione oddzielnie w kolejnych podsekcjach.
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Rysunek 4.3: Wybuch w centrum dla NLW n = 3, p = 7. Gérny rysunek

pokazuje dopasowanie U(t,r = 0)73 =~ m, z ktorego wynika, ze

c1 = 1.20094, T = 3.18068. Dolny rysunek pokazuje sprawdzenie nastepuja-
5r2

cej zaleznosci 6'/3U(t,r) — (2/3)'* ~ 16(1 — 35) z wartoSciami T, ¢; oraz

0 = 0.001154 wzietymi z poprzedniego dopasowania.

4.4.1 Przypadki krytyczne

W ewolucji tego przypadku wystepuje kilka typow zachowan [IT]: wybuch ge-
neryczny, dyspersja, atraktor statyczny oraz niedawno odkryty wybuch dru-
giego typu [45],[35]. Aby w latwy sposob skonstruowaé dane poczatkowe postaci
(&I1), ktore trafia w kazdy z wymienionych typow potrzebna jest wicksza swo-
boda wyboru parametréw rozktadu poczatkowego. Najlatwiejszym sposobem

jest niezalezne zmienianie dwoch sposrod trzech parametrow rodziny (A1) da-
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Rysunek 4.4: Wybuch w centrum dla NLKG n = 3, p = 7. Gorny rysunek

pokazuje dopasowanie U(t,r = 0)73 =~ m, z ktorego wynika ze

c1 = 1.51724, T = 3.15336. Dolny rysunek pokazuje sprawdzenie nastepuja-

cej zaleznosci 613U (t,r) — (2/3)1/3 ~ ¢16(1 — S%z) z wartosciami T', ¢; oraz

0 = 0.00337 wzietymi z poprzedniego dopasowania.

nych poczatkowych. W ponizszej analizie zostaly wybrane parametry A, xg,
natomiast s bylo ustalone. W taki sposob punktom plaszczyzny (A, x¢) przypo-
rzadkowano w jednoznaczny sposéb dane poczatkowe. Nastepnie te dane ewolu-
owano metodami opisanymi w kolejnej sekcji, az do momentu gdy bedzie mozna
w jednoznaczny sposob okresli¢, jaki typ zachowania przejawia rozwiazanie - czy
jest to wybuch, czy dyspersja. Na podstawie tego powstaly obszary na ptasz-
czyznie danych poczatkowych, na ktérych mozna byto wyr6ézni¢é wspomniane

zbiory punktéw nalezacych do tej samej klasy. Kolejnym krokiem byta analiza
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granic pomiedzy tymi zbiorami, ktore powigzane sg z atraktorami posrednimi -
niestabilnymi rozwigzaniami siedzacymi na granicy dyspersja-wybuch. W oczy-
wisty sposob dla innego wyboru danych poczatkowych inne beda ksztalty wspo-
mnianych zbioréw, jednak nie zmieni sie ich ,topologia” - wzajemne zaleznosci.

Przyktadowym wynikiem takiej analizy jest szkic 7z [47). Brzeg 4 sklada sie

\2 1

U(tr=0)
&
u(t,r=0)

Rysunek 4.5: Gorny rysunek przedstawia szkic ptaszczyzny parametréw dla kry-
tycznego NLW n = 3, p = 5; s = 2. Granica 2 odpowiada wybuchowi typu
drugiego, granica 4 rozwiazaniu statycznemu. Obszar 3 zawiera dane poczat-
kowe, ktore ulegaja dyspersji, natomiast obszary 1 oraz 5 dane wybuchajace w
sposob generyczny. Blisko brzegu 4 rozwiazanie poczatkowo zbliza sie do atrak-
tora posredniego bedacego przeskalowanym rozwiazaniem statycznym (CI3),
ale ze wzgledu na istnienie modu niestabilnego nastepuje odejscie i w koricu wy-
buch generyczny badz dyspersja. Podobnie sytuacja wyglada w poblizu brzegu
2, gdzie atraktorem pos$rednim jest wybuch drugiego typu, ktéry rowniez jest
niestabilny i w ostatecznosci daje rowniez dyspersje lub wybuch generyczny dla
niedopasowanych danych poczatkowych. Analiza brzegu z rozdzielczoécia 106
nie ujawnita zadnej egzotycznej struktury (np. fraktalnej). Dolna czes¢ przed-
stawia warto$¢ rozwiazania numerycznego U (¢, = 0) w poblizu granicy 4 dla
lewego rysunku oraz w poblizu granicy 2 dla prawego.

z danych poczatkowych (A, ), ktore po ewolucji zblizaja sie do atraktora po-

$redniego, ktorym jest w tym przypadku przeskalowane rozwiazanie statyczne
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(CI3), a nastepnie zostaja tam dowolnie dtugo. W realizacji numerycznej tego
przypadku nalezy wzia¢ pod uwage fakt, ze obliczenia zmiennopozycyjne nigdy
nie sa doktadne, dlatego ze wzgledu na drobne btedy zaokraglen, mod niestabilny
zawsze zacznie dziata¢ (nawet jezeli dane poczatkowe to doktadnie rozwiazanie
statyczne) i nigdy nie pojawi sie trwajacy nieskoriczenie dtugo epizod statyczny.
7Z takich sytuacji, bedacych wynikiem ,falszowania” rzeczywistosci przez wyniki
numeryczne, nalezy sobie zdawaé sprawe wszedzie tam gdzie bada sie rozwia-
zania niestabilne. Istnienie granicy 4 bylo znane juz od dawna [I1]. Faktem
ujawnionym przez [47] jest to jak w ten obraz wpisuje sie wybuch drugiego
typu. Okazuje sie, ze jest on rowniez rozwiazaniem na granicy, ktore wybucha.
Weryfikacja faktu, ze granicy tej rzeczywiscie odpowiada drugi typ wybuchu
polegata na sprawdzeniu, czy dla danych poczatkowych lezacych blisko granicy
(wyznaczonych przez bisekcje) dla czasow opisujacych asymptotyke posrednia
odpowiednio skalowane rozwiazanie naktada sie na profil statyczny. Przedstawia
to rysunek [0 z [47]. Rysunek ten nie daje zadnych wskazowek co do ksztaltu
funkcji A(¢) skalujacej rozwiazanie (ILI3)) dla wybuchu drugiego typu. Co wiecej,
analiza tej funkcji okazala sie niemozliwa przy wykorzystaniu nawet poczworne;j
precyzji obliczeni zdefiniowanej przez standard IEEE 754 ze wzgledu na fakt, iz
atraktor posredni mial krotki czas zycia. Sugeruje to, ze wyzsza precyzja lub
uzycie innych metod analizy mogloby da¢ lepsze rezultaty.

Dla rozwigzania NLKG znaleziono asymptotyke posrednia, ktora jest powia-
zana z wybuchem drugiego typu dla NLW. Pozwala to rozszerzy¢ tezy zawarte
w przypuszczeniu [1] na ten przypadek. Analogiczng sytuacje jak rysunek
dla NLW, przedstawia rysunek 7 dla NLKG rowniez z [47]. Tutaj rowniez,
ze wzgledu na niedopasowanie danych poczatkowych, po pewnym czasie mod
niestabilny powoduje odejscie i rozwigzanie podlega dyspersji lub wybucha w
generyczny sposob wlasciwy dla rownania falowego ([ZI0).

Kolejna podsekcja ma za zadanie wyjasnié¢ co sie dzieje na progu pomiedzy

wybuchem a dyspersja dla przypadkéw nadkrytycznych.

4.4.2 Przypadki nadkrytyczne

Dla przypadkow nadkrytycznych hipoteza uogolniajaca [I1] jest to, iz atraktor
posredni jest pierwszym rozwiazaniem samopodobnym stowarzyszonym z profi-
lem w;. Oznaczajac przez & mod niestabilny tego rozwiazania asymptotyka na

progu przyjmie postac

Ut r) = uilp) o &l

T -0 T—t)hTe + mody tlumione, (4.12)
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Rysunek 4.6: Gorny rysunek przedstawia zbieznos¢ znormalizowanego rozwiaza-
nia krytycznego NLW do profilu statycznego w poblizu wybuchu drugiego typu
dla n =3,p= 5 Wszystkie profile przestrzenne zostaly przeskalowane wedlug
VAU (t, rA(t)), gdzie A(t) = 1/U(t,r = 0)2. Dolny rysunek przedstawia odej-
$cie z atraktora posredmego wybuchu drugiego typu. Atraktor ten wybucha w
skoniczonym czasie 77, jednak ze wzgledu na odejscie spowodowane niedoktad-
noscia dopasowania nastepuje wybuch generyczny, dla ktérego czas wybuchu 75
spehia Ty < T7.

gdzie C jest stala. Szczegolnie waznym przypadkami sa te, dla ktorych k zde-
finiowane poprzez (Z71) jest liczba catkowita. Wtedy to lokalna postaé szeregu
definiujacego profile samopodobne wokot p = 1 jest niestandardowa (ZI1)). Za
praca [47] zostanie omoéwiony jeden z takich przypadkow, mianowicie n = 4,

p = 5, dla ktorego k = 1. Rysunek [L.8 przedstawia dynamike na progu porow-
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Rysunek 4.7: Gorny rysunek przedstawia zbieznosé przeskalowanego rozwiaza-
nia NLKG dla n = 3, p = 5 w obszarze asymptotyki posredniej do rozwia-
zania statycznego ([LI3)). Kazdy profil zostal przeskalowany zgodnie ze wzo-
rem \/A()U(t,rA(t)), gdzie A(t) = 1/U(t,7 = 0)%. Dolny rysunek przedstawia
Ut,r =0)"2.

nana z przewidywaniami wynikajacymi ze wzoru ([{I2). Nie ma zadnej watpli-
wosci, ze uq jest atraktorem posrednim, a co wiecej, odpowiednio przeskalowany
profil przestrzenny rozwiazania zgadza si¢ profilem samopodobnym w p = 1 oraz
dalej. Ten wynik swiadczy o tym, ze parametr k& wazny dla profili samopodob-
nych nie wplywa widocznie na ksztalt atraktora posredniego dla przypadkow
nadkrytycznych.

Wykonanie takiej samej analizy dla réwnania Kleina-Gordonan =4, p =5

daje takie same rezultaty, jak to zostalo przedstawione na rysunku[Z.9l Pierwszy
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Rysunek 4.8: Gorny rysunek przedstawia zbiezno$¢ rozwigzania nadkrytycznego
NLW dla n = 4, p = 5 do przewidywania mowiacego o tym, iz profil samopo-
dobny wu; jest atraktorem posrednim. Wedlug tej hipotezy w obszarze posred-
nim powinna zachodzi¢ zaleznosé¢ U; ~ (T — t)=3/%(u; /2 + pu}). Dolny rysunek
przedstawia przeskalowane rozwigzanie NLW w obszarze progowym natozone na
pierwszy profil samopodobny - zachodzi (T — t)Y/2U(t,r/(T —t)) ~ u1(p).

profil samopodobny NLW jest ewidentnie widoczny w rozwiazaniu NLKG mimo,

iz dla NLKG nie ma rozwiazan samopodobnych.
Kolejna sekcja opisuje metody numeryczne uzyte w powyzszej analizie.



ROZDZIAL 4. KRYTYCZNE I NADKRYTYCZNE ROWNANIA FALOWE I KG71

7
|
-10000 H 1
3 i
-15000 ¢ 1
i
I
-20000 f! 1
! T-t=0.00529,numeryka
-25000 | T-t=0.00529,teoria --
T-t=0.00341,numeryka
T-t=0.00341,teoria
-30000 F T-t=0.001022,numeryka
T-t=0.001022 teoria -
-35000 . I L
0 0.005 0.01 0.015 0.02
r
2.2 I : . :
T-t=0.001022,numeryka
2 L
18
. 16
£ 14t
s 12}
S
< 1F
wl
08
0.6
04 |
0.2 Il Il Il Il Il Il Il
0 05 1 15 25 3 35 4

Rysunek 4.9: Gorny rysunek przedstawia przeskalowane rozwiazanie NLKG w
obszarze progowym przy uwzglednieniu, ze profil u; dla NLW jest atraktorem
posrednim. Podobnie jak na rysunku g jest zgodnosé z przewidywaniem Uy
(T — t)73/2(uy /2 4 pu}) jak dla NLW. Dolny profil przedstawia przeskalowane
rozwiazanie NLKG na progu, nalozone na uy, ktora swiadezy o tym, ze (T —
YU, /(T — 1) = ui(p).

4.5 Metody numeryczne

Przy rozwiazywaniu ewolucyjnych réwnan rézniczkowych czastkowych najwiek-
sza skutecznodcia cieszy sie metoda linii [61], [62], [68]. W duzym skrocie polega
ona na dyskretyzacji przestrzennej danego rownania. W ten sposob otrzymuje
sie uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych na siatce przestrzennej. Ten uktad

mozna nastepnie catkowaé¢ wzgledem czasu (wzdhuz linii) metodami opisanymi
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w sekcji B4 W konkretnej realizacji uzyto klasycznej metody Rungego-Kutty
[19],[59]. Rownania opisane w tym i nastepnym rozdziale charakteryzuja sie wy-
stepowaniem osobliwosci, ktore powstaja bardzo szybko. Przez to standardowe
metody nalezy zaopatrzy¢ w dodatkowe elementy, ktére pozwalaja przewidzieé
takie sytuacje. Aby podczas catkowania nie ,przeskoczy¢’ wybuchu, a jednocze-
$nie podejsé¢ do niego tak blisko jak to tylko mozliwe zastosowano adaptacyjny
krok czasowy w catkowaniu wzdtuz linii. Dtugo$é tego kroku byta sterowana
wartoscig pochodnej czasowej rozwiazania. Gdy rozwiazanie bardzo szybko sie
zmienialo - pochodna czasowa byta duza, krok byl zmniejszany, aby nie stra-
ci¢ istotnych informacji. Podobnie sytuacja wygladata w druga strone - jezeli
pochodna czasowa byla mata, np. podczas dyspersji, nastepowalto zwiekszenie
kroku czasowego. Istotnym ograniczeniem na zmiane kroku czasowego byt wa-
runek Couranta-Fredrichsa-Lewy’ego [59], ktory okresla kiedy dany schemat nu-
meryczny jest stabilny. Warunek ten byl réwniez w omawianej metodzie zaim-
plementowany. Kolejnym wymaganiem od metody byto uwzglednienie faktu, ze
wybuch zachodzi na bardzo matym obszarze przestrzennym, aby wiec nie stracié¢
rozdzielczosci nalezato zastosowac kilka siatek przestrzennych o coraz to mniej-
szych odlegtosciach oczek (dokladniejszych), zagniezdzonych i przez to pokrywa-
jacych coraz to mniejszy obszar. Symulacje byly wykonywane w taki sposob, aby
interesujaca czesé ewolucji przebiegata w poblizu poczatku uktadu wspotrzed-
nych. Wobec czego siatki mialy wspélny punk » = 0 na jednym koinicu. Mniejsze
siatki mialy dodatkowe strefy zwane strefami duchami (ang. ghost zones), ktore
umozliwilty wlasciwa implementacje warunkéw brzegowych na drugim koncu.
Technika ta jest wykorzystywana czesto w symulacjach uzywajacych wielu sia-
tek [68]. Siatki od najwiekszej do najmniejszej byly powiazane w podwdjnie
taczonag liste [2I], co umozliwialo uzycie rekurencyjnych algorytmoéw operacji
na listach i poprawialo zwartosé kodu. Zapewnienie spojnosci danych na obu
siatkach odbywalo sie przed krokiem czasowym poprzez interpolacje danych z
siatki wiekszej do strefy duchéw siatki mniejszej, a po wykonaniu kroku czaso-
wego poprzez wstrzykiwanie danych z siatki mniejszej (dokladniejszej) do siatki
wiekszej. Ze wzgledu na uzycie czteropoziomowej metody Rungego-Kutty ope-
racje interpolacji, krok czasowy i wstrzykiwanie musialy odbywa¢ si¢ w skompli-
kowanej kolejnosci, ktéra zapewniata spdjnosé metody. Do realizacji algorytmu
zostal uzyty jezyk FORTRAN 90/95, gdyz jego wsparcie dla wskaznikow, pa-
radygmatu modutowego i obliczen numerycznych byl wystarczajacy. Iteracje
po duzego rozmiaru tablicach zostaly zrownoleglone przy uzyciu OpenMP, co

pozwolito zyska¢ na czasie obliczeri.



Rozdzial 5

Podkrytyczne ré6wnanie KG

,Badanie podstawowe to jest, co robie, kiedy nie wiem, co robie.”

Werner Von Braun (1912-1977)

5.1 Wprowadzenie

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, rownanie (ILIH) dla n = p = 3 postaci
2 3
UtthMf;UerUfU =0, (5.1)

posiada wlasnosé, iz z regularnych danych poczatkowych moze powstaé osobli-
wo$¢ w skoriczonym czasie ewolucji. Na granicy pomiedzy wybuchem a dyspersja
rowniez pojawia sie atraktor posredni. Niedawno zostal dokonany znaczny po-
step w opisie dynamiki wokot tego atraktora [53], [9]. Metody i informacje z tych
prac zostaly uzyte do analizy tego przypadku, aby opisa¢ dynamike na progu
(EI). Dobrze znanym faktem dla (&) jest to, ze atraktorem posrednim jest

statyczne rozwiazanie NLKG, czyli rozwiazanie réwnania
2 3
Spr+ =5 —S+5°=0, (5.2)
r

ktore znika w nieskoniczonosci. Jednakze rozwiazanie takie jest znane w postaci
analitycznej tylko w wymiarze przestrzennym réwnym jeden - gdy czlon S,
w ([B2) jest nieobecny - dlatego w ponizszej analizie beda szeroko stosowane
metody numeryczne.

Na poczatku zostana przeanalizowane rozwiazania (5.2} Nastepnie wykonana
bedzie analiza modéw zlinearyzowanego NLKG wokot pewnego specjalnego roz-

wiazania rownania (5.2). To specjalne rozwiazanie okaze sie atraktorem posred-

nim dla (GIJ).

73
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5.2 Rozwiagzanie statyczne

W tej sekcji zostanie wykonana analiza rozwiazan ograniczonych dla réwnania
(B2). Rownanie to ma ustalona osobliwosé w r = 0, jednakze wokoét tego punkt
istnieje rozwiazanie analityczne, co moze by¢ zauwazone jezeli (5.2]) zostanie

przepisane w postaci uktadu

Sr=V
(5.3)
rV,=—=n—-1)V+4+rS—rSP

i zastosuje sie stwierdzenie 1 z [I5]. To pokazuje, ze istnieje jednoparametrowa
rodzina rozwiazan lokalnych postaci S = ¢+ O(r), gdzie ¢ jest parametrem. Aby
otrzymaé te rozwiazania nalezy podstawi¢ formalny szereg potegowy S(r) =
> e arr® do rownania, a nastepnie wykorzysta¢ wzor Cauchy’ego (ZI)); daje
to jednoznaczna rekurencje na wspotczynniki szeregu postaci

ap=c¢, a1 =0, apiz= %, (5.4)
gdzie ¢ jest wspomniang dang poczatkowa w r = 0.

Rownanie (0.2) posiada rowniez trzy rozwiazania stale S = +11.5 = 0. Ana-
liza numeryczna wskazuje, ze dwa z tych rozwigzan - S = +1 - sa asymptotycznie
stabilne, podczas, gdy trzecie jest niestabilne dla r — oco. Generyczne dane po-
czatkowe ¢ w r = 0 prowadza do rozwiazania, ktore oscyluje wokoét jednego ze
stabilnych rozwiazan stalych. Zatem wykorzystujac ciagta zaleznosé rozwiazan
od danych poczatkowych (nieznacznie przesunietych poza r = 0 poprzez uzycie
szeregu Taylora ze wspolczynnikami (5.4)) wyplywa wniosek, iz istnieja war-
tosci ¢, dla ktoérych rozwiazanie zbliza sie do rozwiazania statycznego S = 0.
Do znalezienia tych warto$ci mozna z powodzeniem zastosowaé metode bisekc;ji;
zmieniajac ¢ otrzymuje sie rozwigzania z basenow przyciggania Sii. Szukane
wartosci ¢, dla ktérych rozwiazanie dazy do S = 0 dla » — oo, powinny dawadé
rozwiazani na brzegach tych basenéw. Bisekcja daje nastepujace wartosci dla
danych poczatkowych ¢; = 4.337387679976994, co = 14.1035844048690162, itd.
Do wartoéci tych nalezy réwniez dodaé ich ujemne odpowiedniki ze wzgledu na
symetri¢ zmiany znaku rownania (5.2). Rozwiazanie dla S(r = 0) = ¢; zostalo
przedstawione na rysunku 511, jak to bedzie pokazane ponizej, jest ono atrak-
torem posrednim dla NLKG. Szybkos¢ zbiegania takiego rozwiazania do S = 0
jest eksponencjalna, co mozna tatwo zauwazy¢ ze zlinearyzowanej postaci (5.2])
wokol S = 0 dla duzych r (zobacz rowniez [53] i referencje tam zawarte). Fakt
ten zostal uzyty w kolejnej sekcji.

Kolejnym krokiem jest analiza ttumionych oscylacji rozwiazania dla r — oo

wokoé! rozwigzan stabilnych S = +1. Dla wygody zostala wprowadzona zmienna
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Rysunek 5.1: Rozwiazanie statyczne dla ¢;. Dokladnosé wyznaczenia ¢ jest duza
(10731), jednak skoticzona. Dlatego rozwiazanie dla duzych wartosci r odchodzi
od rozwiazania S = 0 i zaczyna oscylowa¢ wokot jednego ze stalych rozwigzan
stabilnych, w tym przypadku wokot rozwiazania S = 1.

x =r% do (B2), co daje
428" + 68" — S+ 8% =0, (5.5)

gdzie’ = d%. Nastepna zamiana zmiennej S = (+1+w) polaczona z linearyzacja
wokot w = 0 daje
dxw” + 6w’ + 2w = 0. (5.6)

Stad wynika, iz asymptotyka oscylacji jest postaci

i 2r+46
Sasympt.(r) ==+1+ ASIH(\/_++) (57)

Dopasowanie asymptotyki do danych numerycznych zostalo przedstawione na
rysunku 5.2
Stabilno$¢ rozwiazan statych dla (B8 moze by¢ latwo sprawdzona anali-
tycznie. Do tego celu zostanie uzyta funkcja postaci
S/Q S4 S2
H(x)=4o—+ — — — 5.8
(r) =40+ 2 = (53)
ktora spelnia

H(z) > -7, H'(z) = —4(8)* <0, (5.9)

gdzie pochodna drugiej czesci zostala wzieta na rozwiazaniach (5.3). Stad wy-
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Rysunek 5.2: Asymptotyka dla » — oo. Dopasowanie zaleznosci f(r) = a +
pHUED daje a = 0.998319, b = 22.0002, ¢ = 1.41031, d = 4.0016. Jest to w
zgodzie z (B.1).

nika, ze (B.8) jest funkcja Lapunowa dla punktow (S = +1, 5" = 0) w przestrzeni
fazowej - nieznikajacych rozwiazan stalych. Jednakze dla rozwiazania S = 0
funkcja H(z) nie jest funkcja Lapunowa. Wynika to z podstawienia S’ = 0
do ([&8), co daje ,energie potencjalna™ V(S) = %4 — %2, ktora ma minima w
S = +1, amaksimum w S = 0. Funkcja V réwniez pokazuje, ze w przestrzeni fa-
zowej (9, 5") dla (BH) rozwiazanie trywialne przyciaga wzdtuz kierunku S = 0,
jednakze odpycha wzdtuz kierunku S" = 0.

Nastepna czesé jest poswiecona analizie zaburzeiit NLKG wokoét rozwiazania

statycznego z S(r = 0) = ¢1.

5.3 Spektrum zlinearyzowanego operatora

W kolejnym kroku, podobnie jak w [9], zaburzenia wokol rozwiazania statycz-
nego S(r) zostana roztozone na funkcje wtasne zlinearyzowanego rownania. Pod-
stawienie U(t,r) = S(r) + f(t,7) do (&Il oraz zalozenie, iz zaburzenie f jest
male daje

ftt_frr_§f7'+f_352f:0- (510)

Jezeli teraz zostanie podstawione f(t,7) = estv(r), wowczas rezultatem bedzie

problem wtasny

Vrr + =, + pSPy = A2, (5.11)

r
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[ mod nieétabilny

Vo(1)

Rysunek 5.3: Funkcja wlasna odpowiadajaca modowi niestabilnemu.

gdzie A2 = 1 + s?. Rownanie to czesto wystepuje w wielu kwantowomechanicz-
nych zagadnieniach (dla przyktadu zobacz [24] oraz referencje tam zawarte). Jest
to problem na poétprostej dodatniej r > 0 z regularnym punktem osobliwym w
r = 0. Zadanie polega na znalezieniu rozwigzan normalizowanych numerowa-
nych przez .

Pierwszym krokiem jest udowodnienie istnienia rozwigzan analitycznych wo-
kot r = 0. Mozna to osiagnaé poprzez zastosowanie metody Frobeniusa - » = 0
jest regularnym punktem osobliwym, gdyz S(r) jest analityczne w r = 0. W
drugim kroku nalezy znalezé postaé tych rozwiazan przez podstawienie szeregu
formalnego, ktory jest zbiezny, jak to wynika z poprzedniego kroku. Podsta-
wienie formalnego szeregu potegowego v(r) = > oo ber¥ do réwnania (EIT)
skutkuje jednoznaczng rekurencja na wspotczynniki by, ktora daje lokalne roz-
wigzanie postaci

A2 — p—1
St 00, (5.12)

gdzie ag jest zadane przez (B4)). Rozwiazanie lokalne (B12)) pozwala przesunaé

o(r) =1+

dane poczatkowe z punktu osobliwego réwnania r = 0, a przez to rozpoczaé
procedure catkowania numerycznego w metodzie bisekcji dla (B.I1]). Bisekcja
w A daje funkcje wlasna vg(r) z wartoscia wlasna A\g = 4.036394796722005
(so = 3.910560440014254), ktora odpowiada modowi niestabilnemu, rosnacemu
w czasie jak e®*. Mod ten zostal przedstawiony na rysunku 5.3l

W dalszej analizie wazne bedzie rowniez rozwiazanie odpowiadajace A = 0
- nalezy zweryfikowaé czy to rozwiazanie jest rezonansem. Odpowiedz jest ne-

gatywna, jak zostalo to $cisle udowodnione w pracy [23], jednakze intuicyjne
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wyjasnienie tego faktu zostalo przedstawione ponizej. Z pojeciem rezonansu
fizyk spotyka sie czesto, czy to przy opisie oscylatora harmonicznego, czy w
teorii rozpraszania, jednak wszystkie te przypadki unifikuje model opisujacy
spektrum operatorow (rozniczkowych) (zobacz dodatek w [2] lub ksiazke [52]) -
wprowadzenie do matematycznej teorii przedstawia zwiezty artykul [69], nato-
miast podejécie z punktu widzenia fizyki kwantowej [33]. Ponizszy opis stawia
na intuicje, nie na matematyczna precyzje.

Podstawienie w(r) = ru(r) w (BI) daje
Wy + 38(r)*w = Nw, (5.13)

z weztem w r = 0, czyli w(r) =~ ar + O(r?) dla a # 0. Pierwszym kokiem jest
obliczenie asymptotyki wokot r = 0 przy wykorzystaniu S(r) = co + O(r?).

Rozwiazanie asymptotyczne ma postac

wr—o(r; A = 0) = Agsin(y/3c3r +6). (5.14)

7Z istnienia wezta wynika, ze § = 0, co daje ostatecznie

Wr—o(r; A =0) = Aosin(\/;c(%r). (5.15)

Ze wzgledu na eksponencjalny spadek S, drugi czton lewej strony EI3) moze

zosta¢ pominiety dla r — oo, co daje rozwiazanie
Wr—oo(r; A = 0) = A1 + By, (5.16)

ktore ze wzgledu na transformacje v = rw jest nienormowalne gdy B; # 0.
Rozwiazanie A = 0 zostalo przedstawione na rysunku B4l Argumentacja, ktora
prowadzi do wniosku, ze rezonans nie istnieje jest nastepujaca [4]. Wokot r = 0
oraz nieskoriczonosci istnieje dwuwymiarowa przestrzen liniowa rozwiazan li-
niowego rownania rozniczkowego drugiego rzedu (IT]). Rezonans zachodzi gdy
jedno rozwiagzanie z, dla ustalenia uwagi, r = 0 po przedtuzeniu do nieskoiiczo-
nosci przechodzi w tylko jedno rozwiazanie z drugiego korica. Operacja, ktoéra
taczy te dwie asymptotyki jest woéwczas osobliwa. Stosujac to do powyzszej sy-
tuacji w r = 0 dwuwymiarowa przestrzen rozwiazan jest rozpieta przez funkcje
sin() i cos(), jednakze wezet w r = 0 wybiera jedynie rozwiazanie z funkcja sinus
(BI8). Ta asymptotyka dla duzego r staje sie wektorem danym przez (5I6), z
przestrzeni rozpietej przez jednomiany 1 oraz r. Z liniowe]j czesci rysunku [0.4]

tatwo mozna zauwazy¢, nawet bez dopasowania zalezno$ci liniowej, ze wspot-

IRozumowanie, ktoére daje podobny wynik przy uzyciu funkcji Bessela polega na zastapie-
niu S poprzez eksponente w rozwazanej granicy.
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~Rozwiazanie A=0 dla w(=r(n) ——

w(0,r)
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Rysunek 5.4: Rozwiazanie A = 0 przy w(r) = ro(r).

czynniki A; oraz Bj nie znikaja; zatem A = 0 nie jest rezonansem. Co wiecej,
rozwiazanie A = 0 jako v = w/r jest nienormowalne.

Powyzsze rezultaty zostaly wykorzystane w ponizszej sekcji w celu otrzyma-
nia przewidywan na asymptotyke rozwiazan w poblizu atraktora posredniego.

5.4 Asymptotyka na progu - teoria

Analiza przedstawiona w tej czesci jest analogiczna do tej wykonanej w [9] w
jednym wymiarze przestrzennym. Procedura ta jest uzywana réwniez do analizy
modow kwazi-normalnych. Podstawienie h(t,r) = rf(t,r) do (&I0) daje

het — hpr +h —pSP™1h =0, (5.17)

z weztem h(t,r) = a(t)r + O(r?), (a # 0) dla r ~ 0. Réwnanie (5.I7) moze

zostaé rozwiazane przy uzyciu transformaty Laplace’a [

o0
H(s,r)= / e S'h(t,r). (5.18)
0
Przetransformowane réwnanie przyjmuje postaé

$°H — Hyp + H — 35%H = sh(t = 0,7) + 0;h(t = 0,7) =: j(s,7),  (5.19)
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gdzie prawa strona definiuje czton zrodlowy j(s,r). Jezeli teraz zostanie skon-

struowana funkcja Greeena g(s,r, ') dla
H,, +3S?H = \*H, (5.20)

gdzie A2 = 1 + 52, wowczas rozwigzanie przyjmie postaé

H(s,r) :/g(s,r,r’)j(s,r’)dr’, (5.21)

Nalezy zauwazy¢, ze (B.20) zgadza sie z (BI3)), przez co mozna wykorzystaé
rezultaty poprzedniej sekcji do konstrukeji funkeji Greena. Funkcja H (s, ) jest

analityczna dla Re(s) > /14 A2,,, gdzie Apqe jest wartoscia wlasng (G20),
dla ktorej modut jest najwiekszy. Uzycie odwrotnej transformaty Laplace’a daje

h(t,r) = /8tg(t, r,r Yh(t = 0,7")dr’ + /g(t, r,r)Oih(t = 0,7 )dr'.  (5.22)

Funkcje Greena mozna skonstruowac podobnie jak w [9]. Dla A = 0 nie ma

rezonansu, zatem funkcja Greena wokoét A = 0 ma rozwiniecie postaci
g\ 7 r") = ci(r,r )X 4+ O(N\?). (5.23)

Z X? = 1+ s? wynika, ze funkcja Greena g(s,r,r’) ma punkty rozgalezienia
w s = +i, jak rowniez biegun zwiazany z wartoscia wlasng. Caltkowanie (5.21])
wokol podobnego konturu jak w [9] prowadzi do rozwiazania w poblizu atraktora

posredniego S(r) nastepujacej postaci

sin(t + 0)

U(t,r) = S(r) + Age*tvo(r) + C 2372

v(A=0,7). (5.24)

Waznym faktem jest to, ze catkowanie wzdtuz cieé¢ rozpoczynajacych sie w s =
+i daje wktad postaci Sir;(s%‘s); catka moze by¢ obliczona metoda opisang w
[1], rozdziat 6.2. Co wiecej, gdyby A = 0 byloby rezonansem, wowczas wktad do

. . . in ) sin §
calki od cie¢ datby czynnik % s tgt/t )

, zamiast, . Jak to bedzie wyjasnione w
nastepnej sekcji dane numeryczne wskazuja na to pierwsze zachowanie pomimo,

ze jest ono teoretycznie wykluczone.

5.5 Asymptotyka na progu - numeryka

W celu sprawdzenia stusznosci (5:24)) zostata wykonana ewolucja (51 uzywajac
jednoparametrowej (A) rodziny danych poczatkowych ([IT]). Pozostale para-
metry, xg i s byly ustalone. Wykonujac bisekcje w A ze wzgledu na warunek

dyspersja-wybuch, dobrano dane poczatkowe w taki sposéb, aby ewoluowaly w
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Rysunek 5.5: Dopasowanie zaleznosci f(t) = a + peinletid)

LA = —4.338, b =
—0.566051, ¢ = 1.00934 i d = 8.60982.

poblize atraktora posredniego. Odlegtos¢ pomiedzy idealnie dopasowanymi da-
nymi A*, ktére zostaja na atraktorze posrednim dla ¢t — oo oraz najlepszym
wynikiem bisekcji A to [A — A*| ~ 10731 - obliczenia o poczwornej precyzji.

Dane w r = 0 powinny spelniaé

sin(ct + d)
Ulr=0,t) =a+b—gz7—,
jednakze, najlepsze dopasowanie zachodzi dla
sin(ct + d)

U(r=0,t)=a+b N
z ¢ = 1. Rysunek B8] przedstawia to dopasowanie. Parametry a &~ S(r = 0) oraz
¢ ~ 1 zgadzaja sie z teoretycznym opisem z poprzedniej sekcji, jednak ttumie-
nie postaci ~ 1/v/t wystepuje jedynie w przypadku wystepowania rezonansu,
a to nie zachodzi tutaj. Przestrzenny profil rowniez dobrze pasuje do rozwia-
zania statycznego. Na rysunku zostaly zaprezentowane dwa takie profile.
Odlegtosé czasowa pomiedzy nimi zostala tak dobrana, aby byla réwna potowie
okresu (7) oscylacji rozwiazania woko6! rozwiazania statycznego. Sprawdzenie

przewidywania, ze rozwigzanie dla A\ = 0 réwniez pojawia sie podczas ewolucji
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Rysunek 5.6: Dwa przestrzenne profile odlegte od siebie w czasie o p6l okresu
oscylacji wokol rozwiazania statycznego oraz rozwiazanie statyczne.

na progu zostalto zaprezentowane na rysunku 5.7

Eksperymenty numeryczne zostaly przeprowadzone przy uzyciu metody linii
przy réznych sposobach dyskretyzacji i rozdzielczo$ciach. Wszystkie symulacje
prowadzity do tego samego rezultatu zaprezentowanego powyzej.

Podsumowujac, sekcja ta prezentuje dwa podejscia do problemu wyttuma-
czenia asymptotyki na progu dla (51)). Wyniki analityczne wskazuja asympto-
tyke dla przypadku, w ktérym rozwigzanie A = 0 nie jest rezonansem, natomiast
wyniki numeryczne sugeruja, iz asymptotyka na progu jest taka jakby rozwia-

zanie A = 0 bylo rezonansem. Ta rozbieznos¢ wymaga dalszej analizy.
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Rysunek 5.7: Rozwigzanie dla A = 0 w ewolucji na progu.




Rozdziatl 6

Podsumowanie

,Nic nie jest skoriczone, dopdki sie nie skoniczy.”

Lawrence Peter ,Yogi” Berra (1973)

W rozprawie zastaly zaprezentowane nastepujace zagadnienia:

1.

dowdd istnienia analitycznych profili samopodobnych dla semiliniowych

rownan falowych postaci (IL2]) oraz ich charakterystyka;

opis metod analitycznych i numerycznych analizy tych rozwiazan;

. wyznaczenie osobliwosci i ich wptyw na promieni zbieznosci szeregéw opi-

sujacych rozwiazania lokalnie wokot p = 01 p = 1 réwnania ([C3);

omoéwienie znaczenia rozwigzan samopodobnych jako atraktoréw posred-
nich i asymptotyk wybuchu dla semiliniowych rownan falowych (2] i
Kleina-Gordona (LIH) dla krytycznych i nadkrytycznych przypadkow;

. charakterystyka danych poczatkowych, ktore prowadza do dwoch réznych

typow asymptotyk posrednich dla krytycznego semiliniowego rownania fa-

lowego (2);

. proba opisu asymptotyki posredniej dla podkrytycznego semiliniowego

rownania Kleina-Gordona (ILI5]) w trzech wymiarach przestrzennych i wy-

ktadnika potegowego rownego trzy;

Praca nad tym materiatem pozwolita autorowi zapoznaé sie z metodami mate-

matyki stosowanej i analizy nieliniowej. Autor ma nadzieje, ze jego maly wklad

pozwoli popchnaé nasze zrozumienie odrobine dalej.

»Nadajemy Swiatu znaczenia przez odwage naszych pytan i gtebie naszych
odpowiedzi. "

Carl E. Sagan (1934 - 1996)
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