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Rozdzial 1

Model signum-Gordona

1.1 Historia

W 2002 roku prof. H. Arodz opublikowal prace [1] na temat topologicznych kom-
paktonéw. Rozwazal w niej model skalarnego, rzeczywistego pola ¢ zadanego przez

lagranzian .
£16] = 50,000 — V(6).

przy czym

00 dla || > ¢o.

Czes¢ kinetyczna (zawierajaca pochodne) w tym lagranzianie jest relatywistycznie nie-

V(gb):{ cosgp—1 dla || < ¢g <,

zmiennicza, greckie litery w indeksach odnosza sie w calej pracy do sktadowych wek-
torow czasoprzestrzennych. Motywacja do tej pracy byl prosty uklad mechaniczny.
W modelu wystepuja dwie prozniowe wartosci pola (spontaniczne tamanie symetrii Zy).
W zwiazku 7 tym istnieje rozwiazanie interpolujace pomiedzy prézniami (kink). Wyrdz-
nia sie ono sposrod podobnych rozwigzan tym, ze pole ma warto$¢ r6zna od prézniowe]
na skonczonym przedziale (stad nazwa kompakton). Dokladniejsza analiza modelu po-
zwolila stwierdzi¢, ze 6w zwarty nosnik rozwigzania jest zwigzany z nieanalitycznoscia
potencjatu polowego w okolicy prozni, to jest brakiem dobrze okre$lonej pochodnej z
potencjalu w jego minimum. Wykryto réwniez przyblizona symetrie skalowania dla
wzbudzen o matych amplitudach. Wobec tego naturalnie pojawito sie zainteresowa-
nie teorig, ktora pozwala przyjrze¢ sie doktadnie nieanalitycznej prézni. Najprostszy
mozliwy model pozwalajacy na to zadany jest relatywistycznie niezmienniczg funkcja
Lagrange’a

£l6] = 50,600~ N, (1)
gdzie A > 0. Poczatkowo nazywano teorie zadang w ten spos6b modelem z potencjatem

o ksztalcie V (ang. V-shaped potential). W roku 2006 Benny Lautrup zaproponowatl
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Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

wcale dowcipng nazwe: model signum-Gordona.

Model ten w jednym i dwoch wymiarach przestrzennych posiada prosta realizacje me-
chaniczna: siatke ztozona z pitek (punktow materialnych) potaczonych z najblizszymi
sgsiadami niewazkimi sprezynami. Oprocz sprezystych oddziatywan pomiedzy pitkami
uwzglednia si¢ réwniez oddzialywanie grawitacyjne: siatka jest umieszczona na jakiejs
powierzchni a energia potrzebna do podniesienia pitki na pewng wysoko$¢ jest propor-
cjonalna do wysokosci. Ponadto zaktada sie, ze pitki odbijaja sie sprezyscie od po-
wierzchni. Wzbudzenia dlugozasiegowe (to jest na skali znacznie wiekszej niz odlegtosé
pomiedzy pitkami) w takim uktadzie opisywane sa przez podany powyzej lagranzian.
Wartos¢ pola ¢(t,x) jest proporcjonalna do wysokosci, na jakiej znajduje sie pitka z
oczka siatki o wspolrzednej x w chwili £.

Badania nad modelami signum-Gordona trwaja od kilku lat. Najwiecej uwagi poswie-
cono modelowi pola rzeczywistego w jednym wymiarze przestrzennym. Dla tej teorii
udalo sie uzyska¢ calkiem sporo rozwigzan analitycznych. Do najwazniejszych osig-
gnie¢ nalezy z pewno$cig petna charakterystyka rozwigzan z samopodobnymi warun-
kami poczatkowymi (zob. [2], [10]) oraz znalezienie rozwiazania typu oscylon (pulson)
przedstawionego w [3]. Drugi sposrod wspomnianych rezultatow wydaje sie szczegol-
nie interesujacy. Rozwiazanie to ma, jak prawie wszystkie rozwigzania w tym modelu,
zwarty nosnik przestrzenny, jest ono periodyczne w czasie i ma skonczong energie. Cie-
kawie przedstawia sie problem stabilnosci tych rozwiazan. W §wietle pracy [11] mozna
sie spodziewa¢, ze mate zaburzenie moze spowodowa¢ ich rozpad. We wspomnianej
pracy prezentowane sg jako$ciowo podobne rozwigzania w innym modelu i wykazana
jest ich liniowa niestabilno$é. W modelu signum-Gordona narazie brak jest narzedzi
do badania tego typu efektow.

1.2 Rownania Eulera-Lagrange’a

Analize teorii (1.1) zaczniemy od znalezienia rownan ruchu. W tym celu policzymy
wariacje dzialania wokot pola ¢g. Na mocy definicji sa to wyrazy rzedu € w nastepujacej
réznicy

55160] = / I (Ll +ed] — Lldo) (1.2)

przy czym e jest bliskie zera. O ¢, zaktadamy, ze jest klasy C? w obszarach o ustalonym
znaku, globalnie za$ jest to funkcja ciggta. Dopuszczenie skokowej zmiany wartosci
¢o na granicy obszaréw o ustalonym znaku komplikuje analize, fizycznie nie jest zas
interesujace. Rownania ruchu wyznaczone sa przez warunek znikania roznicy (1.2). W

poszczegblnych obszarach V;, gdzie ¢y ma ustalony znak, dla dostatecznie matego ¢
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(takiego, aby sign(¢pg + €¢) = sign(¢g)) rdéznica powyzsza wynosi
S = EZ/ d"x $10,0"pe — sign(do)] + EZ/ d"z 9, (p0"¢y) . (1.3)

Drugi czton wynika ze wzoru Leibniza: 0,¢0" ¢y = —¢0,0" ¢ + 0, (0" ). Na mocy

twierdzenia Stokesa mozna go wyrazi¢ przez catke powierzchniowg

Z / d" 2 8, (60" ) —EZ / (00" dy) (1.4)

gdzie przez do oznaczamy element n-wymiarowej hiperpowierzchni. Zauwazamy, ze po
kazdej powierzchni catkujemy dwukrotnie: raz traktujac ja jako granice obszaru, gdzie
®o > 0, po raz wtory jako granice obszaru z ¢g < 0. Obszar, gdzie ¢y = 0 nie daje
wktadu do catki. Dla obszarow V; i V; sasiadujacych ze soba mozna ten wzor przepisac
jako catkowanie po ,jednej stronie” hiperpowierzchni; nalezy uwzgledni¢ ich przeciwna

orientacje, co daje nastepujacy wynik
/ do ¢ (0" ¢ — 0"4)
OV;NaV;

przez ¢}, oznaczamy funkcje ¢y na obszarze V;. Jezeli wariacja ma znika¢, to i powyzsza
catka powinna znika¢ na wszystkich powierzchniach. Wobec dowolnosci ¢ w kazdym

punkcie powierzchni 9V; N OV; musi by¢ spelniona réwnosé
o (0"¢) — 0 ¢)) = 0. (1.5)
Najprostszym sposobem zapewnienia tej rownosci jest zadanie
9", = 0"y, (1.6)

Tak wiec szukana funkcja jest klasy O, to jest, funkcja i jej pierwsza pochodna s cig-
gle. Ten sposob taczenia rozwigzan jest istotny z punktu widzenia wynikéw zawartych
w tej pracy. Nie jest to wszak jedyne rozwigzanie tego problemu. We wspomnianych
powyzej pracach na temat rozwigzan z samopodobnymi warunkami poczatkowymi wy-
korzystano mozliwos¢ sklejania na stozku $§wietlnym rozwiazania prézniowego z pew-
nym nietrywialnym rozwiazaniem. W tym wypadku warunek (1.6) nie jest spetniony
w przeciwienistwie do warunku (1.5).

Warto zwroci¢é uwage na funkcje tozsamosciowo rowng zero na pewnym odcinku. Za-

uwazmy, ze dla regularnej funkcji ¢ przy dostatecznie matej wartosci ¢ dziatanie

Sleg] = /d"“x (62—2%@258%— A|€¢|)
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jest ujemne i nie jest mozliwe jego rozwiniecie w potegi e. Wobec tego funkcja toz-
samo$ciowo rowna zero jest nieanalitycznym maksimum dzialania. Dlatego funkcje te
nalezy uwazaé za rozwiazanie teorii.

W powyzszym wyprowadzeniu moze niepokoi¢ moment, gdy zaniedbano wktad od ob-

szaru sign(¢g) # sign(go + €d). Aby to uzasadni¢ oszacujemy warto$é catki

/ I (6o + o] — |ol) (1.7)

na tym obszarze. Funkcje podcatkowa mozna oszacowaé¢ w tym obszarze nastepujaco

—2|e| < |do + €| — |po| < 2|ed].

Dla dostatecznie matej wartosci € powierzchnie ¢g = 0 i € + @9 = 0, pomiedzy kto-
rymi catkujemy, powinny by¢ blisko siebie. Jezeli pochodna w kierunku stycznym do
powierzchni ¢y = 0 istnieje na calej tej powierzchni i mozna jej modut ograniczy¢ przez
pewna dodatnig liczbe, wowczas odlegltos¢ pomiedzy tymi dwoma plaszczyznami jest
rzedu e. Mozna sie o tym przekonaé rozwijajac rownanie ep + ¢g = 0 wokot & spetnia-
jacego rownosé ¢g(&) = 0. W rozwiazaniu pojawiaja sie wyrazy rzedu € oraz wyzsze
potegi tego parametru. Tak wiec catkowanie w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny
¢o = 0 daje wktad rzedu ¢, catka w kierunkach réwnoleglych jest z zalozenia skonczona.
Wobec tego wartosé¢ catki (1.7) policzona w interesujacym nas obszarze jest rzedu €.
Nieco inaczej wyglada sytuacja, gdy podany powyzej warunek na pochodna styczna
nie jest spelniony. W szczegolnosci dzieje sie tak, gdy w kierunku stycznym do hi-
perptaszczyzny ¢y = 0 mamy zachowanie potegowe — ¢g ~ z™, przy czym m > 1.
Woéweczas odleglosé¢ pomiedzy ptaszczyznami jest rzedu €'/™ dla dostatecznie matego e,
calka (1.7) za$ jest rzedu ¢'*%/™. To sugeruje problemy z definicja drugiej pochodnej
wariacyjnej z dzialania dla takich rozwigzan. Istotnie, do jej wyznaczania konieczne

jest rozwiniecie w potegi € r6znicy

/ & 4™y [sign(o(x) + ed(y)) — sign(do(x))] éu (),

co jest rownoznaczne z szacowaniem obszaru pomiedzy ¢po+e€p = 0 a ¢y = 0. W powyz-
szym wzorze ¢ i ¢ to funkcje probne. Rozwigzania omawiane w kolejnych rozdziatach
odpowiadaja m = 2. Dlatego 628 w ich przypadku nie istnieje.

Aby podsumowaé dotychczasowe rozwazania definiujemy funkcje sign(-)

+1 gdy ¢>0
sign(¢) = 0 gdy ¢=0 (1.8)
—1 gdy ¢ <DO.
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Przy jej pomocy mozemy napisa¢ klasyczne rownanie ruchu w modelu signum-Gordona
0,0"¢p = —Asign(¢), (1.9)

ktore nalezy uzupelnié¢ uwaga, ze szukamy rozwigzan klasy C*.

Powyzsza definicja sign(-) pozwala uwazaé funkcje ¢ = 0 za rozwiazanie rownania
Eulera-Lagrange’a. Dla kompletnosci odnotujmy, ze réwnanie ruchu mozna odtworzy¢
traktujac model signum-Gordona jako graniczny przypadek dla zregularyzowanych po-

tencjalow
|p| = im0 \/¢? + K% — K, Kk>D0. (1.10)

Jak zobaczymy w rozdziale [4, traktowanie modelu signum-Gordona jako modelu bli-

skiego takim ,porzadnym” modelom jest czasem bardzo owocne.

1.3 Wlasnos$ci rownania ruchu

Powyzej zapisane rownanie ruchu (1.9) ma raczej zaskakujaca wtasnosé: niezmien-
niczo$¢ ze wzgledu na zmiane skali. Istotnie, dla dowolnego rozwiagzania ¢ réwnania

(1.9) przeskalowanie zmiennych y,, = x,/n i funkcji ¢ = n~2¢ prowadzi do relacji
0,0" = —Asign (o), (1.11)

gdzie rozniczkuje si¢ wzgledem nowych zmiennych y,. Tak wiec powyzsza transforma-
cja pozwala znajdowaé¢ nowe rozwigzania réwnan. Dzialanie S skaluje sie przy takiej
zamianie S[¢] = n>*"S[¢]. Z tego wida¢, ze jest to symetria typu on-shell, to zna-
czy symetria réwnan ruchu a nie teorii na poziomie lagranzianu. Pewne rozwiazania
samopodobne jak i analiza rozwiagzan startujacych z samopodobnych warunkéw po-
czatkowych zostaly przedstawione w pracach [3] i [4].

Energia w modelu signum-Gordona wyraza sie wzorem
n 1 2 1 2
E= [ d=zx 5(8()@25) + §(V¢) + Aol - (1.12)

Symetria skalowania pozwala wyrazi¢ energie dla rodziny rozwigzan roznigcych sie
transformacja skalowania poprzez prosty wzor E = n?*t"E,, gdzie Ej to liczba - ener-
gia policzona dla wybranego rozwigzania.

Jak zostalo juz zasygnalizowane, w tej pracy bedziemy zajmowaé sie¢ rozwiagzaniami,
ktore przyjmuja nietrywialne wartosci w skonczonej objetosci. Jest to zachowanie gene-
ryczne w modelu sigum-Gordona. Aby sie o tym przekonaé¢ zobaczmy, jak pole osigga
warto$é prozniowg modelu. Dla potrzeb analizy zalozymy symetrie sferyczng rozwia-

zania (niech r oznacza zmienna radialna w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej),

5



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

mala wartoé¢ pola ¢ i jego pochodnej. Wowcezas niezalezne od czasu réwnanie (1.9)

ma postac
n—1
¢+ ¢ = sign().

Przyblizone rozwiazanie ma posta¢ ¢(r) = £(r — r9)?/2n, dla pewnego ro. Mozemy
zalozy¢, ze funkcja ¢ gtadko przechodzi w rozwigzanie prozniowe. To zapewnia skon-
czono$é dzialania i energii (i ewentualnie innych wielkosci).

Sposob zblizania sie do prozni jest charakterystyczny dla szerokich klas modeli; w mo-
delach masowych podejscie do prozni jest eksponencjalne, w modelach bezmasowych-
potegowe. Obrazowo rzecz ujmujgc moéwimy, ze paraboliczne podejécie do prézni jest
charakterystyczne dla modeli o nieskoriczonej masie (o nieskoriczonej masie mozna mo-
wi¢ w przypadku wielu modeli, przyktadem jest model badany w [11]).

Procedura rozwiazywania réwnania (1.9) jest prosta: zakladamy, ze funkcja ¢ ma
okreslony znak, rozwiazujemy rownanie z ustalonym sign(¢) spelniajace jakie§ wa-
runki. Otrzymane rozwigzanie obowigzuje do momentu osiggniecia przez pole wartosci
zerowej. Do tego rozwigzania doklejamy albo warto$¢ prozniowa, o ile warunek cigglo-
Sci pochodnej na to pozwala, albo rozwiazanie o przeciwnym znaku. Procedura jest
powtarzana do czasu uzyskania rozwiazania w calym interesujacym obszarze. Rowna-
nie (1.9) jest dosy¢ proste w obszarach o ustalonym znaku: jest to wowczas réwnanie

liniowe niejednorodne. Nieliniowo$¢ daje o sobie zna¢ tylko przy zmianie znaku.

1.4 Stabilnosé

Dysponujac nietrywialnym rozwigzaniem w jakiejs teorii pola z gtadkim potencja-
tem wiadomo dosy¢ doktadnie, jak szukaé przyblizonych rozwigzan bliskich rozwigzaniu
wyjéciowemu ¢. Shuzy do tego procedura linearyzacji. Aby byla ona mozliwa, wyraze-
nie §>S[¢] musi mie¢ sens. W przypadku rozwiazan modelu signum-Gordona, jak wida¢
z dotychczasowych rozwazan, nie jest to wyrazenie dobrze okres§lone w poblizu granicy
obszaru, gdzie rozwigzanie jest nietrywialne, nie wspominajac o obszarze, gdzie pole
ma wartos¢ prozniowa. Dlatego problem ewolucji czasowej zaburzonych rozwigzan jest
wcigz problemem otwartym.

FLatwo mozna opisa¢ propagacje zaburzenia w krotkim okresie czasu, o ile zaburzenie
ma zwarty nosnik i rozmiary duzo mniejsze od rozmiaréw oryginalnego rozwiazania.
Mozna wowczas wykonaé linearyzacje, ktora prawidlowo opisuje ewolucje czasows za-
burzonego rozwigzania. Opis ten zatamuje sie, gdy zaburzenie dociera w okolice brzegu
pierwotnego rozwigzania. Nie jest jasne, co wowczas ma znaczenie, cho¢by w jakosScio-

wym opisie ewolucji.
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1.5 Zespolony model signum-Gordona
Zespolony model signum-Gordona zadany jest przez nastepujaca funkcje Lagrange’a
L= 0,00"d — \|P|, (1.13)

gdzie ® i ® to zespolone pole skalarne i jego zespolone sprzezenie, | - | oznacza modut
liczby zespolonej, A > 0. Wywody dotyczace wyprowadzenia réwnan ruchu i wariacji

dzialania pozostaja w mocy. Réwnania ruchu nalezy przepisa¢ w nastepujacej postaci

0,0'd = —%faza(cb), (1.14)
przy czym
= gdy @
faza(®) =4 1@ gy ®#0 (1.15)
0 gdy ®=0.

Definicje te mozna uzasadni¢ poprzez ponowne odwotlanie sie do pojecia dzialania i

jego wariacji, badZ poprzez przywotanie regularyzacji
|®] = VOP + K2 — K, K> 0. (1.16)

Istotna r6znica miedzy modelem rzeczywistym a zespolonym jest pojawienie sie do-
datkowej symetrii wzgledem zmiany fazy pola. Konsekwencjom tego faktu poswiecony
jest nastepny rozdziat. Wyniki dotyczace symetrii skalowania i trudnosci z pojeciem
stabilnosci w modelu rzeczywistym, w zasadzie bez zmian przenosza si¢ na model z
polem zespolonym.

Po raz pierwszy zespolony model signum-Gordona w jednym wymiarze zostal wpro-
wadzony w pracy [4]. Zaproponowano tam, aby przy jego pomocy opisa¢ przyklejanie
sie struny w trzech wymiarach do linii prostej. W tym modelu modut wartosci pola
odpowiada odleglosci struny od prostej, faza odpowiada katowi pomiedzy polozeniem
struny a pewnym umownym kierunkiem w plaszczyznie prostopaditej do prostej, do
ktorej struna jest przyciggana. Rownocze$nie podano nietrywialne rozwigzania row-

nan pola wychodzac od pewnego samopodobnego Ansatzu.

1.6 Wyniki wlasne

Przedstawione w tej pracy wyniki zostaly zaprezentowane w trzech pracach: |[7],
[8], [9]. Dwie pierwsze prace zostaly napisane wspolnie z prof. H. Arodziem. W [7]
podane zostaly rozwigzania typu Q-ball w zespolonym modelu signum-Gordona. Tres¢
tej pracy przedstawiona zostala, w nieco zmienionej formie, w rozdziale 3. Praca [§|

zawiera wyniki dotyczace rozszerzonego modelu signum-Gordona, w ktorym globalng

7



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

symetrie U(1) zastapiono jej lokalng wersja. Rezultaty uzyskane w tej pracy przed-
stawione sa w rozdziale 5; rozwazania zawarte w dodatku C publikowane sa po raz
pierwszy. Artykut [9] dotyczy zregularyzowanego modelu signum-Gordona i jego zwiaz-
kow z modelem oryginalnym (tak bedziemy czasem okresla¢ zespolony model signum-
Gordona). Wykazano w niej, ze Q-balle w zregularyzowanym modelu istnieja oraz
pokazano, ze z absolutnej stabilnosci Q-balli w modelu zregularyzowanym wynika ab-
solutna stabilnos¢ Q-balli w modelu signum-Gordona. Udatlo sie rowniez dostosowac
dowo6d absolutnej stabilnosci znany dla pewnej klasy modeli w trzech wymiarach prze-
strzennych na potrzeby modelu zregularyzowanego. Te wyniki omoéwione sg czesciowo
w rozdziale |3 oraz w rozdziale|4 i w dodatkach A oraz[B.




Rozdzial 2

Rozwigzania typu Q-ball

Jak juz zostato zasygnalizowane, w zespolonym modelu signum-Gordona pojawia
sie dodatkowa wielko$¢ zachowana - tadunek zwigzany z symetria U(1) obecng w tej
teorii. Ten rozdzial poswiecony jest teorii Q-balli. Sa to rozwigzania pojawiajace sie w
teoriach, w ktorych, obok energii, istnieje jeszcze inna catka ruchu zwigzana 7z symetrig
wewnetrzna (to jest nie sprzegajaca sie ze zmiennymi czasoprzestrzennymi) modelu.
Najpierw wiec przedstawimy ogolne rozwazania matematyczne, pozwalajace sformuto-
wacé odpowiedni Ansatz oraz kilka matematycznych obserwacji dotyczacych uzyskanych
ta droga rozwigzan. Q-balle nalezg do klasy nietopologicznych solitonéw. Sa to bowiem
stabilne rozwigzania, ktorych gestosé energii i tadunku jest dobrze zlokalizowana i nie
zalezy od czasu. Przymiotnik ,nietopologiczne” oznacza, ze ich istnienie i stabilnosé

nie s3 zwigzane z topologicznymi wtasnosciami teorii.

2.1 Rozwigzania typu Q-ball - podstawy matematyczne

Najprostszym przyktadem symetrii wewnetrznej jest globalna symetria U(1) odpo-
wiadajaca zmianie fazy zespolonego pola skalarnego. Na tym przyktadzie oméwimy
matematyczne wlasnodci Q-balli. Rozwazania te przeprowadzimy dla ogolnego lagran-
zianu polowego w postaci

L=09,90"0—-U (9P), (2.1)
gdzie U jest potencjalem polowym. O potencjale zakladamy, ze U(®) > 0 dla kazdego
® i posiada globalne minimum dla ® = 0 (U(0) = 0). Lagranzian ten jest niezmienniczy
wzgledem transformacji Lorentza, wymiar czasoprzestrzeni wynosi n+1. W takiej teorii
na mocy twierdzenia Noether istnieje tadunek @), wielkosé stata dla rozwigzan rownan

ruchu. Jest ona dana wzorem
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W powyzszym wzorze catkuje sie po calej przestrzeni; w kolejnych wzorach w tym roz-
dziale, o ile nie zostanie inaczej podane, catki bez jawnie podanego zakresu catkowania
nalezy rozumie¢ w ten sam sposob. Oprocz tego réwniez energia jest catka ruchu.

Wyraza sie ona nastepujaco
B— / " [0 B0D + 0,50, + U(DP)] . (2.3)

Litery taciniskie : = 1,2, ...n numeruja sktadowe wektoréw w przestrzeni euklidesowe;j.
Uprawnione jest pytanie o rozwigzania minimalizujace energie przy zadanej wartosci ().
Pytanie to postawit Sidney Coleman w pracy [12]. Precyzyjniej rzecz ujmujac zbadamy,
dla jakich warunkéw poczatkowych energia jest najmniejsza przy ustalonym tadunku.
Dla wygody od tej chwili przyjmiemy oznaczenia x, = (t,x). Przez warunki poczat-
kowe rozumiemy podanie przestrzennej konfiguracji pola oraz jego pochodnej czasowej
w chwili t = 0. Pole ® mozna przedstawi¢ w formie F'(¢,x)exp(if(t,x)), gdzie funkcje
F' i 0 sa rzeczywiste. Przy powyzszych oznaczeniach tadunek liczony w chwili ¢t = 0

wyraza sie wzorem
Q= /d"az 0(0,2)F*(0, x), (2.4)

gdzie kropka nad nazwa funkcji oznacza jej pochodng czasowa. Energia zas§ wyraza sie

nastepujaco
B = / dw [(PF? + 2 4 FAV0) + (V) + U(F)] . (2.5)

Podamy teraz sposob, jak majac dane funkcje F'(0,x), 6(0,x) i ich pochodne czasowe,
skonstruowac¢ dane poczatkowe o takiej samej lub nizszej energii. Po pierwsze, zalozenie
F(0,x) = 0 nie zmienia tadunku i pozwala obnizy¢ energie konfiguracji — ktadziemy
F(0,x)=0. Podobnie ma sie rzecz z wyrazem F2(V6(0,x))? i dlatego przyjmujemy, 7e
V6(0,x) = 0. Po drugie, nierownos¢ Schwarza dla funkcji F' i OF pozwala oszacowac

tadunek nastepujaco
Q< /d”x F2/d":c 0*F2. (2.6)

Nier6wno$¢ ta wysyca sie, gdy funkcje F' i OF sa liniowo zalezne, czyli gdy é(O,X) =
const. Wowezas wyraz [ d"x 0°F? ma wartos¢ Q?/ [d"x F? i jest to warto$¢ mini-
malna, jaka ten wyraz moze przyja¢ przy danym tadunku i funkeji (0, x). Oznaczamy
stala é(O,X) przez w. Funkcjonal energii przyjmuje postac
E = @ + /d":c (VE)+U(F)]. (2.7)
[ dra F?
Po trzecie, warto wzia¢ pod uwage twierdzenie o sferycznej zamianie (spherical re-

arrangement, podajemy za [12], [13]). Mowi ono, ze przy ustalonej wartosci calek

10



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

[ d"x F? oraz [ d"x U(F) najmniejsza wartos¢ calka [ d"z (VF)? przyjmuje dla pew-
nej sferycznie symetrycznej, monotonicznie malejace wzdtuz zmiennej radialnej funkc;ji.
Jest to prawda dla n > 2. Minima tego funkcjonalu mozna wyznaczy¢ korzystajac z
rachunku wariacyjnego. Zamiast petnego rownania rézniczkowego z pochodnymi czast-
kowymi wystarczy ograniczy¢ sie wiec do analizy rownania rézniczkowego zwyczajnego

w zmiennej radialnej. Ma ono postaé nastepujaca

n—1 d (w2

F" + Fl=——"— | F*- U(F)) : (2.8)

r dF' \ 2

gdzie ' oznacza rézniczkowanie wzgledem zmiennej r a parametr

Q

w:fal":c}712

(2.9)

w zgodzie z powyzszym wyprowadzeniem. Podstawiajac do rownan ruchu pola mozna
sprawdzi¢, ze ewolucja czasowa dla tak znalezionej konfiguracji poczatkowej dana jest
przez Ansatz

O(t,x) = exp (iwt) F(r). (2.10)

Rozwigzania uzyskane przy pomocy takiego podstawienia nazywamy wtasnie Q-ballami.
Rownanie (2.8) mozna interpretowaé jako newtonowskie rownanie ruchu czastki w po-
tencjalnym polu sil (prawa strona réwnania). Wyraz zawierajacy pierwsza pochodna
interpretuje sie jako zalezne od czasu tarcie - r pelni role czasu. Aby rozwigzanie row-
nania mialo znaczenie w teorii pola, musi spelnia¢ dwa warunki: po pierwsze F' i F’
maja by¢ funkcjami ciggltymi, skad F’(0) = 0. Po drugie interesujace rozwigzanie ma
male¢ do zera, aby calki we wzorach na tadunek i energie byly dobrze okreslone. W
jezyku mechaniki klasycznej oznacza to, ze szukamy takiego potozenia F'(0), z ktorego
swobodnie puszczona czastka (F’(0) = 0) po uplywie nieskonczonego czasu znajduje
sie w pozycji F' = 0. Funkcja F spelniajaca rownanie (2.8) i podane warunki brzegowe
jest czasem nazywana funkcja profilu.

W literaturze czesto spotyka sie wyprowadzenie Ansatzu (2.10) korzystajace z funk-
cjonatu energii dla zadanego tadunku. Funkcjonal ten definiowany jest przy uzyciu
mnoznikow Lagrange’a (zob. np. [16]). Podejscie to uzasadnia podane podstawie-
nie, nie jest jednak pomocne w zbadaniu, czy energia przy danym tadunku posiada
globalne minimum. Do uzyskania odpowiedzi na takie pytanie lepiej nadaje sie funk-
cjonal (2.7). Istnienie konfiguracji odpowiadajacej globalnemu minimum energii przy
danej wartosci tadunku nie jest oczywiste — jak za chwile zobaczymy, w teorii swo-
bodnej taka konfiguracja nie istnieje. Sidney Coleman w pracy [12]| pokazal, ze dla
pewnej klasy potencjalow Q-balle istotnie maja najmniejsza mozliwg energie. W roz-
dziale 4 przedstawimy stosowny dowdd dla konkretnego modelu. Rozwiazania, ktore

maja minimalng energie przy zadanym tadunku, nazywamy absolutnie stabilnymi.
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2.2 Absolutna stabilno$é Q-balli

Ponizej prezentujemy kilka obserwacji dotyczacych Q-balli. Sa one wazne dla do-
wodu absolutnej stabilnosci przedstawionego w rozdziale |4, wydaja sie rowniez intere-
sujace per se. Najpierw sformutujemy warunek konieczny (i jak sie okaze — wystarcza-
jacy) istnienia rozwiazan absolutnie stabilnych.

Punktem wyjscia do dalszej analizy jest wzor (2.7). Zalozymy, 7ze potencjal polowy

(por. (2.1)) spelnia nastepujace warunki

U0) =0, O _g LU0 2

W takim razie mozemy rozbi¢ potencjatl na cze$¢ kwadratowa “2—2F2 i reszte W(F) =
2 . , «, . . . , .
U(F) — & F?. Przy tych oznaczeniach wzor wyjsciowy mozna przepisa¢ w formie
2 I 2 Q?
E[F]= [ d" VF W(F — [ dx F"+ ———. 2.11
F1= [ (R wE) [ el @

Rozwazmy teraz funkcje F powiazana z wyjsciowa funkcja F nastepujaco
F(x) = F(x) + L™ ((d +)/L),
gdzie funkcja g ma zwarty no$nik, d jest wektorem a L jest dodatnig duza liczba.

Modyfikacje taka nazywamy za Colemanem dodawaniem mezonu w nieskoriczonosci.

Odpowiednio dobierajac L i d mozemy roznice
\ 2 .
/ &'z [(VF) +W(F)} _ / d"z [(VF)? + W(F)]

uczyni¢ dowolnie bliska zera. Istotnie, liniowa zamiana zmiennych pozwala uzyskaé
réwnosc

L / d"z (Vg((d+x)/L))* = L2 / d"y (Vg(y))*,

a odpowiedni dobor wektora d pozwala (przy ustalonym L) wartos¢ catki
L~/ /d”x VF(x)Vg((d +x)/L)

uczyni¢ dowolnie mata — d ma tak przesuwac¢ argumenty, aby funkcja g byta niezerowa
w obszarze, w ktorym F' przyjmuje bardzo male wartosci. Zmodyfikowany potencjat
polowy W (F') mozna rozwina¢ w szereg Taylora wokol zera; pierwszy nieznikajacy
wyraz jest rzedu 3. Podobnie jak powyzej pokazuje sie, ze odpowiednio dobierajac

L i d wplyw funkcji g na wartosé¢ catki [d"z W(F) moze by¢ dowolnie maty. W

przypadku catki z F2 poprzednie argumenty prowadza do réwnosci

/d”x F? :/d”x F2—|—/d”:c g*(x),
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gdzie nie ma juz zaleznosci od L i d.
Na tej podstawie mozna podaé¢ warunek konieczny na to, aby w modelu istniaty rozwia-
zania o mninimalnej dopuszczalnej energii przy zadanym tadunku. Aby go sformutowaé
zauwazmy jeszcze, ze suma pojawiajaca sie w wyrazeniu na energie (2.11)
2 2

/’L m 2 Q

— [ d'x F*+ ——— 2.12

2 / [ draF? ( )
ma minimum dla [ d"z F? = v/2|Q|/u, jej minimalna wartos$¢ wynosi v/2|Q|u. Dlatego,
jezeli w powyzszym rozumowaniu wstawi sie ' = 0 (i odpowiednio dobierze sie funkcje

g definiujaca F), to zwiekszajac L mozna otrzymac konfiguracje, dla ktorych
lim E[F] = v24|Q].

To rozumowanie zastosowane do pola swobodnego pokazuje, ze w tym wypadku nie
ma konfiguracji o minimalnej energii przy zadanym tadunku. Fatwo teraz zrozumieé
wspomniany warunek konieczny: aby w modelu istniata konfiguracja absolutnie sta-

bilna przy zadanej wartosci ¥, to musi istnie¢ funkcja F*, dla ktorej
E[F*] < V2ulQ". (2.13)

Spelnienie tego warunku dla tadunku o wartosci |Q*| gwarantuje, ze dla wszystkich
|Q| > |Q*| istnieje konfiguracja spelniajaca te nier6wnosé. Aby sie o tym przekonad,

zauwazmy, ze z warunku (2.13) i istnienia minimum dla wyrazenia (2.12) wynika, ze
/d":c [(VE*)? + W(F)] <o0. (2.14)

W takim razie zamieniajac funkcje F* — F* poprzez dodanie w nieskonczonosci me-
zonu otrzymujemy nastepujacy wzor na energie

2

E[F*] = /d”x [(VE*)? + W(F")] +%/d":c (F** +¢%) + Q*

Jdra(F* + g?)

(2.15)

Jezeli w powyzszym wzorze tadunek ma wartosé |Q| = p [ d*z(F** + ¢%)/v/2 , to na
mocy (2.14) funkcja F* zadaje konfiguracje, ktora speinia warunek (2.13). Zawsze
mozna tak dobra¢ funkcje g, aby |Q*| bylo mniejsze od |Q|. Jak pokazal Coleman w
[12], warunek (2.13) dla szerokiej klasy potencjalow jest rowniez warunkiem wystar-
czajacym, aby istnialy absolutnie stabilne Q-balle. Skoro tak, to w danym modelu
moze istnie¢ tadunek minimalny dopuszczajacy ich istnienie, nie ma za to z pewnoscia
maksymalnej wartosci tadunku, dla ktérej takie rozwigzania mozna znalez¢.

Kolejna obserwacja ogranicza mozliwe wartosci wyrazenia (2.12). Przyjmijmy, ze znamy

funkcje F,,, ktora minimalizuje funkcjonal energii (2.7). Pokazemy, ze

/d":c F2(x) > @

p (2.16)
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Najpierw wykazemy, ze niemozliwe jest, aby [d"z F2(x) < @ Istotnie, jezeli by
tak bylo, to poprzez dodanie mezonu w nieskoriczonosci (zwiekszenie wartosci f d'x F?
bez zmiany () mozna by obnizy¢ wartos¢ wyrazenia (2.12) i, co za tym idzie, war-
tos¢ energii. Dla F), z definicji jest to niemozliwe. Pozostaje wykluczy¢ mozliwosé
[d"z F2(x) = @ W tym celu przeskalowujemy zmienne z — (1 + a)x. Po takiej

zmianie energia skaluje sie wedlug wzoru

E—FE+a ((n —9) /dnx (VE.)? + n/d"x W(Fm)) + o(a). (2.17)

Na mocy zatozenia suma (2.12) jest w minimum, nie modyfikuje wiec wyrazenia na
energie w pierwszym (liniowym) rzedzie. Jezeli F,, istotnie jest w minimum funkcjo-
nalu, wowczas pozostale wyrazy w rzedzie a powinny sie kasowaé, czyli

/d"x (VE,)? = —/dnx W(E,,).

n—2

n

Stad wynika, ze dla n # 2

/d"x (VE,)? > ’/d"w W(E,)|. (2.18)

Na mocy wzoru (2.11) oraz zalozen: E[F,] < v2uQ i [d'z F2(x) = @ mamy
nier6wnosc

/d":zc (VE,)? < '/d"x W(F,)|. (2.19)

Wyrazenie (2.18) jest negacja relacji (2.19), co dowodzi tezy. W przypadku n = 2

znikanie wyrazow rzedu a w wyrazeniu mozliwe jest tylko wtedy, gdy [ d"z W (F,,) = 0.

Jest to jednak niemozliwe na mocy (2.19) dla niezerowego F,,.

2.3 Q-balle w kwantowej teorii pola

Rownanie profilu dla Q-balli (2.8) mozna otrzyma¢ w inny sposob opierajac sie na
pracy R. Rajaramana i E. Weinberga [14]. Artykul ten odpowiada na pytanie o role
klasycznej symetrii U(1) (i innych grup symetrii) na poziomie kwantowym. Problem
jest rozwazany w ramach formalizmu calek po trajektoriach i polowego przyblizenia
WKB. Ponizej zostanie zarysowane przedstawione tam rozumowanie prowadzace row-
niez do réwnania profilu. W oryginalnej pracy rozwazano model w wymiarze 1 + 1,
wynik wydaje si¢ jednak by¢ prawdziwy dla dowolnej liczby wymiaréw przestrzennych.
W formalizmie calek po trajektoriach w kwantowej teorii pola fundamentalna wielko-

Scig jest

Z= /D[@]D[@]eis,
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gdzie dziatanie dane jest wzorem
S = /d"“a; L]0P, 00, D, D],

a lagranzian £ ma postaé¢ jak w (2.1). Pole ® w tym lagranzianie wyrazamy nastepnie
przez ,promien” i  kat™ ®(t,x) = p(t,x)exp(if(t,x)), przy czym przyjmujemy, ze
p > 0. Dla unikniecia trudnosci, ograniczamy sie do rozwazania pola na odcinku (w

zwartej przestrzeni). Nastepnie funkcje 6 wyrazamy w postaci szeregu harmonicznego

0=0b(t)+ > ba(t)e™>.

En#£0

W tych nowych zmiennych calka funkcjonalna jest kwadratowa w zmiennej b i mozna

ja w sposoéb jawny wykona¢. W rezultacie otrzymuje sie efektywny lagranzian

(q + fpzﬁtéd":p>2
(f ppdra)’

gdzie ¢ jest skwantowanym ladunkiem (w jednostkach tadunku jest to liczba natu-

Losr = (@p) = (Vo) + 2 [(até)Q - (vé)Q] —U(p) - (220

ralna) a 6=0— b(t). Innymi stowy, 6 to funkcja kata spelniajaca warunek [ d"x 6= 0.
Nalezy wspomnieé¢, ze ten lagranzian efektywny zostal wyprowadzony przy pewnych
upraszczajacych zalozeniach. Wyprowadzenie bez tych uproszczen jest mozliwe, jed-
nak zdaniem autoréw wynik jest bardziej skomplikowany. Mimo to dalsza dyskusja
pozostaje prawdziwa réowniez w ramach pelnej teorii.

Z otrzymanego L.y mozna wyprowadzi¢ rownania na p i 0. Wstawiajac do tych row-
nati § = 0 pozostaje rownanie na p rownowazne réwnaniu profilu Q-balla dla @) = q.
Tak wiec, w przyblizeniu WKB rozwigzanie typu Q-ball jest analogiczne do statycz-
nego rozwigzania interpolujacego pomiedzy dwoma prozniami w teorii ¢*. Podobnie
jak w tamtym modelu, energie Q-balla mozna traktowac jako dobre oszacowanie ener-
gii pewnych stanoéw obecnych w teorii kwantowej, por. [15]. W przypadku kinku
poprawki kwantowe do masy sa mate dla matlej stalej sprzezenia. Wyznaczenie kwan-
towych poprawek do masy Q-balli jest nietrywialnym zadaniem, w przypadku modelu
signum-Gordona jest to w tym momencie zadanie niewykonalne. Trudno wiec orzec,

cho¢by jakosciowo, jaka jest rola Q-balli w kwantowym modelu signum-Gordona.

2.4 Q-balle w fizyce

Q-ballom poswiecono wiele uwagi w literaturze. Analitycznych rozwigzan istnieje
bardzo niewiele, stad tez liczne opracowania dotyczace przyblizonych wtasnosci rozwia-

zan typu Q-ball. Dobry przeglad tego, co na ten temat zostato ustalone, znajduje sie
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w pracy doktorskiej M. Tsumagari [16]. Zaleta tej pracy jest rowniez kompletny spis
literatury. Wiele sposrod wynikéw dotyczacych Q-balli nie stosuje sie do rozwigzan
tego typu w modelu signum-Gordona ze wzgledu na jego nieanalitycznosé. Jak mozna
sie spodziewaé, cho¢by na podstawie paragrafu 2.2, duza role w analizach Q-balli od-
grywa parametr masowy obecny w teorii. W interesujacym nas modelu ten parametr
nie jest zdefiniowany.

Praca przegladowa z 1992 roku [17] o nietopologicznych solitonach wymienia trzy ob-
szary ich zastosowan: kondensaty bozonowe, model Friedberga-Lee hadronéw i soli-
tonowe modele gwiazd. W ostatnich latach Q-balle odzyskaly popularnosé. Stato sie
tak za sprawa supersymetrycznych teorii. Opisujac poczatki wszech$wiata w ich ra-
mach Q-balle naturalnie pojawiaja sie w wyniku proceséw nieréwnowagowych. Jako
rozwigzania stabilne (cho¢ nawet stabe oddzialywania z innymi polami moga zamieni¢
je 7 konfiguracji absolutnie stabilnej w konfiguracje dtugozyjace, por. [19]) mogty prze-
trwa¢ bardzo dtugo. Dlatego dzi$ sa wymieniane jako kandydaci na ciemng materie.
Pojawiajace sie w tym kontekscie efektywne potencjaly okreslajace samooddzialywanie
pola U(|®]) sa jakosciowo blizsze potencjatowi signum-Gordona niz potencjalom anali-
tycznym. Czesto sg one nieanalityczne w minimum — pojawia sie w nich czlon propor-
cjonalny do ®® In(®®) a dla duzych wartosci pola zachodzi U(|®])/|®|> — 0. Rowniez
na poziomie wynikow istnieje pewne jakosciowe podobienstwo - zaleznosé¢ E(Q) jest

potegowa, por. [18].
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Rozdzial 3

Q-balle w modelu signum-Gordona

W tym rozdziale przedstawimy rozwiazania typu Q-ball w modelu signum-Gordona
w dowolnej liczbie wymiaréw przestrzennych n. Dla n > 1 dosy¢ szczegdétowo oma-
wiamy konstrukcje tych rozwigzan; okaze sie ona istotna w rozdziale 4. Nastep-
nie przedstawiamy bardziej szczegdétowo wlasnoéci Q-balli w wymiarach n = 1,2, 3.
W przypadku n = 2 dyskutujemy pokrotce rozwigzania modelu signum-Gordona, ktore
minimalizuja energie dla zadanego tadunku i momentu pedu a takze powigzanie tego
modelu z modelem znanym w literaturze pod nazwa baby-Skyrme model. Przy omawia-
niu rozwigzan dla n = 3 prezentujemy, obok charakterystyk rozwigzania podstawowego,
rowniez ,wzbudzone” Q-balle.

3.1 Ogoblne rozwigzanie

Wstawiajac Ansatz (2.10) na rozwigzania typu Q-ball do réwnania (1.14) otrzymu-
jemy roéwnanie na funkcje profilu F

-1 A
n F'(r) = Esign(F) — WF, (3.1)

F/I +
T

gdzie funkcja sign(-) jest zdefiniowana wzorem (1.8). Przeskalowanie zmiennej radial-
nej y = wr i funkcji A\f(y) = 2w?F(y/w) pozwala przepisa¢ powyzsze réwnanie w

nastepujacej formie
n—1
1+ Tf’ + f = sign(f). (3.2)

W rownaniu wystepuje symetria zamiany f — —f. Wystarczy wiec ograniczy¢ sie
do badania rozwiazan z f(0) > 0. Roéwnanie to przy ustalonym znaku rozwiazania
jest liniowym réwnaniem niejednorodnym. Ogoélne rozwigzanie takiego problemu to
suma rozwigzania szczegblnego spelniajacego niejednorodne réwnanie i liniowo nie-
zaleznych funkcji spetniajacych réwnanie jednorodne. Wspotezynniki przy rozwiaza-

niach roéwnania jednorodnego dobiera sie tak, aby byty spelnione warunki brzegowe.
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Dla rownania (3.2) z warunkiem f(0) > 0 szczegblne rozwigzanie to funkcja stala
f = +1. Rozwiazanie czesci jednorodnej gdy n > 1 mozna znalezé poprzez podstawie-
nie f(y) = y “R(y), przy czym o = (n — 2)/2 (przypadek n = 1 omoéwimy ponizej).
Roéwnanie na funkcje R jest réwnaniem Bessela rzedu «. Rozwiagzania wyj$ciowego
problemu s wiec powigzane z funkcjami Bessela pierwszego J, i drugiego Y,, rodzaju.
Przyjmujemy, ze dwa liniowo niezalezne rozwiazania u; i us wyjsciowego problemu (3.2)
maja postac:

up =y~ “Jaly), us =y Yaly). (3.3)

Dla y bliskiego zera funkcje te zachowuja sie nastepujaco
up & a—by?, uy ~ cy (3.4)

gdzie a, b i ¢ sa dodatnimi stalymi. W przypadku n = 2 powyzszy wzor zawodzi dla
funkcji ug, zachowuje sie ona dla argumentéw bliskich zera wedlug wzoru: us ~ In(y).
Wartosci obu tych funkcji dla y > 0 oscyluja woko6t zera z malejaca amplituda, w
szczegolnosci |uq(0)| > |ui(y)| dla dowolnego y. Mozna ten fakt uzasadnié nastepu-
jaco: czesé jednorodna rownania (3.2) odpowiada rownaniu oscylatora harmonicznego z
tarciem zaleznym od czasu. JakoSciowo rozwigzania te dobrze reprezentowane sa przez
rozwigzanie dla n = 3, gdzie u;(y) = siny/y i us(y) = cosy/y. Warunkiem brzegowym
dla funkcji profilu jest f'(0) = 0. Dowolne rozwiazanie rownania (3.2) spelniajace ten

warunek oraz majace wybrang warto$¢ w zerze f(0) > 0 ma nastepujaca postaé

f(0)—1

02 (0) u(y) + 1. (3.5)

f+(y) =
Ta funkcja stanowi rozwiazanie réwnania (3.2) na odcinku (0,y;), przy czym y; jest
najmniejszym pierwiastkiem rownania f,(y) = 0. Jezeli f(0) jest dostatecznie male,
f+ jest prawidlowym rozwigzaniem rownania dla wszystkich argumentéw. Wynika to
z konstrukcji f, — ma ona posta¢ przeskalowanej funkcji uq, ktérej wykres przesunieto
o wektor (0,+1). Stad tez wnioskujemy, ze pochodne funkcji u; i f zeruja sie dla tych
samych argumentéw. Oznaczamy przez yo > 0 najmniejszy argument y, dla ktorego
w0 palezy zauwazyé, ze ui(yo) < 0, co widaé¢ chocby z

u1(yo)’
podanej analogii mechanicznej. Przy tych oznaczeniach mozna podaé, kiedy warunek

uy(yo) = 0 oraz fo =1—

f+(y1) = 0 ma rozwiazanie. Drzieje sie tak, gdy f(0) > fo — wowczas fi(yo) < 0. Za-
tem y; < yo i fi(y1) <0. Jezeli f(0) < fo, wowczas nie istnieje punkt y; i fi(y) >0
dla wszystkich nieujemnych argumentéw. Sytuacja komplikuje sie, gdy f(0) = fo.
Wowcezas f(yo) = 01 f'(yo) = 0 a réwnanie traci jednoznacznosé. Dla y > yo dopusz-
czalne sa trzy rozwiazania: £f, oraz rozwiazanie f = 0. Ze wzgledu na kontekst teorii

pola wybieramy te ostatnig mozliwosé. Tak wiec profil Q-balla opisywany jest przez
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nastepujaca funkcje

u1(yo)

fly) = (3.6)

—wW 41 glg oy <y,
dla y > yo.

W ten sposob pokazaliémy, ze w dowolnej liczbie wymiaréw n > 1 w modelu signum-
Gordona Q-balle istnieja. Teraz nalezy zbada¢ globalne charakterystyki tych rozwigzan:
tadunek i energie. Okazuje sie, ze fizycznie cenng informacje mozna otrzymac wyrazajac

wzory na tadunek i energie przez f i y:
A2 Q1 n—1 r2
Q=—m |\ [ Wy ), (3.7)

A2 Qn—l -1 "2 2
B2 (B g e+ ) (35)

W powyzszych wzorach €2, ; oznacza powierzchnie sfery n — 1 - wymiarowej. Za-

uwazmy, ze wyrazenia w nawiasach okraglych sa liczbami nie majacymi istotnego
wplywu na fizyczne wilasciwosci Q-balli. Oznaczymy je odpowiednio przez cg i cg.

Z powyzszych wzoréw wynika zaleznosé

n+2

E = cphits (Q) " (3.9)

€Q

Zwiazek ten nie zalezy od postaci rozwigzan, moze by¢ zastosowany do modelu w jed-
nym wymiarze przestrzennym przy odpowiedniej definicji statych cg i cq. Takiej relacji
pomiedzy energia i tadunkiem mozna sie spodziewaé na podstawie symetrii skalowania.
Zalezno$é (3.9) swiadezy o stabilnosci rozwigzan ze wzgledu na rozpad — energia poje-
dynczego QQ-balla o tadunku () jest mniejsza od energii dwoch Q-balli o tadunkch Q4
i Q2, przy czym |Q1] + |Q2] = |Q]. Wynika to z whasnosci funkcji potegowej: jezeli
x€(0,1),tox* >z gdy 0 <s<1liz®<uzgdys>1. Stad otrzymujemy nieréwnosé
nt2 nt2
n+3 N ‘@ n+3 .
Q

Y

F&
Q

ktora jest rownoznaczna ze stwierdzeniem, ze F(Q1) + E(Q2) > E(Q)

3.1.1 n=1

W jednym wymiarze przestrzennym réwnanie profilu (3.2) redukuje sie do elemen-

tarnego rownania:

e f=1, (3.10)
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gdzie zalozylisémy, ze szukane rozwigzanie jest dodatnie (sign(f) = 1). Rozwiazanie ze

srodkiem ciezkosci w Y mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

0 dla y—Y < —m
fly)=¢ 14+cos(y—Y —7m) dla —m<y—-Y <~ (3.11)
0 dla y—Y >m.

Ladunek i energia dane sa wzorami

Q=32 E=2¢ (3.12)

4w w3

Jak zostalo wspomniane w rozdziale [1, model ten moze opisywaé przyciggajace od-
dzialywanie struny z linig prosta. Powyzsze rozwigzanie ma woéwczas interpretacje
obracajacego sie wokol owej prostej ,garba” o skonczonej szerokosci; na pozostalym
obszarze struna jest przyklejona do przyciagajacej linii.

Na osi rzeczywiste] mozna umieszczaé¢ obok siebie wiele réznych Q-balli. O ile ich
nosniki nie stykaja sie, Q-balle ze soba nie oddzialujg. Interakcje pomiedzy nimi sg
opisywane jako procesy w pelni nieliniowe. W pierwszym odruchu dobrym podej$ciem
do badania oddzialywania wydaje sie rozwigzanie powstate w wyniku umieszczenia
obok siebie dwoch rozwiazan tak, aby sie stykaly (osiagaly warto$¢ préozniowa w tym
samym punkcie - jedno od prawej, drugie od lewej strony). Taka konfiguracja jest
doktadnym rozwigzaniem réwnania Eulera-Lagrange’a. Niestety, opis malego zabu-
rzenia tego rozwigzania nic nie wnosi. Jak wynika z dyskusji w rozdziale [1, liniowa
ewolucja (z uwzglednieniem stalosci tadunku) zwartego zaburzenia na krotka mete jest
dozwolona i sprawdza si¢ wszedzie wewnatrz rozwiazania z wyjatkiem interesujacego

obszaru.

3.1.2 n=2

W tym wypadku interesujace stale wyznaczono numerycznie. Funkcja profilu ma

postaé

Fly) = { o+ 1 dla v = o
0 dla vy < yo,
gdzie yo ~ 3.8317, Jo(yo) =~ —0.4028. FLadunek i energie mozna obliczy¢ majac
cg = 2yd icp = Zyl. Wyrazenia na cg i cg mozna otrzymaé wstawiajac do odpowied-
nich catek zaleznosci wynikajace 7z rownania (3.2) a nastepnie catkujac przez czesci.
W dwoch wymiarach przestrzennych udalo sie uogélnic otrzymane rozwiazania, zob. [6].
Obok tadunku @ i energii £ model signum-Gordona posiada bowiem jeszcze inng wiel-

kos¢ niezmienng w czasie - moment pedu M,

M, — _% /d%(@t@aﬂ) + 0,50,P),
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gdzie @ jest zespolonym polem skalarnym wystepujacym w lagranzianie (1.13) a 6 wspot-
rzedng katowa w plaszczyznie (1, x2). Naturalne jest wiec pytanie o konfiguracje pola,
ktora przy zadanym tadunku ) i momencie pedu M, ma najmniejsza mozliwa energie.
Zagadnienie to mozna sformalizowa¢ wprowadzajac mnozniki Lagrange’a. Problem
sprowadza sie wowczas do minimalizacji funkcjonatu E + \1Q + Ao M., gdzie \; i \s to
wspomiane mnozniki. Blizsza analiza tego funkcjonatu pozwala ograniczy¢ poszukiwa-

nia poprzez wstawienie do rownan ruchu Ansatzu
¢ = exp (iwt) exp (iNO)F(r),

gdzie N jest liczbg naturalng. W ten sposob otrzymuje sie rownanie na funkcje profilu

2
F" + %F’ + (w — %) = %sign(F),

przy czym F’'(0) = 0 a dla N > 0 dodatkowo F'(0) = 0. Jak nalezy oczekiwaé, dla

N = 0 dostajemy wzor (3.1). Analiza r6wnania pozwala uzasadni¢, ze tylko dla N = 1

pojawiaja sie rozwigzania, ktore w sasiedztwie r = 0 przyjmuja niezerowe wartosci.

Pozostale rozwigzania (dla N > 1) maja ksztalt piericienia: funkcja F przyjmuje

nietrywialne wartosci na odcinku (r1,79), przy czym 0 < r; < re. Dzieki symetrii

skalowania mozna wzory na catki ruchu wyrazi¢ nastepujaco

B~ gl(iV)’ QN_gz(N) M, = —NQ,

w w5 Y

gdzie g1 i go sa funkcjami zaleznymi tylko od N. Dla duzych wartosci N zostala

znaleziona przyblizona relacja taczaca trzy catki ruchu
E ~ )\2/5|Mz|1/5|Q|3/5-

Omoéwione powyzej wyniki zostaly wykorzystane w pracy [20] dotyczacej modelu
znanego pod angielska nazwa baby-Skyrme model. Teoria ta opisuje odwzorowanie
7z trojwymiarowej czasoprzestrzeni (dwa wymiary przestrzenne) na pole wektorowe:
trojwymiarowe wektory o ustalonej dlugosci. Aby zapewnié¢ skonczonos$é energii ko-
nieczne jest wybranie prozni, czyli wektora do ktorego daza wartosci pola w nieskon-
czono$ci. Tak wiec teoria ta opisuje odwzorowanie S? — S? (gdzie S? jest dwuwymia-
rowa sfera). Stad wynika nietrywialna struktura topologiczna rozwiazan. Co wiecej,
aby w teorii pojawialy sie stabilne rozwigzania, konieczne jest dodanie do modelu (ar-
bitralnego) potencjatu polowego. Zazwyczaj potencjal ten jest taka funkcja odchylenia
od wektora odniesienia, ze pozostaje w teorii swoboda obrotu wektoréw w ptaszczy-

znie prostopadtej do wektora préozniowego. Ta swoboda powoduje pojawienie sie catki
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ruchu — tadunku innego niz tadunek topologiczny. Przy pomocy projekcji stereogra-
ficznej mozna przepisa¢ lagranzian tej teorii przy uzyciu skalarnego pola zespolonego .
W tym jezyku ma on postaé

" w2 209 72
oy 0, ud"u g (O uoru)® — (0,u)*(0,u) ) |ul

(1 + fuf?)? (1 + Juf?)! V14 [ul?

gdzie # > 01 A > 0 sa parametrami modelu. Ostatni wyraz w powyzszym wzorze

pochodzi od oddziatywania. Wspomniana symetria w tym jezyku odpowiada symetrii
zmiany fazy pola. Jak zauwazaja autorzy cytowanej pracy, przy tym wyborze od-
dzialywania dla p6l o malych amplitudach lagranzian powyzszy dazy do lagranzianu
zespolonego modelu signum-Gordona. Ten fakt pozwala oczekiwaé, ze dla matych
wartosci pola Q-balle sg rozwigzaniami teorii, przynajmniej w sektorze topologicznie
trywialnym. Numeryczna analiza potwierdza to przypuszczenie a jako$ciowe wtasnosci
rozwigzan pozostajg bliskie Q-ballom znanym z modelu signum-Gordona. Najbardziej
znaczacy roznica jest pojawienie sie minimalnej czestosci w, dla ktorej udato sie znalezé

rozwigzania typu Q-ball.

3.1.3 n=3

W trzech wymiarach przestrzennych w; wyraza sie przez funkcje elementarna sin y /y.

W tym wypadku rozwigzanie ma postaé

y sinyo

) = 0 dla y > yo

{ 1 -89 dla y <y (3.13)
gdzie yo ~ 4.4934. Calkowanie pozwala wyznaczy¢ stale cg = 5wy /6 oraz cp = 27y},
Powyzsza funkcja nie jest jedynym rozwigzaniem réownania (3.2). Oprocz niego moz-
liwe sg rozwigzania, ktore zmieniaja znak zanim zostang sklejone z wartoscia prozniowa.
[lo$¢ izolowanych zer dobrze charakteryzuje kolejne rozwigzania. Na rysunku (3.1 wy-
kreslone zostaly trzy przyktadowe funkcje profilu tego typu. Chociaz rozwiazania takie
prezentujemy dla n = 3, pojawiaja si¢ one w dowolnej liczbie wymiarow n > 1. W
rozdziale 5 przedstawimy uogolnienie podstawowych Q-balli w trzech wymiarach prze-

strzennych.

3.2 Stabilno$é¢ Q-balli w modelu signum-Gordona

Wazne miejsce Q-balli w wielu teoriach wynika z ich stabilnosci. Poki co, w mo-
delu signum-Gordona niewiele wiadomo na ten temat: jak pokazano powyzej, rozpad

QQ-balla na mniejsze nie jest energetycznie korzystny. Pojecie liniowej stabilnosci nie ma
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f%(y) ..

..

Rysunek 3.1: Trzy rozwigzania rownania (3.2) w trzech wymiarach przestrzennych o najniz-

szych energiach.

sensu. Pozostaje pytanie o absolutna stabilno$¢. Ponizej przedstawiamy rozumowa-
nie, ktére dowodzi, ze dla zadanego tadunku () nie istnieje inne rozwigzanie o mniejszej
energii od energii pojedynczego Q-balla. Dowod ten jest koncepcyjnie bardzo prosty. Z
drugiej strony, mimo uzycia elementarnych narzedzi matematycznych, jest on w znacz-
nej mierze techniczny i rozlegly. Dlatego tutaj zaprezentujemy jego idee i ostateczny
argument na rzecz absolutnej stabilnosci. Wyniki czastkowe znajduja si¢ w nastepnym
rozdziale i dodatku [B.

Pierwszym krokiem jest rozwazenie Q-balli w zregularyzowanej teorii. Odpowiedni

model, sygnalizowany juz wczesniej, zadany jest lagranzianem
L, = 8,80"D — \ (\/(I)(T) R? - /@> , (3.14)

gdzie A > 0i k> 0. W modelu tym réwniez wystepuja Q-balle. Sa one scharaktery-
zowane w rozdziale 4. Rownanie profilu w takim modelu zalezy od jednego parametru
§ = 2w?k/\, gdzie w pochodzi z Ansatzu (2.10). Wykazemy najpierw, ze w granicy
0 — 0 rozwigzania zregularyzowanego modelu daza do rozwigzan modelu bez regula-
ryzacji (dla tej samej wartosci A i w) w sposéb jednostajny. W tej granicy réwniez
energia i tadunek wyliczone w zregularyzowanym modelu daza do warto$ci znanych z
modelu signum-Gordona. Te fakty uzasadniaja oznaczenie funkcji profilu Q-balli przez
F.(x), przy czym dla k # 0 odpowiada ona Q-ballom w zregularyzowanym modelu
a dla kK = 0 odpowiada rozwigzaniom w oryginalnym modelu. Nastepnie pokazemy,
ze rozwigzania w zregularyzowanym modelu sa absolutnie stabilne. Majac na uwa-
dze te wyniki mozemy teraz wykazaé, ze stabilnos¢ Q-balli w modelu signum-Gordona
wynika ze stabilnosci Q-balli w modelu zregularyzowanym. Zgodnie z wprowadzeniem
(por. rozdzial|2), ograniczamy sie do badania warunkéw poczatkowych w pewnej chwili

czasu. hLadunek ) traktujemy jako ustalony parametr. Energia konfiguracji ' dana
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jest wowczas wzorem (w oryginalnym modelu)

Qz

E., ¢|F] = +——
alF] [ dra F?

+/d":c [(VE)? + \F|] .
Funkcjonatl energii w teorii zregularyzowanej parametrem s ma postac

E.[F] = fdfiiw#d% [(VF)2+)\<\/F27+H2—/<;)}.

Ze wzoru |a| — |b| = (a* — b*)/(|a| + |b]) wynika, ze

|F]
VF2 + k24K +|F|

E, g|F| — E.[F]=2)\c | d"x

czyli
Esc[F] = E.[F] (3.15)

dla kazdej funkcji F' przy ustalonej wartosci tadunku. Oznacza to, ze dla kazdego k > 0

prawdziwe sa nieréwnosci
Es_glFo) > EL[Fo] > EL[Fy]. (3.16)

Teraz mozemy pokaza¢ absolutng stabilno$¢ Q-balli w modelu signum-Gordona przy
zalozeniu absolutnej stabilnoéci QQ-balli w modelu zregularyzowanym i wspomnianej
powyzej zaleznosci E.[F.] — Es_g[Fo] gdy £ — 0. Dowolna funkcja F spelnia naste-
pujacy ciag nierownosci (na podstawie wzoru (3.15) i absolutnej stabilnosci Q-balli w
modelu z regularyzacja)

E,_g|F]| > E.[F] > E.[F,]. (3.17)

Odejmujac w powyzszych nieréwnosciach Fy_g[Fp] od kazdego wyrazu otrzymujemy
Es_g|F) — Es_g[Fo] > EL[Fy] — Es_g[Fo). (3.18)

Na podstawie (3.16) wiadomo, 7ze wyraz po prawej stronie tej nieréwno$ci jest nie-
dodatni. Powyzsza relacja (3.18) jest prawdziwa dla dowolnej warto$ci parametru k,
dlatego modut réznicy po prawej stronie znaku réwnosci moze byé dowolnie bliski zera.

Uzasadnia to ostatecznie szukang relacje
Es_g|F)| — Es_g[Fy] > 0. (3.19)

Pozostaje wykazaé, ze w modelu zregularyzowanym Q-balle istniejg i sa absolutnie sta-
bilne oraz uzasadni¢ relacje E.[F.] — FE,_g[Fy]. Dwa pierwsze zagadnienia oméwione

sa w kolejnym rozdziale, ostatnie w dodatku [B.
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Rozdzial 4

Zregularyzowany model signum-Gordona

W tym rozdziale zostang przedstawione wyniki, w duzej czesci numeryczne, doty-
czace zregularyzowanego modelu signum-Gordona. Wiekszos$¢é z nich zostata juz za-
sygnalizowana w ostatnim paragrafie poprzedniego rozdziatu. Prezentowane ustalenia
analityczne w zasadzie nie zaleza od wymiaru przestrzeni. Wyjatkiem jest dowod ab-
solutnej stabilnosci, ktory zostal przeprowadzony w trzech wymiarach przestrzennych.

Obliczenia numeryczne ilustrujace Q-balle dotycza réwniez przypadku n = 3.

4.1 Q-balle w zregularyzowanym modelu

Jak juz wspominali$my, zregularyzowany model signum-Gordona zadany jest la-
granzianem

L, =0,90"® — A\(V PP + K2 — k). (4.1)

Wstawienie Ansatzu (2.10) do réwnania Eulera-Lagrange’a, przeskalowanie zmiennej

radialnej y = wr i funkcji 2w*F(y/w) = Afs(y) prowadzi do réwnania

noly g di (4.2)

y Vo2 + fZ

gdzie 6 = 2w?k /). Interesujace nas rozwiazania maja wszedzie ciaglta pochodna (wiec

"
s T

f4(0) = 0) oraz skoniczony tadunek i energie, skad fs(co) = 0. Rozwiazanie spelnia-
jace te warunki oznaczamy przez f(g. W ramach analogii mechanicznej patrzymy na to
rownanie jak na réownanie Newtona dla czastki w potencjale %f(? — \/ng + 4. Na
czastke te dziala rowniez sita tarcia zalezna od czasu. Potencjal ma dwa symetryczne
minima dla 0 < 6 < 1: f = +v/1 — 62 i jedno lokalne maksimum dla f = 0. Gdy § > 1
potencjal posiada jedno globalne minimum dla f = 0. Niemozliwe jest wowczas skon-
struowanie rozwigzania nieoscylujacego w nieskorniczonoéci - zlinearyzowane rownanie
wokot takiego pojedynczego minimum odpowiada jednorodnej czesci rownania (3.2).

Tak wiec asymptotyczne zachowanie rozwiagzan dane jest przez kombinacje funkcji u,
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i us zdefiniowanych w poprzednim rozdziale. Takie rozwigzania asymptotyczne sa nie-
catkowalne, co wida¢ choé¢by na przykladzie n = 3 - odpowiednie rozwiagzanie jest
proporcjonalne do funkcji F,, = sin(r + ro)/r dla pewnego ro. Calka [ dr r*FZ,
gdzie R > 0, nie istnieje.

W przypadku n > 1 analogia mechaniczna prowadzi do heurystycznego argumentu na
rzecz istnienia poszukiwanych rozwigzan. Zakladajac, ze 0 < § < 1, jesteSmy w stanie
tak dobra¢ wartos¢ f5(0), ze czastka startujac z zerowa predkoscia (f;(0) = 0) nie zdota
pokona¢ bariery lokalnego maksimum i przez nieskoniczony czas bedzie oscylowaé¢ wokot
jednego z symetrycznych miniméw potencjatu. Z drugiej strony mozna znalezé takie
f(0), ze czastka pokona bariere potencjatu wokot f = 0 i przejdzie do drugiego ,dotka”
potencjalu. Stad wnioskujemy, ze istnieje f(0) dzielace te dwie rodziny rozwiazan. Dla
takiego rozwiazania f(oco) = 0. To rozwiazanie jest funkcja profilu Q-balla.
Zauwazmy, ze dla n = 1 analogia mechaniczna ma wigksza warto$¢: pozwala podac
doktadng posta¢ rozwigzania. W tym wypadku czastka porusza sie bez tarcia. Stad

otrzymujemy, ze energia mechaniczna

1 1
Emech: 5fl2+§f2+5_ V f2+52
jest catka rownania (4.2). Szukane rozwiazanie (funkcje profilu Q-balla) otrzymujemy
wstawiajac Fecn = 0. To prowadzi do niejawnej postaci rozwigzania
1[5 dz

Przypadek ten pozostawiamy jednak na marginesie rozwazan. Dla n = 2 nie dysponu-

jemy zadnym twierdzeniem uzasadniajacym istnienie rozwigzan typu Q-ball, dlatego
jestedmy zdani na podana powyzej heureze. Dla n > 3 istnienie poszukiwanych roz-
wiazan jest zagwarantowane na mocy twierdzenia wykazanego w [13]|. Twierdzenie to

moéwi, ze jesli V' spelnia pewne warunki, to rownanie na funkcje rzeczywistg

dv ()
dy

ma jedno, sferycznie symetryczne, monotonicznie malejace (w kierunku zmiennej ra-

Adp = (4.3)

dialnej) i znikajace w nieskonczonosci rozwigzanie rozne od rozwigzania ¢p = 0. Co

wiecej, wartos¢ calki
[ a2+ v

dla tego rozwigzania jest rowna lub mniejsza od wartosci tej catki policzonej dla ja-
kiejkolwiek innej znikajacej w nieskoniczonosci funkeji. Rownos$é moze zajsé¢ tylko dla
funkcji sferycznie symetrycznych i monotonicznie malejacych. Twierdzenie to zostato

wykazane przy zalozeniu, ze
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V(1) jest funkcja ciagla i rozniczkowalna;

V(0) = dV(0)/dy = 0;

istnieje takie 1o, ze V(1) < 0;

istnieja dodatnie liczby a, b, o i (3, takie ze « < < 2n/(n — 2) oraz

V > aly|* —bly|’.

Zauwazmy, ze rOwnanie (4.2) mozna zapisa¢ w formie (4.3) przyjmujac, ze

Vi = (VR -s) - 58 (4.4

Potencjal ten w sposéb oczywisty spelnia pierwsze trzy warunki konieczne do zasto-
sowania powyzszego twierdzenia. Spelnienie ostatniego warunku jest rowniez mozliwe,
przynajmniej dla n = 3,4, 5 (patrz dodatek |[A); wskazanie odpowiednich statych dla
wiekszej liczby wymiaréw wydaje sie kwestig techniczng. Tak wiec istnienie rozwigzan
typu Q-ball mamy zagwarantowane dla n = 3,4,5 dla oddzialywan typu VOD + k2.

Zanim zostang zaprezentowane wyniki numeryczne dotyczace Q-balli w trzech wymia-
rach, przedstawimy jeszcze prosty wniosek z rownania (4.2). Rownanie to zlinearyzo-

wane wokol rozwiazania f5(0) = 0 ma posta¢

n—1
Y

5+ fi= (0 =1fs=0.

Rozwigzania tego réwnania znikajace w nieskoniczono$ci wyrazaja sie poprzez zmody-
fikowane funkcje Bessla: y'~"/2K, 5 1(v/6~1 — 1y). To oznacza, ze daleko od centrum
funkcje profilu Q-balli zanikaja jak y—"/2e=V9'~1v_ Dlatego oczekujemy, ze nie tylko
catka [ dy y"'f? jest wykonalna, ale i catka [ dy y™ ' fs jest skoiiczona.

4.2 Wyniki numeryczne dla n =3

Rysunek 4.1 przedstawia funkcje profilu otrzymane z numerycznego catkowania
rownania (4.2) w trzech wymiarach przestrzennych dla réznych wartosci parametru 9.
Dla poréwnania wykreslono rowniez rozwigzanie znane z oryginalnego modelu signum-
Gordona (oznaczone przez 6 = 0). Wykres ten pokazuje jasno, ze Q-balle w modelach
signum-Gordona zregularyzowanym i oryginalnym sa ze soba zwigzane.

Z punktu widzenia fizyki ciekawe sa zaleznosci pomiedzy globalnymi wielkosciami
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fa()’)

0 1 2 3 4 5 y

Rysunek 4.1: Funkcje profilu dla r6znych wartosci parametru §. Rozwiazanie znane z modelu

signum-Gordona jest zaznaczone jako § = 0.

charakteryzujacymi rozwiazania: tadunkiem, energiag i parametrem ¢§. Fadunek @ i

energie £ mozna wyrazi¢ nastepujaco

0= (%) [ ar= L (45)

B— % (%“)5/2 /OOO dr 72 {}2 b2 (W—é)} _ <25/>;/2E(5). (4.6)

Q oraz E sg funkcjami tylko parametru . Powyzsze wzory sa uzyteczne do charakte-

rystyki Q-balli w danej teorii: zadane A i x, zmienne w. Relacja E(Q) jest pokazana na
wykresie 4.2. Jak wida¢, w teorii pojawia sie tadunek minimalny, dla ktorego mozna
znalez¢ rozwigzanie typu Q-ball. Rozwigzanie to ma roéwniez najmniejsza energie. Ta-
blica 4.1 pokazuje, ze rozwigzanie to pojawia sie dla ¢ ~ 0.96. Istnienie minimalnego
tadunku jest typowe w teoriach pola masywnego. Oczywiécie absolutnie stabilne moga
by¢ rozwiazania odpowiadajace dolnej galezi relacji na E(Q) (por. wykres 4.2).
Zregularyzowany model odtwarza w granicy § — 0 (czyli w — 0, duze wartosci
tadunku i energii) wlasnosci oryginalnego modelu signum-Gordona. Przekonuje o tym
wykres|4.3. Na wykresie tym zestawiona jest zalezno$¢ znana z modelu signum-Gordona
ESG(QSG) z danymi z numeryki. Aby poréwnaé¢ otrzymane wyniki nalezy tadunek i
energie policzone dla modelu signum-Gordona wyrazi¢ w jednostkach wtasciwych dla

modelu z regularyzacja. W tym celu definiujemy
Q.. =\N2:)Que i E=VA2:)Eq

gdzie Qs¢ 1 Esg dane sa odpowiednio wzorami (3.7) i (3.8), oznaczenie sG zostalo

dodane w tym rozdziale, aby unikna¢ niejasnosci. Relacja E . (Q G) dla oryginalnego

—S

28



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

E
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1000 |
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Rysunek 4.2: Relacja E(Q) dla zregularyzowanego modelu signum-Gordona. Dla zadanego
tadunku (wiekszego od tadunku minimalnego) istnieja dwa rézne Q-balle, co powoduje po-
wstanie szpica na wykresie. Strzalki pokazuja kierunek zmiany parametru ¢ wzdluz linii

rozwiazan.

modelu ma postaé
E.=cpcg"" Q)" (4.7)

gdzie cg i cg zostaly wyznaczone w rozdziale 3. Dla kompletnodci odnotujmy, ze
w przypadku Q-balli w zregularyzowanym modelu signum-Gordona oprocz absolutne;j
stabilno$ci mozna mowié o stabilnosci ze wzgledu na rozpad Q-balla na mniejsze z
zachowaniem tadunku i o liniowej stabilnosci (nie ma problemu z druga pochodna
wariacyjng z funkcjonatlu energii czy dzialania). Jest dosy¢ zaskakujacym faktem, ze
w obu wypadkach warunek stabilnogci ma posta¢ (zob. [16], [17])

Rozwiazania z dolnej galezi spelniaja ten warunek, gdyz w ~ v/6. Warunek konieczny

na absolutna stabilno$¢ rozwiazan (rozdzial 2) mozna wyrazi¢ nastepujaco
20 > E.

Dane numeryczne wskazuja, ze warunek ten jest spelniony dla rozwigzan przy 6 < 0.91
(dolna galaz!). Tak wiec rozwigzania z 6 > 0.91 nie sa absolutnie stabilne. Jako
ciekawostke odnotowujemy, ze rozwigzania z gornej gatezi w przyblizeniu spetniaja
powyzsza relacje.

W tabeli 4.1 podano dane dla kilku przyktadowych numerycznych rozwiagzan.

W kolejnych paragrafach bedziemy zainteresowani badaniem, co sie dzieje gdy § — 0

W nieco innym sensie niz powyzej, a mianowicie, gdy x — 0 a w i A sg ustalone. Do
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Rysunek 4.3: Punkty pochodzg z numerycznych rozwigzan modelu signum-Gordona. Linia

ciagla ilustruje zaleznosé (4.7). Jak wida¢, zgodnosé jest bardzo dobra.

(4.6) przepisa¢ w dowolnej liczbie wymiarow

(3:8)

N [ A2
Q= s (T/o s ) dr = wn+3CQ(5)

A2 Qn— o r P A A2
E:wn+2( 41/0 d’r'rQ[(§2+f52+2(\/f52+52—5>]):wn+26E(5).

Ten zapis uwydatnia podobienstwo teorii z regularyzacja i bez niej. Relacje F(Q) w

dalszych badan wygodnie jest wzory (4.5) i
i

w postaci analogicznej do wzoréw (3.7)

oraz

zregularyzowanym modelu mozna zapisa¢ podobnie jak relacje (3.9)

n+2

cQ(a)) " (4.8)

Zaleznosc¢ cE(5)cé5/6(5) dla modelu w trzech wymiarach przedstawiona jest na wykre-
sie [4.4.

E = cp(d)ris (

4.3 Granica 6 — 0 a model signum-Gordona

W dodatku B znajduje sie dowod faktu, ze funkcja profilu Q-balla w zregulary-
zowanym modelu jest tym blizsza funkcji profilu Q-balla w oryginalnym modelu, im
mniejszy jest parametr regularyzacji. Scisle rzecz ujmujac wykazano, ze f(g jest jed-
nostajnie zbiezna do f gdy 6 — 0. Na poziomie globalnych charakterystyk rowniez
uprawnione jest przejscie graniczne, to znaczy, dla ustalonych parametréow w i A gra-

nica k — 0 dla wielkosci E(k) i Q(k) istnieje i jest rowna odpowiednim wyrazeniom
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0 f5(0) Q E
0.9999 | 0.0613 | 947.16 | 1894.41
0.999 | 0.1928 | 306.32 | 612.95

0.99 | 0.5844 | 117.44 | 235.75
0.97 | 0.9629 | 93.62 188.49
0.96 | 1.0948 | 92.62 186.53
0.95 1.2094 | 93.59 188.43
0.8 2.2862 | 179.77 | 348.21
0.7 2.7938 | 309.38 | 571.87
0.38 | 4.1318 | 2882.26 | 4101.18
0.1 5.1988 | 213385 | 160261

Tablica 4.1: Dane numeryczne wybranych rozwigzan.

4.5 . s

Rysunek 4.4: Zalezno$¢ energii od parametru § przy ustalonym tadunku w trzech wymiarach
przestrzennych, por. wzor (4.8). Warto§¢ znana z modelu signum-Gordona — ok. 5.97 —

zaznaczona jest przez pozioma prosta.

w modelu signum-Gordona.

Przedstawiony dowdd jest w duzej mierze techniczny. Przebiega w kilku etapach. Wy-
korzystuje on fakt, ze rownanie na réznice pomiedzy pewnym rozwigzaniem roéwnania
z modelu signum-Gordona i pewnym rozwigzaniem réwnania w zregularyzowanym mo-
delu jest niejednorodnym réwnaniem liniowym. W takim razie jest to rGwnanie rozwia-
zywalne przy pomocy odpowiednich funkcji Greena. Szacujac to rozwigzanie mozna
pokaza¢, ze wartos¢ f5(0) dazy do fo (oznaczenie z paragraful3.1) gdy 6 — 0. Fakt ten
jest kluczowy przy dowodzie zbieznoéci jednostajnej.

Zbiezno$¢ jednostajna pociaga za soba zbiezno$¢ calek w skoriczonym obszarze; nie
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przenosi sie automatycznie na zbiezno$¢ calek w nieskonczonej objetosci. Tak wiec
pokazanie, ze w omawianej granicy tadunek i energia sg zbiezne do wartoéci znanych z
modelu bez regularyzacji wymaga oddzielnego uzasadnienia.

Skoro funkcje profilu w obu modelach sg sobie bliskie, mozna wykorzysta¢ znane funk-
cje f do konstrukcji przyblizonych rozwigzan w modelu zregularyzowanym. Propozycja
procedury, ktéra to umozliwia oraz jej poréwnanie z rozwigzaniami numerycznymi sa

tematem nastepnego paragrafu.

4.4 Konstrukcja przyblizonych rozwigzan

Punktem wyj$cia do rozwazan jest wzor (B.15) zapisany w postaci

A~

F) = st = [ G915 (39) ds-+ Aui(o),

gdzie GG jest odpowiednig funkcjg Greena a go(f(;) pewng funkcja zalezna od § (por. do-
datekB). Rozwiagzanie powyzsze obowigzuje na odcinku (0, o). Przyblizenie polega na
zastapieniu <p(f5) przez @(f) Stala A jest w tym momencie wolnym parametrem, kto-
rego wartos$¢ zostanie ustalona potem. Dla y > yy mozemy postuzy¢ sie rozwigzaniem
rownania (4.2) obowiazujacym dla malych wartosci fs, czyli tam, gdzie rozwiniecie
VOr+ f2 =08+ f2671/2+ ... jest dobrym przyblizeniem. Rozwiazanie to ma postaé
(w trzech wymiarach) fs = By le ¥V 0/(1=9) " gdzie stala B jest wolnym parametrem.
Parametr ten mozna wyznaczy¢ z warunku ciggtosci pochodnych w punkcie sklejania,

czyli w yq

1
Yo . exp —/5 — ly /
/ dG(y78)sn1(p<f(S)>d8:—B 9 0 1_1+i ;
0 dy Yo d Yo

zaleznosé od A nie pojawia sie, gdyz ) (yo) = 0. Teraz mozemy wyznaczy¢ wartosé¢ A.

Aby nowa funkcja byta ciggta potrzeba, zeby

A= —;0) /Oy0 il 4Gy, s) +G(y,s)| s" o (f(s)) ds.

uy (Y Yo /%_1+1 dy

Caltkowanie w powyzszych wzorach jest trudne (o ile w ogole wykonalne analitycznie).
Ponizej poréwnujemy 7 = f— ﬁ; uzyskane z rozwigzan numerycznych i numerycznego
catkowania powyzszych wzoréw. Jak widaé (por. rysunki [4.5 il4.6), zgodnos¢ jest

catkiem dobra nawet dla duzych wartoéci parametru ¢.
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A

Rysunek 4.5: Funkcja 7 = f— f5 dla 6 = 0.8, linia ciagta odzwierciedla doktadna réznice (z

numeryki), linia przerywana wynika z przedstawionego przyblizenia.

Ay)
0.5 ...

0.4 F

0.3

Rysunek 4.6: Funkcja n = f - f5 dla 9 = 0.1, linia ciaggla odzwierciedla doktadna réznice,

linia przerywana - przyblizenie.

4.5 Stabilnosé

Wykazemy teraz, ze rozwiagzania typu Q-ball sa w trzech wymiarach przestrzen-
nych absolutnie stabilne — przy zadanym tadunku maja najmniejsza mozliwg energie.
Przedstawiony dowod jest prosta adaptacja dowodu podanego przez S. Colemana dla
pewnej klasy potencjatow. Konieczne r6znice maja charakter techniczny.

W rozdziale 2 argumentowali$émy, ze w celu znalezienia minimum funkcjonatu energii

wystarczy ograniczy¢ sie do badania funkcjonatu

Eg = /R?) &z [(VF)? + U(F)] + %. (4.9)
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Roéwnanie na funkcje profilu, ktore dostaje sie poprzez wariacje powyzszego funkcjo-
nalu, wyznacza jego punkt stacjonarny. Nie jest jednak pewne, czy jest to globalne
minimum. Nie jest nawet pewne, czy takie globalne minimum istnieje. S. Coleman
dowiodl, ze jezeli potencjal polowy U(F') spehia cztery warunki, to Q-balle dla n = 3

sa rozwiagzaniami absolutnie stabilnymi. Te warunki to:
e U(0) >0, przy czym tylko dla F' = 0 zachodzi rownosé;
e U jest dwukrotnie rézniczkowalne, dU(0)/dF = 0 i d*U(0)/dF? = p?;
e funkcja U(F')/F? ma minimum dla pewnego Fy # 0;
e istnieja trzy dodatnie liczby a, b, ¢, przy czym c > 2, takie ze

%,fF? _ U(F) < min(a, b|F|%). (4.10)
Jak wida¢ zregularyzowany potencjal signum-Gordona nie spetnia dwoch ostatnich wa-
runkow. Mozna argumentowad, ze warunek trzeci jest spelniony przez Fy = co. Wa-
runek ten w oryginalnej pracy gwarantuje spetnienie warunku koniecznego stabilnosci
Q-balli (patrz rozdziat 2.2). W zregularyzowanym modelu signum-Gordona warunek
konieczny jest spelniony na mocy relacji F(Q), ktora dla duzych wartosci @ odtwarza
relacje z modelu bez regularyzacji £ ~ Q%. Stad wynika, ze dla dostatecznie duzej
wartoéci @ spetniony jest warunek v/2u|Q| > E.

Dla wygody wprowadzamy oznaczenia

I[F]:/ d*x F?,
R3

K[F] = /R d*z (VF)?,
VI[F] :/Rgd% U(F) :A/Rgd% (M—/{),

1
WIF] = UIF] - 31[F),
gdzie u* = \/k. Ostatnia wielko$¢ spetnia nastepujaca zaleznosé

12

WIFl = =% |,

&z U*(F). (4.11)

Tak wiec, W[F] przyjmuje ujemne wartosci dla dowolnego F' # 0. Funkcjonal energii
wygodnie jest zapisa¢ na dwa sposoby. Pierwszy z nich dany jest przez wzor (4.9),

drugi za$§ ma postac

2 2
Bo—K+riw+

5 - (4.12)
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Rozwazmy ciag funkcji {F;}2,, gdzie lim; o Eg[F;] = infE. Istnienie takiego
ciggu wynika z definicji infimum. Na mocy argumentéw z rozdzialu 2.2 mozemy przy-
ja¢, ze F; jest funkcja dodatnia, sferycznie symetryczna i monotonicznie (to jest wzdtuz
zmiennej radialnej) malejaca do zera. K jest dodatnia wielko$cia ograniczona od gory
przez energie. Tak wiec z K[F;| mozna wybra¢ podciag zbiezny. Podobnie dla V. Je-
zeli E, K 1V sa zbiezne, rowniez I i W maja granice. Wartosci graniczne bedziemy

zaznaczaé tylda, np.

K = lim K[F)).
Co wiecej, mozemy wybra¢ taki podcigg funkcyjny, ze wielkosci F, K, V i W sa jed-
nocze$nie jednostajnie ograniczone. Zaktadamy, ze zostalto to zrobione.
Wygodnie jest wprowadzi¢ funkcje f;(r) = rF;(r), gdzie r jest wspolrzedna radialna.
Bez dodatkowych zalozen mozna pokazaé, ze funkcje f; tworza ciag funkcji ograniczo-

nych i jednostajnie zbieznych. Najpierw zauwazmy, ze

1F)=tn [ dr
0

oraz

fo %) = [ erw s rwy = [Car erey el

czyli
oo N 2
K[E]z47r/ dr (d—fz) )
0 dr

Nier6wno$¢ Schwarza pozwala pokaza¢ ograniczonosé funkeji f;

1 [~ df; 1
i) =5 [ ar' 5 < - VIFIRTE) (113)

i fakt, ze sa one réwnociagte

) = i) = | [ | < Ll =] (414

Tak wiec, na mocy twierdzenia Ascoliego, istnieje podciag { f;} punktowo zbiezny wsze-

dzie i jednostajnie zbiezny na dowolnym odcinku. Stad wynika to samo dla funkcji { F;},
z wyjatkiem r = 0. Granice funkcji F; oznaczamy przez F. Teraz trzeba pokazac, ze
Eq|F] = E.

K definiuje przestrzen Hilberta, w ktorej F; tworza ograniczona rodzine wektorow.
Taka rodzina ma zawsze podciag zbiezny stabo do pewnego elementu tej przestrzeni.

Norma granicy zbieznego stabo ciaggu jest mniejsza lub réwna granicy norm, czyli

K[F|<K. (4.15)
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Podobnie,

IF <1 (4.16)
Rozwazmy warto$¢ W na odcinku (r_,ry), gdzie 0 < r_ < r,. Biorac pod uwage defi-
nicje W, relacje (4.11) i (4.13) oraz oszacowanie 0 < U(F') < |F| (por. wyprowadzenie

nier6wnosci |3.15) zauwazamy, ze

27 27 2

- 2I12( ) < - 2y <« 2 ‘ ‘
[y < S [ ange) < 2 VRIRITR)

tudziez

2 oo 2
2t / dr r*U?(F;) < 27;'u

2
A2

0 2 .
/ dr 2 EU(F) < 5% iy
Ty 2)\T+

Tak wiec przez odpowiedni dob6r r» i r, mozna zmniejszy¢ wktad spoza odcinka
(r_,r4) do dowolnie matej wielkosci. Na tym odcinku F; sa jednostajnie zbiezne do

F, skad wynika, ze

lim W[F;| = W[F].
Na koniec pokazemy, ze I = I[F]. Przypusémy, ze I[F] < I. Woéwczas poprzez
dodanie mezonu w nieskoniczono$ci mozemy skonstruowaé¢ nows funkcje I’ taka, ze

W[F'] = WI[F], K[F'] = K[F] i I[F'] gdziekolwiek pomiedzy I[F] a I. Z (2.16)

wynika, ze

[ >@.

I>1I[F
L
To oznacza, 7e
Q@ o, Q-
+ —IF'| < — + —1|F]|.

Poréwnanie z relacja (4.12) pokazuje, ze jest to sprzecznosé z Eg[F'] < E. W takim
razie istotnie [ = I[F).

Zbierajac wzory (4.12) oraz (4.15) i dodajac do tego ostatni wynik, mozemy napisa¢
Eo|F] < E. 7 definicji infimum nier6wno$é ostra jest niemozliwa. Tak wiec E[F] = E.
Majac pewnos$é co do istnienia globalnego minimum funkcjonatu, mozemy go szukaé

rozwigzujac rownanie
0EqQ[F]
oF
odpowiadajace rownaniu profilu dla Q-balli.

=0,
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Rozdzial 5

Nieliniowa skalarna elektrodynamika

W poprzednich rozdziatach przedstawiono rozwigzania typu Q-ball w dowolnej licz-
bie wymiaréw. Dla n = 3 wykazano ich stabilno$¢é. Naturalnym uogolnieniem przed-

stawionego modelu jest zastapienie globalnej symetrii przez symetrie lokalng
d — (I)eia(x)’

gdzie « jest funkcja rzeczywista. Zazadanie takiej symetrii wymaga wprowadzenia pola
cechowania A,. Wowczas, jak zobaczymy, globalne Q-balle sa dla matych wartosci ta-
dunku dobrym przyblizonym rozwiazaniem. Pojawienie si¢ pola cechowania umozliwia
roOwniez istnienie jako$ciowo nowych rozwigzan.

Po raz pierwszy ponizej zaprezentowany Ansatz (5.5) — punkt wyjscia do dalszej ana-
lizy — zostal przedyskutowany w pracy [21]. W literaturze mozna znalez¢ analogiczne

Ansatze rowniez dla teorii z nieabelowymi polami cechowania [13], [22].

5.1 Model, Ansatz, r6wnania

W tym rozdziale oméwimy pewne rozwigzania w teorii zadanej przez lagranzian
1 .. S
L= —ZF“ F. + D, D"® — \|®|, (5.1)

gdzie D* = Q" 4 igA* jest pochodna kowariantng, D* jej zespolonym sprzezeniem,
A* polem cechowania a F,, = d,A, — 0,A, tensorem antysymetrycznym, ¢ jest la-
dunkiem elektrycznym, A > 0. Skoncentrujemy sie na modelu w trzech wymiarach
przestrzennych (n = 3).

Swoboda w doborze fazy pola prowadzi do wielkosci zachowane]
Q= iq/ (®P — D PP) — 2¢° AgPD. (5.2)
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W tym wypadku nie znamy tak eleganckiego rozumowania, jak w przypadku symetrii
globalnej, ktore pozwalaloby ab initio wyprowadzi¢ Ansatz na rozwigzania typu Q-ball.
Niemniej mozna przyja¢ zalozenia, ktoére fizycznie wydaja sie sensowne. Tak wiec
szukamy rozwigzania sferycznie symetrycznego z gestoscig tadunku niezalezna od czasu.
Dzieki temu zawezamy poszukiwania do elektrostatyki.

Ogolne réwnania dla pola cechowania wyrazaja prawo zachowania tadunku
QM = iq (PO"P — 0"PP) — 2¢° A" DD, (5.3)
za$ rownania Eulera-Lagrange’a dla pola skalarnego maja postac
A
D,D'd = —afaza(q)), (5.4)
gdzie funkcja faza(-) dana jest wzorem (1.15). Do tych rownan wstawiamy Ansatz
B(t,x) = F(r)e, A=0, Ay=A(r), (5.5)

przy czym F' i Ay to funkcje rzeczywiste, w € R jest stala. Powyzsze podstawienie

prowadzi do uktadu réwnan
AAg = 2q(w + qAg) F? (5.6)
oraz \
AF + (w+ qAp)*F = 5sz’gn(F). (5.7)

Analiza tych rownan rézniczkowych jest trudna, nie udalo sie znalez¢ fizycznie zna-
czacych rozwigzan analitycznych. Dla jej ulatwienia przepiszemy powyzszy uktad w

nowych zmiennych:

B=2 G=3F, B=uw+qA,

Roéwnania pola przybieraja teraz postac

B" = —%B’ + BG? (5.8)
oraz 5
G" + ;G’ = —GB* + Bsign(Q). (5.9)

Parametr § réwniez mozna wyrugowaé z rownan za pomoca przeskalowania
B(r) — BAB(8r), Glr) — BG(6r), r— /oy,

Z tego wrzgledu kladziemy g = 1. W kontekscie teorii pola istotne sa rozwiazania

ciagle, wiec G'(0) = B’(0) = 0. Powyzsze rownania maja symetrie zamiany B — —B
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i (niezaleznie) G — —G. Dlatego mozemy zalozy¢, ze B(0) > 01 G(0) > 0. W tej

notacji wzory na tadunek () i energie E przyjmuja postac

I 4
Q= —”/ dr 1 B*G = —Q, (5.10)
q Jo q —
) 1 B 2
E:/ dx [g(VAO)2+V(I>V<I>+|D0(I>|2+)\|<I>| = q—fﬂ (5.11)
0
gdzie

E:/ dr v [B? + G” + B*G? + B|G]] ; (5.12)

0

zgodnie z podanymi powyzej argumentami przyjmujemy dalej, ze § = 1. Fizyczne
rozwigzania rownan (5.9) i (5.8) maja skoriczong energie i fadunek.
Rownanie (5.8) mozemy przepisa¢ w nastepujacej formie
1 T
B = [ B ) (5.13)
0
skad wnioskujemy, ze jezeli B(0) > 0, wowczas B jest funkcja rosnaca na calej potosi
r > 0, czyli B(r) > 0 dla dowolnej wartosci r. Réwnanie (5.9) sugeruje, ze funkcja
G ma zwarty nosnik. W takim razie dla argumentoéw r > R (gdzie R jest punktem
zszycia nietrywialnego rozwiazania z rozwiazaniem prézniowym) mamy zerowa gestosé

materii i tadunku. W tym obszarze B wyraza sie wzorem

B(r) :w—g. (5.14)

r
Jak wida¢, Ansatz (5.5) jest motywowany raczej przez intuicje fizyczna niz przez ana-
lize struktury lagranzianu (5.1) czy wyrazenia na energie. Mozna wszakze stosunkowo
prosto pokazaé, ze rozwigzania rownan (5.6) i (5.7) sa minimami funkcjonatu energii
w przestrzeni funkcji sferycznie symetrycznych. Aby sie o tym przekonac, nalezy pa-
mietac, ze zalezno$¢ (5.6) nie jest rownaniem dynamicznym, lecz wiezem nalozonym
na system. W takim razie dowolna zmiana pol B i G nie jest dopuszczalna. Sferycznie
symetryczna deformacja rozkladu materii G powoduje zmiane pola dB spelniajaca
roOwnanie

2
OB" = —;53' + G?)B + 2BGHG.

Biorac to pod uwage dostajemy, ze
o 2
0E = 2w 6Q) — 2/ dr r? {G" + =G’ + B*G — sign(G)] 0G,
“ ; ,

co oznacza, ze przy ustalonym tadunku warunkiem na ekstremum energii jest w istocie

rownanie (5.9). Dla potencjatu zregularyzowanego (|®| — vV ®® + k2—k) jest to zawsze
minimum energii, gdyz wielkos¢

00 2 5G>2

22— [ dre? |(0B? + (5G') + (G5B + BoG)? + —0G)__

B [T 6B 66+ (GOB + BIG? + i
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jest dodatnia niezaleznie od deformacji.

W ostatnich latach sporo uwagi po$wiecono rozwazaniom dotyczacym istnienia roz-
wiazan dla rownan wynikajacych z Ansatzu (5.5) dla réznych potencjaléw polowych
(nie rozpatrywano modelu signum-Gordona). Dla pewnych klas potencjaléow dowie-
dziono istnienia rozwiazan [25|, dla innych — nieistnienia [26]. Warto wspomnie¢, ze
w dowodach istnienia rozwigzan bierze sie pod uwage inng nature réwnania (5.6) i
rownania (5.7). Ot6z pokazano [27], ze dla dowolnego ukladu materii mozna znalez¢
odpowiadajacy jej rozktad pola Ay spelniajacy rownanie (5.6). Stabilnos$é¢ uzyskanego
rozwigzania jest zagadnieniem skomplikowanym, gdyz w jego analizie nalezy uwzgled-
ni¢ wszystkie stopnie swobody obecne w pelnej teorii. W tym kontekscie na uwage
zashuguje praca [28] dowodzaca stabilnosci pewnej klasy Q-balli. Praca ta jest cie-
kawa rowniez z tego wzgledu, ze taczy Q-balle w teorii z cechowaniem z rozwigzaniami
teorii z globalna symetria. Jak pokazuje analiza (rachunek zaburzen) zamieszczona w

dodatku [C, taka intuicja sprawdza sie w modelu signum-Gordona.

5.2 Mechaniczna interpretacja rownan

Przy omawianiu réwnania profilu Q-balli w modelu z globalng symetriag wspomina-
liSmy o mechanicznej interpretacji tego rownania. Podobnie mozna spojrzeé¢ na uktad
rownan (5.8) i (5.9): traktujemy wowczas te rownania jak rownania czastki w plaszezy-
znie (B, G), zmienna r odpowiada czasowi. Czastka ta jest hamowana przez zalezne
od czasu tarcie (wyrazy z pierwszymi pochodnymi). Oprocz tego dziala na nia silta
zalezna od polozenia: (BG?, sign(G) — B%G). Latwo sprawdzi¢, ze sila ta nie jest sily
potencjalng. Sita dzialajaca w kierunku B jest zawsze dodatnia - czastka jest wiec po-
pychana w kierunku coraz to wiekszych wartosci zmiennej B. W kierunku zmiennej GG
sita zeruje sie wzdtuz hiperboli B2G = 1 oraz na prostej G = 0. Powyzej hiperboli sita
jest ujemna, dodatnia za$ w obszarze 0 < G < 1/B?. Obrazowo rzecz ujmujac, opisana
sytuacja odpowiada ruchowi czastki w dolinie unoszonej przez wiatr w kierunku coraz
to wiekszych wartoéci zmiennej B. Dla utatwienia, w dalszej dyskusji bedziemy mowi¢
o p6inocnym (GB? > 1) i poludniowym (GB? < 1) stoku.

Powyzsza ,wizualizacja” uktadu réwnan pozwala odgadna¢ rozwigzanie opisujace czastke
poruszajaca sie po dnie doliny pchang przez wiatr w kierunku coraz to wiekszych war-

tosci B. Istotnie, funkcje

stanowia rozwiazanie uktadu roéwnan (5.8) i (5.9). To rozwiazanie nie ma znaczenia

fizycznego - energia i tadunek w tym przypadku nie sa skonczone. Podobnie ma sie
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rzecz 7 rozwigzaniem

2
-

B=0, G=G(0)+

W tym wypadku energia jest nieskoniczona, tadunek za$ wynosi zero.

5.3 Elektrycznie natadowane Q-balle

Rownania (5.8) i (5.9) mozna catkowa¢ numerycznie. Przedstawione wyniki uzy-
skane zostaly metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu. Dla ustalonego B(0) szukano
wartosci F'(0), dla ktorej mozliwe byto gtadkie sklejenie funkcji F' 7z rozwiazaniem proz-
niowym. Miejsce sklejenia R jest wiec rowniez parametrem wyznaczanym z numeryki.
Wiarygodno$é rozwigzan sprawdzana byta przez rézne testy konsystencji. Z réwnan
wynika na przyklad wspomniany juz warunek: @ = R*B’(R). Ladunek mozna réwniez
wyznaczy¢ ze wzoru catkowego (5.10). Poréwnania takie dla przedstawionych wynikow
wypadaty bardzo dobrze.

W tym i nastepnym paragrafie przedstawiamy wyniki numeryczne w powigzaniu z
prostymi ,fenomenologicznymi” rozwazaniami pozwalajacymi opisa¢ otrzymane dane.
Analiza rownan (5.6) i (5.7) w ramach schematu perturbacyjnego jest zaprezentowana
w dodatku C. Rozwigzanie typu Q-ball odpowiada trajektorii czagstki, ktora w ,czasie”
r = 0 startuje z zerowa predkoscia (B'(0) = G’(0) = 0) z pewnego punktu (B(0), G(0))
znajdujacego sie na péinocnym stoku. Po skonczonym ,czasie” R czastka osiada na osi
B, czyli G(R) = 0i G'(R) = 0. Od tego czasu czastka jest coraz stabiej pchana w
kierunku coraz to wiekszych wartoéci B do asymptotycznej wartosci w. Przykladowe
rozwigzanie tego typu przedstawione jest na rysunku 5.1. Dla malych ladunkow pole
B zmienia sie znikomo na odcinku, gdzie G jest nietrywialne. To stanowi podstawe do
przyblizenia, w ktorym B kladziemy stale na tym odcinku i rowne B(0). W ramach
mechanicznej analogii przyblizenie to wyglada wiarygodnie: gdy B jest duze, to zbocze
GB? > 1 jest bardzo strome a 0§ G = 0 znajduje sie bardzo blisko dna doliny. Oczeku-
jemy wiec, ze czastka startujaca ze stosunkowo mala wartoscia G(0) (ale na tyle duza,
ze G(0)B(0)* > 1) szybko opadnie na dno doliny i wzniesie si¢ na poludniowy stok,
by w koricu stycznie osiasé na osi G = 0. Wiatr w tej okolicy jest stosunkowo staby -
proporcjonalny do G2?. W obszarze bliskim dna doliny (gdzie rozgrywa sie¢ akcja) wyraz
BG? jest rzedu B(0)73, czyli mozemy go zaniedbaé¢ dla duzych wartosci B. Wowczas
rownanie (5.9) staje sie prostym rownaniem liniowym, formalnie takim samym jak row-
nanie Q-balla w modelu z globalna symetria (3.1). Znamy wiec rozwiazanie na odcinku

0 < B(0)r < yo, przy czym znaczenie yo jest takie samo jak w rozdziale 3. Ma ono
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G(r) B(r)
G
0.45 3.38
B
0.36 | 1 3.36
0.27 1 3.34
0.18 1 3.32
0.09 1 3.3
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Rysunek 5.1: Przyktad rozwiazania dobrze opisanego przez oméwione w tekscie przyblizenie:
B(0) = 3.3, G(0) = 0.49, B(R) ~ 3.37, Q ~ 0.05, £ ~ 0.44, w ~ 3.42.

nastepujaca postac

— yo sin (B(0)r)
G(r) = B(0) (1_Siny0 50" ) (5.15)

Na odcinku B(0)r > yo funkcja G(r) przyjmuje warto$¢ prozniowa. W tym przyblizeniu

ladunek wyraza sie wzorem
Q= _yo 6(0)-
Przyjmujemy, ze dla » > R pole B opisane jest wzorem (5.14), skad otrzymujemy

() i)

przyblizony wynik

energia (wzor (5.12)) wyraza sie nastepujaco

_ 5 Vo 12\/% 5/6 1 11/6
e-(5) e e

Jako prosty test powyzszego przyblizenia poréwnujemy wartosci (G(0), B(0)), dla kto-
rych istnieja numeryczne rozwigzania typu Q-ball, z relacja

1

cos 1o’

G(0)B*(0) =1 —

ktora wynika z przedstawionego przyblizenia (wzor (5.15)). Poréwnanie to (rysu-
nek 5.2) wskazuje, ze przyblizenie stosuje sie bardzo dobrze dla B(0) > 4, co od-

powiada @ < 0.018. Jak wskazuje ten wykres, numerycznie znalezione rozwigzania dla
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G(0)

0.75

0.25

.
05 | i
]

0 1

Rysunek 5.2: Na rysunku kropkami zostaly oznaczone punkty (G(0), B(0)), dla ktorych nu-
merycznie znaleziono rozwiazania. Linia ciagta odpowiada relacji B?(0)G(0) = 5.603 wynika-

jacej z przyblizenia. Linia przerywana pokazuje dno doliny. Kropki na osi G = 0 odpowiadaja
Q-shellom.

mniejszych wartosci B(0) znacznie odchodza od zaproponowanego przyblizenia. Dla
B(0) ~ 1.5 wartos$¢ G(0) ~ 1.07 przyjmuje swoja maksymalna warto$¢, dla mniejszych
B(0) wartos¢ ta maleje. Podazajac za krzywa wyznaczona przez punkty odpowiadajace
numerycznym rozwigzaniom na wykresie 5.2 dochodzimy do miejsca, gdzie G(0) star-
tuje z dna doliny, a nawet z potudniowego stoku. Przykladowe rozwiazanie tego typu
przedstawione jest na rysunku [5.3. Krzywa wartosci poczatkowych osigga minimalng
warto$¢ B(0) bliska B(0) = 1. Jak wida¢ z rysunku, istnieja rozwigzania o dowolnie
malej wartosci G(0), a nawet dla B(0) ~ 1.317 znaleziono rozwiazanie z ,punktowo
pustym wnetrzem” — G(0) = 0.

5.4 Elektrycznie naladowane QQ-shelle

Majac rozwigzanie ,puste” dla r = 0 mozna zadaé pytanie, czy to jest jeszcze Q-ball
(7 ang. Q-kula), czy moze juz Q-shell (z ang. Q-powloka) z wewnetrznym promieniem
rownym zero. Taka gra stow suponuje istnienie rozwigzan nowego typu z niezerowa
gestoscig tadunku na pewnym odcinku r € (rg, R). Okazuje sie, ze numerycznie mozna
znalez¢ takie rozwigzania (przyklad przedstawiony jest na rysunku [5.4). W obszarze

asymptotycznym, gdzie B(0) jest duze mozna skonstruowa¢ przyblizone rozwiazania
tego typu.
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G(r)
0.6

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Rysunek 5.3: Przykladowe rozwigzanie startujace z poludniowego
G(0) = 0.221, R~ 4.76, B(R) ~ 2.54, Q ~ 9.52, £ ~ 71.2, w ~ 4.54.

G(r)
0.6

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

B(r)
25

2.25

1.75

1.5

1.25

stoku:

B(r)
2.85

2.65
2.45
2.25
2.05
1.85
1.65
1.45

Rysunek 5.4: Przyktadowy Q-shell: ro = 1, B(0) = 1.452, R ~ 5.06, B(R) ~ 2.52, QQ ~ 10.27,

E ~78.0, w ~ 4.55.

Ponownie zaktadamy, 7ze funkcja B ma stala wartos¢ na odcinku (0, R). Na odcinku
(0,79) para funkcji G = 01 B = const jest rozwigzaniem uktadu réwnan (5.8) i (5.9).

Przyblizenie dotyczy odcinka (rg, R). Rownanie (5.9) przyblizamy nastepujaco

G"(r) = —B*(ro)G(r) + 1.

(5.16)

Wyraz 7z pierwsza pochodng zaniedbujemy zaktadajac, ze rg jest bardzo duze. Jest to

rownanie Q-balla w jednym wymiarze. Rozwiazanie na odcinku 0 < B(0)(r —ry) < 27

44



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

piszemy w formie
1
G(r) = m [1 — COS (B('r’o)('r’ — 7’0))] , (5.17)
na pozostaltym obszarze wartos$¢ funkcji G wynosi zero. Oczywistym wnioskiem z takiej

postaci rozwigzania jest relacja
B(T’Q)(R — 7’0) = 271',

ktora dobrze zgadza sie z numeryka juz dla B(rg) > 3 (dla B(rg) = 3.083 otrzymano
B(ro)(R —ro) = 6.261). W tym przyblizeniu wzor na tadunek w funkeji B(rg) i ro ma

postaé

42 5
Q = 37B %(ry) (x% + 21z + % — 5) : (5.18)

gdzie g = 19B(ry). Pozostaje powiazaé ze soba B(rg) i 9. W tym celu wykonujemy
minimalizacje energii przy stalym tadunku. Wygodnie jest wykorzystac¢ relacje
Q2

R
B = QB(R) + % +/ dr (G +2|G). (5.19)

Wynika ona ze wzoru (5.12) po uwzglednieniu réwnania (5.8). W granicy duzych

wartosci zy calkowanie daje nastepujacy rezultat

8 8 _
E= (371_)1/695/6 [gx(l)/:% + (Q+ ?W) o 2/3] 7

. ~5/3 . .. . ) ..
przy czym zaniedbano wyrazy rzedu x, i mniejsze. Wyrazenie powyzsze ma mini-
mum dla 5 5

T
o = -+ -
0= 3913

minimalna warto$é¢ energii wynosi
E = /32Y351/6()7/6.

, . . . . 1/6 .
Dla kompletnosci wywodu odnotowujemy, ze w tym ujeciu B(rg) = (%’r) Q1/6 i
ro ~ Q5/6. Poréwnanie z danymi numerycznymi wskazuje, ze przedstawione przybli-
zenie dobrze sprawdza si¢ dla Q > 150. Wowcezas réznica w wyznaczeniu energii jest
rzedu 1%, ro wyznaczone jest z dokladnoscia do 7%. Dla wiekszych wartosci @ jakosé

przyblizenia ro$nie.

5.5 Przejscie od Q-balli do Q-shelli

Potraktowanie Q-balla z G(0) = 0 jako Q-shella o wewnetrznym promieniu row-

nym zero sugeruje, ze przejscie pomiedzy Q-ballami a Q-shellami ma charakter ciggty.

45



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

Q-balle Q-shelle .1 E
..o’m°‘ 3 o 73.45
- < | 7337
.~ J / 1 73.29
ol * Yo 1 73.21
978 B AAAAAAAA‘AA : -
9.77 | L £
9.76 . L
9.75 | + T

4.825 4.835 4.845 4.855 4.865 4.875
R

Rysunek 5.5: Przejscie pomiedzy Q-ballami a Q-shellami jest ciagle, w tym obszarze ener-
gia i tadunek nie identyfikuja jednoznacznie rozwigzania. Energia oznaczona jest kropkami,

tadunek — tréjkatami.

Wrazenie to jest potegowane przez rysunek [5.2, gdzie krzywa wartosci poczatkowych
wyglada na krzywa ciggla. Przejscie to dla energii i tadunku w funkcji zewnetrznego
promienia R wyglada gtadko (rysunek 5.5). Promieni zewnetrzny jest bardzo dobrym
parametrem — zaré6wno dane numeryczne i analityczne przyblizenia sugeruja, ze jed-
noznacznie identyfikuje on rozwiazania (ro$nie monotonicznie wzdtuz krzywej wyzna-
czajacej (B(0),G(0)) poczynajac od malych Q-balli). Z rysunku 5.5 wynika niejedno-
znaczno$é relacji £(Q), poniewaz danej energii (fadunkowi) moga odpowiada¢ nawet
trzy rozwiazania. Energia i tadunek osiagaja lokalne maksimum dla pewnego Q-balla z
G(0) > 0. Poczawszy od tej wartosci, wraz ze zmniejszaniem G(0) zmniejsza sie ener-
gia i tadunek rozwigzan. Roéwniez QQ-shelle dla najmniejszych wartosci ry zachowuja
sie podobnie - ich energia i tadunek maleja wraz ze wzrostem R. Dzieje sie tak az do
osiaggniecia przez pewne rozwiazanie (lokalnie) minimalnej wartosci energii i tadunku.
Dla wiekszych 7y tadunk i energia rosng monotonicznie. W tym przejéciowym obsza-
rze nie udalo sie znalezé analitycznych rozwigzan ani opracowaé¢ dobrego przyblizenia.
Numeryka wskazuje, ze maksymalne (minimalne) wartodci energii i tadunku osiggane
sa dla jednego rozwiazania. Niech Rg i Rg oznaczaja promienie zewne¢trzne rozwiazan,
dla ktorych energia i tadunek maja maksimum (minimum). Woéwczas rozwiniecie w

otoczeniu maksimum (minimum) energii i tadunku ma posta¢

dE d’E
iR (R— Rg) <ﬁ

R=RE
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ey

Q* Q

Rysunek 5.6: Schematyczne przedstawienie przejscia miedzy Q-ballami a Q-shellami.
Q" wskazuje przejscie miedzy Q-ballami a Q-shellami.

dQ d2Q
ﬁ—(R—RQ)<ﬁ RRQ+...>,

przy czym zakladamy, ze drugie pochodne istnieja i sg niezerowe. Pochodna
dE  dE/dRg
d@ B dQ/dRq

wybucha przy Rg, jezeli Rg # Rg. Jezeli nie, wykres £(Q) musi mie¢ postac¢ jak na

1 *Q
+5(R—Ro) —;
wrg | 2 AR

rysunku 5.6. Co ciekawe, jest to wykres pojawiajacy sie w przypadku przejsé fazowych
pierwszego rodzaju, np. dla gazu van der Waalsa [33]. Powyzszy argument z pewnoscia
nie jest argumentem przesadzajacym — moze by¢ tak, ze ostre szpice na rysunku (5.6 sg

w istocie zaokraglone, co odpowiada wybuchaniu pierwszej pochodnej dE/dQ.

5.6 Uwagi

Kwestia stabilno$ci otrzymanych rozwigzan jest dosy¢ skomplikowana. Przedsta-
wione w paragrafie [5.1 rozumowanie sugeruje stabilno$¢ rozwigzan wzgledem malych
zaburzen radialnych. Relacja E(Q) dla malych wartosci ma posta¢ E ~ |Q|*/¢, dla du-
zych zas§ £ ~ \Q|7/6. Na mocy argumentéw podanych w paragrafie(3.1 wynika stad, ze
dla duzych Q-shelli rozpad na mniejsze Q-balle lub Q-shelle moze okaza¢ sie korzystny
energetycznie. Jednoznaczne okreslenie kiedy rozpad jest korzystny energetycznie, jest
trudne ze wzgledu na dtugozasiegowy charakter oddzialywania elektrostatycznego. Nie
wiadomo rowniez, jak rozwiazania zachowuja sie pod wplywem zaburzen tamiacych sy-

metrie sferyczna.
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Ciekawe jest pytanie, czy opisane Q-shelle pojawiaja sie w bardziej standardowych teo-
riach. Nawet jesli bylyby to rozwigzania niestabilne, wlaczenie oddzialtywan z innymi
polami mogtloby je stabilizowa¢. W szczeg6lno$ci wprowadzenie innego pola materii,
moze prowadzi¢ do powstania Q-shella, wewnatrz ktorego sa sputapkowane czastki
o tadunku odwrotnym do tadunku Q-shella. Tego typu rozwazania sa spotykane w
przypadku Q-balli, por. [18].

Podobnie jak w modelu z globalng symetrig mozliwe jest znalezienie elektrycznie na-
tadowanych wzbudzonych Q-balli i Q-shelli, to jest rozwigzan, ktore przy zadanym
tadunku maja wyzsza energie od opisanych. W omawianym modelu rodzina wzbudzo-
nych rozwigzan wydaje sie bardzo bogata: obok prostych uogoélnien rozwigzan przed-
stawionych w rozdziale 3 wystepuja rozwigzania, w ktorych funkcja profilu posiada
(przy ustalonym znaku) kilka ekstremow lokalnych zanim gladko taczy sie z rozwiaza-
niem prézniowym. Jako$ciowo mozna ich istnienie zrozumie¢ odwotujac sie do analogii
mechanicznej. Odpowiadaja one czastce, ktora kilka razy przechodzi przez doline za-
nim osigdzie na osi G = 0. Prawdopodobnie mozliwe sa rowniez kombinacje obu tych

typoéw rozwigzan.

Ciekawe uogolnienie zaproponowanego modelu zostalo przedstawione w pracy [29].
Do lagranzianu (5.1) dodany zostal czlon zawierajacy skalar krzywizny, metryka zas
uznana zostala za zmienna dynamiczng (tak zwany model gwiazdy bozonowej). Takie
wzbogacenie teorii wprowadza parametr wiazacy pole materii z krzywizna (stala gra-
witacyjna). W omawianym modelu jest to istotny parametr, ktorego zmiana wpltywa
na jakosciowe charakterystyki rozwigzan. Teoria taka jest bardzo skomplikowana, dla-
tego wszystkie wyniki zostaly uzyskane w symulacjach numerycznych. Pokazano, ze
rozwigzania typu Q-ball istnieja w szerokim zakresie stalej sprzezenia grawitacyjnego.
Rozwigzania typu Q-shell znaleziono tylko dla dostatecznie malej stalej sprzezenia.
Zbadano réwniez Ansatz, ktory zaklada istnienie czarnej dziury we wnetrzu Q-shella.

Jak pokazano, rozwigzania tego typu sa réwniez dopuszczalne.
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Rozdzial 6

Zakonczenie

6.1 Biezaca praca

Jak wida¢ z poprzednich rozdziatow, na poziomie klasycznym model signum-Gordona
taczy w sobie dwie cechy: z jednej strony jest to model na tyle prosty, ze mozliwe jest
znalezienie ciekawych rozwigzan réwnan ruchu, z drugiej strony jest on interesujacy
— cho¢by z uwagi na symetrie skalowania. Te cechy modelu motywuja poszukiwanie
jego kwantowego odpowiednika. Niestety, poszukiwania te sa trudne. Nie wiadomo,
jak prawidlowo postawi¢ problem w ujeciu operatorowym. W formalizmie catek funk-
cjonalnych wiele sposobow obliczeniowych bazuje na rozwijaniu wokot form kwadrato-
wych. W naszym modelu takie rozwiniecie jest niemozliwe do wykonania w ogolnosci
- wszystkie znane nam rozwiazania sklejaja si¢ z rozwigzaniem proézniowym. Rozwia-
zanie to, jak argumentowano w pierwszym rozdziale, nie jest analitycznym maksimum
dzialania. Jak sie okazuje, regularyzacja rowniez nie jest pomocna: nie udato sie zna-
lez¢ sensownego sposobu wykonania granicy k — 0. Nie jest to zaskakujace: nawet dla
prostej catki fR dx eXp(—\/m), przyblizenie punktu siodtowego dla matego x nie
dziata.

Od dosy¢ dawna znane jest przyblizenie w formalizmie catek po trajektoriach zwane
z angielska strong coupling, por. [34]. Polega ono na wykonaniu calki funkcjonalne;
z oddzialywania, cztony z pochodnymi traktowane sa jako zaburzenie. Rachunki w
naszym modelu prowadzone sa w podobny sposob. Niestety, w tym momencie nie sg
one jeszcze kompletne. Jedyna konkluzja, ktéra wydaje sie pewna, jest fakt pojawienia
sie w teorii kwantowej parametru o wymiarze masy.

Alternatywnym sposobem zbadania kwantowego modelu signum-Gordona jest wykona-
nie ,numerycznego do$wiadczenia”, czyli symulacji Monte Carlo. Zwiazek tej techniki

z teoria pola najlatwiej zobaczy¢ w formalizmie catek po trajektoriach [32]. Ujecie to

49



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

pozwala wylicza¢ srednie kwantowe jako calki funkcjonalne, to jest

(01d(21)$(x2) - . §(m)|0) = /D[fb] S(21)9(x2) .- ()17,

gdzie |0) jest stanem prozni w teorii, S[¢] jest dzialaniem pola ¢ a D|[¢] oznacza calko-
wanie po wszystkich konfiguracjach polowych. Dolne indeksy numeruja kolejne punkty
w czasoprzestrzeni a nie sktadowe wektoréw czasoprzestrzennych. Pierwszym krokiem
w strone numerycznych obliczen jest wprowadzenie zespolonego czasu xg — —i7. W ten
sposob wyjsciowa teoria jest przeksztalcana w statystyczna teorie pola (na temat tego
przejscia wiecej w [30], [31]). W wypadku jednowymiarowego (czasoprzestrzen 1+ 1)
rzeczywistego modelu signum-Gordona wzor na $rednie przybiera postaé

/ DI] $(a)é(z2) ... Sam)e 59 - / DIdIo(r), dlx2) ... olam)de 9, (6.1)
gdzie wielko$¢
Se = [ drde [0 + @ + No (6:2)

nazywana jest euklidesowym dziataniem. Wzorowi (6.1) mozna nada¢ interpretacje
probabilistyczna: jest to $rednia wartos¢ wielkosci ¢(z1)p(x2) ... ¢(x,,) na rozkla-
dzie, w ktorym prawdopodobieristwo pojawienia sie konfiguracji ¢ (oznaczane przez
P(¢)) jest proporcjonalne do e~S2[?l, Powyzsza interpretacja jest podstawa symulacji
Monte Carlo. Przy pomocy komputera losuje sie taki zbior konfiguracji {¢}, w kto-
rym spetniony jest warunek P(¢) ~ e=Sel?l Procedury losowania pozwalajace wybraé
odpowiedni zbior konfiguracji zostaly wypracowane w ramach fizyki statystycznej [35].
W celu implementacji tej idei konieczna jest dyskretyzacja problemu. W przeprowadzo-
nych symulacjach przyjeto dyskretyzacje na regularnej prostokatnej siatce. Warunki
brzegowe w symulacjach zostaly ustalone nastepujaco: w kierunku czasowym siatka ma
M punktéw, pole znika na konicach przedziatu czasowego. W kierunku przestrzennym
siatka sktada sie z N punktow z periodycznymi warunkami brzegowymi (N + 1 = 1).
W symulacjach funkcje ¢ sa probkowane w obu kierunkach — czasowym i przestrzen-
nym — 7z ta sama dokladnos$cia, czyli stata siatki w obu kierunkach jest taka sama.
We wszystkich wykonanych symulacjach przyjeto warunek M = 2N. Wprowadzamy
oznaczenie ¢; ; = ¢(ia, ja), przy czym a to stata dyskretyzacji. W tym zapisie warunki
brzegowe maja postaé
¢0j; = 0m; =0 dla j=0,1,...N,
bio = GiN dla i=0,1,... M.
Dzialanie euklidesowe w modelu signum-Gordona (6.2) wyraza sie po dyskretyzacji
nastepujaco
N M

M
Sk = [2¢ + )\a2\¢m\ GijPij+1 — ¢i,j¢i+1,] Z ¢0,J + ¢Nj (6.3)
7=0

=0 7=0
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Rysunek 6.1: Pierwsze poziomy energetyczne dla réznych wartosci Aa?.

Otrzymane rezultaty daja sie interpretowa¢ w standardowy sposob. Energie E najniz-

szego wzbudzenia ustala sie badajac $rednie

(10, E) P10 + 7, €)) ~ e EC—m0),

Z badania takich $rednich nie otrzymujemy energii F, lecz wielko$¢ Fa. Na podstawie
analizy wymiarowej mozna oczekiwaé, ze w pierwszym przyblizeniu wielko§é \/W/Ea
jest stala dla roznych wartosci Aa?. Jezeli tak by byto, teoria bylaby rozwigzywalna w
zasadzie przez prosta analize wymiarowa (E ~ v/)). Dane pokazuja, ze (Aa?)*%* ~ Ea
(por. rysunek 6.1). Niepewno$¢ wyznaczenia tego wyktadnika jest rzedu 0.01. Choéby
ze wzgledu na mala liczbe punktow wzietych pod uwage wynik ten nalezy uwazac¢ za
wstepny i dajacy jedynie orientacyjne pojecie o modelu. Dotychczas wykonano rowniez
pobiezna analize korelacji czteropunktowych (¢?(7o, &1)¢?(T0+7, &2)), odpowiadajacych
wzbudzeniom dwuczastkowym. Wyniki sugeruja, ze w zakresie malych energii mamy
teorie czastek oddzialujacych stabo (male przesuniecia fazowe przy rozpraszaniach).
Zarowno szczegbOtowe opracowanie wynikow, jak i ich interpretacja, pozostaja wcigz

otwartym problemem.

6.2 Podsumowanie

Niniejsza praca poswiecona jest w wiekszosci rozwigzaniom typu Q-ball w zespo-
lonym modelu signum-Gordona. Podano konstrukcje tych rozwiazan oraz powiagzano
ich absolutng stabilnosé z absolutna stabilno$cig analogicznych rozwigzan w modelu
zregularyzowanym. Wykazano, ze Q-balle w zregularyzowanym modelu w trzech wy-
miarach przestrzennych s absolutnie stabilne. W takim razie, rowniez w oryginalnym

modelu nie istnieja rozwigzania, ktére maja mniejsza energie przy zadanym tadunku.
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Rozwiazania te pozostaja nadal istotne, gdy globalna symetrie (w trzech wymiarach
przestrzennych) zastapi sie symetrig lokalng. W tym wypadku mozliwe sg rowniez roz-
wigzania typu Q-shell, czyli konfiguracje, w ktorych natladowana elektrycznie materia
tworzy powloke - kule z wydrazonym, pustym wnetrzem.

Jak zasygnalizowano powyzej, trwa praca nad kwantowym modelem signum-Gordona.
Obliczenia analityczne jak i numeryczne wymagaja jeszcze sporo wysitku, aby mozna
bylo je zaprezentowaé szerszemu gronu czytelnikow. Na poziomie teorii klasycznej bar-
dzo ciekawy wydaje sie problem wypracowania jakiego$ schematu znajdowania rozwia-
zan bliskich znanym analitycznym rozwiagzaniom, czego$, co odpowiadaloby opisowi
zaburzein w liniowym rezimie w konwencjonalnych teoriach. Takie narzedzie byloby
istotne z punktu widzenia fizyki, gdyz mozliwa stalaby sie wowczas analiza stabilnosci

znanych rozwiazan.
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Dodatek A

Ograniczenie na zregularyzowany potencjat

Dla kompletno$ci wywodu w rozdzialel4.1 nalezy wykazacé, ze istniejg takie dodatnie

liczby a, b, a, 3, ze dla 0 < § < 1 i wszystkich x spelniona jest nieréwnosé
1
(\/:c2 + 42 — 5) - 5:52 > alz|* — blx|’. (A.1)

Przyjmujac o = 2, =3, a = (1—6)/21b = 3(2—/0)d~' mozemy zapewni¢ spelnienie
tej nierownosci — podane na stronie 27 ograniczenie na « i § jest skomentowane ponizej.

Aby sie o tym przekonaé¢ zbadajmy pierwiastki rownania
1
Vaz+ 62 =9+ §x2 + alx* — b|z|?. (A.2)

Wystarczy ograniczy¢ badanie do dodatnich warto$ci . Podniesienie obu stron do
kwadratu i wydzielenie przez x? pozwala sprowadzi¢ problem do szukania rozwiazan

rOwnania
1 1 2 1 3 2.4
— 1426 a+§ — 20bx + a+§ x®—2b a+§ x® + bz = 0. (A.3)

Nalezy zwrocié uwage, ze pierwiastki wyjsciowego problemu (A.2) sa rowniez pierwiast-
kami powyzszego wielomianu. W druga strone implikacji nie ma - przy podnoszeniu
do kwadratu gubimy informacje o wzglednym znaku obu stron réwnosci. Otrzymany
wielomian jest rozwigzywalny. Rozwigzania wyrazaja sie skomplikowanymi i dtugimi
wzorami. Zamiast ich §cistej analizy przedstawimy nastepujace uzasadnienie. Przy
pomocy programu Mathematica zostaly znalezione wzory na pierwiastki powyzszego
wielomianu czwartego rzedu. Wstawiajac do tych rozwiazan zaproponowane wyrazenia
na a i b wykonujemy wykresy pierwiastkow w zaleznosci od parametru 6. Okazuje sie,
ze dwa pierwiastki sa zespolone (wzajemnie sprzezone) dla wszystkich interesujacych
warto$ci parametru. 7 naszego punktu widzenia sa one nieistotne. Pozostate dwa

pierwiastki sa rzeczywiste: dodatni i ujemny. Ten ostatni rowniez jest nieinteresujacy.
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Rysunek A.1: Nieujemny pierwiastek rownania (A.3).
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Rysunek A.2: Wartos¢ wyrazenia W (xg) dla roznych wartosci 6.

Pierwiastek dodatni (Scigle: nieujemny) oznaczamy przez zo. Wykres A.1 prezentuje

warto$¢ zo(d) dla 0 < 6 < 1. Warto$¢ wyrazenia
1
W(x) =vVa2+062—-0— 53:2 — al|z|* + b|z|?

w punkcie z¢ w zaleznosci od parametru d przedstawiona jest na wykresie|A.2. Jak wi-
da¢ wyrazenie to przyjmuje dodatnie warto$ci w zy. Takiego znaku nalezy oczekiwad,
jezeli nier6wnos¢ ma by¢ spelniona.

Z warunku a < 8 < 2n/(n — 2), ktory laczy parametry o i § z n (wymiarem prze-
strzennym) wynika, ze powyzsze dopasowanie jest dobre dla modelu w trzech, czterech
i pieciu wymiarach. Wydaje sie jednak, ze odpowiedni doboér parametréow a, b, a i
w wiekszej liczbie wymiarow przestrzennych jest mozliwy. Aby zapewni¢ spelnienie
nierownosci (A.1) dla x bliskiego zera, mozna przyja¢ o = 2 i a odpowiednio male.
Aby zapewni¢ spelnienie nieréwnosci dla duzych wartosci x parametr 3 musi spetniaé
warunek § < 2 < 2n/(n — 2). Jego spelnienie jest zawsze mozliwe. Dobor konkretnej
wartosci a, b i 8 tak, aby nierownosé¢ (A.1) byla prawdziwa dla wszystkich x wydaje

sie wiec mozliwy.
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Dodatek B

Relacja miedzy Q-ballami w modelu z 1 bez

regularyzacji

B.1 Definicje i og6lne obserwacje

Jeste§my zainteresowani oszacowaniem roznicy pomiedzy funkcjami f. i f5, ktora

oznaczamy przez
n(y) = f+(y) — fs(y). (B.1)
Funkcja f, jest rozwigzaniem rownania (3.2) i dana jest wzorem (3.5). Funkcja f5 jest

rozwigzaniem roéwnania rozniczkowego (4.2). Funkcje te spelniaja nastepujace warunki
poczatkowe f,(0) = f5(0) > 11 f1(0) = f5(0) = 0. Jezeli warunki te nie sa spelnione,
rozwiazania fs i f, nie sg funkcjami profilu Q-balla: w przypadku pierwszego warunku
wynika to cho¢by z analogii mechanicznej, drugi warunek zostal skomentowany w roz-
dziale 2.1. Jest to jedyne ograniczenie na funkcje f, i fs; nie zadamy aby to bytly
funkcje profilu. Badajac rozwiagzania z dowolnymi warunkami poczatkowymi chcemy
sie czego$ dowiedzie¢ na temat warunkow poczatkowych funkeji profilu f(;(()). Skoro

f+ > 1, to na podstawie réwnan (3.2) i (4.2) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
1 &

0+ 4y = ,
v (VE+T+ 1) VP

przy czym n(0) = n'(0) = 0. Dla wygody oznaczamy prawa strone wystepujaca w tym

(B.2)

rownaniu przez ¢(f5(y)) (w zaleznosci od kontekstu bedziemy sie rowniez postugiwac
notacja ¢(fs)). Funkcja () dla dodatnich argumentow jest dodatnia i monotonicz-
nie malejaca funkcja. W dalszej czes$ci wielokrotnie bedziemy wykonywaé szacowania
korzystajac ze zwigzku

52/3

— (B.3)
29

1

2/3
p(fs) <5 & f3>85/F
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gdzie g > 0 jest dowolna liczba rzeczywista. Przy zalozeniu, ze J jest dodatniag mata

liczba, szacowanie to ma postaé
pfs) < 2 & f5> 623 /T +0(6%7). (B.4)

Rownanie (B.2) jest niejednorodnym réownaniem liniowym. Cze$¢ jednorodna jest taka

sama jak dla rownania (3.2). Rozwigzanie jest dane poprzez catke

n(y) = / "Gy )5 o fs(s))ds, (B.5)

gdzie G jest funkcja Greena. Przy oznaczeniach rozdzialu 3.1 wyraza sie ona nastepu-
jaco
Gly, s) = _?1(%)“2(?/) - UQ(SI)Ul(?/) _
yr =t (uh(y)ua(y) — uy(y)ua(y))
Warto podkredli¢ fakt, ze funkcja GG nie zalezy od parametru 6. Dla przyktadu poda-

jemy jawng posta¢ funkcji G w trzech wymiarach
sin (s — y)
G(y,s) = ————=.

sY

A priori dowolna kombinacja rozwigzan rowania jednorodnego moze zosta¢ dodana do
rozwiazania (B.5). Warunki na 7(0) i 7’(0) eliminuja wszakze takie wyrazy. Calkowanie
jest dobrze okreslone, granica y — 0 istnieje i jest skoriczona. Dzieki temu mozliwe

jest oszacowanie

In(y)] < m[zoxx]{go }max/ |G(t,s)s" Y| ds. (B.6)

W dalszej czesci przyda sie nastepujace oszacowanie na n(y) dla 0 <y < yo + 1

)] < max (oo} max 160515 s = o max (s} (B)

s€[0,y] y€[0,y0+1]

gdzie ostatnia rownosé jest definicja statej g;. Rownanie (B.2) mozna przeksztalci¢ do

postaci
y (y) = / S (0(fa(s)) — n(s))ds,

co pozwala oszacowa¢ pochodng funkcji n na odcinku (0, yg + 1)
Yy

1< [ eUssD)] + nfo)ds < g2 max {o(fo(s)), (B

0

gdzie go = (yo + 1)(1 + g1)/n.
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B.2 Granica lims_.q f5(0)

W tym podrozdziale wykazemy, ze ﬁ;(O) jako funkcja parametru 6 ma granice dla
0 — 0, ktora jest rowna fy. Oddzielnie rozwazymy sytuacje, gdy wartosci poczatkowe
rozwigzan rownania (4.2) spelniaja nieréwnosé¢ fs5(0) < fo lub f5(0) > fo. W pierw-
szym z tych przypadkow oznaczamy fs5(0) = f(0) = fo — &, przy czym £ > 0. Dla
takich wartosci poczatkowych, jezeli 6 jest dostatecznie male, funkcja fs ma minimum
na odcinku (0,70 + 1) a warto$¢ funkcji w tym minimum jest wieksza od zera.
7 rozdziatu[3.T wiemy, ze dla f, (0) < fo funkcja f, jest dodatnia dla wszystkich warto-
$ci argumentu y i ma minimum w punkcie yo. Wynika stad, ze rownanie (B.2) pozwala
wyliczy¢ roznice i dla dowolnego y. Zalozmy, ze w omawianej granicy 7n(y) nie dazy
do zera dla pewnego argumentu 0 < y < yo + 1. Wowcezas, na mocy nieréwnosci (B.7)
stwierdzamy, 7e o(f5) > 6*3/g; na pewnym odcinku. Oznacza to (por. wzor (B.4)),
7e f5 < 0%3y/g1/2 na tym odcinku. Z ciagloéci funkcji f5 mamy, ze dla pewnego argu-
mentu y, zachodzi r6wnosé f5(ys) = 6%3+/g1/2. W tym punkcie obowiazuje szacowanie

o] < st + nfu) < 5% [ % 2 (B.9)

7Z konstrukeji funkeji f, wiemy, ze fi(ys) > fi(vo). FLaczac te relacje z nierownoscia

(B.9) dostajemy warunek na &,
53 (2 1),
2 +

Nieré6wno$¢ ta wyznacza wartosci poczatkowe, dla ktorych 1 moze by¢ wieksze niz §2/3

u1<0>

0=¢s Ul(yo)

na odcinku (0, yo+1). Jezeli f5(0) nie spetnia tego warunku, to ma minimum na odcinku
0 <y <uyo+1 (oiled jest na tyle male, ze powyzsze szacunki sa prawdziwe). Jesli
za$ funkcja fs ma minimum, to nie jest funkcja profilu Q-balla. Jako podsumowanie

dotychczasowych rozwazan zapisujemy warunek na ﬁ;(O):

w1 (0) | sars <\/%+1). (B.10)

Rozwazymy teraz, jak zachowuje sie funkcja fs5, gdy f(0) = f5(0) = fo +&. W roz-

~

f5(0) > fo —

u1(Yo)

dziale 3.1 ustaliliSmy, ze w tym wypadku istnieje argument y; < vy, dla ktorego
f+(y1) =01 fi (1) < 0. Przyjmijmy, ze istnieje punkt y., w ktorym fs(y.) = §2/3g173,
Na mocy (B.7) mozemy oszacowaé |n| < 52/3gi/3/2. Wowcezas w sasiedztwie y, obowia-
zuje wciaz rownanie (B.2), gdyz fi(y.) > 0. Aby przekonaé sie¢, ze punkt y, istnieje,
przyjmijmy przeciwne zalozenie: f; > 6%/3¢1/® dla kazdego 0 < y < yo + 1. Na mocy
relacji (B.7) roznica n jest wtedy zbyt mala, aby rownanie f,(y;) = 0 mialo rozwiaza-

nie.
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Wykazemy teraz, ze dla dostatecznie matych wartosci § funkcja fs zmienia znak. W tym
celu skorzystamy z rozwiniecia Taylora. Ze wzoru (B.8) wynika, ze

929_2/3 929_2/3
fily.) — #52/3 < fiye) < fily.) + Z22—5%3, (B.11)

Bez ograniczenia ogo6lnodci przyjmujemy, ze | f (y.)| > 52/3gggf2/3/2 (przy ustalonym
f+(0) zachodzi f’ (y.) — f'(y1) gdy § — 0). Rownanie

f5(ya) = —0*/3 (B.12)
mozna teraz rozwigzaé¢ w sposob przyblizony rozwijajac wokot y,. W tym przyblizeniu

§1/3 4 52/39i/3
Yo=Y+ ——F7—7 —
| f5(y2)]

Podstawienie f’ (y.) w miejscu f;(y.) nie zmienia wyniku w wiodacym rzedzie (zmiana
jest w rzedzie ~ §'). Powyzszy wynik moze by¢ bez znaczenia, jesli blad w rozwinieciu
Taylora

R:ﬂ g — 22’
212 2 Y

nie jest 0(6'/3); w powyzszym wzorze s € (y.,y2). Rownanie (4.2) nie zmienia wielkosci

Bucaie) = 0-1) [ a2 (1200 300) - 5700+

ktora w ramach analogii mechanicznej mozna interpretowad jak energie czastki z uwzgled-
nieniem strat na tarcie na odcinku (ys,y). Stad mozemy dosta¢ oszacowanie na fi(y)

dlay > y,:

|fs(y)] < \/2Emech(yz, y.) + 24/ fF + 02— [}

W interesujacym nas przedziale wartodci f5 € (—6~1/3, §%/3¢1/%) wiodacy wkiad (rzedu 6°)
pochodzi od fj(y.). Wstawiajac to do rownania na funkcje fs5 i uwzgledniajac, ze w
badanym obszarze pochodna funkcji f5 jest ujemna, uzyskujemy oszacowanie drugiej

pochodnej poprzez fs

fs

Vs +0°
Stad otrzymujemy gorne ograniczenie |f§(s)| < “=[fL(y:)| + ..., gdzie pierwsze po-

miniete wyrazy sa rzedu 6%/%. Na tej podstawie stwierdzamy, ze R jest nieistotne. To

n—1

|f¢§l(y)| S \/QEmech(yzayz) +2 f52 +52 - f52 +.f5+ + |f6|

n—1

oznacza, ze dla dostatecznie matych 0 funkcja fs zmienia znak. Taka funkcja nie moze

za$ by¢ funkcja profilu Q-balla. Tak wiec trzeba przyjaé, ze

lim f5(0) = fo. (B.13)
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B.3 Granica lims_, ( f — f(s)

~

Teraz przeanalizujemy roznice 7(y) = f(y) — fs(y). Funkcja 7 spelnia réwnanie

analogiczne do réwnania na n

. n—1, . p
0"+ 0+ 0= p(fs). (B.14)
Obowiazuje ono na odcinku (0, yo), poza nim 7 = —ﬁ;. Inne niz poprzednio sa warunki

poczatkowe: 77(0) # 01 77/(0) = 0. Dlatego rozwigzanie ma forme nastepujaca:

i) = [ Gls)s e (o)) ds+ =B (B.15)

Ze wrzgledu na charakter funkcji u; mozemy oszacowaé¢ wyraz proporcjonalny do niej
przez fo—f(;(O). Dalsze szacowanie mozemy wykona¢ podobnie jak powyzej: wybieramy
punkt y. < yo, taki ze fs(y,) = 62/3g/>. Woéwczas wyraz pochodzacy z calkowania w
powyiszym wzorze szacuje sie przez 62/3¢1"* /2, por. (B.7). Stad mamy, ze

7l < 261" 4 1fo = F5(O)]

Na obszarze (y.,00) roznica ) jest szacowana przez max{ fs(y.), f(y.)}. Wynika to z

faktu, ze obie funkcje s dodatnie i malejace na calej dodatniej potosi. Tak wiec
R 3 2
sup|(y)| < 50%°9" + 1 fo = J5(0)] (B.16)
Yy

Powyzsze oszacowanie obowigzuje rowniez, gdy pierwiastek rownania ﬁ;(yz) = 52/3gi/3
spelnia nierownosé v, > yo. Wowczas fs(yo) > 6%3¢1", cayli [n(y)| < 6%3¢17% /2 +
| fo — f5(0)|. Na polprostej y > yo wartosé || maleje do zera, czyli relacja (B.16) jest
prawdziwa i w tym przypadku. To oznacza, ze rodzina funkcji ﬁ;(y) jest jednostajnie
zbiezna do f, gdy 6 — 0.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla pochodnej funkcji ﬁ;. Daje sie ono
uzasadnié¢ przy pomocy wzoru (B.8). Oprocz tego trzeba wykorzystac fakt, ze na od-
cinku [0, yo] funkcja ) jest ograniczona (niezaleznie od ¢) oraz pokaza¢ monotonicznosé
funkcji fg dla wszystkich argumentéw y wiekszych od pewnego y; < y9. Monotonicz-
no$¢ pochodnej mozna uzasadni¢ nastepujaco. Funkcja fg zmienia sie z malejacej w
rosnaca (lub odwrotnie), gdy fg’ = 0. Wowezas rownanie (4.2) ma postac

n—_lfé = —fé(y) - ﬁ;(y)-

Y 2(y) + 02
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Z faktu, ze fg < 0 wynika, ze druga pochodna funkcji f(g moze mie¢ wartosé zero tylko,
gdy f5 > /1 — 02. Mozna wiec wziasé v, takie, ze f(yl) = 0.5. Dla dostatecznie matej
wartosci 0 prawda jest wowczas, ze dla y > y; pochodna funkcji ﬁ; monotonicznie

ro$nie do zera.

B.4 Whnioski

Wyniki numeryczne zaprezentowane powyzej pokazuja, ze regularyzacja modelu
signum-Gordona nie wplywa znacznie na relacje E(Q) dla duzych tadunkéw i energii.
Bazujac na powyzszych wynikach mozemy pokazaé, ze nie jest to przypadek. Wyka-
zemy najpierw, ze catka [ d"x f2 dazy do wartosci znanej z modelu signum-Gordona.
W dowolnej skoniczonej objetosci wynika to natychmiast z jednostajnej zbieznosei funk-
cji ﬁ;. Whiosek taki w calej przestrzeni R™ nie jest uprawniony, o czym $wiadczy na-
stepujacy przyklad: rodzina funkcji {h,,(z)}°_; okreslonych na prostej rzeczywistej,
gdzie

0 gdy 0<x
hp(z)=4q 1/m gdy 0<x<m
0 gdy x>m.
Majac w pamieci asymptotyczne zachowanie funkeji profilu (zob. rozdzialtl4.1) wydaje
sie, ze nie powinno by¢ problemu ze zbieznoscig energii i tadunku. Aby to pokazaé, wy-
korzystajmy powyzej dowiedziona zbieznosé¢ funkceji f(;. Rownanie (4.2) mozna zapisa¢

w nastepujacej formie
12 v fs(x - e
O\ @)+ 82

Korzystajac z powyzszego wzoru i asymptotyki funkcji f(; (rozdzial [4.1) wyrazamy
granice
lim y" f5(y) =

nastepujaco

Ly = 0. (B.18)

1|f5yo|+/ m“dy /fa

Na podstawie monotonicznosci funkcji fs szacujemy

fi(y) N fs(y)
Vi) +82 720 + 82
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dla y > yo. Wstawiajac to do rownania (B.18) otrzymujemy szacowanie

1|f590|\/f5 Yo) + 02 / Fo(y)y" " dy > 0.
Y

f(;( ) + 02

Lewa strona tej nieréwnosci dazy do zera wraz z parametrem 6. Stad wnioskujemy, ze
catka pomiedzy dwoma nieréwnosciami w tej granicy rowniez znika. Mozna przyjac, ze
ﬁ; > fg dla y > yo, co pozwala stwierdzi¢, ze istotnie wraz z usuwaniem regularyzacji,
wktad do tadunku z obszaru y > yo jest zaniedbywalny. Naturalne jest wiec zapisac
wynik tego catkowania w formie cy+q(9), gdzie pierwszy wyraz jest wartoscia graniczna
(oznaczenie z rozdziatlu 3.1), drugi zdaje sprawe z zaleznosci od parametru ¢ i dazy

do zera dla malych wartosci k. Wstawiajac te wartosé¢ do oryginalnej formuty (4.5)

A2 2kw?
0= (e (25)). (B.19)

ktora w wiodacym rzedzie jest taka sama jak w oryginalnym modelu.

otrzymujemy relacje

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla energii. Odpowiedni funkcjonal ma

)\2 00 R . N
E:wnw/ dr r"‘l{ 52+f§+2<\/f§+52—5)}. (B.20)
0

Pochodna fg dla y > yy mozna zapisa¢ w formie

postacé

N R Yy F
B = v | e o) / O R Y S
oLy @) + 02

ktora umozliwia oszacowanie

+1|f5(?/0)|

i)l <2 s

Oszacowanie to jest prawdziwe dla dostatecznie maltego J, takiego ze ﬁ; < V1 -—02

£r2
/ /2 Yy ld 5 <ZJO)yO7
n—2

hm/ f}2yn71 dyz/ j?/2yn71 dy
60—0 0 0

dla n > 2. W modelu dwuwymiarowym mamy identyczno$é

Skad wynika, ze

co dowodzi, ze

/ iy dy = Fs(o)lyo — / sl dy.

Yo Yo
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Majac na uwadze, ze yo > 1 w tym przypadku (por. rozdzial 3.1.2), prawdziwa jest

OS/ | fs] dyS/ | fsly dy,

Yo Yo

nieré6wnosé

skad wnioskujemy, ze
I fi = 0.
tin [ 1fily dy =0
Yo

Mozna przyja¢, ze 0 < f2(y) < |f's(y)| dlay > yo, wiec

Yo

czyli rowniez dla n = 2 catka z kwadratu pochodne;] f(g dazy do calki z kwadratu po-
chodnej funkcji f
Catke z energii potencjalnej wykonamy w dwoch krokach: wyodrebniamy czesé nieza-

lezng jawnie od parametru § i poprawke

/dyy"‘l(\/f§+52—5)=/ dyy"‘lﬁs—%/ dy y" ' — Js —.
0 0 0 \VIE+02+0+ s

Catkowanie czesci zaleznej od parametru dzielimy na dwa obszary. Wktad do calki

pochodzacy z wnetrza kuli o promieniu yy znika wraz ze zmniejszaniem wartosci o

Yo ¢ Yo 1
25/ dy y" s < 25/ dy y"ilé — 0.
0

V28284 fs 0

Catkowanie w pozostalym obszarze przestrzeni jest rowniez zaniedbywalne, gdyz

0< 25/ dy y™*t Js < 25/ dy y"‘lg—g — 0.
Yo

w V202404 f

Zapisujac wynik catkowania w analogicznej formie jak dla tadunku, cg + €(J) otrzymu-

A2 2w?
E:wn+2 <CE+6( LL;\H)), (B.21)

ktore odpowiada dla matych wartosci k£ wyrazeniu znanemu z oryginalnego modelu.

jemy wyrazenie
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Dodatek C

Rachunek zaburzen

Omowione w rozdziale 5 wyniki mozna réwniez uzyskaé¢ analizujac wyjsciowe row-
nania (5.6) i (5.7). Chcac sprawdzi¢, czy te rownania maja co$ wspolnego z rownaniem
Q-balla w modelu signum-Gordona przeskalowujemy: y = wr, f = (A\/2w?)F. Do-
datkowo wprowadzamy funkcje a = 2w /A\2qA i oznaczenie v = \?¢*/2w5. Wyjsciowy

uktad réwnan ma teraz postac

F14 2 =~ 0P +sign(f), o +2a = (1+50)

Parametr v traktujemy jako parametr rozwiniecia perturbacyjnego, czyli zaktadamy, ze
f=fotvfi+Vfot...ia=ag+va;+~%as+. ... Biorac w dostatecznie duze, mozemy
oczekiwaé, ze parametr v bedzie istotnie mniejszy od wszystkich charakterystycznych

wielko$ci wystepujacych w modelu. W rzedzie 7° réwnania maja nastepujaca postacé
V2 f =~ fot sign(fo), a4 2ah = f3.

W tej formie réwnania majg strukture znang z liniowej elektrostatyki: pierwsze réwna-
nie wyznacza rozklad tadunku (materii), drugie potencjal elektrostatyczny pochodzacy
od takiego (zadanego) rozkladu ladunku. Rownanie na fy jest rownaniem Q-balla z
globalng symetrig (3.2), posiada wiec znane rozwigzanie (por. rozdzial 3.1). Mozemy

rowniez podaé¢ sposob wyliczania funkcji ag w zerowym rzedzie:

/yd“/ dv v f (C.1)

Jak wynika ze wzoru (5.14), w oryginalnym ukladzie rownan spelniony jest warunek
A(r) — 0 dla r — oo. Warunek ten tlumaczy sie teraz na zadanie a(y) — 0 dla

y — 00, co uzasadnia granice catkowania. Stad mozna wyznaczy¢ warto$é¢ ag(0)

——/0 %/0 dv v* f2. (C.2)
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Niestety wynik catkowania w powyzszym wzorze nie jest dany przez funkcje elemen-
tarne, numerycznie jest to proste zadanie. W ten sposob otrzymujemy, ze ag(0) =
50.08. Tak wiec B(oco) — B(0) &~ 50.08 X A2qw™°/2, co niezle zgadza si¢ z rozwiaza-
niami numerycznymi dla Q-balli, o ile B(0) > 3.3. W tym przypadku (B(0) = 3.3)
obliczenia numeryczne daja (B(oo) — B(0))w® & 55.7.

Ciekawe jest policzenie pierwszych poprawek - f; i a;. Roéwnanie na funkcje f; nie

zalezy od funkcji a; i ma postaé
2
7+ gf{ + f1 = —2foao. (C.3)

Obowiazuje ono dla y < yo o ile sign(fy) = sign(fo + vf1). Jest to rownanie liniowe
z dobrze znang juz czesciag jednorodng. Stosujac oznaczenia z dodatku B rozwigzanie

tego rownania ma postac

fily) = —2 / "Gy, 5) fols)ao(s)sds + yur(y) (C.4)

w obszarze obowigzywania poprzedniego réwnania, Y jest pewna liczba rzeczywista.
Majac dane fy i ap mozna tatwo znalez¢ fi. Istotne sa dwie liczby: fi(yo) = 55.63 i
f1(yo) = —176.13. Informuja one o warunkach zszywania: czy rozwiazanie w kolejnym
rzedzie sie poszerza, czy zweza oraz pozwalaja ustali¢ warto$é statej y. W obszarze,

gdzie fy = 0 obowiazuje réwnanie

2 .
T+ ’@f{ +7.f1 = sign(v./1), (C.5)
ktorego rozwiazanie ma postac
fly) =+ osin(y) + £ cos(y)
Y

przy czym o i £ sa pewnymi statymi liczbowymi. Funkcja ta jest rozwigzaniem réwnania

9

(C.5) o ile jest dodatnia. Warunki cigglosci na granicy pomiedzy oboma obszarami

pozwalaja wyprowadzi¢ wzor na staty &

§ = —QCO;y(OyO) /0 0 di;G(y, s) fo(s)ag(s)s*ds.

Wartoéé o i x sa zalezne od siebie w yo. Wiemy jednak, ze funkcja f; musi sklejaé sie
w pewnym punkcie y; gladko z rozwigzaniem prozniowym. Z tych warunkéw mozna

uzyskac¢ zalezno$¢ pomiedzy y; a parametrem . Ma ona postaé

Y€ = yrcosyy — siny;. (C.6)

Dane numeryczne catkiem dobrze zgadzaja sie 7 ta relacja o ile B(0) > 3.8. Relacja
(C.6) jest niejednoznaczna, wybrana gataz ma sens, o ile y; < 27 (czyli v < 0.081).
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Mozna uznac, ze jest to granica stosowalnosci zaproponowanego rozwiniecia. Z danych
numerycznych wynika, ze wszystkie znalezione rozwigzania mieszcza sie w tym zakre-
sie. Majac dane y; mozna wyznaczy¢ parametry o i .

Jak widaé, rachunek zaburzenn dla modelu signum-Gordona zawiera roéwniez czes$é nie-
perturbacyjna — pojawia si¢ ona w wyniku procedury sklejania nietrywialnych rozwia-
zan z rozwigzaniem prozniowym. W wyzszych rzedach tego rachunku, przy obliczaniu

kolejnych poprawek, mozliwe jest rowniez skrocenie wyjsciowego rozwigzania.

W ramach przedstawianego rachunku zaburzeri mozna zrozumieé, dlaczego prosty
model opisujacy duze Q-shelle (zob. rozdzial 5.4) dziala. Latwo dostrzec, ze przedsta-
wiony tam opis rozwigzan to w istocie rozwiazania oryginalnych rownan w rzedzie v° z
opuszczonym wyrazem zawierajacym pierwsza pochodna. Dane numeryczne wskazuja,
ze (wrg)™! jest rzedu « dla duzych wartoéci ro. Tak wiec w tym rzedzie opuszczenie
cztonu z pierwsza pochodng jest dozwolone. Cena, jaka za to trzeba zaptacié, jest brak
mozliwosci wyznaczenia zwigzku ry z innymi parametrami modelu. Dlatego trzeba
byto uciec sie do procedury nieperturbacyjnej (minimalizacja energii). Alternatywnym

sposobem bytoby wykonanie rachunkéw w kolejnym rzedzie rachunku zaburzen.
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