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Rozdziaª 1Model signum-Gordona
1.1 HistoriaW 2002 roku prof. H. Arod¹ opublikowaª pra
� [1℄ na temat topologi
zny
h kom-paktonów. Rozwa»aª w niej model skalarnego, rze
zywistego pola φ zadanego przezlagran»ian

L[φ] =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ),przy 
zym
V (φ) =

{

cosφ− 1 dla |φ| ≤ φ0 < π,

∞ dla |φ| > φ0.Cz�±¢ kinety
zna (zawieraj¡
a po
hodne) w tym lagran»ianie jest relatywisty
znie nie-zmienni
za, gre
kie litery w indeksa
h odnosz¡ si� w 
aªej pra
y do skªadowy
h wek-torów 
zasoprzestrzenny
h. Motywa
j¡ do tej pra
y byª prosty ukªad me
hani
zny.W modelu wyst�puj¡ dwie pró»niowe warto±
i pola (spontani
zne ªamanie symetrii Z2).W zwi¡zku z tym istnieje rozwi¡zanie interpoluj¡
e pomi�dzy pró»niami (kink). Wyró»-nia si� ono spo±ród podobny
h rozwi¡za« tym, »e pole ma warto±¢ ró»n¡ od pró»niowejna sko«
zonym przedziale (st¡d nazwa kompakton). Dokªadniejsza analiza modelu po-zwoliªa stwierdzi¢, »e ów zwarty no±nik rozwi¡zania jest zwi¡zany z nieanality
zno±
i¡poten
jaªu polowego w okoli
y pró»ni, to jest brakiem dobrze okre±lonej po
hodnej zpoten
jaªu w jego minimum. Wykryto równie» przybli»on¡ symetri� skalowania dlawzbudze« o maªy
h amplituda
h. Wobe
 tego naturalnie pojawiªo si� zainteresowa-nie teori¡, która pozwala przyjrze¢ si� dokªadnie nieanality
znej pró»ni. Najprostszymo»liwy model pozwalaj¡
y na to zadany jest relatywisty
znie niezmienni
z¡ funk
j¡Lagrange'a
L[φ] =

1

2
∂µφ∂

µφ− λ|φ|, (1.1)gdzie λ > 0. Po
z¡tkowo nazywano teori� zadan¡ w ten sposób modelem z poten
jaªemo ksztaª
ie V (ang. V-shaped potential). W roku 2006 Benny Lautrup zaproponowaª1



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnew
ale dow
ipn¡ nazw�: model signum-Gordona.Model ten w jednym i dwó
h wymiara
h przestrzenny
h posiada prost¡ realiza
j� me-
hani
zn¡: siatk� zªo»on¡ z piªek (punktów materialny
h) poª¡
zony
h z najbli»szymis¡siadami niewa»kimi spr�»ynami. Opró
z spr�»ysty
h oddziaªywa« pomi�dzy piªkamiuwzgl�dnia si� równie» oddziaªywanie grawita
yjne: siatka jest umiesz
zona na jakiej±powierz
hni a energia potrzebna do podniesienia piªki na pewn¡ wysoko±¢ jest propor-
jonalna do wysoko±
i. Ponadto zakªada si�, »e piªki odbijaj¡ si� spr�»y±
ie od po-wierz
hni. Wzbudzenia dªugozasi�gowe (to jest na skali zna
znie wi�kszej ni» odlegªo±¢pomi�dzy piªkami) w takim ukªadzie opisywane s¡ przez podany powy»ej lagran»ian.Warto±¢ pola φ(t,x) jest propor
jonalna do wysoko±
i, na jakiej znajduje si� piªka zo
zka siatki o wspóªrz�dnej x w 
hwili t.Badania nad modelami signum-Gordona trwaj¡ od kilku lat. Najwi�
ej uwagi po±wi�-
ono modelowi pola rze
zywistego w jednym wymiarze przestrzennym. Dla tej teoriiudaªo si� uzyska¢ 
aªkiem sporo rozwi¡za« anality
zny
h. Do najwa»niejszy
h osi¡-gni�¢ nale»y z pewno±
i¡ peªna 
harakterystyka rozwi¡za« z samopodobnymi warun-kami po
z¡tkowymi (zob. [2℄, [10℄) oraz znalezienie rozwi¡zania typu os
ylon (pulson)przedstawionego w [3℄. Drugi spo±ród wspomniany
h rezultatów wydaje si� sz
zegól-nie interesuj¡
y. Rozwi¡zanie to ma, jak prawie wszystkie rozwi¡zania w tym modelu,zwarty no±nik przestrzenny, jest ono periody
zne w 
zasie i ma sko«
zon¡ energi�. Cie-kawie przedstawia si� problem stabilno±
i ty
h rozwi¡za«. W ±wietle pra
y [11℄ mo»nasi� spodziewa¢, »e maªe zaburzenie mo»e spowodowa¢ i
h rozpad. We wspomnianejpra
y prezentowane s¡ jako±
iowo podobne rozwi¡zania w innym modelu i wykazanajest i
h liniowa niestabilno±¢. W modelu signum-Gordona narazie brak jest narz�dzido badania tego typu efektów.
1.2 Równania Eulera-Lagrange'aAnaliz� teorii (1.1) za
zniemy od znalezienia równa« ru
hu. W tym 
elu poli
zymywaria
j� dziaªania wokóª pola φ0. Na mo
y de�ni
ji s¡ to wyrazy rz�du ǫ w nast�puj¡
ejró»ni
y

δS[φ0] =

∫

dn+1x (L[φ0 + ǫφ] −L[φ0]) , (1.2)przy 
zym ǫ jest bliskie zera. O φ0 zakªadamy, »e jest klasy C2 w obszara
h o ustalonymznaku, globalnie za± jest to funk
ja 
i¡gªa. Dopusz
zenie skokowej zmiany warto±
i
φ0 na grani
y obszarów o ustalonym znaku komplikuje analiz�, �zy
znie nie jest za±interesuj¡
e. Równania ru
hu wyzna
zone s¡ przez warunek znikania ró»ni
y (1.2). Wposz
zególny
h obszara
h Vi, gdzie φ0 ma ustalony znak, dla dostate
znie maªego ǫ2



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne(takiego, aby sign(φ0 + ǫφ) = sign(φ0)) ró»ni
a powy»sza wynosi
δS = ǫ

∑

i

∫

Vi

dn+1x φ [∂µ∂
µφ0 − sign(φ0)] + ǫ

∑

i

∫

Vi

dn+1x ∂µ (φ∂µφ0) . (1.3)Drugi 
zªon wynika ze wzoru Leibniza: ∂µφ∂
µφ0 = −φ∂µ∂

µφ0 + ∂µ(φ∂µφ0). Na mo
ytwierdzenia Stokesa mo»na go wyrazi¢ przez 
aªk� powierz
hniow¡
ǫ
∑

i

∫

Vi

dn+1x ∂µ (φ∂µφ0) = ǫ
∑

i

∫

∂Vi

dσ (φ∂µφ0) , (1.4)gdzie przez dσ ozna
zamy element n-wymiarowej hiperpowierz
hni. Zauwa»amy, »e poka»dej powierz
hni 
aªkujemy dwukrotnie: raz traktuj¡
 j¡ jako grani
� obszaru, gdzie
φ0 > 0, po raz wtóry jako grani
� obszaru z φ0 < 0. Obszar, gdzie φ0 ≡ 0 nie dajewkªadu do 
aªki. Dla obszarów Vi i Vj s¡siaduj¡
y
h ze sob¡ mo»na ten wzór przepisa¢jako 
aªkowanie po � jednej stronie� hiperpowierz
hni; nale»y uwzgl�dni¢ i
h prze
iwn¡orienta
j�, 
o daje nast�puj¡
y wynik

∫

∂Vi∩∂Vj

dσ φ
(

∂µφi
0 − ∂µφj

0

)

,przez φi
0 ozna
zamy funk
j� φ0 na obszarze Vi. Je»eli waria
ja ma znika¢, to i powy»sza
aªka powinna znika¢ na wszystki
h powierz
hnia
h. Wobe
 dowolno±
i φ w ka»dympunk
ie powierz
hni ∂Vi ∩ ∂Vj musi by¢ speªniona równo±¢

dσ
(

∂µφi
0 − ∂µφj

0

)

= 0. (1.5)Najprostszym sposobem zapewnienia tej równo±
i jest »¡danie
∂µφi

0 = ∂µφj
0. (1.6)Tak wi�
 szukana funk
ja jest klasy C1, to jest, funk
ja i jej pierwsza po
hodna s¡ 
i¡-gªe. Ten sposób ª¡
zenia rozwi¡za« jest istotny z punktu widzenia wyników zawarty
hw tej pra
y. Nie jest to wszak jedyne rozwi¡zanie tego problemu. We wspomniany
hpowy»ej pra
a
h na temat rozwi¡za« z samopodobnymi warunkami po
z¡tkowymi wy-korzystano mo»liwo±¢ sklejania na sto»ku ±wietlnym rozwi¡zania pró»niowego z pew-nym nietrywialnym rozwi¡zaniem. W tym wypadku warunek (1.6) nie jest speªnionyw prze
iwie«stwie do warunku (1.5).Warto zwró
i¢ uwag� na funk
j� to»samo±
iowo równ¡ zero na pewnym od
inku. Za-uwa»my, »e dla regularnej funk
ji φ przy dostate
znie maªej warto±
i ǫ dziaªanie

S[ǫφ] =

∫

dn+1x

(

ǫ2

2
∂µφ∂

µφ− λ|ǫφ|
)3



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnejest ujemne i nie jest mo»liwe jego rozwini�
ie w pot�gi ǫ. Wobe
 tego funk
ja to»-samo±
iowo równa zero jest nieanality
znym maksimum dziaªania. Dlatego funk
j� t�nale»y uwa»a¢ za rozwi¡zanie teorii.W powy»szym wyprowadzeniu mo»e niepokoi¢ moment, gdy zaniedbano wkªad od ob-szaru sign(φ0) 6= sign(φ0 + ǫφ). Aby to uzasadni¢ osza
ujemy warto±¢ 
aªki
∫

dn+1x (|φ0 + ǫφ| − |φ0|) (1.7)na tym obszarze. Funk
j� pod
aªkow¡ mo»na osza
owa¢ w tym obszarze nast�puj¡
o
−2|ǫφ| ≤ |φ0 + ǫφ| − |φ0| ≤ 2|ǫφ|.Dla dostate
znie maªej warto±
i ǫ powierz
hnie φ0 = 0 i ǫφ + φ0 = 0, pomi�dzy któ-rymi 
aªkujemy, powinny by¢ blisko siebie. Je»eli po
hodna w kierunku sty
znym dopowierz
hni φ0 = 0 istnieje na 
aªej tej powierz
hni i mo»na jej moduª ograni
zy¢ przezpewn¡ dodatni¡ li
zb�, wów
zas odlegªo±¢ pomi�dzy tymi dwoma pªasz
zyznami jestrz�du ǫ. Mo»na si� o tym przekona¢ rozwijaj¡
 równanie ǫφ+ φ0 = 0 wokóª ξ speªnia-j¡
ego równo±¢ φ0(ξ) = 0. W rozwi¡zaniu pojawiaj¡ si� wyrazy rz�du ǫ oraz wy»szepot�gi tego parametru. Tak wi�
 
aªkowanie w kierunku prostopadªym do pªasz
zyzny

φ0 = 0 daje wkªad rz�du ǫ, 
aªka w kierunka
h równolegªy
h jest z zaªo»enia sko«
zona.Wobe
 tego warto±¢ 
aªki (1.7) poli
zona w interesuj¡
ym nas obszarze jest rz�du ǫ2.Nie
o ina
zej wygl¡da sytua
ja, gdy podany powy»ej warunek na po
hodn¡ sty
zn¡nie jest speªniony. W sz
zególno±
i dzieje si� tak, gdy w kierunku sty
znym do hi-perpªasz
zyzny φ0 = 0 mamy za
howanie pot�gowe � φ0 ∼ xm, przy 
zym m > 1.Wów
zas odlegªo±¢ pomi�dzy pªasz
zyznami jest rz�du ǫ1/m dla dostate
znie maªego ǫ,
aªka (1.7) za± jest rz�du ǫ1+1/m. To sugeruje problemy z de�ni
j¡ drugiej po
hodnejwaria
yjnej z dziaªania dla taki
h rozwi¡za«. Istotnie, do jej wyzna
zania konie
znejest rozwini�
ie w pot�gi ǫ ró»ni
y
∫

dn+1x dn+1y
[

sign
(

φ0(x) + ǫφ(y)
)

− sign(φ0(x))
]

φ1(x),
o jest równozna
zne z sza
owaniem obszaru pomi�dzy φ0+ǫφ = 0 a φ0 = 0. W powy»-szym wzorze φ i φ1 to funk
je próbne. Rozwi¡zania omawiane w kolejny
h rozdziaªa
hodpowiadaj¡ m = 2. Dlatego δ2S w i
h przypadku nie istnieje.Aby podsumowa¢ doty
h
zasowe rozwa»ania de�niujemy funk
j� sign(·)

sign(φ) ≡











+1 gdy φ > 0

0 gdy φ = 0

−1 gdy φ < 0.

(1.8)4



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnePrzy jej pomo
y mo»emy napisa¢ klasy
zne równanie ru
hu w modelu signum-Gordona
∂µ∂

µφ = −λsign(φ), (1.9)które nale»y uzupeªni¢ uwag¡, »e szukamy rozwi¡za« klasy C1.Powy»sza de�ni
ja sign(·) pozwala uwa»a¢ funk
j� φ ≡ 0 za rozwi¡zanie równaniaEulera-Lagrange'a. Dla kompletno±
i odnotujmy, »e równanie ru
hu mo»na odtworzy¢traktuj¡
 model signum-Gordona jako grani
zny przypadek dla zregularyzowany
h po-ten
jaªów
|φ| = limκ→0

√

φ2 + κ2 − κ, κ > 0. (1.10)Jak zoba
zymy w rozdziale 4, traktowanie modelu signum-Gordona jako modelu bli-skiego takim �porz¡dnym� modelom jest 
zasem bardzo owo
ne.1.3 Wªasno±
i równania ru
huPowy»ej zapisane równanie ru
hu (1.9) ma ra
zej zaskakuj¡
¡ wªasno±¢: niezmien-ni
zo±¢ ze wzgl�du na zmian� skali. Istotnie, dla dowolnego rozwi¡zania φ równania(1.9) przeskalowanie zmienny
h yµ = xµ/η i funk
ji φ̃ = η−2φ prowadzi do rela
ji
∂µ∂

µφ̃ = −λsign(φ̃), (1.11)gdzie ró»ni
zkuje si� wzgl�dem nowy
h zmienny
h yµ. Tak wi�
 powy»sza transforma-
ja pozwala znajdowa¢ nowe rozwi¡zania równa«. Dziaªanie S skaluje si� przy takiejzamianie S[φ̃] = η3+nS[φ]. Z tego wida¢, »e jest to symetria typu on-shell, to zna-
zy symetria równa« ru
hu a nie teorii na poziomie lagran»ianu. Pewne rozwi¡zaniasamopodobne jak i analiza rozwi¡za« startuj¡
y
h z samopodobny
h warunków po-
z¡tkowy
h zostaªy przedstawione w pra
a
h [3℄ i [4℄.Energia w modelu signum-Gordona wyra»a si� wzorem
E =

∫

dnx

[

1

2
(∂0φ)2 +

1

2
(∇φ)2 + λ|φ|

]

. (1.12)Symetria skalowania pozwala wyrazi¢ energi� dla rodziny rozwi¡za« ró»ni¡
y
h si�transforma
j¡ skalowania poprzez prosty wzór E = η2+nE0, gdzie E0 to li
zba - ener-gia poli
zona dla wybranego rozwi¡zania.Jak zostaªo ju» zasygnalizowane, w tej pra
y b�dziemy zajmowa¢ si� rozwi¡zaniami,które przyjmuj¡ nietrywialne warto±
i w sko«
zonej obj�to±
i. Jest to za
howanie gene-ry
zne w modelu sigum-Gordona. Aby si� o tym przekona¢ zoba
zmy, jak pole osi¡gawarto±¢ pró»niow¡ modelu. Dla potrzeb analizy zaªo»ymy symetri� sfery
zn¡ rozwi¡-zania (nie
h r ozna
za zmienn¡ radialn¡ w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej),5



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnemaª¡ warto±¢ pola φ i jego po
hodnej. Wów
zas niezale»ne od 
zasu równanie (1.9)ma posta¢
φ′′ +

n− 1

r
φ′ = sign(φ).Przybli»one rozwi¡zanie ma posta¢ φ(r) = ±(r − r0)

2/2n, dla pewnego r0. Mo»emyzaªo»y¢, »e funk
ja φ gªadko prze
hodzi w rozwi¡zanie pró»niowe. To zapewnia sko«-
zono±¢ dziaªania i energii (i ewentualnie inny
h wielko±
i).Sposób zbli»ania si� do pró»ni jest 
harakterysty
zny dla szeroki
h klas modeli; w mo-dela
h masowy
h podej±
ie do pró»ni jest eksponen
jalne, w modela
h bezmasowy
h-pot�gowe. Obrazowo rze
z ujmuj¡
 mówimy, »e paraboli
zne podej±
ie do pró»ni jest
harakterysty
zne dla modeli o niesko«
zonej masie (o niesko«
zonej masie mo»na mó-wi¢ w przypadku wielu modeli, przykªadem jest model badany w [11℄).Pro
edura rozwi¡zywania równania (1.9) jest prosta: zakªadamy, »e funk
ja φ maokre±lony znak, rozwi¡zujemy równanie z ustalonym sign(φ) speªniaj¡
e jakie± wa-runki. Otrzymane rozwi¡zanie obowi¡zuje do momentu osi¡gni�
ia przez pole warto±
izerowej. Do tego rozwi¡zania doklejamy albo warto±¢ pró»niow¡, o ile warunek 
i¡gªo-±
i po
hodnej na to pozwala, albo rozwi¡zanie o prze
iwnym znaku. Pro
edura jestpowtarzana do 
zasu uzyskania rozwi¡zania w 
aªym interesuj¡
ym obszarze. Równa-nie (1.9) jest dosy¢ proste w obszara
h o ustalonym znaku: jest to wów
zas równanieliniowe niejednorodne. Nieliniowo±¢ daje o sobie zna¢ tylko przy zmianie znaku.1.4 Stabilno±¢Dysponuj¡
 nietrywialnym rozwi¡zaniem w jakiej± teorii pola z gªadkim poten
ja-ªem wiadomo dosy¢ dokªadnie, jak szuka¢ przybli»ony
h rozwi¡za« bliski
h rozwi¡zaniuwyj±
iowemu φ. Sªu»y do tego pro
edura linearyza
ji. Aby byªa ona mo»liwa, wyra»e-nie δ2S[φ] musi mie¢ sens. W przypadku rozwi¡za« modelu signum-Gordona, jak wida¢z doty
h
zasowy
h rozwa»a«, nie jest to wyra»enie dobrze okre±lone w pobli»u grani
yobszaru, gdzie rozwi¡zanie jest nietrywialne, nie wspominaj¡
 o obszarze, gdzie polema warto±¢ pró»niow¡. Dlatego problem ewolu
ji 
zasowej zaburzony
h rozwi¡za« jestw
i¡» problemem otwartym.�atwo mo»na opisa¢ propaga
j� zaburzenia w krótkim okresie 
zasu, o ile zaburzeniema zwarty no±nik i rozmiary du»o mniejsze od rozmiarów oryginalnego rozwi¡zania.Mo»na wów
zas wykona¢ linearyza
j�, która prawidªowo opisuje ewolu
j� 
zasow¡ za-burzonego rozwi¡zania. Opis ten zaªamuje si�, gdy zaburzenie do
iera w okoli
e brzegupierwotnego rozwi¡zania. Nie jest jasne, 
o wów
zas ma zna
zenie, 
ho¢by w jako±
io-wym opisie ewolu
ji. 6



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne1.5 Zespolony model signum-GordonaZespolony model signum-Gordona zadany jest przez nast�puj¡
¡ funk
j� Lagrange'a
L = ∂µΦ∂µΦ̄ − λ|Φ|, (1.13)gdzie Φ i Φ̄ to zespolone pole skalarne i jego zespolone sprz�»enie, | · | ozna
za moduªli
zby zespolonej, λ > 0. Wywody doty
z¡
e wyprowadzenia równa« ru
hu i waria
jidziaªania pozostaj¡ w mo
y. Równania ru
hu nale»y przepisa¢ w nast�puj¡
ej posta
i
∂µ∂

µΦ = −λ
2
faza(Φ), (1.14)przy 
zym

faza(Φ) =

{

Φ
|Φ| gdy Φ 6= 0

0 gdy Φ = 0.
(1.15)De�ni
j� t� mo»na uzasadni¢ poprzez ponowne odwoªanie si� do poj�
ia dziaªania ijego waria
ji, b¡d¹ poprzez przywoªanie regularyza
ji

|Φ| =
√

ΦΦ̄ + κ2 − κ, κ > 0. (1.16)Istotn¡ ró»ni
¡ mi�dzy modelem rze
zywistym a zespolonym jest pojawienie si� do-datkowej symetrii wzgl�dem zmiany fazy pola. Konsekwen
jom tego faktu po±wi�
onyjest nast�pny rozdziaª. Wyniki doty
z¡
e symetrii skalowania i trudno±
i z poj�
iemstabilno±
i w modelu rze
zywistym, w zasadzie bez zmian przenosz¡ si� na model zpolem zespolonym.Po raz pierwszy zespolony model signum-Gordona w jednym wymiarze zostaª wpro-wadzony w pra
y [4℄. Zaproponowano tam, aby przy jego pomo
y opisa¢ przyklejaniesi� struny w trze
h wymiara
h do linii prostej. W tym modelu moduª warto±
i polaodpowiada odlegªo±
i struny od prostej, faza odpowiada k¡towi pomi�dzy poªo»eniemstruny a pewnym umownym kierunkiem w pªasz
zyznie prostopadªej do prostej, doktórej struna jest przy
i¡gana. Równo
ze±nie podano nietrywialne rozwi¡zania rów-na« pola wy
hodz¡
 od pewnego samopodobnego Ansatzu.1.6 Wyniki wªasnePrzedstawione w tej pra
y wyniki zostaªy zaprezentowane w trze
h pra
a
h: [7℄,[8℄, [9℄. Dwie pierwsze pra
e zostaªy napisane wspólnie z prof. H. Arodziem. W [7℄podane zostaªy rozwi¡zania typu Q-ball w zespolonym modelu signum-Gordona. Tre±¢tej pra
y przedstawiona zostaªa, w nie
o zmienionej formie, w rozdziale 3. Pra
a [8℄zawiera wyniki doty
z¡
e rozszerzonego modelu signum-Gordona, w którym globaln¡7



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnesymetri� U(1) zast¡piono jej lokaln¡ wersj¡. Rezultaty uzyskane w tej pra
y przed-stawione s¡ w rozdziale 5; rozwa»ania zawarte w dodatku C publikowane s¡ po razpierwszy. Artykuª [9℄ doty
zy zregularyzowanego modelu signum-Gordona i jego zwi¡z-ków z modelem oryginalnym (tak b�dziemy 
zasem okre±la¢ zespolony model signum-Gordona). Wykazano w niej, »e Q-balle w zregularyzowanym modelu istniej¡ orazpokazano, »e z absolutnej stabilno±
i Q-balli w modelu zregularyzowanym wynika ab-solutna stabilno±¢ Q-balli w modelu signum-Gordona. Udaªo si� równie» dostosowa¢dowód absolutnej stabilno±
i znany dla pewnej klasy modeli w trze
h wymiara
h prze-strzenny
h na potrzeby modelu zregularyzowanego. Te wyniki omówione s¡ 
z�±
iowow rozdziale 3 oraz w rozdziale 4 i w dodatka
h A oraz B.

8



Rozdziaª 2Rozwi¡zania typu Q-ballJak ju» zostaªo zasygnalizowane, w zespolonym modelu signum-Gordona pojawiasi� dodatkowa wielko±¢ za
howana - ªadunek zwi¡zany z symetri¡ U(1) obe
n¡ w tejteorii. Ten rozdziaª po±wi�
ony jest teorii Q-balli. S¡ to rozwi¡zania pojawiaj¡
e si� wteoria
h, w który
h, obok energii, istnieje jesz
ze inna 
aªka ru
hu zwi¡zana z symetri¡wewn�trzn¡ (to jest nie sprz�gaj¡
¡ si� ze zmiennymi 
zasoprzestrzennymi) modelu.Najpierw wi�
 przedstawimy ogólne rozwa»ania matematy
zne, pozwalaj¡
e sformuªo-wa¢ odpowiedni Ansatz oraz kilka matematy
zny
h obserwa
ji doty
z¡
y
h uzyskany
ht¡ drog¡ rozwi¡za«. Q-balle nale»¡ do klasy nietopologi
zny
h solitonów. S¡ to bowiemstabilne rozwi¡zania, który
h g�sto±¢ energii i ªadunku jest dobrze zlokalizowana i niezale»y od 
zasu. Przymiotnik �nietopologi
zne� ozna
za, »e i
h istnienie i stabilno±¢nie s¡ zwi¡zane z topologi
znymi wªasno±
iami teorii.
2.1 Rozwi¡zania typu Q-ball - podstawy matematy
zneNajprostszym przykªadem symetrii wewn�trznej jest globalna symetria U(1) odpo-wiadaj¡
a zmianie fazy zespolonego pola skalarnego. Na tym przykªadzie omówimymatematy
zne wªasno±
i Q-balli. Rozwa»ania te przeprowadzimy dla ogólnego lagran-»ianu polowego w posta
i

L = ∂µΦ∂µΦ̄ − U
(

ΦΦ̄
)

, (2.1)gdzie U jest poten
jaªem polowym. O poten
jale zakªadamy, »e U(Φ) ≥ 0 dla ka»dego
Φ i posiada globalne minimum dla Φ = 0 (U(0) = 0). Lagran»ian ten jest niezmienni
zywzgl�dem transforma
ji Lorentza, wymiar 
zasoprzestrzeni wynosi n+1. W takiej teoriina mo
y twierdzenia Noether istnieje ªadunek Q, wielko±¢ staªa dla rozwi¡za« równa«ru
hu. Jest ona dana wzorem

Q =
1

2i

∫

dnx
[

Φ̄∂0Φ − ∂0Φ̄Φ
]

. (2.2)9



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneW powy»szym wzorze 
aªkuje si� po 
aªej przestrzeni; w kolejny
h wzora
h w tym roz-dziale, o ile nie zostanie ina
zej podane, 
aªki bez jawnie podanego zakresu 
aªkowanianale»y rozumie¢ w ten sam sposób. Opró
z tego równie» energia jest 
aªk¡ ru
hu.Wyra»a si� ona nast�puj¡
o
E =

∫

dnx
[

∂0Φ̄∂0Φ + ∂iΦ̄∂iΦ + U(Φ̄Φ)
]

. (2.3)Litery ªa
i«skie i = 1, 2, . . . n numeruj¡ skªadowe wektorów w przestrzeni euklidesowej.Uprawnione jest pytanie o rozwi¡zania minimalizuj¡
e energi� przy zadanej warto±
i Q.Pytanie to postawiª Sidney Coleman w pra
y [12℄. Pre
yzyjniej rze
z ujmuj¡
 zbadamy,dla jaki
h warunków po
z¡tkowy
h energia jest najmniejsza przy ustalonym ªadunku.Dla wygody od tej 
hwili przyjmiemy ozna
zenia xµ = (t,x). Przez warunki po
z¡t-kowe rozumiemy podanie przestrzennej kon�gura
ji pola oraz jego po
hodnej 
zasowejw 
hwili t = 0. Pole Φ mo»na przedstawi¢ w formie F (t,x)exp(iθ(t,x)), gdzie funk
je
F i θ s¡ rze
zywiste. Przy powy»szy
h ozna
zenia
h ªadunek li
zony w 
hwili t = 0wyra»a si� wzorem

Q =

∫

dnx θ̇(0, x)F 2(0, x), (2.4)gdzie kropka nad nazw¡ funk
ji ozna
za jej po
hodn¡ 
zasow¡. Energia za± wyra»a si�nast�puj¡
o
E =

∫

dnx
[

θ̇2F 2 + Ḟ 2 + F 2(∇θ)2 + (∇F )2 + U(F )
]

. (2.5)Podamy teraz sposób, jak maj¡
 dane funk
je F (0,x), θ(0,x) i i
h po
hodne 
zasowe,skonstruowa¢ dane po
z¡tkowe o takiej samej lub ni»szej energii. Po pierwsze, zaªo»enie
Ḟ (0,x) = 0 nie zmienia ªadunku i pozwala obni»y¢ energi� kon�gura
ji � kªadziemy
Ḟ (0,x)=0. Podobnie ma si� rze
z z wyrazem F 2(∇θ(0,x))2 i dlatego przyjmujemy, »e
∇θ(0,x) = 0. Po drugie, nierówno±¢ S
hwarza dla funk
ji F i θ̇F pozwala osza
owa¢ªadunek nast�puj¡
o

Q2 ≤
∫

dnx F 2

∫

dnx θ̇2F 2. (2.6)Nierówno±¢ ta wysy
a si�, gdy funk
je F i θ̇F s¡ liniowo zale»ne, 
zyli gdy θ̇(0,x) =

const. Wów
zas wyraz ∫ dnx θ̇2F 2 ma warto±¢ Q2/
∫

dnx F 2 i jest to warto±¢ mini-malna, jak¡ ten wyraz mo»e przyj¡¢ przy danym ªadunku i funk
ji F (0,x). Ozna
zamystaª¡ θ̇(0,x) przez ω. Funk
jonaª energii przyjmuje posta¢
E =

Q2

∫

dnx F 2
+

∫

dnx
[

(∇F )2 + U(F )
]

. (2.7)Po trze
ie, warto wzi¡¢ pod uwag� twierdzenie o sfery
znej zamianie (spheri
al re-arrangement, podajemy za [12℄, [13℄). Mówi ono, »e przy ustalonej warto±
i 
aªek10



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne
∫

dnx F 2 oraz ∫ dnx U(F ) najmniejsz¡ warto±¢ 
aªka ∫ dnx (∇F )2 przyjmuje dla pew-nej sfery
znie symetry
znej, monotoni
znie malej¡
e wzdªu» zmiennej radialnej funk
ji.Jest to prawda dla n > 2. Minima tego funk
jonaªu mo»na wyzna
zy¢ korzystaj¡
 zra
hunku waria
yjnego. Zamiast peªnego równania ró»ni
zkowego z po
hodnymi 
z¡st-kowymi wystar
zy ograni
zy¢ si� wi�
 do analizy równania ró»ni
zkowego zwy
zajnegow zmiennej radialnej. Ma ono posta¢ nast�puj¡
¡
F ′′ +

n− 1

r
F ′ = − d

dF

(

ω2

2
F 2 − U(F )

)

, (2.8)gdzie ′ ozna
za ró»ni
zkowanie wzgl�dem zmiennej r a parametr
ω =

Q
∫

dnx F 2
(2.9)w zgodzie z powy»szym wyprowadzeniem. Podstawiaj¡
 do równa« ru
hu pola mo»nasprawdzi¢, »e ewolu
ja 
zasowa dla tak znalezionej kon�gura
ji po
z¡tkowej dana jestprzez Ansatz

Φ(t,x) = exp (iωt)F (r). (2.10)Rozwi¡zania uzyskane przy pomo
y takiego podstawienia nazywamy wªa±nie Q-ballami.Równanie (2.8) mo»na interpretowa¢ jako newtonowskie równanie ru
hu 
z¡stki w po-ten
jalnym polu siª (prawa strona równania). Wyraz zawieraj¡
y pierwsz¡ po
hodn¡interpretuje si� jako zale»ne od 
zasu tar
ie - r peªni rol� 
zasu. Aby rozwi¡zanie rów-nania miaªo zna
zenie w teorii pola, musi speªnia¢ dwa warunki: po pierwsze F i F ′maj¡ by¢ funk
jami 
i¡gªymi, sk¡d F ′(0) = 0. Po drugie interesuj¡
e rozwi¡zanie mamale¢ do zera, aby 
aªki we wzora
h na ªadunek i energi� byªy dobrze okre±lone. Wj�zyku me
haniki klasy
znej ozna
za to, »e szukamy takiego poªo»enia F (0), z któregoswobodnie pusz
zona 
z¡stka (F ′(0) = 0) po upªywie niesko«
zonego 
zasu znajdujesi� w pozy
ji F = 0. Funk
ja F speªniaj¡
a równanie (2.8) i podane warunki brzegowejest 
zasem nazywana funk
j¡ pro�lu.W literaturze 
z�sto spotyka si� wyprowadzenie Ansatzu (2.10) korzystaj¡
e z funk-
jonaªu energii dla zadanego ªadunku. Funk
jonaª ten de�niowany jest przy u»y
iumno»ników Lagrange'a (zob. np. [16℄). Podej±
ie to uzasadnia podane podstawie-nie, nie jest jednak pomo
ne w zbadaniu, 
zy energia przy danym ªadunku posiadaglobalne minimum. Do uzyskania odpowiedzi na takie pytanie lepiej nadaje si� funk-
jonaª (2.7). Istnienie kon�gura
ji odpowiadaj¡
ej globalnemu minimum energii przydanej warto±
i ªadunku nie jest o
zywiste � jak za 
hwil� zoba
zymy, w teorii swo-bodnej taka kon�gura
ja nie istnieje. Sidney Coleman w pra
y [12℄ pokazaª, »e dlapewnej klasy poten
jaªów Q-balle istotnie maj¡ najmniejsz¡ mo»liw¡ energi�. W roz-dziale 4 przedstawimy stosowny dowód dla konkretnego modelu. Rozwi¡zania, któremaj¡ minimaln¡ energi� przy zadanym ªadunku, nazywamy absolutnie stabilnymi.11



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne2.2 Absolutna stabilno±¢ Q-balliPoni»ej prezentujemy kilka obserwa
ji doty
z¡
y
h Q-balli. S¡ one wa»ne dla do-wodu absolutnej stabilno±
i przedstawionego w rozdziale 4, wydaj¡ si� równie» intere-suj¡
e per se. Najpierw sformuªujemy warunek konie
zny (i jak si� oka»e � wystar
za-j¡
y) istnienia rozwi¡za« absolutnie stabilny
h.Punktem wyj±
ia do dalszej analizy jest wzór (2.7). Zaªo»ymy, »e poten
jaª polowy(por. (2.1)) speªnia nast�puj¡
e warunki
U(0) = 0, dU(0)

dF
= 0, d2U(0)

dF 2 = µ2.W takim razie mo»emy rozbi¢ poten
jaª na 
z�±¢ kwadratow¡ µ2

2
F 2 i reszt� W (F ) =

U(F ) − µ2

2
F 2. Przy ty
h ozna
zenia
h wzór wyj±
iowy mo»na przepisa¢ w formie
E[F ] =

∫

dnx
[

(∇F )2 +W (F )
]

+
µ2

2

∫

dnx F 2 +
Q2

∫

dnxF 2
. (2.11)Rozwa»my teraz funk
j� F̃ powi¡zan¡ z wyj±
iow¡ funk
j¡ F nast�puj¡
o

F̃ (x) = F (x) + L−n/2g
(

(d+ x)/L
)

,gdzie funk
ja g ma zwarty no±nik, d jest wektorem a L jest dodatni¡ du»¡ li
zb¡.Mody�ka
j� tak¡ nazywamy za Colemanem dodawaniem mezonu w niesko«
zono±
i.Odpowiednio dobieraj¡
 L i d mo»emy ró»ni
�
∫

dnx

[

(

∇F̃
)2

+W (F̃ )

]

−
∫

dnx
[

(∇F )2 +W (F )
]u
zyni¢ dowolnie blisk¡ zera. Istotnie, liniowa zamiana zmienny
h pozwala uzyska¢równo±¢

L−n

∫

dnx
(

∇g
(

(d + x)/L
))2

= L−2

∫

dny (∇g(y))2 ,a odpowiedni dobór wektora d pozwala (przy ustalonym L) warto±¢ 
aªki
L−n/2

∫

dnx ∇F (x)∇g
(

(d+ x)/L
)u
zyni¢ dowolnie maª¡ � d ma tak przesuwa¢ argumenty, aby funk
ja g byªa niezerowaw obszarze, w którym F przyjmuje bardzo maªe warto±
i. Zmody�kowany poten
jaªpolowy W (F ) mo»na rozwin¡¢ w szereg Taylora wokóª zera; pierwszy nieznikaj¡
ywyraz jest rz�du F 3. Podobnie jak powy»ej pokazuje si�, »e odpowiednio dobieraj¡


L i d wpªyw funk
ji g na warto±¢ 
aªki ∫ dnx W (F̃ ) mo»e by¢ dowolnie maªy. Wprzypadku 
aªki z F̃ 2 poprzednie argumenty prowadz¡ do równo±
i
∫

dnx F̃ 2 =

∫

dnx F 2 +

∫

dnx g2(x),12



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnegdzie nie ma ju» zale»no±
i od L i d.Na tej podstawie mo»na poda¢ warunek konie
zny na to, aby w modelu istniaªy rozwi¡-zania o mninimalnej dopusz
zalnej energii przy zadanym ªadunku. Aby go sformuªowa¢zauwa»my jesz
ze, »e suma pojawiaj¡
a si� w wyra»eniu na energi� (2.11)
µ2

2

∫

dnx F 2 +
Q2

∫

dnxF 2
(2.12)ma minimum dla ∫ dnx F 2 =

√
2|Q|/µ, jej minimalna warto±¢ wynosi√2|Q|µ. Dlatego,je»eli w powy»szym rozumowaniu wstawi si� F = 0 (i odpowiednio dobierze si� funk
j�

g de�niuj¡
¡ F̃ ), to zwi�kszaj¡
 L mo»na otrzyma¢ kon�gura
je, dla który
h
lim

L→∞
E[F̃ ] =

√
2µ|Q|.To rozumowanie zastosowane do pola swobodnego pokazuje, »e w tym wypadku niema kon�gura
ji o minimalnej energii przy zadanym ªadunku. �atwo teraz zrozumie¢wspomniany warunek konie
zny: aby w modelu istniaªa kon�gura
ja absolutnie sta-bilna przy zadanej warto±
i Q∗, to musi istnie¢ funk
ja F ∗, dla której

E[F ∗] <
√

2µ|Q∗|. (2.13)Speªnienie tego warunku dla ªadunku o warto±
i |Q∗| gwarantuje, »e dla wszystki
h
|Q| > |Q∗| istnieje kon�gura
ja speªniaj¡
a t� nierówno±¢. Aby si� o tym przekona¢,zauwa»my, »e z warunku (2.13) i istnienia minimum dla wyra»enia (2.12) wynika, »e

∫

dnx
[

(∇F ∗)2 +W (F ∗)
]

< 0. (2.14)W takim razie zamieniaj¡
 funk
j� F ∗ → F̃ ∗ poprzez dodanie w niesko«
zono±
i me-zonu otrzymujemy nast�puj¡
y wzór na energi�
E[F̃ ∗] =

∫

dnx
[

(∇F ∗)2 +W (F ∗)
]

+
µ2

2

∫

dnx (F ∗2 + g2)+
Q̃2

∫

dnx(F ∗2 + g2)
. (2.15)Je»eli w powy»szym wzorze ªadunek ma warto±¢ |Q̃| = µ

∫

dnx(F ∗2 + g2)/
√

2 , to namo
y (2.14) funk
ja F̃ ∗ zadaje kon�gura
j�, która speªnia warunek (2.13). Zawszemo»na tak dobra¢ funk
j� g, aby |Q∗| byªo mniejsze od |Q̃|. Jak pokazaª Coleman w[12℄, warunek (2.13) dla szerokiej klasy poten
jaªów jest równie» warunkiem wystar-
zaj¡
ym, aby istniaªy absolutnie stabilne Q-balle. Skoro tak, to w danym modelumo»e istnie¢ ªadunek minimalny dopusz
zaj¡
y i
h istnienie, nie ma za to z pewno±
i¡maksymalnej warto±
i ªadunku, dla której takie rozwi¡zania mo»na znale¹¢.Kolejna obserwa
ja ograni
za mo»liwe warto±
i wyra»enia (2.12). Przyjmijmy, »e znamyfunk
j� Fm, która minimalizuje funk
jonaª energii (2.7). Poka»emy, »e
∫

dnx F 2
m(x) >

√
2Q

µ
. (2.16)13



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneNajpierw wyka»emy, »e niemo»liwe jest, aby ∫ dnx F 2
m(x) <

√
2Q
µ

. Istotnie, je»eli bytak byªo, to poprzez dodanie mezonu w niesko«
zono±
i (zwi�kszenie warto±
i ∫ dnx F 2bez zmiany Q) mo»na by obni»y¢ warto±¢ wyra»enia (2.12) i, 
o za tym idzie, war-to±¢ energii. Dla Fm z de�ni
ji jest to niemo»liwe. Pozostaje wyklu
zy¢ mo»liwo±¢
∫

dnx F 2
m(x) =

√
2Q
µ

. W tym 
elu przeskalowujemy zmienne x → (1 + α)x. Po takiejzmianie energia skaluje si� wedªug wzoru
E → E + α

(

(n− 2)

∫

dnx (∇Fm)2 + n

∫

dnx W (Fm)

)

+ o(α). (2.17)Na mo
y zaªo»enia suma (2.12) jest w minimum, nie mody�kuje wi�
 wyra»enia naenergi� w pierwszym (liniowym) rz�dzie. Je»eli Fm istotnie jest w minimum funk
jo-naªu, wów
zas pozostaªe wyrazy w rz�dzie α powinny si� kasowa¢, 
zyli
n− 2

n

∫

dnx (∇Fm)2 = −
∫

dnx W (Fm).St¡d wynika, »e dla n 6= 2
∫

dnx (∇Fm)2 ≥
∣

∣

∣

∣

∫

dnx W (Fm)

∣

∣

∣

∣

. (2.18)Na mo
y wzoru (2.11) oraz zaªo»e«: E[Fm] <
√

2µQ i ∫ dnx F 2
m(x) =

√
2Q
µ

mamynierówno±¢
∫

dnx (∇Fm)2 <

∣

∣

∣

∣

∫

dnx W (Fm)

∣

∣

∣

∣

. (2.19)Wyra»enie (2.18) jest nega
j¡ rela
ji (2.19), 
o dowodzi tezy. W przypadku n = 2znikanie wyrazów rz�du α w wyra»eniu mo»liwe jest tylko wtedy, gdy ∫ dnxW (Fm) = 0.Jest to jednak niemo»liwe na mo
y (2.19) dla niezerowego Fm.2.3 Q-balle w kwantowej teorii polaRównanie pro�lu dla Q-balli (2.8) mo»na otrzyma¢ w inny sposób opieraj¡
 si� napra
y R. Rajaramana i E. Weinberga [14℄. Artykuª ten odpowiada na pytanie o rol�klasy
znej symetrii U(1) (i inny
h grup symetrii) na poziomie kwantowym. Problemjest rozwa»any w rama
h formalizmu 
aªek po trajektoria
h i polowego przybli»eniaWKB. Poni»ej zostanie zarysowane przedstawione tam rozumowanie prowadz¡
e rów-nie» do równania pro�lu. W oryginalnej pra
y rozwa»ano model w wymiarze 1 + 1,wynik wydaje si� jednak by¢ prawdziwy dla dowolnej li
zby wymiarów przestrzenny
h.W formalizmie 
aªek po trajektoria
h w kwantowej teorii pola fundamentaln¡ wielko-±
i¡ jest
Z =

∫

D[Φ]D[Φ̄]eiS ,14



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnegdzie dziaªanie dane jest wzorem
S =

∫

dn+1x L[∂Φ, ∂Φ̄,Φ, Φ̄],a lagran»ian L ma posta¢ jak w (2.1). Pole Φ w tym lagran»ianie wyra»amy nast�pnieprzez �promie«� i �k¡t�: Φ(t,x) = ρ(t,x) exp(iθ(t,x)), przy 
zym przyjmujemy, »e
ρ > 0. Dla unikni�
ia trudno±
i, ograni
zamy si� do rozwa»ania pola na od
inku (wzwartej przestrzeni). Nast�pnie funk
j� θ wyra»amy w posta
i szeregu harmoni
znego

θ = b(t) +
∑

kn 6=0

bn(t)eiknx.W ty
h nowy
h zmienny
h 
aªka funk
jonalna jest kwadratowa w zmiennej b i mo»naj¡ w sposób jawny wykona¢. W rezulta
ie otrzymuje si� efektywny lagran»ian
Leff = (∂tρ)

2 − (∇ρ)2 + ρ2

[

(

∂tθ̃
)2

−
(

∇θ̃
)2
]

− U(ρ) −

(

q +
∫

ρ2∂tθ̃d
nx
)2

(∫

ρ2dnx
)2 , (2.20)gdzie q jest skwantowanym ªadunkiem (w jednostka
h ªadunku jest to li
zba natu-ralna) a θ̃ = θ−b(t). Innymi sªowy, θ̃ to funk
ja k¡ta speªniaj¡
a warunek ∫ dnx θ̃ = 0.Nale»y wspomnie¢, »e ten lagran»ian efektywny zostaª wyprowadzony przy pewny
huprasz
zaj¡
y
h zaªo»enia
h. Wyprowadzenie bez ty
h uprosz
ze« jest mo»liwe, jed-nak zdaniem autorów wynik jest bardziej skomplikowany. Mimo to dalsza dyskusjapozostaje prawdziwa równie» w rama
h peªnej teorii.Z otrzymanego Leff mo»na wyprowadzi¢ równania na ρ i θ. Wstawiaj¡
 do ty
h rów-na« θ̃ ≡ 0 pozostaje równanie na ρ równowa»ne równaniu pro�lu Q-balla dla Q = q.Tak wi�
, w przybli»eniu WKB rozwi¡zanie typu Q-ball jest analogi
zne do staty
z-nego rozwi¡zania interpoluj¡
ego pomi�dzy dwoma pró»niami w teorii φ4. Podobniejak w tamtym modelu, energi� Q-balla mo»na traktowa¢ jako dobre osza
owanie ener-gii pewny
h stanów obe
ny
h w teorii kwantowej, por. [15℄. W przypadku kinkupoprawki kwantowe do masy s¡ maªe dla maªej staªej sprz�»enia. Wyzna
zenie kwan-towy
h poprawek do masy Q-balli jest nietrywialnym zadaniem, w przypadku modelusignum-Gordona jest to w tym momen
ie zadanie niewykonalne. Trudno wi�
 orze
,
ho¢by jako±
iowo, jaka jest rola Q-balli w kwantowym modelu signum-Gordona.2.4 Q-balle w �zy
eQ-ballom po±wi�
ono wiele uwagi w literaturze. Anality
zny
h rozwi¡za« istniejebardzo niewiele, st¡d te» li
zne opra
owania doty
z¡
e przybli»ony
h wªasno±
i rozwi¡-za« typu Q-ball. Dobry przegl¡d tego, 
o na ten temat zostaªo ustalone, znajduje si�15



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnew pra
y doktorskiej M. Tsumagari [16℄. Zalet¡ tej pra
y jest równie» kompletny spisliteratury. Wiele spo±ród wyników doty
z¡
y
h Q-balli nie stosuje si� do rozwi¡za«tego typu w modelu signum-Gordona ze wzgl�du na jego nieanality
zno±¢. Jak mo»nasi� spodziewa¢, 
ho¢by na podstawie paragrafu 2.2, du»¡ rol� w analiza
h Q-balli od-grywa parametr masowy obe
ny w teorii. W interesuj¡
ym nas modelu ten parametrnie jest zde�niowany.Pra
a przegl¡dowa z 1992 roku [17℄ o nietopologi
zny
h solitona
h wymienia trzy ob-szary i
h zastosowa«: kondensaty bozonowe, model Friedberga-Lee hadronów i soli-tonowe modele gwiazd. W ostatni
h lata
h Q-balle odzyskaªy popularno±¢. Staªo si�tak za spraw¡ supersymetry
zny
h teorii. Opisuj¡
 po
z¡tki wsze
h±wiata w i
h ra-ma
h Q-balle naturalnie pojawiaj¡ si� w wyniku pro
esów nierównowagowy
h. Jakorozwi¡zania stabilne (
ho¢ nawet sªabe oddziaªywania z innymi polami mog¡ zamieni¢je z kon�gura
ji absolutnie stabilnej w kon�gura
je dªugo»yj¡
e, por. [19℄) mogªy prze-trwa¢ bardzo dªugo. Dlatego dzi± s¡ wymieniane jako kandyda
i na 
iemn¡ materi�.Pojawiaj¡
e si� w tym kontek±
ie efektywne poten
jaªy okre±laj¡
e samooddziaªywaniepola U(|Φ|) s¡ jako±
iowo bli»sze poten
jaªowi signum-Gordona ni» poten
jaªom anali-ty
znym. Cz�sto s¡ one nieanality
zne w minimum � pojawia si� w ni
h 
zªon propor-
jonalny do ΦΦ̄ ln(ΦΦ̄) a dla du»y
h warto±
i pola za
hodzi U(|Φ|)/|Φ|2 → 0. Równie»na poziomie wyników istnieje pewne jako±
iowe podobie«stwo - zale»no±¢ E(Q) jestpot�gowa, por. [18℄.

16



Rozdziaª 3Q-balle w modelu signum-GordonaW tym rozdziale przedstawimy rozwi¡zania typu Q-ball w modelu signum-Gordonaw dowolnej li
zbie wymiarów przestrzenny
h n. Dla n > 1 dosy¢ sz
zegóªowo oma-wiamy konstruk
j� ty
h rozwi¡za«; oka»e si� ona istotna w rozdziale 4. Nast�p-nie przedstawiamy bardziej sz
zegóªowo wªasno±
i Q-balli w wymiara
h n = 1, 2, 3.W przypadku n = 2 dyskutujemy pokrót
e rozwi¡zania modelu signum-Gordona, któreminimalizuj¡ energi� dla zadanego ªadunku i momentu p�du a tak»e powi¡zanie tegomodelu z modelem znanym w literaturze pod nazw¡ baby-Skyrme model. Przy omawia-niu rozwi¡za« dla n = 3 prezentujemy, obok 
harakterystyk rozwi¡zania podstawowego,równie» �wzbudzone� Q-balle.3.1 Ogólne rozwi¡zanieWstawiaj¡
 Ansatz (2.10) na rozwi¡zania typu Q-ball do równania (1.14) otrzymu-jemy równanie na funk
j� pro�lu F
F ′′ +

n− 1

r
F ′(r) =

λ

2
sign(F ) − ω2F, (3.1)gdzie funk
ja sign(·) jest zde�niowana wzorem (1.8). Przeskalowanie zmiennej radial-nej y = ωr i funk
ji λf(y) = 2ω2F (y/ω) pozwala przepisa¢ powy»sze równanie wnast�puj¡
ej formie

f ′′ +
n− 1

y
f ′ + f = sign(f). (3.2)W równaniu wyst�puje symetria zamiany f → −f . Wystar
zy wi�
 ograni
zy¢ si�do badania rozwi¡za« z f(0) > 0. Równanie to przy ustalonym znaku rozwi¡zaniajest liniowym równaniem niejednorodnym. Ogólne rozwi¡zanie takiego problemu tosuma rozwi¡zania sz
zególnego speªniaj¡
ego niejednorodne równanie i liniowo nie-zale»ny
h funk
ji speªniaj¡
y
h równanie jednorodne. Wspóª
zynniki przy rozwi¡za-nia
h równania jednorodnego dobiera si� tak, aby byªy speªnione warunki brzegowe.17



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneDla równania (3.2) z warunkiem f(0) > 0 sz
zególne rozwi¡zanie to funk
ja staªa
f ≡ +1. Rozwi¡zanie 
z�±
i jednorodnej gdy n > 1 mo»na znale¹¢ poprzez podstawie-nie f(y) = y−αR(y), przy 
zym α = (n − 2)/2 (przypadek n = 1 omówimy poni»ej).Równanie na funk
j� R jest równaniem Bessela rz�du α. Rozwi¡zania wyj±
iowegoproblemu s¡ wi�
 powi¡zane z funk
jami Bessela pierwszego Jα i drugiego Yα rodzaju.Przyjmujemy, »e dwa liniowo niezale»ne rozwi¡zania u1 i u2 wyj±
iowego problemu (3.2)maj¡ posta¢:

u1 = y−αJα(y), u2 = y−αYα(y). (3.3)Dla y bliskiego zera funk
je te za
howuj¡ si� nast�puj¡
o
u1 ≈ a− by2, u2 ≈ cy−2α, (3.4)gdzie a, b i c s¡ dodatnimi staªymi. W przypadku n = 2 powy»szy wzór zawodzi dlafunk
ji u2, za
howuje si� ona dla argumentów bliski
h zera wedªug wzoru: u2 ∼ ln(y).Warto±
i obu ty
h funk
ji dla y > 0 os
yluj¡ wokóª zera z malej¡
¡ amplitud¡, wsz
zególno±
i |u1(0)| > |u1(y)| dla dowolnego y. Mo»na ten fakt uzasadni¢ nast�pu-j¡
o: 
z�±¢ jednorodna równania (3.2) odpowiada równaniu os
ylatora harmoni
znego ztar
iem zale»nym od 
zasu. Jako±
iowo rozwi¡zania te dobrze reprezentowane s¡ przezrozwi¡zanie dla n = 3, gdzie u1(y) = sin y/y i u2(y) = cos y/y. Warunkiem brzegowymdla funk
ji pro�lu jest f ′(0) = 0. Dowolne rozwi¡zanie równania (3.2) speªniaj¡
e tenwarunek oraz maj¡
e wybran¡ warto±¢ w zerze f(0) > 0 ma nast�puj¡
¡ posta¢
f+(y) =

f(0) − 1

u1(0)
u1(y) + 1. (3.5)Ta funk
ja stanowi rozwi¡zanie równania (3.2) na od
inku (0, y1), przy 
zym y1 jestnajmniejszym pierwiastkiem równania f+(y) = 0. Je»eli f(0) jest dostate
znie maªe,

f+ jest prawidªowym rozwi¡zaniem równania dla wszystki
h argumentów. Wynika toz konstruk
ji f+ � ma ona posta¢ przeskalowanej funk
ji u1, której wykres przesuni�too wektor (0,+1). St¡d te» wnioskujemy, »e po
hodne funk
ji u1 i f+ zeruj¡ si� dla ty
hsamy
h argumentów. Ozna
zamy przez y0 > 0 najmniejszy argument y, dla którego
u′1(y0) = 0 oraz f0 = 1 − u1(0)

u1(y0)
; nale»y zauwa»y¢, »e u1(y0) < 0, 
o wida¢ 
ho¢by zpodanej analogii me
hani
znej. Przy ty
h ozna
zenia
h mo»na poda¢, kiedy warunek

f+(y1) = 0 ma rozwi¡zanie. Dzieje si� tak, gdy f(0) > f0 � wów
zas f+(y0) < 0. Za-tem y1 < y0 i f ′
+(y1) < 0. Je»eli f(0) < f0, wów
zas nie istnieje punkt y1 i f+(y) > 0dla wszystki
h nieujemny
h argumentów. Sytua
ja komplikuje si�, gdy f(0) = f0.Wów
zas f(y0) = 0 i f ′(y0) = 0 a równanie tra
i jednozna
zno±¢. Dla y > y0 dopusz-
zalne s¡ trzy rozwi¡zania: ±f+ oraz rozwi¡zanie f = 0. Ze wzgl�du na kontekst teoriipola wybieramy t� ostatni¡ mo»liwo±¢. Tak wi�
 pro�l Q-balla opisywany jest przez18



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnenast�puj¡
¡ funk
j�
f(y) =

{

− u1(y)
u1(y0)

+ 1 dla y < y0

0 dla y > y0.
(3.6)W ten sposób pokazali±my, »e w dowolnej li
zbie wymiarów n > 1 w modelu signum-Gordona Q-balle istniej¡. Teraz nale»y zbada¢ globalne 
harakterystyki ty
h rozwi¡za«:ªadunek i energi�. Okazuje si�, »e �zy
znie 
enn¡ informa
j� mo»na otrzyma¢ wyra»aj¡
wzory na ªadunek i energi� przez f i y:

Q =
λ2

ωn+3

(

Ωn−1

4

∫

dy yn−1f 2

)

, (3.7)
E =

λ2

ωn+2

(

Ωn−1

4

∫

dy yn−1
[

(f ′)2 + f 2 + 2|f |
]

)

. (3.8)W powy»szy
h wzora
h Ωn−1 ozna
za powierz
hni� sfery n − 1 - wymiarowej. Za-uwa»my, »e wyra»enia w nawiasa
h okr¡gªy
h s¡ li
zbami nie maj¡
ymi istotnegowpªywu na �zy
zne wªa±
iwo±
i Q-balli. Ozna
zymy je odpowiednio przez cQ i cE .Z powy»szy
h wzorów wynika zale»no±¢
E = cEλ

2

n+3

(

Q

cQ

)
n+2

n+3

. (3.9)Zwi¡zek ten nie zale»y od posta
i rozwi¡za«, mo»e by¢ zastosowany do modelu w jed-nym wymiarze przestrzennym przy odpowiedniej de�ni
ji staªy
h cE i cQ. Takiej rela
jipomi�dzy energi¡ i ªadunkiem mo»na si� spodziewa¢ na podstawie symetrii skalowania.Zale»no±¢ (3.9) ±wiad
zy o stabilno±
i rozwi¡za« ze wzgl�du na rozpad � energia poje-dyn
zego Q-balla o ªadunku Q jest mniejsza od energii dwó
h Q-balli o ªadunk
h Q1i Q2, przy 
zym |Q1| + |Q2| = |Q|. Wynika to z wªasno±
i funk
ji pot�gowej: je»eli
x ∈ (0, 1), to xs > x gdy 0 < s < 1 i xs < x gdy s > 1. St¡d otrzymujemy nierówno±¢

∣

∣

∣

∣

Q1

Q

∣

∣

∣

∣

n+2

n+3

+

∣

∣

∣

∣

Q2

Q

∣

∣

∣

∣

n+2

n+3

≥ 1,która jest równozna
zna ze stwierdzeniem, »e E(Q1) + E(Q2) ≥ E(Q)3.1.1 n=1W jednym wymiarze przestrzennym równanie pro�lu (3.2) redukuje si� do elemen-tarnego równania:
f ′′ + f = 1, (3.10)19



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnegdzie zaªo»yli±my, »e szukane rozwi¡zanie jest dodatnie (sign(f) = 1). Rozwi¡zanie ze±rodkiem 
i�»ko±
i w Y mo»na zapisa¢ w nast�puj¡
ej formie:
f(y) =











0 dla y − Y < −π
1 + cos (y − Y − π) dla −π < y − Y < π

0 dla y − Y > π.

(3.11)�adunek i energia dane s¡ wzorami
Q = 3πλ2

4ω4 , E = 2πλ2

ω3 . (3.12)Jak zostaªo wspomniane w rozdziale 1, model ten mo»e opisywa¢ przy
i¡gaj¡
e od-dziaªywanie struny z lini¡ prost¡. Powy»sze rozwi¡zanie ma wów
zas interpreta
j�obra
aj¡
ego si� wokóª owej prostej �garba� o sko«
zonej szeroko±
i; na pozostaªymobszarze struna jest przyklejona do przy
i¡gaj¡
ej linii.Na osi rze
zywistej mo»na umiesz
za¢ obok siebie wiele ró»ny
h Q-balli. O ile i
hno±niki nie stykaj¡ si�, Q-balle ze sob¡ nie oddziaªuj¡. Interak
je pomi�dzy nimi s¡opisywane jako pro
esy w peªni nieliniowe. W pierwszym odru
hu dobrym podej±
iemdo badania oddziaªywania wydaje si� rozwi¡zanie powstaªe w wyniku umiesz
zeniaobok siebie dwó
h rozwi¡za« tak, aby si� stykaªy (osi¡gaªy warto±¢ pró»niow¡ w tymsamym punk
ie - jedno od prawej, drugie od lewej strony). Taka kon�gura
ja jestdokªadnym rozwi¡zaniem równania Eulera-Lagrange'a. Niestety, opis maªego zabu-rzenia tego rozwi¡zania ni
 nie wnosi. Jak wynika z dyskusji w rozdziale 1, liniowaewolu
ja (z uwzgl�dnieniem staªo±
i ªadunku) zwartego zaburzenia na krótk¡ met� jestdozwolona i sprawdza si� wsz�dzie wewn¡trz rozwi¡zania z wyj¡tkiem interesuj¡
egoobszaru.3.1.2 n=2W tym wypadku interesuj¡
e staªe wyzna
zono numery
znie. Funk
ja pro�lu maposta¢
f(y) =

{

J0(y)
|J0(y0)| + 1 dla y ≥ y0

0 dla y < y0,gdzie y0 ≈ 3.8317, J0(y0) ≈ −0.4028. �adunek i energi� mo»na obli
zy¢ maj¡

cQ = π

2
y2

0 i cE = 5π
4
y2

0. Wyra»enia na cQ i cE mo»na otrzyma¢ wstawiaj¡
 do odpowied-ni
h 
aªek zale»no±
i wynikaj¡
e z równania (3.2) a nast�pnie 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i.W dwó
h wymiara
h przestrzenny
h udaªo si� uogólni¢ otrzymane rozwi¡zania, zob. [6℄.Obok ªadunku Q i energii E model signum-Gordona posiada bowiem jesz
ze inn¡ wiel-ko±¢ niezmienn¡ w 
zasie - moment p�du Mz

Mz = −1

2

∫

d2x(∂tΦ̄∂θΦ + ∂θΦ̄∂tΦ),20



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnegdzie Φ jest zespolonym polem skalarnym wyst�puj¡
ym w lagran»ianie (1.13) a θ wspóª-rz�dn¡ k¡tow¡ w pªasz
zyznie (x1, x2). Naturalne jest wi�
 pytanie o kon�gura
j� pola,która przy zadanym ªadunku Q i momen
ie p�du Mz ma najmniejsz¡ mo»liw¡ energi�.Zagadnienie to mo»na sformalizowa¢ wprowadzaj¡
 mno»niki Lagrange'a. Problemsprowadza si� wów
zas do minimaliza
ji funk
jonaªu E + λ1Q+ λ2Mz, gdzie λ1 i λ2 towspomiane mno»niki. Bli»sza analiza tego funk
jonaªu pozwala ograni
zy¢ poszukiwa-nia poprzez wstawienie do równa« ru
hu Ansatzu
Φ = exp (iωt) exp (iNθ)F (r),gdzie N jest li
zb¡ naturaln¡. W ten sposób otrzymuje si� równanie na funk
j� pro�lu

F ′′ +
1

r
F ′ +

(

ω − N2

r2

)

=
λ

2
sign(F ),przy 
zym F ′(0) = 0 a dla N > 0 dodatkowo F (0) = 0. Jak nale»y o
zekiwa¢, dla

N = 0 dostajemy wzór (3.1). Analiza równania pozwala uzasadni¢, »e tylko dla N = 1pojawiaj¡ si� rozwi¡zania, które w s¡siedztwie r = 0 przyjmuj¡ niezerowe warto±
i.Pozostaªe rozwi¡zania (dla N > 1) maj¡ ksztaªt pier±
ienia: funk
ja F przyjmujenietrywialne warto±
i na od
inku (r1, r2), przy 
zym 0 < r1 < r2. Dzi�ki symetriiskalowania mo»na wzory na 
aªki ru
hu wyrazi¢ nast�puj¡
o
E ∼ g1(N)

ω4 , Q ∼ −g2(N)
ω5 , Mz = −NQ,gdzie g1 i g2 s¡ funk
jami zale»nymi tylko od N . Dla du»y
h warto±
i N zostaªaznaleziona przybli»ona rela
ja ª¡
z¡
a trzy 
aªki ru
hu

E ∼ λ2/5|Mz|1/5|Q|3/5.Omówione powy»ej wyniki zostaªy wykorzystane w pra
y [20℄ doty
z¡
ej modeluznanego pod angielsk¡ nazw¡ baby-Skyrme model. Teoria ta opisuje odwzorowaniez trójwymiarowej 
zasoprzestrzeni (dwa wymiary przestrzenne) na pole wektorowe:trójwymiarowe wektory o ustalonej dªugo±
i. Aby zapewni¢ sko«
zono±¢ energii ko-nie
zne jest wybranie pró»ni, 
zyli wektora do którego d¡»¡ warto±
i pola w niesko«-
zono±
i. Tak wi�
 teoria ta opisuje odwzorowanie S2 → S2 (gdzie S2 jest dwuwymia-row¡ sfer¡). St¡d wynika nietrywialna struktura topologi
zna rozwi¡za«. Co wi�
ej,aby w teorii pojawiaªy si� stabilne rozwi¡zania, konie
zne jest dodanie do modelu (ar-bitralnego) poten
jaªu polowego. Zazwy
zaj poten
jaª ten jest tak¡ funk
j¡ od
hyleniaod wektora odniesienia, »e pozostaje w teorii swoboda obrotu wektorów w pªasz
zy-znie prostopadªej do wektora pró»niowego. Ta swoboda powoduje pojawienie si� 
aªki21
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hu � ªadunku innego ni» ªadunek topologi
zny. Przy pomo
y projek
ji stereogra-�
znej mo»na przepisa¢ lagran»ian tej teorii przy u»y
iu skalarnego pola zespolonego u.W tym j�zyku ma on posta¢
L = 4

∂µu∂
µū

(1 + |u|2)2
− 8β

(∂µu∂
µū)2 − (∂µu)

2(∂ν ū)
2

(1 + |u|2)4
− λ

|u|
√

1 + |u|2
,gdzie β > 0 i λ > 0 s¡ parametrami modelu. Ostatni wyraz w powy»szym wzorzepo
hodzi od oddziaªywania. Wspomniana symetria w tym j�zyku odpowiada symetriizmiany fazy pola. Jak zauwa»aj¡ autorzy 
ytowanej pra
y, przy tym wyborze od-dziaªywania dla pól o maªy
h amplituda
h lagran»ian powy»szy d¡»y do lagran»ianuzespolonego modelu signum-Gordona. Ten fakt pozwala o
zekiwa¢, »e dla maªy
hwarto±
i pola Q-balle s¡ rozwi¡zaniami teorii, przynajmniej w sektorze topologi
znietrywialnym. Numery
zna analiza potwierdza to przypusz
zenie a jako±
iowe wªasno±
irozwi¡za« pozostaj¡ bliskie Q-ballom znanym z modelu signum-Gordona. Najbardziejzna
z¡
¡ ró»ni
¡ jest pojawienie si� minimalnej 
z�sto±
i ω, dla której udaªo si� znale¹¢rozwi¡zania typu Q-ball.3.1.3 n=3W trze
h wymiara
h przestrzenny
h u1 wyra»a si� przez funk
j� elementarn¡ sin y/y.W tym wypadku rozwi¡zanie ma posta¢

f(y) =

{

1 − y0

y
sin y
sin y0

dla y < y0

0 dla y > y0

, (3.13)gdzie y0 ≈ 4.4934. Caªkowanie pozwala wyzna
zy¢ staªe cQ = 5πy3
0/6 oraz cE = 2πy3

0.Powy»sza funk
ja nie jest jedynym rozwi¡zaniem równania (3.2). Opró
z niego mo»-liwe s¡ rozwi¡zania, które zmieniaj¡ znak zanim zostan¡ sklejone z warto±
i¡ pró»niow¡.Ilo±¢ izolowany
h zer dobrze 
harakteryzuje kolejne rozwi¡zania. Na rysunku 3.1 wy-kre±lone zostaªy trzy przykªadowe funk
je pro�lu tego typu. Cho
ia» rozwi¡zania takieprezentujemy dla n = 3, pojawiaj¡ si� one w dowolnej li
zbie wymiarów n > 1. Wrozdziale 5 przedstawimy uogólnienie podstawowy
h Q-balli w trze
h wymiara
h prze-strzenny
h.3.2 Stabilno±¢ Q-balli w modelu signum-GordonaWa»ne miejs
e Q-balli w wielu teoria
h wynika z i
h stabilno±
i. Póki 
o, w mo-delu signum-Gordona niewiele wiadomo na ten temat: jak pokazano powy»ej, rozpadQ-balla na mniejsze nie jest energety
znie korzystny. Poj�
ie liniowej stabilno±
i nie ma22



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewne

-4

 0

 4

 8

 12

 16

 0  2  4  6  8  10  12 y

fδ(y)
/\

Rysunek 3.1: Trzy rozwi¡zania równania (3.2) w trze
h wymiara
h przestrzenny
h o najni»-szy
h energia
h.sensu. Pozostaje pytanie o absolutn¡ stabilno±¢. Poni»ej przedstawiamy rozumowa-nie, które dowodzi, »e dla zadanego ªadunku Q nie istnieje inne rozwi¡zanie o mniejszejenergii od energii pojedyn
zego Q-balla. Dowód ten jest kon
ep
yjnie bardzo prosty. Zdrugiej strony, mimo u»y
ia elementarny
h narz�dzi matematy
zny
h, jest on w zna
z-nej mierze te
hni
zny i rozlegªy. Dlatego tutaj zaprezentujemy jego ide� i ostate
znyargument na rze
z absolutnej stabilno±
i. Wyniki 
z¡stkowe znajduj¡ si� w nast�pnymrozdziale i dodatku B.Pierwszym krokiem jest rozwa»enie Q-balli w zregularyzowanej teorii. Odpowiednimodel, sygnalizowany ju» w
ze±niej, zadany jest lagran»ianem
Lκ = ∂µΦ∂µΦ̄ − λ

(
√

ΦΦ̄ + κ2 − κ
)

, (3.14)gdzie λ > 0 i κ > 0. W modelu tym równie» wyst�puj¡ Q-balle. S¡ one s
haraktery-zowane w rozdziale 4. Równanie pro�lu w takim modelu zale»y od jednego parametru
δ = 2ω2κ/λ, gdzie ω po
hodzi z Ansatzu (2.10). Wyka»emy najpierw, »e w grani
y
δ → 0 rozwi¡zania zregularyzowanego modelu d¡»¡ do rozwi¡za« modelu bez regula-ryza
ji (dla tej samej warto±
i λ i ω) w sposób jednostajny. W tej grani
y równie»energia i ªadunek wyli
zone w zregularyzowanym modelu d¡»¡ do warto±
i znany
h zmodelu signum-Gordona. Te fakty uzasadniaj¡ ozna
zenie funk
ji pro�lu Q-balli przez
Fκ(x), przy 
zym dla κ 6= 0 odpowiada ona Q-ballom w zregularyzowanym modelua dla κ = 0 odpowiada rozwi¡zaniom w oryginalnym modelu. Nast�pnie poka»emy,»e rozwi¡zania w zregularyzowanym modelu s¡ absolutnie stabilne. Maj¡
 na uwa-dze te wyniki mo»emy teraz wykaza¢, »e stabilno±¢ Q-balli w modelu signum-Gordonawynika ze stabilno±
i Q-balli w modelu zregularyzowanym. Zgodnie z wprowadzeniem(por. rozdziaª 2), ograni
zamy si� do badania warunków po
z¡tkowy
h w pewnej 
hwili
zasu. �adunek Q traktujemy jako ustalony parametr. Energia kon�gura
ji F dana23
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zas wzorem (w oryginalnym modelu)
Es−G[F ] =

Q2

∫

dnx F 2
+

∫

dnx
[

(∇F )2 + λ|F |
]

.Funk
jonaª energii w teorii zregularyzowanej parametrem κ ma posta¢
Eκ[F ] =

Q2

∫

dnxF 2
+

∫

dnx
[

(∇F )2 + λ
(√

F 2 + κ2 − κ
)]

.Ze wzoru |a| − |b| = (a2 − b2)/(|a| + |b|) wynika, »e
Es−G[F ] − Eκ[F ] = 2λκ

∫

dnx
|F |√

F 2 + κ2 + κ+ |F |
,
zyli

Es−G[F ] ≥ Eκ[F ] (3.15)dla ka»dej funk
ji F przy ustalonej warto±
i ªadunku. Ozna
za to, »e dla ka»dego κ > 0prawdziwe s¡ nierówno±
i
Es−G[F0] ≥ Eκ[F0] ≥ Eκ[Fκ]. (3.16)Teraz mo»emy pokaza¢ absolutn¡ stabilno±¢ Q-balli w modelu signum-Gordona przyzaªo»eniu absolutnej stabilno±
i Q-balli w modelu zregularyzowanym i wspomnianejpowy»ej zale»no±
i Eκ[Fκ] → Es−G[F0] gdy κ → 0. Dowolna funk
ja F speªnia nast�-puj¡
y 
i¡g nierówno±
i (na podstawie wzoru (3.15) i absolutnej stabilno±
i Q-balli wmodelu z regularyza
j¡)
Es−G[F ] ≥ Eκ[F ] ≥ Eκ[Fκ]. (3.17)Odejmuj¡
 w powy»szy
h nierówno±
ia
h Es−G[F0] od ka»dego wyrazu otrzymujemy

Es−G[F ] −Es−G[F0] ≥ Eκ[Fκ] − Es−G[F0]. (3.18)Na podstawie (3.16) wiadomo, »e wyraz po prawej stronie tej nierówno±
i jest nie-dodatni. Powy»sza rela
ja (3.18) jest prawdziwa dla dowolnej warto±
i parametru κ,dlatego moduª ró»ni
y po prawej stronie znaku równo±
i mo»e by¢ dowolnie bliski zera.Uzasadnia to ostate
znie szukan¡ rela
j�
Es−G[F ] −Es−G[F0] ≥ 0. (3.19)Pozostaje wykaza¢, »e w modelu zregularyzowanym Q-balle istniej¡ i s¡ absolutnie sta-bilne oraz uzasadni¢ rela
j� Eκ[Fκ] → Es−G[F0]. Dwa pierwsze zagadnienia omówiones¡ w kolejnym rozdziale, ostatnie w dodatku B.24



Rozdziaª 4Zregularyzowany model signum-GordonaW tym rozdziale zostan¡ przedstawione wyniki, w du»ej 
z�±
i numery
zne, doty-
z¡
e zregularyzowanego modelu signum-Gordona. Wi�kszo±¢ z ni
h zostaªa ju» za-sygnalizowana w ostatnim paragra�e poprzedniego rozdziaªu. Prezentowane ustaleniaanality
zne w zasadzie nie zale»¡ od wymiaru przestrzeni. Wyj¡tkiem jest dowód ab-solutnej stabilno±
i, który zostaª przeprowadzony w trze
h wymiara
h przestrzenny
h.Obli
zenia numery
zne ilustruj¡
e Q-balle doty
z¡ równie» przypadku n = 3.4.1 Q-balle w zregularyzowanym modeluJak ju» wspominali±my, zregularyzowany model signum-Gordona zadany jest la-gran»ianem
Lκ = ∂µΦ∂µΦ̄ − λ

(

√

ΦΦ̄ + κ2 − κ
)

. (4.1)Wstawienie Ansatzu (2.10) do równania Eulera-Lagrange'a, przeskalowanie zmiennejradialnej y = ωr i funk
ji 2ω2F (y/ω) = λfδ(y) prowadzi do równania
f ′′

δ +
n− 1

y
f ′

δ + fδ =
fδ

√

δ2 + f 2
δ

, (4.2)gdzie δ = 2ω2κ/λ. Interesuj¡
e nas rozwi¡zania maj¡ wsz�dzie 
i¡gª¡ po
hodn¡ (wi�

f ′

δ(0) = 0) oraz sko«
zony ªadunek i energi�, sk¡d fδ(∞) = 0. Rozwi¡zanie speªnia-j¡
e te warunki ozna
zamy przez f̂δ. W rama
h analogii me
hani
znej patrzymy na torównanie jak na równanie Newtona dla 
z¡stki w poten
jale 1
2
f 2

δ −
√

δ2 + f 2
δ + δ. Na
z¡stk� t� dziaªa równie» siªa tar
ia zale»na od 
zasu. Poten
jaª ma dwa symetry
zneminima dla 0 < δ < 1: f = ±

√
1 − δ2 i jedno lokalne maksimum dla f = 0. Gdy δ > 1poten
jaª posiada jedno globalne minimum dla f = 0. Niemo»liwe jest wów
zas skon-struowanie rozwi¡zania nieos
yluj¡
ego w niesko«
zono±
i - zlinearyzowane równaniewokóª takiego pojedyn
zego minimum odpowiada jednorodnej 
z�±
i równania (3.2).Tak wi�
 asymptoty
zne za
howanie rozwi¡za« dane jest przez kombina
j� funk
ji u125



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnei u2 zde�niowany
h w poprzednim rozdziale. Takie rozwi¡zania asymptoty
zne s¡ nie-
aªkowalne, 
o wida¢ 
ho¢by na przykªadzie n = 3 � odpowiednie rozwi¡zanie jestpropor
jonalne do funk
ji Fas = sin(r + r0)/r dla pewnego r0. Caªka ∫∞
R
dr r2F 2

as,gdzie R > 0, nie istnieje.W przypadku n > 1 analogia me
hani
zna prowadzi do heurysty
znego argumentu narze
z istnienia poszukiwany
h rozwi¡za«. Zakªadaj¡
, »e 0 < δ < 1, jeste±my w stanietak dobra¢ warto±¢ fδ(0), »e 
z¡stka startuj¡
 z zerow¡ pr�dko±
i¡ (f ′
δ(0) = 0) nie zdoªapokona¢ bariery lokalnego maksimum i przez niesko«
zony 
zas b�dzie os
ylowa¢ wokóªjednego z symetry
zny
h minimów poten
jaªu. Z drugiej strony mo»na znale¹¢ takie

f(0), »e 
z¡stka pokona barier� poten
jaªu wokóª f = 0 i przejdzie do drugiego �doªka�poten
jaªu. St¡d wnioskujemy, »e istnieje f(0) dziel¡
e te dwie rodziny rozwi¡za«. Dlatakiego rozwi¡zania f(∞) = 0. To rozwi¡zanie jest funk
j¡ pro�lu Q-balla.Zauwa»my, »e dla n = 1 analogia me
hani
zna ma wi�ksz¡ warto±¢: pozwala poda¢dokªadn¡ posta¢ rozwi¡zania. W tym wypadku 
z¡stka porusza si� bez tar
ia. St¡dotrzymujemy, »e energia me
hani
zna
Emech =

1

2
f ′2 +

1

2
f 2 + δ −

√

f 2 + δ2jest 
aªk¡ równania (4.2). Szukane rozwi¡zanie (funk
j� pro�lu Q-balla) otrzymujemywstawiaj¡
 Emech = 0. To prowadzi do niejawnej posta
i rozwi¡zania
y(fδ) =

1√
2

∫ fδ

√
1−δ

dz
√√

z2 + δ2 − δ − 1
2
z2

.Przypadek ten pozostawiamy jednak na marginesie rozwa»a«. Dla n = 2 nie dysponu-jemy »adnym twierdzeniem uzasadniaj¡
ym istnienie rozwi¡za« typu Q-ball, dlategojeste±my zdani na podan¡ powy»ej heurez�. Dla n ≥ 3 istnienie poszukiwany
h roz-wi¡za« jest zagwarantowane na mo
y twierdzenia wykazanego w [13℄. Twierdzenie tomówi, »e je±li V speªnia pewne warunki, to równanie na funk
j� rze
zywist¡ ψ
∆ψ =

dV (ψ)

dψ
(4.3)ma jedno, sfery
znie symetry
zne, monotoni
znie malej¡
e (w kierunku zmiennej ra-dialnej) i znikaj¡
e w niesko«
zono±
i rozwi¡zanie ró»ne od rozwi¡zania ψ = 0. Cowi�
ej, warto±¢ 
aªki

∫

Rn

dnx
[

(∇ψ)2 + V (ψ)
]dla tego rozwi¡zania jest równa lub mniejsza od warto±
i tej 
aªki poli
zonej dla ja-kiejkolwiek innej znikaj¡
ej w niesko«
zono±
i funk
ji. Równo±¢ mo»e zaj±¢ tylko dlafunk
ji sfery
znie symetry
zny
h i monotoni
znie malej¡
y
h. Twierdzenie to zostaªowykazane przy zaªo»eniu, »e 26
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• V (ψ) jest funk
j¡ 
i¡gª¡ i ró»ni
zkowaln¡;
• V (0) = dV (0)/dψ = 0;
• istnieje takie ψ0, »e V (ψ0) < 0;
• istniej¡ dodatnie li
zby a, b, α i β, takie »e α < β < 2n/(n− 2) oraz

V ≥ a|ψ|α − b|ψ|β.Zauwa»my, »e równanie (4.2) mo»na zapisa¢ w formie (4.3) przyjmuj¡
, »e
V (fδ) =

(

√

f 2
δ + δ2 − δ

)

− 1

2
f 2

δ . (4.4)Poten
jaª ten w sposób o
zywisty speªnia pierwsze trzy warunki konie
zne do zasto-sowania powy»szego twierdzenia. Speªnienie ostatniego warunku jest równie» mo»liwe,przynajmniej dla n = 3, 4, 5 (patrz dodatek A); wskazanie odpowiedni
h staªy
h dlawi�kszej li
zby wymiarów wydaje si� kwesti¡ te
hni
zn¡. Tak wi�
 istnienie rozwi¡za«typu Q-ball mamy zagwarantowane dla n = 3, 4, 5 dla oddziaªywa« typu √
ΦΦ̄ + κ2.Zanim zostan¡ zaprezentowane wyniki numery
zne doty
z¡
e Q-balli w trze
h wymia-ra
h, przedstawimy jesz
ze prosty wniosek z równania (4.2). Równanie to zlinearyzo-wane wokóª rozwi¡zania fδ(0) ≡ 0 ma posta¢

f ′′
δ +

n− 1

y
f ′

δ − (δ−1 − 1)fδ = 0.Rozwi¡zania tego równania znikaj¡
e w niesko«
zono±
i wyra»aj¡ si� poprzez zmody-�kowane funk
je Bessla: y1−n/2Kn/2−1(
√
δ−1 − 1y). To ozna
za, »e daleko od 
entrumfunk
je pro�lu Q-balli zanikaj¡ jak y(1−n)/2e−

√
δ−1−1y. Dlatego o
zekujemy, »e nie tylko
aªka ∫ dy yn−1f̂ 2

δ jest wykonalna, ale i 
aªka ∫ dy yn−1f̂δ jest sko«
zona.
4.2 Wyniki numery
zne dla n = 3Rysunek 4.1 przedstawia funk
je pro�lu otrzymane z numery
znego 
aªkowaniarównania (4.2) w trze
h wymiara
h przestrzenny
h dla ró»ny
h warto±
i parametru δ.Dla porównania wykre±lono równie» rozwi¡zanie znane z oryginalnego modelu signum-Gordona (ozna
zone przez δ = 0). Wykres ten pokazuje jasno, »e Q-balle w modela
hsignum-Gordona zregularyzowanym i oryginalnym s¡ ze sob¡ zwi¡zane.Z punktu widzenia �zyki 
iekawe s¡ zale»no±
i pomi�dzy globalnymi wielko±
iami27
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Rysunek 4.1: Funk
je pro�lu dla ró»ny
h warto±
i parametru δ. Rozwi¡zanie znane z modelusignum-Gordona jest zazna
zone jako δ = 0.
harakteryzuj¡
ymi rozwi¡zania: ªadunkiem, energi¡ i parametrem δ. �adunek Q ienergi� E mo»na wyrazi¢ nast�puj¡
o
Q =

π

λ

(

2κ

δ

)3 ∫ ∞

0

f̂ 2
δ r

2 dr =
(2κ)3

λ
Q(δ), (4.5)

E =
π√
λ

(

2κ

δ

)5/2 ∫ ∞

0

dr r2

[

f̂ ′
δ
2 + f̂ 2

δ + 2

(
√

f̂ 2
δ + δ2 − δ

)]

=
(2κ)5/2

√
λ

E(δ). (4.6)
Q oraz E s¡ funk
jami tylko parametru δ. Powy»sze wzory s¡ u»yte
zne do 
harakte-rystyki Q-balli w danej teorii: zadane λ i κ, zmienne ω. Rela
ja E(Q) jest pokazana nawykresie 4.2. Jak wida¢, w teorii pojawia si� ªadunek minimalny, dla którego mo»naznale¹¢ rozwi¡zanie typu Q-ball. Rozwi¡zanie to ma równie» najmniejsz¡ energi�. Ta-bli
a 4.1 pokazuje, »e rozwi¡zanie to pojawia si� dla δ ≈ 0.96. Istnienie minimalnegoªadunku jest typowe w teoria
h pola masywnego. O
zywi±
ie absolutnie stabilne mog¡by¢ rozwi¡zania odpowiadaj¡
e dolnej gaª�zi rela
ji na E(Q) (por. wykres 4.2).Zregularyzowany model odtwarza w grani
y δ → 0 (
zyli ω → 0, du»e warto±
iªadunku i energii) wªasno±
i oryginalnego modelu signum-Gordona. Przekonuje o tymwykres 4.3. Na wykresie tym zestawiona jest zale»no±¢ znana z modelu signum-Gordona
EsG(Q

sG
) z danymi z numeryki. Aby porówna¢ otrzymane wyniki nale»y ªadunek ienergi� poli
zone dla modelu signum-Gordona wyrazi¢ w jednostka
h wªa±
iwy
h dlamodelu z regularyza
j¡. W tym 
elu de�niujemy

Q
sG

= λ(2κ)−3QsG i EsG =
√
λ(2κ)−3/2EsGgdzie QsG i EsG dane s¡ odpowiednio wzorami (3.7) i (3.8), ozna
zenie sG zostaªododane w tym rozdziale, aby unikn¡¢ niejasno±
i. Rela
ja EsG(Q

sG
) dla oryginalnego28
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Rysunek 4.2: Rela
ja E(Q) dla zregularyzowanego modelu signum-Gordona. Dla zadanegoªadunku (wi�kszego od ªadunku minimalnego) istniej¡ dwa ró»ne Q-balle, 
o powoduje po-wstanie szpi
a na wykresie. Strzaªki pokazuj¡ kierunek zmiany parametru δ wzdªu» liniirozwi¡za«.modelu ma posta¢
EsG = cEc

−5/6
Q (Q

sG
)5/6, (4.7)gdzie cE i cQ zostaªy wyzna
zone w rozdziale 3. Dla kompletno±
i odnotujmy, »ew przypadku Q-balli w zregularyzowanym modelu signum-Gordona opró
z absolutnejstabilno±
i mo»na mówi¢ o stabilno±
i ze wzgl�du na rozpad Q-balla na mniejsze zza
howaniem ªadunku i o liniowej stabilno±
i (nie ma problemu z drug¡ po
hodn¡waria
yjn¡ z funk
jonaªu energii 
zy dziaªania). Jest dosy¢ zaskakuj¡
ym faktem, »ew obu wypadka
h warunek stabilno±
i ma posta¢ (zob. [16℄, [17℄)

ω

Q

dQ

dω
≤ 0.Rozwi¡zania z dolnej gaª�zi speªniaj¡ ten warunek, gdy» ω ∼

√
δ. Warunek konie
znyna absolutn¡ stabilno±¢ rozwi¡za« (rozdziaª 2) mo»na wyrazi¢ nast�puj¡
o

2Q > E.Dane numery
zne wskazuj¡, »e warunek ten jest speªniony dla rozwi¡za« przy δ < 0.91(dolna gaª¡¹!). Tak wi�
 rozwi¡zania z δ > 0.91 nie s¡ absolutnie stabilne. Jako
iekawostk� odnotowujemy, »e rozwi¡zania z górnej gaª�zi w przybli»eniu speªniaj¡powy»sz¡ rela
j�.W tabeli 4.1 podano dane dla kilku przykªadowy
h numery
zny
h rozwi¡za«.W kolejny
h paragrafa
h b�dziemy zainteresowani badaniem, 
o si� dzieje gdy δ → 0w nie
o innym sensie ni» powy»ej, a mianowi
ie, gdy κ → 0 a ω i λ s¡ ustalone. Do29
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Rysunek 4.3: Punkty po
hodz¡ z numery
zny
h rozwi¡za« modelu signum-Gordona. Linia
i¡gªa ilustruje zale»no±¢ (4.7). Jak wida¢, zgodno±¢ jest bardzo dobra.dalszy
h bada« wygodnie jest wzory (4.5) i (4.6) przepisa¢ w dowolnej li
zbie wymiaróww posta
i analogi
znej do wzorów (3.7) i (3.8)
Q =

λ2

ωn+3

(

Ωn−1

4

∫ ∞

0

f̂ 2
δ r

2

)

dr =
λ2

ωn+3
cQ(δ)oraz

E =
λ2

ωn+2

(

Ωn−1

4

∫ ∞

0

dr r2

[

f̂ ′
δ
2 + f̂ 2

δ + 2

(
√

f̂ 2
δ + δ2 − δ

)])

=
λ2

ωn+2
cE(δ).Ten zapis uwydatnia podobie«stwo teorii z regularyza
j¡ i bez niej. Rela
j� E(Q) wzregularyzowanym modelu mo»na zapisa¢ podobnie jak rela
j� (3.9)

E = cE(δ)λ
2

n+3

(

Q

cQ(δ)

)
n+2

n+3

. (4.8)Zale»no±¢ cE(δ)c
−5/6
Q (δ) dla modelu w trze
h wymiara
h przedstawiona jest na wykre-sie 4.4.4.3 Grani
a δ → 0 a model signum-GordonaW dodatku B znajduje si� dowód faktu, »e funk
ja pro�lu Q-balla w zregulary-zowanym modelu jest tym bli»sza funk
ji pro�lu Q-balla w oryginalnym modelu, immniejszy jest parametr regularyza
ji. �
i±le rze
z ujmuj¡
 wykazano, »e f̂δ jest jed-nostajnie zbie»na do f̂ gdy δ → 0. Na poziomie globalny
h 
harakterystyk równie»uprawnione jest przej±
ie grani
zne, to zna
zy, dla ustalony
h parametrów ω i λ gra-ni
a κ → 0 dla wielko±
i E(κ) i Q(κ) istnieje i jest równa odpowiednim wyra»eniom30
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δ fδ(0) Q E0.9999 0.0613 947.16 1894.410.999 0.1928 306.32 612.950.99 0.5844 117.44 235.750.97 0.9629 93.62 188.490.96 1.0948 92.62 186.530.95 1.2094 93.59 188.430.8 2.2862 179.77 348.210.7 2.7938 309.38 571.870.38 4.1318 2882.26 4101.180.1 5.1988 213385 160261Tabli
a 4.1: Dane numery
zne wybrany
h rozwi¡za«.
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Rysunek 4.4: Zale»no±¢ energii od parametru δ przy ustalonym ªadunku w trze
h wymiara
hprzestrzenny
h, por. wzór (4.8). Warto±¢ znana z modelu signum-Gordona � ok. 5.97 �zazna
zona jest przez poziom¡ prost¡.w modelu signum-Gordona.Przedstawiony dowód jest w du»ej mierze te
hni
zny. Przebiega w kilku etapa
h. Wy-korzystuje on fakt, »e równanie na ró»ni
� pomi�dzy pewnym rozwi¡zaniem równaniaz modelu signum-Gordona i pewnym rozwi¡zaniem równania w zregularyzowanym mo-delu jest niejednorodnym równaniem liniowym. W takim razie jest to równanie rozwi¡-zywalne przy pomo
y odpowiedni
h funk
ji Greena. Sza
uj¡
 to rozwi¡zanie mo»napokaza¢, »e warto±¢ f̂δ(0) d¡»y do f0 (ozna
zenie z paragrafu 3.1) gdy δ → 0. Fakt tenjest klu
zowy przy dowodzie zbie»no±
i jednostajnej.Zbie»no±¢ jednostajna po
i¡ga za sob¡ zbie»no±¢ 
aªek w sko«
zonym obszarze; nie31



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneprzenosi si� automaty
znie na zbie»no±¢ 
aªek w niesko«
zonej obj�to±
i. Tak wi�
pokazanie, »e w omawianej grani
y ªadunek i energia s¡ zbie»ne do warto±
i znany
h zmodelu bez regularyza
ji wymaga oddzielnego uzasadnienia.Skoro funk
je pro�lu w obu modela
h s¡ sobie bliskie, mo»na wykorzysta¢ znane funk-
je f̂ do konstruk
ji przybli»ony
h rozwi¡za« w modelu zregularyzowanym. Propozy
japro
edury, która to umo»liwia oraz jej porównanie z rozwi¡zaniami numery
znymi s¡tematem nast�pnego paragrafu.4.4 Konstruk
ja przybli»ony
h rozwi¡za«Punktem wyj±
ia do rozwa»a« jest wzór (B.15) zapisany w posta
i
f̂(y) − f̂δ(y) =

∫ y

0

G(y, s)sn−1ϕ
(

f̂δ(s)
)

ds+ Au1(y),gdzie G jest odpowiedni¡ funk
j¡ Greena a ϕ(f̂δ) pewn¡ funk
j¡ zale»n¡ od δ (por. do-datek B). Rozwi¡zanie powy»sze obowi¡zuje na od
inku (0, y0). Przybli»enie polega nazast¡pieniu ϕ(f̂δ) przez ϕ(f̂). Staªa A jest w tym momen
ie wolnym parametrem, któ-rego warto±¢ zostanie ustalona potem. Dla y > y0 mo»emy posªu»y¢ si� rozwi¡zaniemrównania (4.2) obowi¡zuj¡
ym dla maªy
h warto±
i fδ, 
zyli tam, gdzie rozwini�
ie
√

δ2 + f 2
δ = δ + f 2δ−1/2 + . . . jest dobrym przybli»eniem. Rozwi¡zanie to ma posta¢(w trze
h wymiara
h) fδ = By−1e−y

√
δ/(1−δ), gdzie staªa B jest wolnym parametrem.Parametr ten mo»na wyzna
zy¢ z warunku 
i¡gªo±
i po
hodny
h w punk
ie sklejania,
zyli w y0

∫ y0

0

dG(y, s)

dy
sn−1ϕ

(

f̂(s)
)

ds = −B
exp−

√

1
δ
− 1y0

y0

(

√

1

δ
− 1 +

1

y0

)

;zale»no±¢ od A nie pojawia si�, gdy» u′1(y0) = 0. Teraz mo»emy wyzna
zy¢ warto±¢ A.Aby nowa funk
ja byªa 
i¡gªa potrzeba, »eby
A = − 1

u1(y0)

∫ y0

0





y0

y0

√

1
δ
− 1 + 1

dG(y, s)

dy
+G(y, s)



 sn−1ϕ
(

f̂(s)
)

ds.Caªkowanie w powy»szy
h wzora
h jest trudne (o ile w ogóle wykonalne anality
znie).Poni»ej porównujemy η̂ = f̂ − f̂δ uzyskane z rozwi¡za« numery
zny
h i numery
znego
aªkowania powy»szy
h wzorów. Jak wida¢ (por. rysunki 4.5 i 4.6), zgodno±¢ jest
aªkiem dobra nawet dla du»y
h warto±
i parametru δ.32
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Rysunek 4.5: Funk
ja η̂ = f̂ − f̂δ dla δ = 0.8, linia 
i¡gªa odzwier
iedla dokªadn¡ ró»ni
� (znumeryki), linia przerywana wynika z przedstawionego przybli»enia.

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  1  2  3  4 y

η(y)
/\

Rysunek 4.6: Funk
ja η̂ = f̂ − f̂δ dla δ = 0.1, linia 
i¡gªa odzwier
iedla dokªadn¡ ró»ni
�,linia przerywana - przybli»enie.4.5 Stabilno±¢Wyka»emy teraz, »e rozwi¡zania typu Q-ball s¡ w trze
h wymiara
h przestrzen-ny
h absolutnie stabilne � przy zadanym ªadunku maj¡ najmniejsz¡ mo»liw¡ energi�.Przedstawiony dowód jest prost¡ adapta
j¡ dowodu podanego przez S. Colemana dlapewnej klasy poten
jaªów. Konie
zne ró»ni
e maj¡ 
harakter te
hni
zny.W rozdziale 2 argumentowali±my, »e w 
elu znalezienia minimum funk
jonaªu energiiwystar
zy ograni
zy¢ si� do badania funk
jonaªu
EQ =

∫

R3

d3x
[

(∇F )2 + U(F )
]

+
Q2

∫

R3 d3x F 2
. (4.9)33



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneRównanie na funk
j� pro�lu, które dostaje si� poprzez waria
j� powy»szego funk
jo-naªu, wyzna
za jego punkt sta
jonarny. Nie jest jednak pewne, 
zy jest to globalneminimum. Nie jest nawet pewne, 
zy takie globalne minimum istnieje. S. Colemandowiódª, »e je»eli poten
jaª polowy U(F ) speªnia 
ztery warunki, to Q-balle dla n = 3s¡ rozwi¡zaniami absolutnie stabilnymi. Te warunki to:
• U(0) ≥ 0, przy 
zym tylko dla F = 0 za
hodzi równo±¢;
• U jest dwukrotnie ró»ni
zkowalne, dU(0)/dF = 0 i d2U(0)/dF 2 = µ2;
• funk
ja U(F )/F 2 ma minimum dla pewnego F0 6= 0;
• istniej¡ trzy dodatnie li
zby a, b, c, przy 
zym c > 2, takie »e

1

2
µ2F 2 − U(F ) ≤ min(a, b|F |c). (4.10)Jak wida¢ zregularyzowany poten
jaª signum-Gordona nie speªnia dwó
h ostatni
h wa-runków. Mo»na argumentowa¢, »e warunek trze
i jest speªniony przez F0 = ∞. Wa-runek ten w oryginalnej pra
y gwarantuje speªnienie warunku konie
znego stabilno±
iQ-balli (patrz rozdziaª 2.2). W zregularyzowanym modelu signum-Gordona warunekkonie
zny jest speªniony na mo
y rela
ji E(Q), która dla du»y
h warto±
i Q odtwarzarela
j� z modelu bez regularyza
ji E ∼ Q

n+2

n+3 . St¡d wynika, »e dla dostate
znie du»ejwarto±
i Q speªniony jest warunek √
2µ|Q| > E.Dla wygody wprowadzamy ozna
zenia

I[F ] =

∫

R3

d3x F 2,

K[F ] =

∫

R3

d3x (∇F )2 ,

V [F ] =

∫

R3

d3x U(F ) = λ

∫

R3

d3x
(√

F 2 + κ2 − κ
)

,i
W [F ] = U [F ] − 1

2
µ2I[F ],gdzie µ2 = λ/κ. Ostatnia wielko±¢ speªnia nast�puj¡
¡ zale»no±¢

W [F ] = − µ2

2λ2

∫

R3

d3x U2(F ). (4.11)Tak wi�
, W [F ] przyjmuje ujemne warto±
i dla dowolnego F 6= 0. Funk
jonaª energiiwygodnie jest zapisa¢ na dwa sposoby. Pierwszy z ni
h dany jest przez wzór (4.9),drugi za± ma posta¢
EQ = K +

µ2

2
I +W +

Q2

I
. (4.12)34



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneRozwa»my 
i¡g funk
ji {Fi}∞i=1, gdzie limi→∞EQ[Fi] = infE. Istnienie takiego
i¡gu wynika z de�ni
ji in�mum. Na mo
y argumentów z rozdziaªu 2.2 mo»emy przy-j¡¢, »e Fi jest funk
j¡ dodatni¡, sfery
znie symetry
zn¡ i monotoni
znie (to jest wzdªu»zmiennej radialnej) malej¡
¡ do zera. K jest dodatni¡ wielko±
i¡ ograni
zon¡ od góryprzez energi�. Tak wi�
 z K[Fi] mo»na wybra¢ pod
i¡g zbie»ny. Podobnie dla V . Je-»eli E, K i V s¡ zbie»ne, równie» I i W maj¡ grani
�. Warto±
i grani
zne b�dziemyzazna
za¢ tyld¡, np.
K̃ = lim

i→∞
K[Fi].Co wi�
ej, mo»emy wybra¢ taki pod
i¡g funk
yjny, »e wielko±
i E, K, V i W s¡ jed-no
ze±nie jednostajnie ograni
zone. Zakªadamy, »e zostaªo to zrobione.Wygodnie jest wprowadzi¢ funk
j� fi(r) = rFi(r), gdzie r jest wspóªrz�dn¡ radialn¡.Bez dodatkowy
h zaªo»e« mo»na pokaza¢, »e funk
je fi tworz¡ 
i¡g funk
ji ograni
zo-ny
h i jednostajnie zbie»ny
h. Najpierw zauwa»my, »e

I[Fi] = 4π

∫ ∞

0

dr f 2
ioraz

∫ ∞

0

dr

(

dfi

dr

)2

=

∫ ∞

0

dr (rF ′(r) + F (r))
2

=

∫ ∞

0

dr (rF ′(r))
2
+ rF 2(r)

∣

∣

∞
0
,
zyli

K[Fi] = 4π

∫ ∞

0

dr

(

dfi

dr

)2

.Nierówno±¢ S
hwarza pozwala pokaza¢ ograni
zono±¢ funk
ji fi

f 2
i (r) = −1

2

∫ ∞

r

dr′ fi
dfi

dr′
≤ 1

8π

√

I[Fi]K[Ii] (4.13)i fakt, »e s¡ one równo
i¡gªe
|fi(r1) − fi(r2)| =

∣

∣

∣

∣

∫ r2

r1

dr
dfi

dr

∣

∣

∣

∣

≤
√

[K[Fi]|r1 − r2|
8π

. (4.14)Tak wi�
, na mo
y twierdzenia As
oliego, istnieje pod
i¡g {fi} punktowo zbie»ny wsz�-dzie i jednostajnie zbie»ny na dowolnym od
inku. St¡d wynika to samo dla funk
ji {Fi},z wyj¡tkiem r = 0. Grani
� funk
ji Fi ozna
zamy przez F̃ . Teraz trzeba pokaza¢, »e
EQ[F̃ ] = Ẽ.
K de�niuje przestrze« Hilberta, w której Fi tworz¡ ograni
zon¡ rodzin� wektorów.Taka rodzina ma zawsze pod
i¡g zbie»ny sªabo do pewnego elementu tej przestrzeni.Norma grani
y zbie»nego sªabo 
i¡gu jest mniejsza lub równa grani
y norm, 
zyli

K[F̃ ] ≤ K̃. (4.15)35



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnePodobnie,
I[F̃ ] ≤ Ĩ . (4.16)Rozwa»my warto±¢W na od
inku (r_, r+), gdzie 0 < r_ < r+. Bior¡
 pod uwag� de�-ni
j� W , rela
je (4.11) i (4.13) oraz osza
owanie 0 ≤ U(F ) ≤ |F | (por. wyprowadzenienierówno±
i 3.15) zauwa»amy, »e

2πµ2

λ2

∫ r_
0

dr r2U2(Fi) ≤
2πµ2

λ2

∫ r_
0

drf 2
i (r) ≤ µ2

4λ2

√

K[Fi]I[Fi]r_tudzie»
2πµ2

λ2

∫ ∞

r+

dr r2U2(Fi) ≤
2πµ2

λ

∫ ∞

r+

dr r2FiU(Fi) ≤
µ2 sup fi

2λr+
V [Fi].Tak wi�
 przez odpowiedni dobór r_ i r+ mo»na zmniejszy¢ wkªad spoza od
inka

(r_, r+) do dowolnie maªej wielko±
i. Na tym od
inku Fi s¡ jednostajnie zbie»ne do
F̃ , sk¡d wynika, »e

lim
i→∞

W [Fi] = W [F̃ ].Na konie
 poka»emy, »e Ĩ = I[F̃ ]. Przypu±¢my, »e I[F̃ ] < Ĩ. Wów
zas poprzezdodanie mezonu w niesko«
zono±
i mo»emy skonstruowa¢ now¡ funk
j� F ′ tak¡, »e
W [F ′] = W [F̃ ], K[F ′] = K[F̃ ] i I[F ′] gdziekolwiek pomi�dzy I[F̃ ] a Ĩ. Z (2.16)wynika, »e

Ĩ > I[F ′] >

√
2Q

µ
.To ozna
za, »e

Q2

I[F ′]
+
µ2

2
I[F ′] <

Q2

I[F̃ ]
+
µ2

2
I[F̃ ].Porównanie z rela
j¡ (4.12) pokazuje, »e jest to sprze
zno±¢ z EQ[F ′] < Ẽ. W takimrazie istotnie Ĩ = I[F̃ ].Zbieraj¡
 wzory (4.12) oraz (4.15) i dodaj¡
 do tego ostatni wynik, mo»emy napisa¢

EQ[F̃ ] ≤ Ẽ. Z de�ni
ji in�mum nierówno±¢ ostra jest niemo»liwa. Tak wi�
 E[F̃ ] = Ẽ.Maj¡
 pewno±¢ 
o do istnienia globalnego minimum funk
jonaªu, mo»emy go szuka¢rozwi¡zuj¡
 równanie
δEQ[F ]

δF
= 0,odpowiadaj¡
e równaniu pro�lu dla Q-balli.

36



Rozdziaª 5Nieliniowa skalarna elektrodynamikaW poprzedni
h rozdziaªa
h przedstawiono rozwi¡zania typu Q-ball w dowolnej li
z-bie wymiarów. Dla n = 3 wykazano i
h stabilno±¢. Naturalnym uogólnieniem przed-stawionego modelu jest zast¡pienie globalnej symetrii przez symetri� lokaln¡
Φ → Φeiα(x),gdzie α jest funk
j¡ rze
zywist¡. Za»¡danie takiej symetrii wymaga wprowadzenia pola
e
howania Aµ. Wów
zas, jak zoba
zymy, globalne Q-balle s¡ dla maªy
h warto±
i ªa-dunku dobrym przybli»onym rozwi¡zaniem. Pojawienie si� pola 
e
howania umo»liwiarównie» istnienie jako±
iowo nowy
h rozwi¡za«.Po raz pierwszy poni»ej zaprezentowany Ansatz (5.5) � punkt wyj±
ia do dalszej ana-lizy � zostaª przedyskutowany w pra
y [21℄. W literaturze mo»na znale¹¢ analogi
zneAnsatze równie» dla teorii z nieabelowymi polami 
e
howania [13℄, [22℄.5.1 Model, Ansatz, równaniaW tym rozdziale omówimy pewne rozwi¡zania w teorii zadanej przez lagran»ian

L = −1

4
F µνFµν +DµΦDµΦ − λ|Φ|, (5.1)gdzie Dµ = ∂µ + iqAµ jest po
hodn¡ kowariantn¡, Dµ jej zespolonym sprz�»eniem,

Aµ polem 
e
howania a Fµν = ∂µAν − ∂νAµ tensorem antysymetry
znym, q jest ªa-dunkiem elektry
znym, λ > 0. Skon
entrujemy si� na modelu w trze
h wymiara
hprzestrzenny
h (n = 3).Swoboda w doborze fazy pola prowadzi do wielko±
i za
howanej
Q = iq

∫

(

Φ̄∂0Φ − ∂0Φ̄Φ
)

− 2q2A0Φ̄Φ. (5.2)37



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneW tym wypadku nie znamy tak elegan
kiego rozumowania, jak w przypadku symetriiglobalnej, które pozwalaªoby ab initio wyprowadzi¢ Ansatz na rozwi¡zania typu Q-ball.Niemniej mo»na przyj¡¢ zaªo»enia, które �zy
znie wydaj¡ si� sensowne. Tak wi�
szukamy rozwi¡zania sfery
znie symetry
znego z g�sto±
i¡ ªadunku niezale»n¡ od 
zasu.Dzi�ki temu zaw�»amy poszukiwania do elektrostatyki.Ogólne równania dla pola 
e
howania wyra»aj¡ prawo za
howania ªadunku
∂µF

µν = iq
(

Φ̄∂νΦ − ∂νΦ̄Φ
)

− 2q2AνΦΦ̄, (5.3)za± równania Eulera-Lagrange'a dla pola skalarnego maj¡ posta¢
DµD

µΦ = −λ
2
faza(Φ), (5.4)gdzie funk
ja faza(·) dana jest wzorem (1.15). Do ty
h równa« wstawiamy Ansatz

Φ(t,x) = F (r)eiωt, ~A = 0, A0 = A(r), (5.5)przy 
zym F i A0 to funk
je rze
zywiste, ω ∈ R jest staª¡. Powy»sze podstawienieprowadzi do ukªadu równa«
∆A0 = 2q(ω + qA0)F

2 (5.6)oraz
∆F + (ω + qA0)

2F =
λ

2
sign(F ). (5.7)Analiza ty
h równa« ró»ni
zkowy
h jest trudna, nie udaªo si� znale¹¢ �zy
znie zna-
z¡
y
h rozwi¡za« anality
zny
h. Dla jej uªatwienia przepiszemy powy»szy ukªad wnowy
h zmienny
h:

β = λq√
2
, G =

√
2qF, B = ω + qA0.Równania pola przybieraj¡ teraz posta¢

B′′ = −2

r
B′ +BG2 (5.8)oraz

G′′ +
2

r
G′ = −GB2 + βsign(G). (5.9)Parametr β równie» mo»na wyrugowa¢ z równa« za pomo
¡ przeskalowania

B(r) → β1/3B(β1/3r), G(r) → β1/3G(β1/3r), r → β1/3r.Z tego wzgl�du kªadziemy β = 1. W kontek±
ie teorii pola istotne s¡ rozwi¡zania
i¡gªe, wi�
 G′(0) = B′(0) = 0. Powy»sze równania maj¡ symetri� zamiany B → −B38



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnei (niezale»nie) G → −G. Dlatego mo»emy zaªo»y¢, »e B(0) ≥ 0 i G(0) ≥ 0. W tejnota
ji wzory na ªadunek Q i energi� E przyjmuj¡ posta¢
Q =

4π

q

∫ ∞

0

dr r2B2G =
4π

q
Q, (5.10)

E =

∫ ∞

0

d3x

[

1

2
(∇A0)

2 + ∇Φ∇Φ̄ + |D0Φ|2 + λ|Φ|
]

=
2π

q2
E, (5.11)gdzie

E =

∫ ∞

0

dr r2
[

B′2 +G′2 +B2G2 + β|G|
]

; (5.12)zgodnie z podanymi powy»ej argumentami przyjmujemy dalej, »e β = 1. Fizy
znerozwi¡zania równa« (5.9) i (5.8) maj¡ sko«
zon¡ energi� i ªadunek.Równanie (5.8) mo»emy przepisa¢ w nast�puj¡
ej formie
B′(r) =

1

r2

∫ r

0

dy y2B(y)G2(y), (5.13)sk¡d wnioskujemy, »e je»eli B(0) > 0, wów
zas B jest funk
j¡ rosn¡
¡ na 
aªej póªosi
r > 0, 
zyli B(r) > 0 dla dowolnej warto±
i r. Równanie (5.9) sugeruje, »e funk
ja
G ma zwarty no±nik. W takim razie dla argumentów r > R (gdzie R jest punktemzszy
ia nietrywialnego rozwi¡zania z rozwi¡zaniem pró»niowym) mamy zerow¡ g�sto±¢materii i ªadunku. W tym obszarze B wyra»a si� wzorem

B(r) = ω −
Q

r
. (5.14)Jak wida¢, Ansatz (5.5) jest motywowany ra
zej przez intui
j� �zy
zn¡ ni» przez ana-liz� struktury lagran»ianu (5.1) 
zy wyra»enia na energi�. Mo»na wszak»e stosunkowoprosto pokaza¢, »e rozwi¡zania równa« (5.6) i (5.7) s¡ minimami funk
jonaªu energiiw przestrzeni funk
ji sfery
znie symetry
zny
h. Aby si� o tym przekona¢, nale»y pa-mi�ta¢, »e zale»no±¢ (5.6) nie jest równaniem dynami
znym, le
z wi�zem naªo»onymna system. W takim razie dowolna zmiana pól B i G nie jest dopusz
zalna. Sfery
zniesymetry
zna deforma
ja rozkªadu materii δG powoduje zmian� pola δB speªniaj¡
¡równanie

δB′′ = −2

r
δB′ +G2δB + 2BGδG.Bior¡
 to pod uwag� dostajemy, »e

δE = 2ω δQ− 2

∫ ∞

0

dr r2

[

G′′ +
2

r
G′ +B2G− sign(G)

]

δG,
o ozna
za, »e przy ustalonym ªadunku warunkiem na ekstremum energii jest w isto
ierównanie (5.9). Dla poten
jaªu zregularyzowanego (|Φ| → √
ΦΦ̄ + κ2−κ) jest to zawszeminimum energii, gdy» wielko±¢

δ2E =

∫ ∞

0

dr r2

[

(δB′)2 + (δG′)2 + (GδB +BδG)2 +
κ2(δG)2

(G+ κ2)3/2

]39



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnejest dodatnia niezale»nie od deforma
ji.W ostatni
h lata
h sporo uwagi po±wi�
ono rozwa»aniom doty
z¡
ym istnienia roz-wi¡za« dla równa« wynikaj¡
y
h z Ansatzu (5.5) dla ró»ny
h poten
jaªów polowy
h(nie rozpatrywano modelu signum-Gordona). Dla pewny
h klas poten
jaªów dowie-dziono istnienia rozwi¡za« [25℄, dla inny
h � nieistnienia [26℄. Warto wspomnie¢, »ew dowoda
h istnienia rozwi¡za« bierze si� pod uwag� inn¡ natur� równania (5.6) irównania (5.7). Otó» pokazano [27℄, »e dla dowolnego ukªadu materii mo»na znale¹¢odpowiadaj¡
y jej rozkªad pola A0 speªniaj¡
y równanie (5.6). Stabilno±¢ uzyskanegorozwi¡zania jest zagadnieniem skomplikowanym, gdy» w jego analizie nale»y uwzgl�d-ni¢ wszystkie stopnie swobody obe
ne w peªnej teorii. W tym kontek±
ie na uwag�zasªuguje pra
a [28℄ dowodz¡
a stabilno±
i pewnej klasy Q-balli. Pra
a ta jest 
ie-kawa równie» z tego wzgl�du, »e ª¡
zy Q-balle w teorii z 
e
howaniem z rozwi¡zaniamiteorii z globaln¡ symetri¡. Jak pokazuje analiza (ra
hunek zaburze«) zamiesz
zona wdodatku C, taka intui
ja sprawdza si� w modelu signum-Gordona.5.2 Me
hani
zna interpreta
ja równa«Przy omawianiu równania pro�lu Q-balli w modelu z globaln¡ symetri¡ wspomina-li±my o me
hani
znej interpreta
ji tego równania. Podobnie mo»na spojrze¢ na ukªadrówna« (5.8) i (5.9): traktujemy wów
zas te równania jak równania 
z¡stki w pªasz
zy-znie (B,G), zmienna r odpowiada 
zasowi. Cz¡stka ta jest hamowana przez zale»neod 
zasu tar
ie (wyrazy z pierwszymi po
hodnymi). Opró
z tego dziaªa na ni¡ siªazale»na od poªo»enia: (BG2, sign(G)−B2G). �atwo sprawdzi¢, »e siªa ta nie jest siª¡poten
jaln¡. Siªa dziaªaj¡
a w kierunku B jest zawsze dodatnia - 
z¡stka jest wi�
 po-py
hana w kierunku 
oraz to wi�kszy
h warto±
i zmiennej B. W kierunku zmiennej Gsiªa zeruje si� wzdªu» hiperboli B2G = 1 oraz na prostej G = 0. Powy»ej hiperboli siªajest ujemna, dodatnia za± w obszarze 0 < G < 1/B2. Obrazowo rze
z ujmuj¡
, opisanasytua
ja odpowiada ru
howi 
z¡stki w dolinie unoszonej przez wiatr w kierunku 
orazto wi�kszy
h warto±
i zmiennej B. Dla uªatwienia, w dalszej dyskusji b�dziemy mówi¢o póªno
nym (GB2 > 1) i poªudniowym (GB2 < 1) stoku.Powy»sza �wizualiza
ja� ukªadu równa« pozwala odgadn¡¢ rozwi¡zanie opisuj¡
e 
z¡stk�poruszaj¡
¡ si� po dnie doliny p
han¡ przez wiatr w kierunku 
oraz to wi�kszy
h war-to±
i B. Istotnie, funk
je
B =

√

2√
3
r, G =

√
3

2rstanowi¡ rozwi¡zanie ukªadu równa« (5.8) i (5.9). To rozwi¡zanie nie ma zna
zenia�zy
znego - energia i ªadunek w tym przypadku nie s¡ sko«
zone. Podobnie ma si�40



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnerze
z z rozwi¡zaniem
B = 0, G = G(0) + r2

6
.W tym wypadku energia jest niesko«
zona, ªadunek za± wynosi zero.

5.3 Elektry
znie naªadowane Q-balleRównania (5.8) i (5.9) mo»na 
aªkowa¢ numery
znie. Przedstawione wyniki uzy-skane zostaªy metod¡ Rungego-Kutty 
zwartego rz�du. Dla ustalonego B(0) szukanowarto±
i F (0), dla której mo»liwe byªo gªadkie sklejenie funk
ji F z rozwi¡zaniem pró»-niowym. Miejs
e sklejenia R jest wi�
 równie» parametrem wyzna
zanym z numeryki.Wiarygodno±¢ rozwi¡za« sprawdzana byªa przez ró»ne testy konsysten
ji. Z równa«wynika na przykªad wspomniany ju» warunek: Q = R2B′(R). �adunek mo»na równie»wyzna
zy¢ ze wzoru 
aªkowego (5.10). Porównania takie dla przedstawiony
h wynikówwypadaªy bardzo dobrze.W tym i nast�pnym paragra�e przedstawiamy wyniki numery
zne w powi¡zaniu zprostymi �fenomenologi
znymi� rozwa»aniami pozwalaj¡
ymi opisa¢ otrzymane dane.Analiza równa« (5.6) i (5.7) w rama
h s
hematu perturba
yjnego jest zaprezentowanaw dodatku C. Rozwi¡zanie typu Q-ball odpowiada trajektorii 
z¡stki, która w �
zasie�
r = 0 startuje z zerow¡ pr�dko±
i¡ (B′(0) = G′(0) = 0) z pewnego punktu (B(0), G(0))znajduj¡
ego si� na póªno
nym stoku. Po sko«
zonym �
zasie� R 
z¡stka osiada na osi
B, 
zyli G(R) = 0 i G′(R) = 0. Od tego 
zasu 
z¡stka jest 
oraz sªabiej p
hana wkierunku 
oraz to wi�kszy
h warto±
i B do asymptoty
znej warto±
i ω. Przykªadowerozwi¡zanie tego typu przedstawione jest na rysunku 5.1. Dla maªy
h ªadunków pole
B zmienia si� znikomo na od
inku, gdzie G jest nietrywialne. To stanowi podstaw� doprzybli»enia, w którym B kªadziemy staªe na tym od
inku i równe B(0). W rama
hme
hani
znej analogii przybli»enie to wygl¡da wiarygodnie: gdy B jest du»e, to zbo
ze
GB2 > 1 jest bardzo strome a o± G = 0 znajduje si� bardzo blisko dna doliny. O
zeku-jemy wi�
, »e 
z¡stka startuj¡
a ze stosunkowo maª¡ warto±
i¡ G(0) (ale na tyle du»¡,»e G(0)B(0)2 > 1) szybko opadnie na dno doliny i wzniesie si� na poªudniowy stok,by w ko«
u sty
znie osi¡±¢ na osi G = 0. Wiatr w tej okoli
y jest stosunkowo sªaby -propor
jonalny do G2. W obszarze bliskim dna doliny (gdzie rozgrywa si� ak
ja) wyraz
BG2 jest rz�du B(0)−3, 
zyli mo»emy go zaniedba¢ dla du»y
h warto±
i B. Wów
zasrównanie (5.9) staje si� prostym równaniem liniowym, formalnie takim samym jak rów-nanie Q-balla w modelu z globaln¡ symetri¡ (3.1). Znamy wi�
 rozwi¡zanie na od
inku
0 < B(0)r < y0, przy 
zym zna
zenie y0 jest takie samo jak w rozdziale 3. Ma ono41
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Rysunek 5.1: Przykªad rozwi¡zania dobrze opisanego przez omówione w tek±
ie przybli»enie:
B(0) = 3.3, G(0) ≈ 0.49, B(R) ≈ 3.37, Q ≈ 0.05, E ≈ 0.44, ω ≈ 3.42.nast�puj¡
¡ posta¢

G(r) = B(0)−2

(

1 − y0

sin y0

sin (B(0)r)

B(0)r

)

. (5.15)Na od
inkuB(0)r > y0 funk
jaG(r) przyjmuje warto±¢ pró»niow¡. W tym przybli»eniuªadunek wyra»a si� wzorem
Q =

5

6
y3

0B
−6(0).Przyjmujemy, »e dla r > R pole B opisane jest wzorem (5.14), sk¡d otrzymujemyprzybli»ony wynik

ω =

(

5

6

)1/6 [√
y0Q

−1/6 +
1√
y0

Q5/6

]

;energia (wzór (5.12)) wyra»a si� nast�puj¡
o
E =

(

5

6

)1/6 [12
√
y0

5
Q5/6 +

1√
y0

Q11/6

]

.Jako prosty test powy»szego przybli»enia porównujemy warto±
i (G(0), B(0)), dla któ-ry
h istniej¡ numery
zne rozwi¡zania typu Q-ball, z rela
j¡
G(0)B2(0) = 1 − 1

cos y0
,która wynika z przedstawionego przybli»enia (wzór (5.15)). Porównanie to (rysu-nek 5.2) wskazuje, »e przybli»enie stosuje si� bardzo dobrze dla B(0) ≥ 4, 
o od-powiada Q ≤ 0.018. Jak wskazuje ten wykres, numery
znie znalezione rozwi¡zania dla42
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B(0)Rysunek 5.2: Na rysunku kropkami zostaªy ozna
zone punkty (G(0), B(0)), dla który
h nu-mery
znie znaleziono rozwi¡zania. Linia 
i¡gªa odpowiada rela
ji B2(0)G(0) = 5.603 wynika-j¡
ej z przybli»enia. Linia przerywana pokazuje dno doliny. Kropki na osi G = 0 odpowiadaj¡Q-shellom.mniejszy
h warto±
i B(0) zna
znie od
hodz¡ od zaproponowanego przybli»enia. Dla
B(0) ≈ 1.5 warto±¢ G(0) ≈ 1.07 przyjmuje swoj¡ maksymaln¡ warto±¢, dla mniejszy
h
B(0) warto±¢ ta maleje. Pod¡»aj¡
 za krzyw¡ wyzna
zon¡ przez punkty odpowiadaj¡
enumery
znym rozwi¡zaniom na wykresie 5.2 do
hodzimy do miejs
a, gdzie G(0) star-tuje z dna doliny, a nawet z poªudniowego stoku. Przykªadowe rozwi¡zanie tego typuprzedstawione jest na rysunku 5.3. Krzywa warto±
i po
z¡tkowy
h osi¡ga minimaln¡warto±¢ B(0) blisk¡ B(0) = 1. Jak wida¢ z rysunku, istniej¡ rozwi¡zania o dowolniemaªej warto±
i G(0), a nawet dla B(0) ≈ 1.317 znaleziono rozwi¡zanie z �punktowopustym wn�trzem� � G(0) = 0.
5.4 Elektry
znie naªadowane Q-shelleMaj¡
 rozwi¡zanie �puste� dla r = 0 mo»na zada¢ pytanie, 
zy to jest jesz
ze Q-ball(z ang. Q-kula), 
zy mo»e ju» Q-shell (z ang. Q-powªoka) z wewn�trznym promieniemrównym zero. Taka gra sªów suponuje istnienie rozwi¡za« nowego typu z niezerow¡g�sto±
i¡ ªadunku na pewnym od
inku r ∈ (r0, R). Okazuje si�, »e numery
znie mo»naznale¹¢ takie rozwi¡zania (przykªad przedstawiony jest na rysunku 5.4). W obszarzeasymptoty
znym, gdzie B(0) jest du»e mo»na skonstruowa¢ przybli»one rozwi¡zaniatego typu. 43
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Rysunek 5.3: Przykªadowe rozwi¡zanie startuj¡
e z poªudniowego stoku: B(0) = 1.2,
G(0) ≈ 0.221, R ≈ 4.76, B(R) ≈ 2.54, Q ≈ 9.52, E ≈ 71.2, ω ≈ 4.54.
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Rysunek 5.4: Przykªadowy Q-shell: r0 = 1, B(0) = 1.452, R ≈ 5.06, B(R) ≈ 2.52, Q ≈ 10.27,
E ≈ 78.0, ω ≈ 4.55.Ponownie zakªadamy, »e funk
ja B ma staª¡ warto±¢ na od
inku (0, R). Na od
inku
(0, r0) para funk
ji G = 0 i B = const jest rozwi¡zaniem ukªadu równa« (5.8) i (5.9).Przybli»enie doty
zy od
inka (r0, R). Równanie (5.9) przybli»amy nast�puj¡
o

G′′(r) = −B2(r0)G(r) + 1. (5.16)Wyraz z pierwsz¡ po
hodn¡ zaniedbujemy zakªadaj¡
, »e r0 jest bardzo du»e. Jest torównanie Q-balla w jednym wymiarze. Rozwi¡zanie na od
inku 0 < B(0)(r− r0) < 2π44



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnepiszemy w formie
G(r) =

1

B2(r0)

[

1 − cos
(

B(r0)(r − r0)
)]

, (5.17)na pozostaªym obszarze warto±¢ funk
ji G wynosi zero. O
zywistym wnioskiem z takiejposta
i rozwi¡zania jest rela
ja
B(r0)(R− r0) = 2π,która dobrze zgadza si� z numeryk¡ ju» dla B(r0) ≥ 3 (dla B(r0) = 3.083 otrzymano

B(r0)(R− r0) = 6.261). W tym przybli»eniu wzór na ªadunek w funk
ji B(r0) i r0 maposta¢
Q = 3πB−6(r0)

(

x2
0 + 2πx0 +

4π2

3
− 5

2

)

, (5.18)gdzie x0 = r0B(r0). Pozostaje powi¡za¢ ze sob¡ B(r0) i r0. W tym 
elu wykonujemyminimaliza
j� energii przy staªym ªadunku. Wygodnie jest wykorzysta¢ rela
j�
E = QB(R) +

Q2

R
+

∫ R

r0

dr r2(G′2 + 2|G|). (5.19)Wynika ona ze wzoru (5.12) po uwzgl�dnieniu równania (5.8). W grani
y du»y
hwarto±
i x0 
aªkowanie daje nast�puj¡
y rezultat
E = (3π)1/6Q5/6

[

8

3
x

1/3
0 +

(

Q+
8π

9

)

x
−2/3
0

]

,przy 
zym zaniedbano wyrazy rz�du x−5/3
0 i mniejsze. Wyra»enie powy»sze ma mini-mum dla

x0 =
3

4
Q+

2π

3
;minimalna warto±¢ energii wynosi

E =
√

324/3π1/6Q7/6.Dla kompletno±
i wywodu odnotowujemy, »e w tym uj�
iu B(r0) =
(

27π
16

)1/6
Q1/6 i

r0 ∼ Q5/6. Porównanie z danymi numery
znymi wskazuje, »e przedstawione przybli-»enie dobrze sprawdza si� dla Q > 150. Wów
zas ró»ni
a w wyzna
zeniu energii jestrz�du 1%, r0 wyzna
zone jest z dokªadno±
i¡ do 7%. Dla wi�kszy
h warto±
i Q jako±¢przybli»enia ro±nie.5.5 Przej±
ie od Q-balli do Q-shelliPotraktowanie Q-balla z G(0) = 0 jako Q-shella o wewn�trznym promieniu rów-nym zero sugeruje, »e przej±
ie pomi�dzy Q-ballami a Q-shellami ma 
harakter 
i¡gªy.45
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Rysunek 5.5: Przej±
ie pomi�dzy Q-ballami a Q-shellami jest 
i¡gªe, w tym obszarze ener-gia i ªadunek nie identy�kuj¡ jednozna
znie rozwi¡zania. Energia ozna
zona jest kropkami,ªadunek � trójk¡tami.Wra»enie to jest pot�gowane przez rysunek 5.2, gdzie krzywa warto±
i po
z¡tkowy
hwygl¡da na krzyw¡ 
i¡gª¡. Przej±
ie to dla energii i ªadunku w funk
ji zewn�trznegopromienia R wygl¡da gªadko (rysunek 5.5). Promie« zewn�trzny jest bardzo dobrymparametrem � zarówno dane numery
zne i anality
zne przybli»enia sugeruj¡, »e jed-nozna
znie identy�kuje on rozwi¡zania (ro±nie monotoni
znie wzdªu» krzywej wyzna-
zaj¡
ej (B(0), G(0)) po
zynaj¡
 od maªy
h Q-balli). Z rysunku 5.5 wynika niejedno-zna
zno±¢ rela
ji E(Q), poniewa» danej energii (ªadunkowi) mog¡ odpowiada¢ nawettrzy rozwi¡zania. Energia i ªadunek osi¡gaj¡ lokalne maksimum dla pewnego Q-balla z
G(0) > 0. Po
z¡wszy od tej warto±
i, wraz ze zmniejszaniem G(0) zmniejsza si� ener-gia i ªadunek rozwi¡za«. Równie» Q-shelle dla najmniejszy
h warto±
i r0 za
howuj¡si� podobnie - i
h energia i ªadunek malej¡ wraz ze wzrostem R. Dzieje si� tak a» doosi¡gni�
ia przez pewne rozwi¡zanie (lokalnie) minimalnej warto±
i energii i ªadunku.Dla wi�kszy
h r0 ªadunk i energia rosn¡ monotoni
znie. W tym przej±
iowym obsza-rze nie udaªo si� znale¹¢ anality
zny
h rozwi¡za« ani opra
owa¢ dobrego przybli»enia.Numeryka wskazuje, »e maksymalne (minimalne) warto±
i energii i ªadunku osi¡ganes¡ dla jednego rozwi¡zania. Nie
h RE i RQ ozna
zaj¡ promienie zewn�trzne rozwi¡za«,dla który
h energia i ªadunek maj¡ maksimum (minimum). Wów
zas rozwini�
ie woto
zeniu maksimum (minimum) energii i ªadunku ma posta¢

dE

dR
= (R −RE)

(

d2E

dR2

∣

∣

∣

∣

R=RE

+
1

2
(R− RE)

d3E

dR3

∣

∣

∣

∣

R=RE

+ . . .

)

,46
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QQ*Rysunek 5.6: S
hematy
zne przedstawienie przej±
ia mi�dzy Q-ballami a Q-shellami.
Q∗ wskazuje przej±
ie mi�dzy Q-ballami a Q-shellami.

dQ

dR
= (R− RQ)

(

d2Q

dR2

∣

∣

∣

∣

R=RQ

+
1

2
(R−RQ)

d3Q

dR3

∣

∣

∣

∣

R=RQ

+ . . .

)

,przy 
zym zakªadamy, »e drugie po
hodne istniej¡ i s¡ niezerowe. Po
hodna
dE

dQ
=
dE/dRQ

dQ/dRQwybu
ha przy RQ, je»eli RE 6= RQ. Je»eli nie, wykres E(Q) musi mie¢ posta¢ jak narysunku 5.6. Co 
iekawe, jest to wykres pojawiaj¡
y si� w przypadku przej±¢ fazowy
hpierwszego rodzaju, np. dla gazu van der Waalsa [33℄. Powy»szy argument z pewno±
i¡nie jest argumentem przes¡dzaj¡
ym � mo»e by¢ tak, »e ostre szpi
e na rysunku 5.6 s¡w isto
ie zaokr¡glone, 
o odpowiada wybu
haniu pierwszej po
hodnej dE/dQ.5.6 UwagiKwestia stabilno±
i otrzymany
h rozwi¡za« jest dosy¢ skomplikowana. Przedsta-wione w paragra�e 5.1 rozumowanie sugeruje stabilno±¢ rozwi¡za« wzgl�dem maªy
hzaburze« radialny
h. Rela
ja E(Q) dla maªy
h warto±
i ma posta¢ E ∼ |Q|5/6, dla du-»y
h za± E ∼ |Q|7/6. Na mo
y argumentów podany
h w paragra�e 3.1 wynika st¡d, »edla du»y
h Q-shelli rozpad na mniejsze Q-balle lub Q-shelle mo»e okaza¢ si� korzystnyenergety
znie. Jednozna
zne okre±lenie kiedy rozpad jest korzystny energety
znie, jesttrudne ze wzgl�du na dªugozasi�gowy 
harakter oddziaªywania elektrostaty
znego. Niewiadomo równie», jak rozwi¡zania za
howuj¡ si� pod wpªywem zaburze« ªami¡
y
h sy-metri� sfery
zn¡. 47



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneCiekawe jest pytanie, 
zy opisane Q-shelle pojawiaj¡ si� w bardziej standardowy
h teo-ria
h. Nawet je±li byªyby to rozwi¡zania niestabilne, wª¡
zenie oddziaªywa« z innymipolami mogªoby je stabilizowa¢. W sz
zególno±
i wprowadzenie innego pola materii,mo»e prowadzi¢ do powstania Q-shella, wewn¡trz którego s¡ spuªapkowane 
z¡stkio ªadunku odwrotnym do ªadunku Q-shella. Tego typu rozwa»ania s¡ spotykane wprzypadku Q-balli, por. [18℄.Podobnie jak w modelu z globaln¡ symetri¡ mo»liwe jest znalezienie elektry
znie na-ªadowany
h wzbudzony
h Q-balli i Q-shelli, to jest rozwi¡za«, które przy zadanymªadunku maj¡ wy»sz¡ energi� od opisany
h. W omawianym modelu rodzina wzbudzo-ny
h rozwi¡za« wydaje si� bardzo bogata: obok prosty
h uogólnie« rozwi¡za« przed-stawiony
h w rozdziale 3 wyst�puj¡ rozwi¡zania, w który
h funk
ja pro�lu posiada(przy ustalonym znaku) kilka ekstremów lokalny
h zanim gªadko ª¡
zy si� z rozwi¡za-niem pró»niowym. Jako±
iowo mo»na i
h istnienie zrozumie¢ odwoªuj¡
 si� do analogiime
hani
znej. Odpowiadaj¡ one 
z¡st
e, która kilka razy prze
hodzi przez dolin� za-nim osi¡dzie na osi G = 0. Prawdopodobnie mo»liwe s¡ równie» kombina
je obu ty
htypów rozwi¡za«.Ciekawe uogólnienie zaproponowanego modelu zostaªo przedstawione w pra
y [29℄.Do lagran»ianu (5.1) dodany zostaª 
zªon zawieraj¡
y skalar krzywizny, metryka za±uznana zostaªa za zmienn¡ dynami
zn¡ (tak zwany model gwiazdy bozonowej). Takiewzboga
enie teorii wprowadza parametr wi¡»¡
y pole materii z krzywizn¡ (staªa gra-wita
yjna). W omawianym modelu jest to istotny parametr, którego zmiana wpªywana jako±
iowe 
harakterystyki rozwi¡za«. Teoria taka jest bardzo skomplikowana, dla-tego wszystkie wyniki zostaªy uzyskane w symula
ja
h numery
zny
h. Pokazano, »erozwi¡zania typu Q-ball istniej¡ w szerokim zakresie staªej sprz�»enia grawita
yjnego.Rozwi¡zania typu Q-shell znaleziono tylko dla dostate
znie maªej staªej sprz�»enia.Zbadano równie» Ansatz, który zakªada istnienie 
zarnej dziury we wn�trzu Q-shella.Jak pokazano, rozwi¡zania tego typu s¡ równie» dopusz
zalne.
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Rozdziaª 6Zako«
zenie
6.1 Bie»¡
a pra
aJak wida¢ z poprzedni
h rozdziaªów, na poziomie klasy
znym model signum-Gordonaª¡
zy w sobie dwie 
e
hy: z jednej strony jest to model na tyle prosty, »e mo»liwe jestznalezienie 
iekawy
h rozwi¡za« równa« ru
hu, z drugiej strony jest on interesuj¡
y� 
ho¢by z uwagi na symetri� skalowania. Te 
e
hy modelu motywuj¡ poszukiwaniejego kwantowego odpowiednika. Niestety, poszukiwania te s¡ trudne. Nie wiadomo,jak prawidªowo postawi¢ problem w uj�
iu operatorowym. W formalizmie 
aªek funk-
jonalny
h wiele sposobów obli
zeniowy
h bazuje na rozwijaniu wokóª form kwadrato-wy
h. W naszym modelu takie rozwini�
ie jest niemo»liwe do wykonania w ogólno±
i- wszystkie znane nam rozwi¡zania sklejaj¡ si� z rozwi¡zaniem pró»niowym. Rozwi¡-zanie to, jak argumentowano w pierwszym rozdziale, nie jest anality
znym maksimumdziaªania. Jak si� okazuje, regularyza
ja równie» nie jest pomo
na: nie udaªo si� zna-le¹¢ sensownego sposobu wykonania grani
y κ→ 0. Nie jest to zaskakuj¡
e: nawet dlaprostej 
aªki ∫

R
dx exp(−

√
x2 + κ2), przybli»enie punktu siodªowego dla maªego κ niedziaªa.Od dosy¢ dawna znane jest przybli»enie w formalizmie 
aªek po trajektoria
h zwanez angielska strong 
oupling, por. [34℄. Polega ono na wykonaniu 
aªki funk
jonalnejz oddziaªywania, 
zªony z po
hodnymi traktowane s¡ jako zaburzenie. Ra
hunki wnaszym modelu prowadzone s¡ w podobny sposób. Niestety, w tym momen
ie nie s¡one jesz
ze kompletne. Jedyn¡ konkluzj¡, która wydaje si� pewna, jest fakt pojawieniasi� w teorii kwantowej parametru o wymiarze masy.Alternatywnym sposobem zbadania kwantowego modelu signum-Gordona jest wykona-nie �numery
znego do±wiad
zenia�, 
zyli symula
ji Monte Carlo. Zwi¡zek tej te
hnikiz teori¡ pola najªatwiej zoba
zy¢ w formalizmie 
aªek po trajektoria
h [32℄. Uj�
ie to49



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnepozwala wyli
za¢ ±rednie kwantowe jako 
aªki funk
jonalne, to jest
〈0|φ̂(x1)φ̂(x2) . . . φ̂(xm)|0〉 =

∫

D[φ] φ(x1)φ(x2) . . . φ(xm)e−iS[φ],gdzie |0〉 jest stanem pró»ni w teorii, S[φ] jest dziaªaniem pola φ a D[φ] ozna
za 
aªko-wanie po wszystki
h kon�gura
ja
h polowy
h. Dolne indeksy numeruj¡ kolejne punktyw 
zasoprzestrzeni a nie skªadowe wektorów 
zasoprzestrzenny
h. Pierwszym krokiemw stron� numery
zny
h obli
ze« jest wprowadzenie zespolonego 
zasu x0 → −iτ . W tensposób wyj±
iowa teoria jest przeksztaª
ana w statysty
zn¡ teori� pola (na temat tegoprzej±
ia wi�
ej w [30℄, [31℄). W wypadku jednowymiarowego (
zasoprzestrze« 1 + 1)rze
zywistego modelu signum-Gordona wzór na ±rednie przybiera posta¢
∫

D[φ] φ(x1)φ(x2) . . . φ(xm)e−iS[φ] →
∫

D[φ]φ(x1), φ(x2) . . . φ(xm)φe−SE [φ], (6.1)gdzie wielko±¢
SE =

∫

dτdξ
[

(∂τφ)2 + (∂ξφ)2 + λ|φ|
] (6.2)nazywana jest euklidesowym dziaªaniem. Wzorowi (6.1) mo»na nada¢ interpreta
j�probabilisty
zn¡: jest to ±rednia warto±¢ wielko±
i φ(x1)φ(x2) . . . φ(xm) na rozkªa-dzie, w którym prawdopodobie«stwo pojawienia si� kon�gura
ji φ (ozna
zane przez

P (φ)) jest propor
jonalne do e−SE [φ]. Powy»sza interpreta
ja jest podstaw¡ symula
jiMonte Carlo. Przy pomo
y komputera losuje si� taki zbiór kon�gura
ji {φ}, w któ-rym speªniony jest warunek P (φ) ∼ e−SE [φ]. Pro
edury losowania pozwalaj¡
e wybra¢odpowiedni zbiór kon�gura
ji zostaªy wypra
owane w rama
h �zyki statysty
znej [35℄.W 
elu implementa
ji tej idei konie
zna jest dyskretyza
ja problemu. W przeprowadzo-ny
h symula
ja
h przyj�to dyskretyza
j� na regularnej prostok¡tnej siat
e. Warunkibrzegowe w symula
ja
h zostaªy ustalone nast�puj¡
o: w kierunku 
zasowym siatka ma
M punktów, pole znika na ko«
a
h przedziaªu 
zasowego. W kierunku przestrzennymsiatka skªada si� z N punktów z periody
znymi warunkami brzegowymi (N + 1 = 1).W symula
ja
h funk
je φ s¡ próbkowane w obu kierunka
h � 
zasowym i przestrzen-nym � z t¡ sam¡ dokªadno±
i¡, 
zyli staªa siatki w obu kierunka
h jest taka sama.We wszystki
h wykonany
h symula
ja
h przyj�to warunek M = 2N . Wprowadzamyozna
zenie φi,j = φ(ia, ja), przy 
zym a to staªa dyskretyza
ji. W tym zapisie warunkibrzegowe maj¡ posta¢

φ0,j = φM,j = 0 dla j = 0, 1, . . .N,

φi,0 = φi,N dla i = 0, 1, . . .M.Dziaªanie euklidesowe w modelu signum-Gordona (6.2) wyra»a si� po dyskretyza
jinast�puj¡
o
SE =

N
∑

i=0

M
∑

j=0

[

2φ2
i,j + λa2|φi,j| − φi,jφi,j+1 − φi,jφi+1,j

]

−
M
∑

j=0

(

φ2
0,j + φ2

N,j

)

. (6.3)50
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Rysunek 6.1: Pierwsze poziomy energety
zne dla ró»ny
h warto±
i λa2.Otrzymane rezultaty daj¡ si� interpretowa¢ w standardowy sposób. Energi� E najni»-szego wzbudzenia ustala si� badaj¡
 ±rednie
〈φ(τ0, ξ)φ(τ0 + τ, ξ)〉 ∼ e−E(τ−τ0).Z badania taki
h ±redni
h nie otrzymujemy energii E, le
z wielko±¢ Ea. Na podstawieanalizy wymiarowej mo»na o
zekiwa¢, »e w pierwszym przybli»eniu wielko±¢ √λa2/Eajest staªa dla ró»ny
h warto±
i λa2. Je»eli tak by byªo, teoria byªaby rozwi¡zywalna wzasadzie przez prost¡ analiz� wymiarow¡ (E ∼

√
λ). Dane pokazuj¡, »e (λa2)0.54 ∼ Ea(por. rysunek 6.1). Niepewno±¢ wyzna
zenia tego wykªadnika jest rz�du 0.01. Cho¢byze wzgl�du na maª¡ li
zb� punktów wzi�ty
h pod uwag� wynik ten nale»y uwa»a¢ zawst�pny i daj¡
y jedynie orienta
yjne poj�
ie o modelu. Doty
h
zas wykonano równie»pobie»n¡ analiz� korela
ji 
zteropunktowy
h 〈φ2(τ0, ξ1)φ

2(τ0+τ, ξ2)〉, odpowiadaj¡
y
hwzbudzeniom dwu
z¡stkowym. Wyniki sugeruj¡, »e w zakresie maªy
h energii mamyteori� 
z¡stek oddziaªuj¡
y
h sªabo (maªe przesuni�
ia fazowe przy rozpraszania
h).Zarówno sz
zegóªowe opra
owanie wyników, jak i i
h interpreta
ja, pozostaj¡ w
i¡»otwartym problemem.6.2 PodsumowanieNiniejsza pra
a po±wi�
ona jest w wi�kszo±
i rozwi¡zaniom typu Q-ball w zespo-lonym modelu signum-Gordona. Podano konstruk
j� ty
h rozwi¡za« oraz powi¡zanoi
h absolutn¡ stabilno±¢ z absolutn¡ stabilno±
i¡ analogi
zny
h rozwi¡za« w modeluzregularyzowanym. Wykazano, »e Q-balle w zregularyzowanym modelu w trze
h wy-miara
h przestrzenny
h s¡ absolutnie stabilne. W takim razie, równie» w oryginalnymmodelu nie istniej¡ rozwi¡zania, które maj¡ mniejsz¡ energi� przy zadanym ªadunku.51



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneRozwi¡zania te pozostaj¡ nadal istotne, gdy globaln¡ symetri� (w trze
h wymiara
hprzestrzenny
h) zast¡pi si� symetri¡ lokaln¡. W tym wypadku mo»liwe s¡ równie» roz-wi¡zania typu Q-shell, 
zyli kon�gura
je, w który
h naªadowana elektry
znie materiatworzy powªok� - kul� z wydr¡»onym, pustym wn�trzem.Jak zasygnalizowano powy»ej, trwa pra
a nad kwantowym modelem signum-Gordona.Obli
zenia anality
zne jak i numery
zne wymagaj¡ jesz
ze sporo wysiªku, aby mo»nabyªo je zaprezentowa¢ szerszemu gronu 
zytelników. Na poziomie teorii klasy
znej bar-dzo 
iekawy wydaje si� problem wypra
owania jakiego± s
hematu znajdowania rozwi¡-za« bliski
h znanym anality
znym rozwi¡zaniom, 
zego±, 
o odpowiadaªoby opisowizaburze« w liniowym re»imie w konwen
jonalny
h teoria
h. Takie narz�dzie byªobyistotne z punktu widzenia �zyki, gdy» mo»liwa staªaby si� wów
zas analiza stabilno±
iznany
h rozwi¡za«.
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Dodatek AOgrani
zenie na zregularyzowany poten
jaªDla kompletno±
i wywodu w rozdziale 4.1 nale»y wykaza¢, »e istniej¡ takie dodatnieli
zby a, b, α, β, »e dla 0 < δ < 1 i wszystki
h x speªniona jest nierówno±¢
(√

x2 + δ2 − δ
)

− 1

2
x2 ≥ a|x|α − b|x|β. (A.1)Przyjmuj¡
 α = 2, β = 3, a = (1−δ)/2 i b = 3(2−

√
δ)δ−1 mo»emy zapewni¢ speªnienietej nierówno±
i � podane na stronie 27 ograni
zenie na α i β jest skomentowane poni»ej.Aby si� o tym przekona¢ zbadajmy pierwiastki równania

√
x2 + δ2 = δ +

1

2
x2 + a|x|2 − b|x|3. (A.2)Wystar
zy ograni
zy¢ badanie do dodatni
h warto±
i x. Podniesienie obu stron dokwadratu i wydzielenie przez x2 pozwala sprowadzi¢ problem do szukania rozwi¡za«równania

− 1 + 2δ

(

a+
1

2

)

− 2δbx+

(

a+
1

2

)

x2 − 2b

(

a+
1

2

)

x3 + b2x4 = 0. (A.3)Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e pierwiastki wyj±
iowego problemu (A.2) s¡ równie» pierwiast-kami powy»szego wielomianu. W drug¡ stron� implika
ji nie ma - przy podnoszeniudo kwadratu gubimy informa
j� o wzgl�dnym znaku obu stron równo±
i. Otrzymanywielomian jest rozwi¡zywalny. Rozwi¡zania wyra»aj¡ si� skomplikowanymi i dªugimiwzorami. Zamiast i
h ±
isªej analizy przedstawimy nast�puj¡
e uzasadnienie. Przypomo
y programu Mathemati
a zostaªy znalezione wzory na pierwiastki powy»szegowielomianu 
zwartego rz�du. Wstawiaj¡
 do ty
h rozwi¡za« zaproponowane wyra»eniana a i b wykonujemy wykresy pierwiastków w zale»no±
i od parametru δ. Okazuje si�,»e dwa pierwiastki s¡ zespolone (wzajemnie sprz�»one) dla wszystki
h interesuj¡
y
hwarto±
i parametru. Z naszego punktu widzenia s¡ one nieistotne. Pozostaªe dwapierwiastki s¡ rze
zywiste: dodatni i ujemny. Ten ostatni równie» jest nieinteresuj¡
y.53
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Rysunek A.1: Nieujemny pierwiastek równania (A.3).
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Rysunek A.2: Warto±¢ wyra»enia W (x0) dla ró»ny
h warto±
i δ.Pierwiastek dodatni (±
i±le: nieujemny) ozna
zamy przez x0. Wykres A.1 prezentujewarto±¢ x0(δ) dla 0 < δ < 1. Warto±¢ wyra»enia
W (x) =

√
x2 + δ2 − δ − 1

2
x2 − a|x|2 + b|x|3w punk
ie x0 w zale»no±
i od parametru δ przedstawiona jest na wykresie A.2. Jak wi-da¢ wyra»enie to przyjmuje dodatnie warto±
i w x0. Takiego znaku nale»y o
zekiwa¢,je»eli nierówno±¢ ma by¢ speªniona.Z warunku α < β < 2n/(n − 2), który ª¡
zy parametry α i β z n (wymiarem prze-strzennym) wynika, »e powy»sze dopasowanie jest dobre dla modelu w trze
h, 
ztere
hi pi�
iu wymiara
h. Wydaje si� jednak, »e odpowiedni dobór parametrów a, b, α i βw wi�kszej li
zbie wymiarów przestrzenny
h jest mo»liwy. Aby zapewni¢ speªnienienierówno±
i (A.1) dla x bliskiego zera, mo»na przyj¡¢ α = 2 i a odpowiednio maªe.Aby zapewni¢ speªnienie nierówno±
i dla du»y
h warto±
i x parametr β musi speªnia¢warunek β < 2 < 2n/(n− 2). Jego speªnienie jest zawsze mo»liwe. Dobór konkretnejwarto±
i a, b i β tak, aby nierówno±¢ (A.1) byªa prawdziwa dla wszystki
h x wydajesi� wi�
 mo»liwy. 54



Dodatek BRela
ja mi�dzy Q-ballami w modelu z i bezregularyza
ji
B.1 De�ni
je i ogólne obserwa
jeJeste±my zainteresowani osza
owaniem ró»ni
y pomi�dzy funk
jami f+ i fδ, któr¡ozna
zamy przez

η(y) = f+(y) − fδ(y). (B.1)Funk
ja f+ jest rozwi¡zaniem równania (3.2) i dana jest wzorem (3.5). Funk
ja fδ jestrozwi¡zaniem równania ró»ni
zkowego (4.2). Funk
je te speªniaj¡ nast�puj¡
e warunkipo
z¡tkowe f+(0) = fδ(0) > 1 i f ′
+(0) = f ′

δ(0) = 0. Je»eli warunki te nie s¡ speªnione,rozwi¡zania fδ i f+ nie s¡ funk
jami pro�lu Q-balla: w przypadku pierwszego warunkuwynika to 
ho¢by z analogii me
hani
znej, drugi warunek zostaª skomentowany w roz-dziale 2.1. Jest to jedyne ograni
zenie na funk
je f+ i fδ; nie »¡damy aby to byªyfunk
je pro�lu. Badaj¡
 rozwi¡zania z dowolnymi warunkami po
z¡tkowymi 
h
emysi� 
zego± dowiedzie¢ na temat warunków po
z¡tkowy
h funk
ji pro�lu f̂δ(0). Skoro
f+ > 1, to na podstawie równa« (3.2) i (4.2) otrzymujemy równanie ró»ni
zkowe

η′′ +
n− 1

y
η′ + η =

δ2

(

√

δ2 + f 2
δ + fδ

)

√

δ2 + f 2
δ

, (B.2)przy 
zym η(0) = η′(0) = 0. Dla wygody ozna
zamy praw¡ stron� wyst�puj¡
¡ w tymrównaniu przez ϕ(fδ(y)) (w zale»no±
i od kontekstu b�dziemy si� równie» posªugiwa¢nota
j¡ ϕ(fδ)). Funk
ja ϕ(·) dla dodatni
h argumentów jest dodatni¡ i monotoni
z-nie malej¡
¡ funk
j¡. W dalszej 
z�±
i wielokrotnie b�dziemy wykonywa¢ sza
owaniakorzystaj¡
 ze zwi¡zku
ϕ(fδ) <

δ2/3

g
⇔ fδ > δ2/3

√

g
2

1− δ2/3

g
r

1− δ2/3

2g

, (B.3)55



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnegdzie g > 0 jest dowoln¡ li
zb¡ rze
zywist¡. Przy zaªo»eniu, »e δ jest dodatni¡ maª¡li
zb¡, sza
owanie to ma posta¢
ϕ(fδ) <

δ2/3

g
⇔ fδ > δ2/3

√

g
2

+ o(δ2/3). (B.4)Równanie (B.2) jest niejednorodnym równaniem liniowym. Cz�±¢ jednorodna jest takasama jak dla równania (3.2). Rozwi¡zanie jest dane poprzez 
aªk�
η(y) =

∫ y

0

G(y, s)sn−1ϕ(fδ(s))ds, (B.5)gdzie G jest funk
j¡ Greena. Przy ozna
zenia
h rozdziaªu 3.1 wyra»a si� ona nast�pu-j¡
o
G(y, s) =

u1(s)u2(y) − u2(s)u1(y)

yn−1 (u′2(y)u1(y) − u′1(y)u2(y))
.Warto podkre±li¢ fakt, »e funk
ja G nie zale»y od parametru δ. Dla przykªadu poda-jemy jawn¡ posta¢ funk
ji G w trze
h wymiara
h

G(y, s) =
sin (s− y)

sy
.A priori dowolna kombina
ja rozwi¡za« rówania jednorodnego mo»e zosta¢ dodana dorozwi¡zania (B.5). Warunki na η(0) i η′(0) eliminuj¡ wszak»e takie wyrazy. Caªkowaniejest dobrze okre±lone, grani
a y → 0 istnieje i jest sko«
zona. Dzi�ki temu mo»liwejest osza
owanie

|η(y)| ≤ max
s∈[0,y]

{ϕ(fδ(s))} max
t∈[0,y]

∫ t

0

|G(t, s)sn−1|ds. (B.6)W dalszej 
z�±
i przyda si� nast�puj¡
e osza
owanie na η(y) dla 0 < y < y0 + 1

|η(y)| ≤ max
s∈[0,y]

{ϕ(fδ(s))} max
y∈[0,y0+1]

∫ y

0

|G(y, s)sn−1|ds = g1 max
s∈[0,y]

{ϕ(fδ(s))}, (B.7)gdzie ostatnia równo±¢ jest de�ni
j¡ staªej g1. Równanie (B.2) mo»na przeksztaª
i¢ doposta
i
yn−1η′(y) =

∫ y

0

sn−1
(

ϕ(fδ(s)) − η(s)
)

ds,
o pozwala osza
owa¢ po
hodn¡ funk
ji η na od
inku (0, y0 + 1)

|η′(y)| ≤ y1−n

∫ y

0

sn−1
(

|ϕ(fδ(s))| + |η(s)
)

ds ≤ g2 max
s∈[0,y]

{ϕ(fδ(s))}, (B.8)gdzie g2 = (y0 + 1)(1 + g1)/n. 56



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneB.2 Grani
a limδ→0 f̂δ(0)W tym podrozdziale wyka»emy, »e f̂δ(0) jako funk
ja parametru δ ma grani
� dla
δ → 0, która jest równa f0. Oddzielnie rozwa»ymy sytua
j�, gdy warto±
i po
z¡tkowerozwi¡za« równania (4.2) speªniaj¡ nierówno±¢ fδ(0) < f0 lub fδ(0) > f0. W pierw-szym z ty
h przypadków ozna
zamy fδ(0) = f(0) = f0 − ξ, przy 
zym ξ > 0. Dlataki
h warto±
i po
z¡tkowy
h, je»eli δ jest dostate
znie maªe, funk
ja fδ ma minimumna od
inku (0, y0 + 1) a warto±¢ funk
ji w tym minimum jest wi�ksza od zera.Z rozdziaªu 3.1 wiemy, »e dla f+(0) < f0 funk
ja f+ jest dodatnia dla wszystki
h warto-±
i argumentu y i ma minimum w punk
ie y0. Wynika st¡d, »e równanie (B.2) pozwalawyli
zy¢ ró»ni
� η dla dowolnego y. Zaªó»my, »e w omawianej grani
y η(y) nie d¡»ydo zera dla pewnego argumentu 0 < y < y0 + 1. Wów
zas, na mo
y nierówno±
i (B.7)stwierdzamy, »e ϕ(fδ) > δ2/3/g1 na pewnym od
inku. Ozna
za to (por. wzór (B.4)),»e fδ < δ2/3

√

g1/2 na tym od
inku. Z 
i¡gªo±
i funk
ji fδ mamy, »e dla pewnego argu-mentu ys za
hodzi równo±¢ fδ(ys) = δ2/3
√

g1/2. W tym punk
ie obowi¡zuje sza
owanie
|f+(ys)| ≤ |fδ(ys)| + |η(ys)| ≤ δ2/3

√

g1

2
+ δ2/3. (B.9)Z konstruk
ji funk
ji f+ wiemy, »e f+(ys) > f+(y0). �¡
z¡
 t� rela
j� z nierówno±
i¡(B.9) dostajemy warunek na ξ,

0 ≤ ξ ≤
∣

∣

∣

∣

u1(0)

u1(y0)

∣

∣

∣

∣

δ2/3

(
√

g1

2
+ 1

)

.Nierówno±¢ ta wyzna
za warto±
i po
z¡tkowe, dla który
h η mo»e by¢ wi�ksze ni» δ2/3na od
inku (0, y0+1). Je»eli fδ(0) nie speªnia tego warunku, to ma minimum na od
inku
0 < y < y0 + 1 (o ile δ jest na tyle maªe, »e powy»sze sza
unki s¡ prawdziwe). Je±liza± funk
ja fδ ma minimum, to nie jest funk
j¡ pro�lu Q-balla. Jako podsumowaniedoty
h
zasowy
h rozwa»a« zapisujemy warunek na f̂δ(0):

f̂δ(0) > f0 −
∣

∣

∣

∣

u1(0)

u1(y0)

∣

∣

∣

∣

δ2/3

(
√

g1

2
+ 1

)

. (B.10)Rozwa»ymy teraz, jak za
howuje si� funk
ja fδ, gdy f+(0) = fδ(0) = f0 + ξ. W roz-dziale 3.1 ustalili±my, »e w tym wypadku istnieje argument y1 < y0, dla którego
f+(y1) = 0 i f ′

+(y1) < 0. Przyjmijmy, »e istnieje punkt yz, w którym fδ(yz) = δ2/3g
1/3
1 .Na mo
y (B.7) mo»emy osza
owa¢ |η| < δ2/3g

1/3
1 /2. Wów
zas w s¡siedztwie yz obowi¡-zuje w
i¡» równanie (B.2), gdy» f+(yz) > 0. Aby przekona¢ si�, »e punkt yz istnieje,przyjmijmy prze
iwne zaªo»enie: fδ > δ2/3g

1/3
1 dla ka»dego 0 < y < y0 + 1. Na mo
yrela
ji (B.7) ró»ni
a η jest wtedy zbyt maªa, aby równanie f+(y1) = 0 miaªo rozwi¡za-nie. 57



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneWyka»emy teraz, »e dla dostate
znie maªy
h warto±
i δ funk
ja fδ zmienia znak. W tym
elu skorzystamy z rozwini�
ia Taylora. Ze wzoru (B.8) wynika, »e
f ′

+(yz) −
g2g

−2/3
1

2
δ2/3 < f ′

δ(yz) < f ′
+(yz) +

g2g
−2/3
1

2
δ2/3. (B.11)Bez ograni
zenia ogólno±
i przyjmujemy, »e |f ′

+(yz)| > δ2/3g2g
−2/3
1 /2 (przy ustalonym

f+(0) za
hodzi f ′
+(yz) → f ′

+(y1) gdy δ → 0). Równanie
fδ(y2) = −δ1/3 (B.12)mo»na teraz rozwi¡za¢ w sposób przybli»ony rozwijaj¡
 wokóª yz. W tym przybli»eniu

y2 = yz +
δ1/3 + δ2/3g

1/3
1

|f ′
δ(yz)|

.Podstawienie f ′
+(yz) w miejs
u f ′

δ(yz) nie zmienia wyniku w wiod¡
ym rz�dzie (zmianajest w rz�dzie ∼ δ1). Powy»szy wynik mo»e by¢ bez zna
zenia, je±li bª¡d w rozwini�
iuTaylora
R =

f ′′
δ (s)

2f ′
δ
2(yz)

(y2 − yz)
2,nie jest o(δ1/3); w powy»szym wzorze s ∈ (yz, y2). Równanie (4.2) nie zmienia wielko±
i

Emech(ys, y) = (n− 1)

∫ y

ys

f ′
δ
2(r)

r
dr +

1

2

(

f ′
δ
2
(y) + f 2

δ (y)
)

−
√

f 2
δ (y) + δ2,któr¡ w rama
h analogii me
hani
znej mo»na interpretowa¢ jak energi� 
z¡stki z uwzgl�d-nieniem strat na tar
ie na od
inku (ys, y). St¡d mo»emy dosta¢ osza
owanie na f ′

δ(y)dla y > yz:
|f ′

δ(y)| ≤
√

2Emech(yz, yz) + 2
√

f 2
δ + δ2 − f 2

δ .W interesuj¡
ym nas przedziale warto±
i fδ ∈ (−δ−1/3, δ2/3g
1/3
1 ) wiod¡
y wkªad (rz�du δ0)po
hodzi od f ′

δ(yz). Wstawiaj¡
 to do równania na funk
j� fδ i uwzgl�dniaj¡
, »e wbadanym obszarze po
hodna funk
ji fδ jest ujemna, uzyskujemy osza
owanie drugiejpo
hodnej poprzez fδ

|f ′′
δ (y)| ≤ n− 1

y

√

2Emech(yz, yz) + 2
√

f 2
δ + δ2 − f 2

δ + fδ +

∣

∣

∣

∣

∣

fδ
√

fδ + δ2

∣

∣

∣

∣

∣

+ |fδ|.St¡d otrzymujemy górne ograni
zenie |f ′′
δ (s)| ≤ n−1

yz
|f ′

+(yz)| + . . ., gdzie pierwsze po-mini�te wyrazy s¡ rz�du δ1/3. Na tej podstawie stwierdzamy, »e R jest nieistotne. Toozna
za, »e dla dostate
znie maªy
h δ funk
ja fδ zmienia znak. Taka funk
ja nie mo»eza± by¢ funk
j¡ pro�lu Q-balla. Tak wi�
 trzeba przyj¡¢, »e
lim
δ→0

f̂δ(0) = f0. (B.13)58



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneB.3 Grani
a limδ→0

(

f̂ − f̂δ

)Teraz przeanalizujemy ró»ni
� η̂(y) = f̂(y) − f̂δ(y). Funk
ja η̂ speªnia równanieanalogi
zne do równania na η
η̂′′ +

n− 1

y
η̂′ + η̂ = ϕ(f̂δ). (B.14)Obowi¡zuje ono na od
inku (0, y0), poza nim η̂ = −f̂δ. Inne ni» poprzednio s¡ warunkipo
z¡tkowe: η̂(0) 6= 0 i η̂′(0) = 0. Dlatego rozwi¡zanie ma form� nast�puj¡
¡:

η̂(y) =

∫ y

0

G(y, s)sn−1ϕ
(

f̂δ(s)
)

ds+
f0 − f̂δ(0)

u1(0)
u1(y). (B.15)Ze wzgl�du na 
harakter funk
ji u1 mo»emy osza
owa¢ wyraz propor
jonalny do niejprzez f0−f̂δ(0). Dalsze sza
owanie mo»emy wykona¢ podobnie jak powy»ej: wybieramypunkt yz < y0, taki »e f̂δ(yz) = δ2/3g

1/3
1 . Wów
zas wyraz po
hodz¡
y z 
aªkowania wpowy»szym wzorze sza
uje si� przez δ2/3g

1/3
1 /2, por. (B.7). St¡d mamy, »e

|f(yz)| ≤
3

2
δ2/3g

1/3
1 + |f0 − f̂δ(0)|.Na obszarze (yz,∞) ró»ni
a η̂ jest sza
owana przez max{f̂δ(yz), f̂(yz)}. Wynika to zfaktu, »e obie funk
je s¡ dodatnie i malej¡
e na 
aªej dodatniej póªosi. Tak wi�


sup
y

|η̂(y)| ≤ 3

2
δ2/3g

1/3
1 + |f0 − f̂δ(0)|. (B.16)Powy»sze osza
owanie obowi¡zuje równie», gdy pierwiastek równania f̂δ(yz) = δ2/3g

1/3
1speªnia nierówno±¢ yz ≥ y0. Wów
zas f̂δ(y0) > δ2/3g

1/3
1 , 
zyli |η(y)| ≤ δ2/3g

1/3
1 /2 +

|f0 − f̂δ(0)|. Na póªprostej y > y0 warto±¢ |η| maleje do zera, 
zyli rela
ja (B.16) jestprawdziwa i w tym przypadku. To ozna
za, »e rodzina funk
ji f̂δ(y) jest jednostajniezbie»na do f̂ , gdy δ → 0.Podobne rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla po
hodnej funk
ji f̂δ. Daje si� onouzasadni¢ przy pomo
y wzoru (B.8). Opró
z tego trzeba wykorzysta¢ fakt, »e na od-
inku [0, y0] funk
ja u′1 jest ograni
zona (niezale»nie od δ) oraz pokaza¢ monotoni
zno±¢funk
ji f̂ ′
δ dla wszystki
h argumentów y wi�kszy
h od pewnego y1 < y0. Monotoni
z-no±¢ po
hodnej mo»na uzasadni¢ nast�puj¡
o. Funk
ja f̂ ′

δ zmienia si� z malej¡
ej wrosn¡
¡ (lub odwrotnie), gdy f̂ ′′
δ = 0. Wów
zas równanie (4.2) ma posta¢

n− 1

y
f̂ ′

δ =
f̂δ(y)

√

f̂ 2
δ (y) + δ2

− f̂δ(y).59



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneZ faktu, »e f̂ ′
δ < 0 wynika, »e druga po
hodna funk
ji f̂δ mo»e mie¢ warto±¢ zero tylko,gdy f̂δ >

√
1 − δ2. Mo»na wi�
 wzi¡±¢ y1 takie, »e f̂(y1) = 0.5. Dla dostate
znie maªejwarto±
i δ prawd¡ jest wów
zas, »e dla y > y1 po
hodna funk
ji f̂δ monotoni
zniero±nie do zera.B.4 WnioskiWyniki numery
zne zaprezentowane powy»ej pokazuj¡, »e regularyza
ja modelusignum-Gordona nie wpªywa zna
znie na rela
j� E(Q) dla du»y
h ªadunków i energii.Bazuj¡
 na powy»szy
h wynika
h mo»emy pokaza¢, »e nie jest to przypadek. Wyka-»emy najpierw, »e 
aªka ∫ dnx f̂ 2

δ d¡»y do warto±
i znanej z modelu signum-Gordona.W dowolnej sko«
zonej obj�to±
i wynika to naty
hmiast z jednostajnej zbie»no±
i funk-
ji f̂δ. Wniosek taki w 
aªej przestrzeni Rn nie jest uprawniony, o 
zym ±wiad
zy na-st�puj¡
y przykªad: rodzina funk
ji {hm(x)}∞m=1 okre±lony
h na prostej rze
zywistej,gdzie
hm(x) =











0 gdy 0 ≤ x

1/m gdy 0 < x ≤ m

0 gdy x > m.Maj¡
 w pami�
i asymptoty
zne za
howanie funk
ji pro�lu (zob. rozdziaª 4.1) wydajesi�, »e nie powinno by¢ problemu ze zbie»no±
i¡ energii i ªadunku. Aby to pokaza¢, wy-korzystajmy powy»ej dowiedzion¡ zbie»no±¢ funk
ji f̂δ. Równanie (4.2) mo»na zapisa¢w nast�puj¡
ej formie
yn−1f̂ ′

δ(y) =

∫ y

0





f̂δ(x)
√

f̂ 2
δ (x) + δ2

− f̂δ(x)



 xn−1 dx. (B.17)Korzystaj¡
 z powy»szego wzoru i asymptotyki funk
ji f̂δ (rozdziaª 4.1) wyra»amygrani
�
lim
y→∞

yn−1f̂ ′
δ(y) = 0nast�puj¡
o

− yn−1
0 |f̂ ′

δ(y0)| +
∫ ∞

y0

f̂δ(y)
√

f̂ 2
δ (y) + δ2

yn−1 dy −
∫ ∞

y0

f̂δ(y)y
n−1 dy = 0. (B.18)Na podstawie monotoni
zno±
i funk
ji f̂δ sza
ujemy

f̂δ(y)
√

f̂ 2
δ (y) + δ2

≥ f̂δ(y)
√

f̂ 2
δ (y0) + δ260



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewnedla y > y0. Wstawiaj¡
 to do równania (B.18) otrzymujemy sza
owanie
yn−1

0 |f̂ ′
δ(y0)|

√

f̂ 2
δ (y0) + δ2

1 −
√

f̂ 2
δ (y0) + δ2

≥
∫ ∞

y0

f̂δ(y)y
n−1 dy ≥ 0.Lewa strona tej nierówno±
i d¡»y do zera wraz z parametrem δ. St¡d wnioskujemy, »e
aªka pomi�dzy dwoma nierówno±
iami w tej grani
y równie» znika. Mo»na przyj¡¢, »e

f̂δ > f̂ 2
δ dla y > y0, 
o pozwala stwierdzi¢, »e istotnie wraz z usuwaniem regularyza
ji,wkªad do ªadunku z obszaru y > y0 jest zaniedbywalny. Naturalne jest wi�
 zapisa¢wynik tego 
aªkowania w formie cQ+q(δ), gdzie pierwszy wyraz jest warto±
i¡ grani
zn¡(ozna
zenie z rozdziaªu 3.1), drugi zdaje spraw� z zale»no±
i od parametru δ i d¡»ydo zera dla maªy
h warto±
i κ. Wstawiaj¡
 t� warto±¢ do oryginalnej formuªy (4.5)otrzymujemy rela
j�

Q =
λ2

ωn+3

(

cQ + q

(

2κω2

λ

))

, (B.19)która w wiod¡
ym rz�dzie jest taka sama jak w oryginalnym modelu.Podobne rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla energii. Odpowiedni funk
jonaª maposta¢
E =

λ2

ωn+2

∫ ∞

0

dr rn−1

[

f̂ ′
δ
2 + f̂ 2

δ + 2

(
√

f̂ 2
δ + δ2 − δ

)]

. (B.20)Po
hodn¡ f̂ ′
δ dla y > y0 mo»na zapisa¢ w formie

|f̂ ′
δ(y)| = y−n+1



yn−1
0 |f̂ ′

δ(y0)| −
∫ y

y0





f̂δ(x)
√

f̂ 2
δ (x) + δ2

− f̂δ(x)



xn−1 dx



 ,która umo»liwia osza
owanie
|f̂ ′

δ(y)| ≤
yn+1

0 |f̂ ′
δ(y0)|

yn−1
.Osza
owanie to jest prawdziwe dla dostate
znie maªego δ, takiego »e f̂δ <

√
1 − δ2.Sk¡d wynika, »e

∫ ∞

y0

f̂ ′
δ
2yn−1dy ≤ f̂ ′

δ
2(y0)

n− 2
y0,
o dowodzi, »e

lim
δ→0

∫ ∞

0

f̂ ′
δ
2yn−1 dy =

∫ ∞

0

f̂ ′2yn−1 dydla n > 2. W modelu dwuwymiarowym mamy identy
zno±¢
∫ ∞

y0

|f̂ ′
δ|y dy = |f̂δ(y0)|y0 −

∫ ∞

y0

|f̂δ| dy.61



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneMaj¡
 na uwadze, »e y0 > 1 w tym przypadku (por. rozdziaª 3.1.2), prawdziwa jestnierówno±¢
0 ≤

∫ ∞

y0

|f̂δ| dy ≤
∫ ∞

y0

|f̂δ|y dy,sk¡d wnioskujemy, »e
lim
δ→0

∫ ∞

y0

|f̂ ′
δ|y dy = 0.Mo»na przyj¡¢, »e 0 < f̂ ′

δ
2(y) < |f̂ ′

δ(y)| dla y > y0, wi�

lim
δ→0

∫ ∞

y0

f̂ ′
δ
2y dy = 0,
zyli równie» dla n = 2 
aªka z kwadratu po
hodnej f̂δ d¡»y do 
aªki z kwadratu po-
hodnej funk
ji f̂ .Caªk� z energii poten
jalnej wykonamy w dwó
h kroka
h: wyodr�bniamy 
z�±¢ nieza-le»n¡ jawnie od parametru δ i poprawk�

∫ ∞

0

dy yn−1

(
√

f̂ 2
δ + δ2 − δ

)

=

∫ ∞

0

dy yn−1f̂δ − 2δ

∫ ∞

0

dy yn−1 f̂δ
√

f̂ 2
δ + δ2 + δ + f̂δ

.Caªkowanie 
z�±
i zale»nej od parametru dzielimy na dwa obszary. Wkªad do 
aªkipo
hodz¡
y z wn�trza kuli o promieniu y0 znika wraz ze zmniejszaniem warto±
i δ
2δ

∫ y0

0

dy yn−1 f̂δ
√

f̂ 2
δ + δ2 + δ + f̂δ

< 2δ

∫ y0

0

dy yn−11

2
→ 0.Caªkowanie w pozostaªym obszarze przestrzeni jest równie» zaniedbywalne, gdy»

0 ≤ 2δ

∫ ∞

y0

dy yn−1 f̂δ
√

f̂ 2
δ + δ2 + δ + f̂δ

< 2δ

∫ ∞

y0

dy yn−1 f̂δ

2δ
→ 0.Zapisuj¡
 wynik 
aªkowania w analogi
znej formie jak dla ªadunku, cE + ǫ(δ) otrzymu-jemy wyra»enie

E =
λ2

ωn+2

(

cE + ǫ

(

2ω2κ

λ

))

, (B.21)które odpowiada dla maªy
h warto±
i κ wyra»eniu znanemu z oryginalnego modelu.
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Dodatek CRa
hunek zaburze«Omówione w rozdziale 5 wyniki mo»na równie» uzyska¢ analizuj¡
 wyj±
iowe rów-nania (5.6) i (5.7). Ch
¡
 sprawdzi¢, 
zy te równania maj¡ 
o± wspólnego z równaniemQ-balla w modelu signum-Gordona przeskalowujemy: y = ωr, f = (λ/2ω2)F . Do-datkowo wprowadzamy funk
j� a = 2ω5/λ2qA i ozna
zenie γ = λ2q2/2ω6. Wyj±
iowyukªad równa« ma teraz posta¢
f ′′ + 2

y
f ′ = −(1 + γa)2f + sign(f), a′′ + 2

y
a′ = (1 + γa)f 2.Parametr γ traktujemy jako parametr rozwini�
ia perturba
yjnego, 
zyli zakªadamy, »e

f = f0+γf1+γ2f2+. . . i a = a0+γa1+γ2a2+. . .. Bior¡
 ω dostate
znie du»e, mo»emyo
zekiwa¢, »e parametr γ b�dzie istotnie mniejszy od wszystki
h 
harakterysty
zny
hwielko±
i wyst�puj¡
y
h w modelu. W rz�dzie γ0 równania maj¡ nast�puj¡
¡ posta¢
f ′′

0 + 2
y
f ′

0 = −f0 + sign(f0), a′′0 + 2
y
a′0 = f 2

0 .W tej formie równania maj¡ struktur� znan¡ z liniowej elektrostatyki: pierwsze równa-nie wyzna
za rozkªad ªadunku (materii), drugie poten
jaª elektrostaty
zny po
hodz¡
yod takiego (zadanego) rozkªadu ªadunku. Równanie na f0 jest równaniem Q-balla zglobaln¡ symetri¡ (3.2), posiada wi�
 znane rozwi¡zanie (por. rozdziaª 3.1). Mo»emyrównie» poda¢ sposób wyli
zania funk
ji a0 w zerowym rz�dzie:
a0(y) =

∫ y

∞

du

u2

∫ u

0

dv v2f 2. (C.1)Jak wynika ze wzoru (5.14), w oryginalnym ukªadzie równa« speªniony jest warunek
A(r) → 0 dla r → ∞. Warunek ten tªuma
zy si� teraz na »¡danie a(y) → 0 dla
y → ∞, 
o uzasadnia grani
e 
aªkowania. St¡d mo»na wyzna
zy¢ warto±¢ a0(0)

a0(0) = −
∫ ∞

0

du

u2

∫ u

0

dv v2f 2. (C.2)63



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneNiestety wynik 
aªkowania w powy»szym wzorze nie jest dany przez funk
je elemen-tarne, numery
znie jest to proste zadanie. W ten sposób otrzymujemy, »e a0(0) =

50.08. Tak wi�
 B(∞) − B(0) ≈ 50.08 × λ2qω−5/2, 
o nie¹le zgadza si� z rozwi¡za-niami numery
znymi dla Q-balli, o ile B(0) ≥ 3.3. W tym przypadku (B(0) = 3.3)obli
zenia numery
zne daj¡ (B(∞) − B(0))ω5 ≈ 55.7.Ciekawe jest poli
zenie pierwszy
h poprawek - f1 i a1. Równanie na funk
j� f1 niezale»y od funk
ji a1 i ma posta¢
f ′′

1 +
2

y
f ′

1 + f1 = −2f0a0. (C.3)Obowi¡zuje ono dla y < y0 o ile sign(f0) = sign(f0 + γf1). Jest to równanie liniowez dobrze znan¡ ju» 
z�±
i¡ jednorodn¡. Stosuj¡
 ozna
zenia z dodatku B rozwi¡zanietego równania ma posta¢
f1(y) = −2

∫ y

0

G(y, s)f0(s)a0(s)s
2ds+ χu1(y) (C.4)w obszarze obowi¡zywania poprzedniego równania, χ jest pewn¡ li
zb¡ rze
zywist¡.Maj¡
 dane f0 i a0 mo»na ªatwo znale¹¢ f1. Istotne s¡ dwie li
zby: f1(y0) = 55.63 i

f ′
1(y0) = −176.13. Informuj¡ one o warunka
h zszywania: 
zy rozwi¡zanie w kolejnymrz�dzie si� poszerza, 
zy zw�»a oraz pozwalaj¡ ustali¢ warto±¢ staªej χ. W obszarze,gdzie f0 = 0 obowi¡zuje równanie

γf ′′
1 + γ

2

y
f ′

1 + γf1 = sign(γf1), (C.5)którego rozwi¡zanie ma posta¢
f1(y) = γ−1 +

σ sin(y) + ξ cos(y)

y
,przy 
zym σ i ξ s¡ pewnymi staªymi li
zbowymi. Funk
ja ta jest rozwi¡zaniem równania(C.5) o ile jest dodatnia. Warunki 
i¡gªo±
i na grani
y pomi�dzy oboma obszaramipozwalaj¡ wyprowadzi¢ wzór na staª¡ ξ

ξ = −2
y0

cos(y0)

∫ y0

0

d

dy
G(y, s)f0(s)a0(s)s

2ds.Warto±¢ σ i χ s¡ zale»ne od siebie w y0. Wiemy jednak, »e funk
ja f1 musi skleja¢ si�w pewnym punk
ie y1 gªadko z rozwi¡zaniem pró»niowym. Z ty
h warunków mo»nauzyska¢ zale»no±¢ pomi�dzy y1 a parametrem γ. Ma ona posta¢
γξ = y1 cos y1 − sin y1. (C.6)Dane numery
zne 
aªkiem dobrze zgadzaj¡ si� z t¡ rela
j¡ o ile B(0) ≥ 3.8. Rela
ja(C.6) jest niejednozna
zna, wybrana gaª¡¹ ma sens, o ile y1 ≤ 2π (
zyli γ . 0.081).64



Zespolony model signum-Gordona i modele pokrewneMo»na uzna¢, »e jest to grani
a stosowalno±
i zaproponowanego rozwini�
ia. Z dany
hnumery
zny
h wynika, »e wszystkie znalezione rozwi¡zania miesz
z¡ si� w tym zakre-sie. Maj¡
 dane y1 mo»na wyzna
zy¢ parametry σ i χ.Jak wida¢, ra
hunek zaburze« dla modelu signum-Gordona zawiera równie» 
z�±¢ nie-perturba
yjn¡ � pojawia si� ona w wyniku pro
edury sklejania nietrywialny
h rozwi¡-za« z rozwi¡zaniem pró»niowym. W wy»szy
h rz�da
h tego ra
hunku, przy obli
zaniukolejny
h poprawek, mo»liwe jest równie» skró
enie wyj±
iowego rozwi¡zania.W rama
h przedstawianego ra
hunku zaburze« mo»na zrozumie¢, dla
zego prostymodel opisuj¡
y du»e Q-shelle (zob. rozdziaª 5.4) dziaªa. �atwo dostrze
, »e przedsta-wiony tam opis rozwi¡za« to w isto
ie rozwi¡zania oryginalny
h równa« w rz�dzie γ0 zopusz
zonym wyrazem zawieraj¡
ym pierwsz¡ po
hodn¡. Dane numery
zne wskazuj¡,»e (ωr0)
−1 jest rz�du γ dla du»y
h warto±
i r0. Tak wi�
 w tym rz�dzie opusz
zenie
zªonu z pierwsz¡ po
hodn¡ jest dozwolone. Cen¡, jak¡ za to trzeba zapªa
i¢, jest brakmo»liwo±
i wyzna
zenia zwi¡zku r0 z innymi parametrami modelu. Dlatego trzebabyªo u
ie
 si� do pro
edury nieperturba
yjnej (minimaliza
ja energii). Alternatywnymsposobem byªoby wykonanie ra
hunków w kolejnym rz�dzie ra
hunku zaburze«.
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