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Wstep

Ultrazimne gazy atomowe to kwantowe uktady wielu ciat dajace wrecz niewyobrazalne moz-
liwosci badania szerokiej gamy zagadnien, poczawszy od zjawisk fizyki ciata statego poprzez
komputery kwantowe, a skonczywszy na kosmologii. W zwiazku z tym staly sie one niezwykle
waznym i zarazem interesujacym obiektem badan wspoétczesnej fizyki, zaréwno teoretycznej jak
i eksperymentalne;j.

W niniejszej pracy przedstawiono, zaproponowane przez Shina Tana [1], [2], nowatorskie
podejscie do analitycznego rozwigzywania probleméw fizycznych w uktadach oddzialujacych
kontaktowo fermionéw. Jego efektem byto wyprowadzenie niezwykle waznych, uniwersalnych w
tych systemach, matematycznych zaleznosci. Relacje te doczekaly sie juz potwierdzenia ekspe-
rymentalnego [3], [4], [5].

Praca sktada sie ze wstepu, czterech rozdziatéw, podsumowania, dodatkow oraz bibliografii.

Pierwszy rozdzial zawiera omodwienie najwazniejszych zagadnien z fizyki kwantowej, nie-
zbednych do zrozumienia dalszej czesci pracy. Zaprezentowano w nim przede wszystkim me-
tode pseudopotencjatu, wyprowadzenie funkcji falowej przy oddziatywaniu kontaktowym oraz
podstawy formalizmu drugiej kwantyzacji dla fermionéw.

Rozdziaty drugi i trzeci zawieraja szczegdtowe wyprowadzenia wtasnosci dystrybucji A(/;)
oraz L(k), jak réwniez ich transformat Fouriera A(7) i (7). W rozdziale trzecim wprowadzono
takze pojecie selektorow krotkiego zasigegu i zdefiniowano selektor n(lg)

W rozdziale czwartym sformutowano twierdzenie o energii, wraz ze szczegdétowym dowo-
dem. Zdefiniowano réwniez tzw. ,kontakt” C i przedstawiono jedna z fizycznych konsekwencji
twierdzenia o energii.

Dodatek A. zawiera wyprowadzenie funkcji Greena dla rownania Helmholtza, a dodatek B.
wyprowadzone whasnodci dystrybucji A(k), L(k), A\(7), [(7) i selektoréw krotkiego zasiegu.

W bibliografii zastosowano kolejnos¢ wedtug cytowan w pracy.

Na zakonczenie sktadam serdeczne podzickowanie prof. dr. hab. Krzysztofowi Sacha za
okazang pomoc i niezmienng zyczliwo$¢ w trakcie powstawania kolejnych etapéw pracy.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie teoretyczne

1.1 Kwantowa teoria rozpraszania

Przeanalizujmy wzajemne oddziatywanie dwoch atoméw, o masach m; i mo, opisane poten-
cjalem V(7 — 72) [6], [7], [8]. Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera dla takiego uktadu

jest nastepujace

h? h?
< 2777, VFI - Tv2 + V( )) ‘IJ(Fl,FQ) - E\I/(Fl,Fg) (11)
Mozemy rozseparowac ruch srodka masy oraz ruch wzgledny wprowadzajac nowe zmienne
S T+ mely
R=——"—79/—//—= 7=7r—"7y M=my+ mo,
my + mo
~ 5, Mo 5 mimsa
— R+ -2 - Rt —
T MM T

Mamy tutaj B = (X,Y,2), 7= (z,y,2), ;= (x;,v,2) skad otrzymujemy

0 _aXi_i_aig_ﬁi_(_l)ig =12
9z, 01, 0X | 01,0  MOX oz 1T °

2 , , 2 N2 A2 g, 92 2
0 _(mf) . 8) :<mz) 0 2( 1)'m; 0 0 =12

o2 \arax ~ Vs M) ax2 T M oXor | o

182+182 182+182
my 02 medr3 MOX?2  ud%x’

i analogicznie dla pozostatych zmiennych. Funkcja falowa W (7, 73 ) spetniajaca réwnanie Schrédingera
(1.1) separuje sie na cze$¢ zalezna od ruchu srodka masy ¢(R) oraz czesé zwiazang z ruchem
wzglednym (7). Réwnanie Schrédingera w nowych zmiennych ma postaé

(=375 5,72+ V) e 0ts) = Eol (12

Interesujacy nas ruch wzgledny jest opisywany przez

(-5, 72+ V) wt) = B, (13)

5097984690(5) 5



gdzie E, jest energig ruchu wzglednego. W tego typu problemach zaklada sie energie rozpra-
szania i szuka rozwiazania ¥ (7) przy konkretnych, zadanych warunkach brzegowych. Biorac

_ R2k2
E, = o

(VEi+#?) (ﬂ———f(ﬁ¢() (1.4)

Rozwiazanie powyzszego réwnania mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci

V) = vo() + [ G- V), (L5)

gdzie G(7—7") jest funkcja Greena réwnania Helmholtza tj. zachodzi réwnosé (V2 + k%) G(F —
") = 6(F—7"), a 1 (F) to fala padajaca, spetniajaca réwnanie (V2 + k?) 1) (7) = 0. Zaktadamy,
ze ma ona postac fali ptaskiej tzn. ¢y (r) = ek Chcemy by nasze rozwiazanie dla r — oo miato
postac fali kulistej rozchodzacej sie z centrum rozpraszania. Przy takim warunku funkcja Greena
przyjmuje postaé¢ (wyprowadzenie znalez¢é mozna w dodatkach)

i ikl | »
=) = == 0
Wstawiajac funkcje Greena (1.6) do (1.5) otrzymujemy
R
00 = ) = g [ € e V). (L7)

Zalézmy, ze potencjal V(F) — 0 przy r — oo szybciej niz r—3 - rozwazamy potencjaly

krotkozasiegowe. Calkowanie dla potencjalow o skonczonym zasiegu ry przebiega efektywnie po
r’ < rg. Rozwazmy ¢ (7 — o0). W tym celu wykonujemy nastepujace rozwiniecie (r > 1)

r A —
|7 — 7| = Vr2 — 277 *’+r’2~r—;-77':7"—r-7“', r> .

Wstawiajac powyzsze rozwiniecie do (1.7) dostajemy asymptotyczne wyrazenie na (1)

eikr

() = () + AP -

(1.8)

gdzie
A (7

= o [ @y ), (1.9)

to tak zwana amplituda rozpraszania.

Jesli rozpraszanie zachodzi przy bardzo niskich energiach, to amplituda rozpraszania sta-
je sie niezalezna od 7. Dobrym przyktadem jest tutaj kondensacja Bosego-Einsteina. Energia
atomow w takim przypadku jest rzedu kgT w zwiazku z czym kro < 1. W granicy k£ — 0
otrzymujemy

Apoli) = = / SV (7Y (') = —a. (1.10)

Widzimy zatem, ze dla niskich energii asymptotyczna fala rozproszona jest sferycznie symetrycz-
na nawet gdy potencjal V' (7) nie wykazuje symetrii sferycznej. W takim przypadku méwimy o
rozpraszaniu typu s - rozpraszanie zachodzi tylko gdy moment pedu ruchu wzglednego wynosi
hl = 0.

Warto zauwazy¢, ze rg jest tym samym co a tylko gdy mamy do czynienia z rozpraszaniem
na sferycznej nieskonczonej studni potencjatu, gdzie ro = a.

1177101046(6) 6



1.2 Modelowy pseudopotencjat

Jedli zderzenia sg niskoenergetyczne - A (7) — —a (czyli amplituda rozpraszania jest nieza-
lezna od kierunku rozpraszania) - to pelna informacja o oddziatywaniu zawarta jest w dlugosci
rozpraszania a. W takim wypadku nieistotna jest dokladna postaé potencjatu V(7). W zasa-
dzie mozemy przyja¢ zupetnie dowolny potencjat V'(7) jesli tylko w wyniku zamiany V' — V'
dhugos¢ rozpraszania si¢ nie zmieni - tzn. jesli zachodzi

2:“’ 3.7 —/ —»/_2/1/3//—»/ AN
o [ V) = s [ EVE ) = a

Najprostszym potencjalem o tej wlasnosci jest

Stosujac przyblizenie Borna w (1.9) - podstawiamy (7)) = (7)) = el otrzymujemy

) 2
A7) = —47:7;290 — _a, (1.12)

a stad

B Amh*a B Amh?a

9o = ; (1.13)

20 m
gdzie przyjeto my = mg =m = = 7.

W przypadku gdy dla r = |7} — 7| ~ 0, funkcja falowa (7, ) ~ x(7y + 72)r =t + f(71, 7),
gdzie x (7 +75) jest funkcja $rodka masy, a f(7, ) to cze$¢ regularna w r = 0, element macie-
rzowy naszego potencjatu (7, 7|V |1)) nie jest dobrze okreslony. W zwigzku z tym problemem
wprowadzamy pseudopotencjal [2], [7]

V() = (7)1, (1.14)

W przypadku gdy ¥ (7, 75) jest regularna w r = 0 otrzymujemy

5(7) lrawg@) + (7, Fz)] - 47%2@5(?)%?1,@)7

m

Arha

<7?1,772|V|?/’> =

czyli nie ma zadnej zmiany. Dla cztonu nieregularnego (7, + 7)r~! otrzymujemy

2 [TX(FI +F2)] —0
or T

Zmak dtugosci rozpraszania a charakteryzuje rodzaj oddziatywania. Oddziatywania pomie-
dzy atomami, dla ktorych a > 0 sg odpychajace, a te dla ktérych a < 0 przyciagajace.

1.3 Rozklad na fale parcjalne

Zapiszmy réwnanie Schrodingera dla czastki swobodnej w zmiennych kartezjanskich oraz w
zmiennych sferycznych

h? [ 0? 0? 0? o s
o (ot s+ 3 ) V1) = B (1.15)

or?  0y?> 022
R2[10(,0 1 a(. .9 1 2]
o [a ( a) T Tsma00 (Sm(’ae> +nea¢] v = Ev(r). - (1.16)

1761398088(7) 7



Rozwigzanie réwnania (1.15), po rozseparowaniu ¢ (7) = 1, ()¢, (y)1.(2), jest natychmiastowe
(k2 = 2B /1?)

() ~ e, (1.17)
Wyrazenie (1.16) rozwiazujemy separujac funkcje falowa na cze$¢ radialna i czesé katowa
() = Ry(r)Y;™(0, ¢). Warto tutaj dodaé, ze

, Lo (. oy, 1 2. .
LY"(0, ) = -1 lsin@(‘?& (Slneé)g) + s1n2984p21 Yi"(0, ) = KU+ 1Y (0, ), (1.18)

co pozwala na zapisanie (1.16) w prostszej postaci

12 l1 d < 28> B l(l+1)1 Ri(r) = ER(r). (1.19)

_E 2or\ or r?

Otrzymalismy w ten spos6b radialne rownanie Schrodingera dla czastki swobodne;j.
Jego rozwiazaniami sa sferyczne funkcje Bes-
sel’a j;(kr) i y;(kr). Dla funkcji tych zachodza 9
nastepujace wzory rekurencyjne [9] [

1d .
i) =t (140 )

0.5

z dx T I

1d lcosa: !

_ [
wlz) = —= ( xdx) x -0

Chcemy mie¢ rozwiazania regularne w r = 0,
zatem musimy odrzuci¢ funkcje y;(kr) (patrz
wyk. 1). Rozwiazanie (1.16) mozemy wiec za- Wykres 1. Sferyczne funkcje Bessel’a ji(kr) 1y, (kr)
pisa¢ w postaci nastepujacej sumy dlal=0,1,2.

-1.0-

SO =33 Condt(kr)Yi(6.0) (1.20)

=0 m=—1

Powr6émy do problemu rozpraszania. Przy zalozeniu niezaleznosci rozpraszania od ¢ (co
jest stuszne dla potencjaléw sferycznie symetrycznych) - symetria cylindryczna dookota osi
wyznaczanej przez k - otrzymujemy

G() = 3" Cujilkr) Py(cos ), (1.21)

=0

gdzie P(cosf) jest wielomianem Legendre’a. Laczac wyrazenia (1.17) i (1.21) dostajemy

eF T = gikreost > Ciji(kr)Pi(cosb). (1.22)
1=0
Widzimy zatem, ze fala padajaca jest superpozycja stanéw o wszystkich wartosciach momentu
pedu. Korzystajac z relacji [10]

1
Py(cos ) Py(cosf)d(cos ) =

-1
1

Py(cos 0)e™ *%d(cos ) = 2i'j;(kr),

-1

20y
20+ 1’

2317029473(8) 8



otrzymujemy wspoétczynniki C
Cy = (20 + 1)i.
Zatem rownanie (1.22) przyjmuje postaé

olFT _ ikrcosd _ Z(gl + 1)i%j;(kr) P(cos ). (1.23)
1=0

Dla duzych r mamy j,(kr) — = sin (kr — %l) = (ei(’"_”l/Q) — e_i("”_”l/2)) 9], skad

7 1 & . .
oFT — Z 2l 1) (el(kT‘fﬂ'l/Q) . efl(krfﬂ'l/2)) Pl(cos 9). (1_24)
=0

Jesli wlaczymy potencjat to jedyng mozliwg zmiang funkcji falowej, w rejonach gdzie V' — 0,
moze by¢ jej przesuniecie w fazie (postaé¢ funkcyjna nie ulega zmianie)

l l
sin (kr — =) — sin (kr — = + 01(k)
2 2
Dla pelnej funkeji falowej (1.8) mozemy napisa¢ analogicznie

Z (20 + 1)i Az (k) ( i(kr—ml/2+6;(k)) _e—i(kr—wl/2+§l(k))) P,(cos ), (1.25)
ikr 155

gdzie Aj(k) to pewna stata. W zwiagzku z tym, ze potencjal ma wplyw jedynie na fale wychodza-
ca, to dla fali wchodzacej do centrum rozpraszania przesuniecie fazowe musi znika¢. Warunek
ten wyznacza stala Al(k’) = k) Zauwazajac jeszcze, ze e /% = (—i)! rozpisujemy (1.25)

i 20 + 1 ( i(kr—ml/2426(k)) _ i(kr—Trl/Q)) Pl(COS ‘9) _
=0

1 & ) . .
_ S Z 21 + 1 ( i(kr—ml/2+201(k)) _ qi(kr—nl/2) + eilkr=ml/2) _ e—l(k)T—Wl/Q)) Pl(cos 8) _
=0

Fgian elkT i 6126l (k) —
—eFT 4 C S 2+ 1) Py(cos ).
= 2ik

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z postacia (1.8) otrzymujemy
00 e1251( ) 0
(21 )————~h, . 1.26
; +1 ok )(cos 6) (1.26)
W przypadku niskich energii, gdy Ax = —a (mamy wtedy [ = 0), dostajemy
1250(k) -1 50( )

Av=—a="—5g ko
Dla fali s réwnanie (1.25) przyjmuje zatem postaé
—ika
() = s(r) = = sin(kr — ka). (1.28)
Stad otrzymujemy warunek znikania fali s
bsla) = 0. (1.29)

2205391135(9) 9



1.4 Oddzialywanie kontaktowe - s

Moéwimy, ze dwie nierelatywistyczne czastki w trzech wymiarach oddziatuja kontaktowo gdy
nie ma zadnej bezposredniej interakeji, jesli ich wzajemna odlegto$é r # 0 lub/i moment pedu
w ruchu wzglednym Al # 0. Ponadto sktadowa funkcji falowej ruchu wzglednego odpowiadajaca
[ = 0 powinna spelnia¢ proste liniowe warunki brzegowe dla r = 0 [1].

Rozwazmy jeszcze raz ruch wzgledny dwéch czastek/atoméw o masach my, mq. Zapiszmy
dla takiego uktadu radialne rownanie Schrédingera

h2< 10 ,0 11+1)
— | —==r’—+
20

=k, . 1.

iUl i ) hi(7) = Evipi(7) (1.30)

Pelna funkcja falowa jest suma ¢(7) = Y ¢(r). Dla malych E i relatywnie niewielkich r mo-
1=0

zemy pomingé wyraz zawierajacy energie

10 ,0

g 5%(77)4'

Dy =0, (1.31)

Rozwigzaniem tego réwnania, co tatwo sprawdzi¢, sa funkcje
Ui(F) = Ay (F)r! + By(r)r~ 1. (1.32)

Rozpatrujemy jedynie fale s zatem wspotczynniki A;(7) = By(7) = 0, | # 0. Z warunku znikania
fal s w r = a (1.29) otrzymujemy liniowy warunek brzegowy

B
Ay + =2 =0, (1.33)
a

gdzie Ag i By nie zaleza juz od katéw poniewaz fale s sg sferycznie symetryczne. Zaktada-
my tutaj, ze a # 0. Laczac réwnania (1.32) i (1.33) oraz wprowadzajac zaleznosé¢ od czasu

otrzymujemy L
W(F, 1) = Bo(t) <7~ - ) +O(r). (1.34)

a

Rozwiazmy jeszcze réwnanie Schrodingera w przypadku fal s z pseudopotencjatem (1.14).
_ u(n)

Wezmy przy tym funkcje falowa () = =7, gdzie u(0) w ogdlnosci moze by¢ rézne od 0.
Przepiszmy teraz laplasjan z ¢ (7) jako [11]

o [ulr) o (w(0) | u(r) —u(0) L, 1d%u(r)
|l — | =Vz: = —47u(0)0 - 1.35
v (M) vz (M0 ) muo)) + 2240 1)
gdzie skorzystali$my z réwnosci V2 (%) = —47d(r). Réwnanie Schrodingera na u(r) przyjmuje
zatem postac
n* dPu(r) = Awh? drh*a _,_ du(r) E
- ) ) = — : 1.
mr  dr? + m w(0)o(r) + () dr ru(r) (1.36)
Dostajemy stad dwa réwnania
h? d*u(r) du(0)
P + Eu(r) =0, u(0)+a T 0. (1.37)
Rozwiazujac je otrzymujemy
VEm h?
= ¢! TR = —— . 1.38
u(r) =, = (1.38)

2861097928(10) 10



W przypadku gdy a > 0 (potencjal odpychajacy) rozwiazaniem jest stan zwiazany (o energii

E.., = —h?/ma?), ktérego funkcja falowa, po unormowaniu, przyjmuje postaé
—r/a 1 /1 1
e
sz: = - — - +O7’, 1.39
Yzu() Vamar  /2ma (7“ a> (r) ( )

gdzie rozwinigto eksponente do pierwszego rzedu. Jak widzimy, w oddziatywaniu kontakto-
wym funkcja falowa stanu zwiazanego (1.39) przyjmuje doktadnie ta sama posta¢ funkcyjna co
funkcja falowa stanu rozproszeniowego (1.34).

1.5 Formalizm drugiej kwantyzacji dla fermionéw

Przestrzen Hilberta dla pojedynczego fermionu rozpinaja stany ¢;(7) - np. stany wlasne
energii (i oznacza zespol liczb kwantowych wlacznie ze spinem). Gdy mamy do czynienia z
uktadem N fermionéw mozna wprowadzié, prostg w zastosowaniu, baze w przestrzeni Hilberta,
okreslajaca liczbe fermionéw w danym stanie jednoczastkowym ¢;(7) tzn.

|n1,n2,n3,...>. (140)

Sa to tzw. stany Focka. Zalézmy, Ze ¢;(7) sa kolejnymi stanami wlasnymi energii pojedyn-
czej czastki. W przypadku braku oddzialywan pomiedzy fermionami, stany (1.40) sa stanami
wtasnymi uktadu N fermionéw. Stany takie tatwo wygenerowa¢ uzywajac operatorow kreacji i
anihilacji fermionow dZT , ;. Spelniaja one nastepujace zwiazki

Antysymetria ze wzgledu na zamiane czagstek, wymagana dla fermionéw, wynika wprost z réw-
nosci {a;,a;} = {al, &}} —0=a d} = —d}dz (kolejnos¢ kreowania fermionéw ma znaczenie!).

Zauwazamy ponadto, ze z przypadku ¢ = j wynika, ze nie da sie umiesci¢ dwoch fermiondéw w
tym samym stanie jednoczastkowym. Dziatanie operatoréow a;, d;r na stany (1.40) jest nastepu-
jace

a;|ni, ..., ng, ...y =9m;|ny, ..., 04, ...), (1.42)
allng, ... ng, ) =0;(1—ny)|ng, .., 1,00, (1.43)
gdzie
v, = (1), vy = Snj. (1.44)
j=1

W zwiazku z antysymetria ze wzgledu na zamiane czastek nalezy wprowadzi¢ jakie$ (dowolne)
uporzadkowanie. Przyjmiemy, ze odpowiada ono utozeniu kolejno stanéw jednoczastkowych z
rosnaca energig pojedynczej czastki. W przypadku stanu podstawowego - obsadzone sg wszyst-
kie stany jednoczastkowe, az do energii Fermiego - mamy

111,10, 1y, Oy, .. ) = @lad . aly |0) (1.45)
gdzie |0) jest stanem prézni. Dzialajac na (1.45) operatorem d}r\,%, k > 0 dostajemy
v |1 12, I, Oy o) = (DN 1, Ty oo Ty Onts s Onke 1 Ik Okt - - ) -
Wprowadzamy teraz operatory pola fermionowego

o (F) = i Or(7) g o, (1.46)
k=1

2238945476(11) 11



gdzie wskaznik ¢ podzielono na przestrzenne k i spinowe o stopnie swobody. Operator pola
fermionowego 1, () anihiluje fermion o spinie ¢ w punkcie 7. Podobnie operator ] () kreuje
w punkcie 7 fermion o spinie 0. Z réwnosci (1.41) otrzymujemy

{7, o (7} = 0, {o(), L(F") } = 6(F = 7)o (1.47)

Zapiszmy hamiltonian dla uktadu N czastek o masie m sputapkowanych w potencjale U(7;) o
wzajemnym oddziatywaniu opisywanym potencjatem V' (7; —7;) (ponizsze rozwazania sa stuszne
zarowno dla fermionéw jak i bozondéw)

X[ p? 1 X
=3B u) +5 S Vi) (L45)
=1

i#j=1

Wiedzac, ze n; = djdi jest operatorem liczby czastek na i-tym poziomie energetycznym po-
jedynczej czastki, hamiltonian (1.48) mozemy zapisa¢ w innej postaci - przy wykorzystaniu
operatoréw aj, ELI
A~ > AT" ]_ A—I-ATA ~
H = Z EZ‘CLiCLZ‘ + 5 Z Vi’j;i/’j/aiajai/aj/, (149)
=1 1,5,4,5
gdzie E; i ¢;(T) to odpowiednio energia oraz stan wtasny pojedynczej czastki w pulapce, a
Vigsir.jr Wynosi

Viis = (60 85|V [60,05) = [ @rdr' 6l (M6} WV G —7)oe(Pop(™). (150)

Element macierzowy V; j.» i mozna traktowac, jako amplitud¢ rozproszczenia dwoch czastek ze
standéw ¢y, ¢;» do standéw ¢, ¢;.

Pierwsza suma w wyrazeniu (1.49) jest oczywista. O poprawnosci drugiego cztonu mozna
sie przekona¢ analizujac przyktad dla N = 2. Najkrotszy rachunek mozna przeprowadzi¢ dla
bozondéw, dlatego tez w tym przypadku wyjatkowo postuzymy sie uktadem bozonowym. Wezmy
najprostszy stan bazowy w reprezentacji potozen, dla uktadu dwoch bozonéw

V20,3 = (T1,7212,0,...) = ¢1(71)P1 (7). (1.51)

Od razu wida¢ réznice pomiedzy bozonami a fermionami - dwa bozony, w przeciwienstwie do
fermionéw, moga znajdowac sie w jednym stanie. Element macierzowy V' pomiedzy stanami
12,0, ...) wynosi

Zachodzi ponadto
1 A _1 it _
5 > Vigrg (2,0, blblbiby [2,0,...) = Vi (2,0,...]b1b1b1b112,0,...) = Vi1,
i’j’i/’j/
gdzie skorzystaliémy z dziatania bozonowych operatorow kreacji i anihilacji na stany Focka
bil...ong.. ) =il oni—1,...), (1.52)
bl loomgy Y=V + 1| ni+1,...), (1.53)

W ten sposob mozna sprawdzi¢ rowniez inne elementy macierzowe.
Wracamy do fermionéw. Korzystajac z operatoréw pola fermionowego (1.46) mozemy prze-
pisa¢ hamiltonian (1.49) w zwartej postaci

3026409770(12) 12



H= Z / dBral( ?)l v%um] Uy (7)
45 3 [ G I = 7o (7). (1.54)

Zwréémy uwage na to, ze wymaganie hermitowskoéci H nie pozwala nam zmienié¢ polozenia
zadnego operatora bez zmiany znaku przy nim stojacego, dlatego, ze na przyktad ¢} (F)z/JT (") =
W (' )@DT( r). Ewolucja czasowa operatoréw @DU( ') jest opisywana przez rownanie Heisenberga

20 (5,0, ] (1.55)

Zajmijmy sie jeszcze przez chwile operatorami pola fermionowego (1.46). Pokazemy najpierw
skad wynika druga z réwnosci (1.47)

/\

{507, 5L} = X 000 (7 anar il ) 2 64 (P10 (7)01as 80 =

ke k! kK
=D O(MG(T )00 = D (F16%) (B|T") Goor = Z 9k) (Pk| (FI7") 0501 = O (7 — 77050
k k

Pierwsza z rownosci (1.47) jest wynikiem znikania antykomutatora {ay ., G - } = 0. Skonstruuj-
my jeszcze stan sktadajacy sie z N = n+m fermiondéw w potozeniach 71,75, ..., 7, 51, S, . . ., Sm,
z ktérych n ma spin o, a m spin o’

S Lo S 1 S Lo S

‘Tla"'>rn7817"'73m>: Z <¢k17"'>¢kn7¢q17'"7¢qm‘T1>"'aTn7517'"7Sm>

Im)!
TET oy @t yees@im

x|¢k’17'"7¢kna¢q1a"'>¢qm>:
1
B \/W Z ¢]:1(7?1)"'¢]:n(7?”)¢;1(§1)"'¢Zm(§\m)|¢/€17"'7¢kna¢q1a"'7¢‘bn> =
N

kn7q17~'~7qm

1 * — * — * - * g ~ ~ ~ ~
- = S G (), (F) e (B1) - L (B, o al Al alh L ]0) .

k1, skn,q1yeqm
WykorZyStuJ@C Operatory pOla fermionowego Otrzymujemy

P T B Bon) = b (7)) DL (R) . LB 10). (156)

nm)!

Czynnik normalizacyjny wyznaczono korzystajac z warunku
—/ -/ =/ = | = - = — —/ — —/ —
(T T Sy STy e ey Ty 81y e ey Sy = 0P —71) .. (8, — 8in).
Otrzymujemy kolejno

Z Z <¢k17---7kn’ ¢q17.--,qm|771,---,m gl,---7m> <F/1,...,n7 ..... |¢t1, ) Qbfl, 7fm>

k1yeeskn q1yeesGm t1yeestn, f1,00fm

X <¢t11---7tn7 ¢f11---7fm|¢k'l ----- kn>s ¢q17---7Qm> =
= nlm! Z <¢k17---7kn7 Par...am |F1,---,nv §1,---,m> <F,1 o §/17...,m|¢k17---,kn7 ¢q1,---7qm> =

b b
k1,..knyqise ., gm

=nlml Y bk (PS5, (71) .- 0w, (T 0k, (Fa) 6y (51)0, (1) - . 64, (57,)05,, (5m) =
K1yeeskn,qQ1ye e sQm

= n!m! Z ¢k1 _’/ ¢k1 Z ¢qm Zm Sm = n!m! Z |¢k1 ¢k1‘ < ’7’1)

XY b)) (Dam| (8 ]5m) = nImlé (7 — 71) ... 6(57, — 5n).
am

2102945518(13) 13



Rozdziat 2

Dystrybucja A(E) i jej transformata
Fouriera \(7)

2.1 Dystrybucja A(k)

Rozpatrzmy dwa identyczne fermiony w prézni (o réznych rzutach spinu). Problem ten
sprowadza sie do rozwigzania nastepujacego rownania Schrodingera

(2924 V() w(r) = B 21)

gdzie FE, jest energia ruchu wzglednego. Zaktadajac, ze zasieg potencjatu ry jest duzo mniejszy
niz pojawiajace sie w problemie wielkosci o wymiarze dtugosci (réwniez amplituda rozpraszania
a), mozemy V zastapi¢ pseudopotencjatem postaci (1.14)

4rh*a 0

m or

gdzie r jest odlegtoscia miedzy dwiema oddziatujacymi czastkami. Oczywiscie potencjat ten

jest sferycznie symetryczny. W granicy ro — 0 przy zachowaniu a pseudopotencjal (2.2) jest
doktadny. Korzystajac z transformaty Fouriera

T, (2.2)

R‘l
*1

() = ko (k (2.3)

oraz réwnania (2.1), z zastapionym V przez pseudopotencjal (2.2), otrzymujemy

[ (E—h2’“2)&<l¥> wr 2 2T ] g By 2 (re7) (2.4

m

Zdefiniujmy teraz
0 ik AN (T
3(7) 7~ (re™ ™) = 6(F)A(K), (2.5)

gdzie A(E) jest pewna nieznana dystrybucija k. Scatkujmy réwnanie (2.5) po przestrzeni 7
/ &ro (7 a o) / Bro(P)AR) = A(R) / dBro(7) = A(),
r

—

; (reilg-f") _ ; (relkrcose) _ elkrcos@(l —FlkTCOS@) — e 7”( —|—1]€ 7?‘)

Skad calka z lewej strony

2422901153(14) 14



/d37“5(7_")eig'77(1 +ik-7) =1, k< .

Otrzymujemy zatem .
Ak)=1, k< oo. (2.6)

Zauwazmy ponadto, ze A(k) jest bezwymiarowa co wida¢ wprost z rownosci deﬁmumcq (2.5).
Pomnézmy teraz obustronnie réwnanie (2.5) przez 1/k? i scatkujmy po przestrzeni k

dSk, 0 1kr 3 —» A(E)
5(_‘)87"(70 /dkér e

Rozpisujemy lewa strone

d3k =) 9 ik — d dSk, ik — 0 7 / T ik
T 05 (reT) = 57 o [ ST = () o 0/ d _/1 d(cos §) 0/ dk
Wykonujac najpierw catki po katach otrzymujemy
27 [e'e) oo,
/ / (cosf) /e’k”osedk = 47T/ Sm(kr)dk:.
kr
0o -1 0 0
Ostatnig catke liczymy w nastepujacy sposob
7 sin(k sin(k sgn(r) 7 sin
= d
0/ kr T2 / 2r J “

gdzie sgn(r) pojawia sie ze wzgledu na ewentualng zmiane granic catkowania (odwrdcenie granic

dla r < 0). Zauwazamy, ze
sin x el . zel?
=G — ) =lm< )
x z e—0 22 + &2

Mamy 2 bieguny (w +ie) przy czym kontur catkowania obejmuje jedynie biegun w +ie. Wyko-
rzystujac twierdzenie o residuach otrzymujemy wynik catki

7 sin(kr) _ msgn(r)
kr 2r

W naszym problemie r = || = sgn(r) = 1 skad ostatecznie otrzymujemy

T () —2wa 1 (7)o

Prowadzi to nas do zwigzku

5, Ak)
/dk 5 = 0. (2.7)

Laczac réwnania (2.6 7) wydaje sie, ze otrzmeJemy sprzecznos¢. Uwidacznia sie ona jesli

)1(2.
zatozymy, ze calka z A(E) /k? po calej przestrzeni k jest granicg

m, [0 / Ph Tz
V—)R?’

3740684301(15) 15



By jednoczesnie spelnione byty réwnania (2.6) oraz (2.7) musimy zrezygnowaé z powyzszego

zalozenia, ktore de facto, jest dla znanych funkcji standardows matematyczng definicja catki

po calej przestrzeni. Zauwazmy, ze A(k) oraz A(k)/k? nie muszg spelniaé¢ tych samych regul.
Dla po6zniejszej wygody zapostulujemy ponadto, ze

A(F) = A(—F), (2.8)
co nie jest sprzeczne z rownaniami (2.6) i (2.7). Zwracamy przy okazji uwage na to, ze A*(E)

oraz A(€k) (dla € £ 0, € € R) spehiaja dokladnie te same réwnania (2.6) - (2.8) co A(k) skad
wyciggamy nastepujace wnioski

A* (k) = A(k), (2.9)
A(EE) = A(k). (2.10)
: 3 A(E) , -
Zbadajmy teraz catke / d°k———= dla statego, skonczonego wektora kg oraz a € R.
(k — ]{‘0)2 +

Korzystajac z rownan (2.7) i (2.8) mozemy zapisa¢ kolejno
A(k . 1
/d?’kq \k) :/d3k/\(l€)[q . +€]:
(k — ko)? + a2 (k—ko)2+a2 k

—/d3kA [ ! TN +5]:
2k — ko)2 4+ 202 2(—k — k)2 + 222 K?
_/d3k:A (k= Fo)? + (k:+koﬁ)2+42a2}+5{(l§ g)+2a][2(%+%)+2a}‘
k2 [2(k — ko)? + 202] [2(k + o)? + 202]

Biorac statg § = —1 dostajemy
o 16(k - k)2 — 4(k2 2) (12 2 2
/d?’k:A(k) 6(k‘ﬁk‘0)_) (kg + )Sk tk0+a ) ‘
k2 [2(k — ko)? + 202] [2(k + o)? + 202]

Utamek w calce dla duzych k zanika jak 1/k? zatem calkowanie mozna ograniczy¢ do skon-

czonej przestrzeni k. W takim przypadku zgodnie z réwnaniem (2.6) A(k) = 1. Nasz problem
sprowadza sie wiec do znalezienia wartosci wyrazenia (wykorzystujemy fakt, ze catki z naszego
wyrazenia podcatkowego po sferach o nieskoniczonym promieniu daja 0)

lim /dgp/d(cos&)/dk[ —— + = — 11,
LR S J 2(k —ko)?2 +2a%  2(k+ ko)? + 202

gdzie uktad wspolrzednych najlepiej dobraé tak by ko - 2 = |ko| czyli tak by kat 6 byl katem
pomiedzy wektorami k i ky. Po dlugim rachunku otrzymujemy wynik

/d3k: Alk) = —271%|al. (2.11)
(k ko) + o
Z réwnania (2.11) wyciggamy interesujacy wniosek. Mianowicie, catkujac po catej przestrzeni
dystrybucje A(k)/[(k — ko)? + o2], ktora dla skoficzonych k jest dodatnia, otrzymujemy wynik
ujemny!
Korzystajac z réwnania (2.11) z o = 0 1 poréwnujac z (2.7) oraz (2.10) dostajemy

A€k — ko) = A(K), (2.12)

dla & # 0, £ € R oraz stalego skonczonego Ko.
Rozpatrzmy teraz catke z wyrazenia (2.7) jako sume catek po kuli o promieniu K > 0 oraz

dopetnieniu przestrzeni k

3913735074(16) 16



/ d3l<:

Catka po kuli jest oczywiscie rowna 47K zas catke po dopelieniu mozemy zapisa¢ jako catke
po calej przestrzeni z uzyciem dystrybucji ©(k — K). Wykorzystujac ponadto réwnosé (2.7)

otrzymujemy
A(F) A(F) A(F)
/d3 k2 :/d3 e :/dgk

k>K
Biorac f = —1 i zauwazajac, ze O(k — K) — 1 = —@(IC — k) otrzymujemy

/d3 /d3 /d3 — 47K,

k>K k<K

- [t ety

k<KC k>K

ok — K) + 3).

Skad ostatecznie

/ Bk

co jest wynikiem zgodnym z catka po catej przestrzeni (2.7). Rachunek ten mozna powtdrzyé
biorac dowolne dwie (lub wiecej), dopetniajace sie wzajemnie do calej przestrzeni podprzestrze-
nie, jesli tylko nieskonczony wektor k zawarty jest w tylko jednej z podprzestrzeni (pokazaé to
mozna definiujac dystrybucje dziatajaca dla tych podprzestrzeni doktadnie tak samo jak © He-
aviside’a w przypadku, Wybranych przez nas dla prostoty, kuli i jej dopekienia). W ogélnosci,
caltki po calej przestrzeni k zawierajace dystrybuCJQ A(k) sg rowne sumie catek po podprze-
strzeniach, ktére dopetiaja sie do calej przestrzeni k przy czym znéw tylko jedna z nich moze
zawiera¢ nieskonczony k.

Zbierzmy rownania okreslajace dystrybucje A(E) oraz wazniejsze wyniki, ktore za ich po-
mocy otrzymalidmy:

A(k) 5 A(k) 5 Ak) _
= /dk - +/dk 5 = 4nK — 47K = 0,

k<K k>KC

i) 5(7?);; (re™ ) = 6(MA(K),

i) A(k)=1, k< oo,

A(E)7 5#07 geRv ‘E0|<OO,

<
o
p—
=
—~
782%
=l
|
5
S
SN—
I

= —2n%a|, aeR, |k < .

3605711577(17) 17



2.2 Transformata Fouriera dystrybucji A(E)

Wezmy transformate Fouriera dystrybucji A(l;)

A7) = / dgk R)eiF T (2.13)

Zauwazamy, ze jesli k jest wektorem falowym to wymiarem \(7) jest [dtugosé] 2. Wiedzac, ze
A(Ek) = A(k) dla € #£0, & € R, co jest réwnoscia vi) z ko = 0, dostajemy

e = [ AR = [ AR I [ S a@

gdzie modut pojawia si¢ w wyniku znoszenia si¢ znaku £ z ewentualnym odwrdceniem granic
(dla ¢ < 0). Mamy zatem nastepujaca réwnosé

A(EF) = [€]7°A@), (2.14)

dla £ # 0, &€ R. W szczegélnosci ktadac & = —1 otrzymujemy parzysto$é A
A7) = A(—=T). (2.15)

Korzystajac teraz jeszcze z rzeczywistosci A(IZ) - whasno$é v) - mamy

-

k—

i

N0 = [ i B = [ S AR = A,

co w polaczeniu z (2.15) daje rzeczywistosé A
N(7) = A(7). (2.16)

WeZzmy wlasnosé vii) z a = 0 i wstawmy don odwrotna transformate Fouriera

F) = / dBrA(F)e T (2.17)

Mamy wtedy kolejno

—1k;' 7
[ Phe s s = [ / dir == T = [aA@e T [ a0,

k—k0—>k’

Obliczmy caltke po przestrzeni K (calke taka liczyliSmy juz wezesniej przy wyprowadzaniu wha-
snodci iii))

’ r=|r 2 2
/dgk/ k,2 /d@/d COS(9 /dk/ —ik’r cos 0 -9 2Sg1;< ) :‘_1 : )

Widzimy stad, ze wlasnosé vii) (dla a = 0) mozemy przedstawi¢ w przestrzeni 7 w nastepujacy
sposob

/ d3r)\(;>e_iE0'F = 0. (2.18)

Rozwijajac eksponente dostajemy

1257501028(18) 18



/d?’r)\(F) e—iEg~F: /d3 (—iko - e
r

q!

- /d%)(j) . i/d?’r/\(F)lZO F - ;/d%(f‘)(/%’o ) (ko) 4 ... =0, (2.19)

W zwiazku z tym, ze powyzsza rownos¢ ma by¢ spetniona dla kazdego skoniczonego lgo, wszystkie
kolejne caltki powinny sie zerowa¢. Mamy zatem na przyktad

/d%Af) — 0, (2.20)

/d%A(F)f —0. (2.21)

Rozwazmy funkcje ¢(7), o ktorej zatozymy, ze jest dobrze okreslona w = 0. Zapisujac te
funkcje w postaci catki z jej transformaty Fouriera

(1) = / ((21:;3¢(/€) R #(0) = /(;;k b(k /d(p/d (cos®) 0/k2¢( ydk

zauwazamy, ze dobra okreslonosé¢ funkcji ¢(7) w zerze wymusza znikanie QNS(I;) szybciej niz 1/k3.
Calke z iloczynu A(7)¢(7) mozemy napisaé jako catke z iloczynu ich transformat

, BEBE o B e [ BEBE o
[ara@o = | o A(k:)¢(k:)/(27r)3e(’“ ®) —/WA(k)¢(k)6(k+k) -
d3k o~ o Bk -~ ) B3k ~ -
= [ G RO = [ A B = im [ G556(E) = o(0),

X

gdzie skorzystaliSmy z parzystosci A(E) oraz z tego, ze o(k ﬁ) znika szybciej niz k=3 co pozwala
na wykorzystanie, zastosowanego juz wczesniej manewru z ograniczaniem catkowania do skon-
czonej przestrzeni k gdzie zgodnie z wlasnoscig ii) A(k) = 1. Te zabiegi doprowadzaja nas do
nastepujacej rownosci

[ @ ra@s(@ = 6(0). (2.22)

Réwnosé (2.22) pociaga za soba natychmiastowe konsekwencje
A7) =0, 7#0, (2.23)
[ atram) =1. (2.24)

Patrzac na rozwiniecie (2.19) zauwazamy, ze dla wszystkich funkeji x(7), gltadkich w obszarze
zawierajagcym 7 = 0, zachodzi

/dSA(F)X(f) — 0. (2.25)

Widaé to gdy zastosujemy rozwiniecie funkcji x(7) w szereg Taylora w 7 = 0 (dlatego funkcje
te musza by¢ gladkie w tym obszarze). Mozemy napisaé¢ np. x(7) = « +5- 7+ O(r?) i poréwnad
z (2.20) oraz (2.21).

Réwnania (2.22) i (2.23) pokazuja, ze istnieje wyrazne podobienswto pomiedzy funkcjami
A7) a §(7). ZnalezliSmy réwniez istotne roznice: [ d?’r@ =0 gdy [d®r (4) jest rozbiezna, a
takze [ d3rA(r)F = 0 podczas gdy [d3rd(r)7 jest niezdefiniowana.

Réwnosci (2.22) oraz (o ¢(7) zaktadamy dodatkowo, ze [ d*rd(7)Z (r¢(7)) jest dobrze zde-

finiowana)
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[ @50 (o) = [ @ 290+ [ st = o00),

implikuja

/ d3ré( f’) / d3A( (2.26)
Wycatkujmy i) obustronnie po przestrzem T

/ d3ro F) o) / Bro(@AR) = A(F).
Biorac ¢(r) = ik § korzystajac z (2.26) otrzymujemy
k) = /dgr)\(F)eiE'F, (2.27)

co jest zgodne z (2.13) poniewaz A(k) = A(—k).

Zbierzmy, podobnie jak poprzednio, wszystkie wtasnosci A\(7) (funkcje ¢(7) i x(7) okreslono
w dyskusji powyzej):

Vi) A(67) = 6] °A®). §#0, €€R,
i) A(7) = A(=7)
x) X(7) = A(F).

)\ 7T = —
x1i) /dgr@e_lko'r =0, |ko| < o0,
xii) /d%m —0, /d3r)\(r")f —0,
T

xiii) [ d*rA(F)o(7) = 6(0),
xiv) A(r) =0, 7#0,

XV) /d?’rz\(r_') =1,

xvi) /d?’/\(”)X(F) =
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Rozdziat 3

Selektory krotkiego zasiegu

3.1 Dystrybucja L(k) i jej transformata Fouriera [(7)

Jesli odrzucimy zatozenie, ze catka po catej przestrzeni jest granicg
lim d3k: F(F / Brf(F

V—R3

to, oprocz A(Ig), moze istnie¢ inna dystrybucja L(E) o nastepujacych wlasnosciach

L(k) =0, k< oo, (3.1)
&k L(k)

/(2@3 R (32)

L(k) = L(—k). (3.3)

Réwnosé (3.2) pociaga za soba wymiar L(E) (jesli tylko k jest wielkodcia wymiarowa). W
przypadku gdy k jest wektorem falowym L(lg) ma wymiar dtugosci (pamigtamy przy tym, ze
A(K) jest bezwymiarowa).

Omoéwmy pokrétee inne wlasnosci L(/;) Zauwazamy od razu, ze dla dowolnej zwyktej funkcji
f (E), dla ktorej ponizsza granica jest dobrze okreslona, zachodzi

&Pk ooz Bk L), o [ A3k LK)
/(27r) L(k)f(k)_/(Qw)3 k2 g f(k)_ﬁh—{gok f(k)/(ZW)3 k2’

bo z (3.1) calka po calej przestrzeni sprowadza sie do catki po sferze w nieskonczonosci. Wy-
korzystujac jeszcze (3.2) otrzymujemy

/ kL BFE) = tim K2FR). (3.4)

(2m)3 Foo

Pozostaje jeszcze dookreslenie funkcji f (k) By granica z réwnania (3.4) byta dobrze okreslona
f (k‘) musi znika¢ conajmniej jak

gdzie v jest stala. . . .
Zastepujac w (3.2) L(k) przez L(¢k), & # 0, £ € R, zmieniajac zmienne k —
pamietajac o ewentualnym odwr6ceniu granic (dla ujemnych £) otrzymujemy

l

oraz

N

3781524938(21) 21



/d%L@>

5 1

skad od razu dostajemy kolejna wlasnosé (w oczywisty sposéb zgodna z (3.3))

L(gk) = |¢|"'L(k), €#0, E€R. (3.5)
Widzimy rowniez, ze sprzezenie zespolone spelnia te same rownania zatem
L*(k) = L(k). (3.6)

Przesuniecie o staly, skoficzony wektor ko nie zmienia catki (3.2) ze wzgledu na réwnosé (3.1),
a wiec
L(k — ko) = L(F). (3.7)

W oczywisty sposob widaé, ze catke z (3.2) mozemy rozbi¢ na catke po skonczonej kuli i
dopelnieniu do catej przestrzeni k. 7 whasnosci (3.1) calka po kuli o skoriczonym promieniu
znika. 7 kolei catka po dopetieniu skonczonej kuli rowna jest catce po calej przestrzeni co
prowadzi nas do tego samego Wynlku (3.2). W ogdlnosci, tak jak w przypadku A(lg), catki po
calej przestrzeni k zawierajace L(k) mozemy zapisywaé jako sume catek po dopemiajacych sie
wzajemnie do catej przestrzeni k podprzestrzeniach, jesli nieskoniczony wektor k jest elementem
catkowania po tylko jednej z tych podprzestrzeni.

WezZmy teraz transformate Fouriera dystrybucji L(E)

17 = | ((21%’;7 LRy (3.8)

Wstawiajac do (3.2) transformate odwrotna,

£) = / &Bri(F)e T, (3.9)

otrzymujemy kolejno

/(S:;L;f) =/<§:§3;/dw —m_/ dr 4)/(13 _m_

Catka po k byta juz przez nas obliczana przy okazji omawiania wtasnosci dystrybucji A(E) i
wykorzystywana przy badaniu jej transformaty Fouriera A(7) dlatego podamy tylko jej wynik:

2 .. . . , . . . . . . , s
2%. Uwzgledniajac ten wynik w powyzszym rownaniu widzimy, ze zachodzi nastepujaca rownosé

F
dPr—= = 3.10
far] (3.10)
Zauwazmy, ze mozemy zapisa¢ ciag nastepujacych roéwnosci

[ e = [ G L | <d<>:

BBk -, -
:/WL(k)f

(Byo( + k)= |
Mamy ponadto
L
1) = | Gl B = [ 555 [+ 09)] 7 = 71 h()

4532427543(22) 22



gdzie

lim rh(r) = 0.

7—0

Otrzymaliémy kolejno
[@nm @ = [anm {

[ L TR = tim 2R =,

(27)°

d3k o~
/ Eri(7) f(F) = / L) f
Zauwazajac jeszcze, ze

[ @@ @ = [ anm)

dostajemy wazna wtasnosc dystrybucji I(7)

/d3rl

+h

+h()] =7+ [ )

k—oo

(%) :>/d3rl Vh(7) = 0 = lim rh(7).

"] = [ @

flr) = 11m47r7“f( ).

Rozpisujac catke z wyrazenia (3.11) w nastepujacy sposob

IEEGHGE /d3 M)y i),
wyciagamy wniosek o nosniku [(7)
I(F)=0, 7#0
Biorac teraz f(7) = 1 dostajemy
/ &Bri(F) = 0.

Z postaci (3.8) oraz z parzystosci L(E) otrzymujemy

I*(7) =

() = 1(7),

a takze (postepujac jak w kazdym innym tego typu przypadku)

U(EF) = €17%U(F), §#0, §€R.

Gdy k to wektor falowy wymiarem (7)) jest

[dtugos¢] 2

Jak poprzednio zbieramy wszystkie wlasnosci L(k) oraz I(7)

xvii) L(k) =0, k < oo,

d3k‘ L
xviii) / =1,

3 ~ —
xix) / dk L) (k) = lim K2F(E),

k—oo

Xx) L<§E>=|f|—1L<E>, £#0, £€R,

1159999034(23)
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7—0
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="y = hm47r7“f(4),

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



xxi) L*(k) = L(k),
xxii) L(k — ko) = L(k),
i(r) _
xxiii) /d?’TT = 4m,
xxiv) / A7) f(7) = lim drr f(7),
xxv) () =0, 7#0,
XxVi) /dgrl(F) =0,
xxvii) I*(7) = I(—7) = I(F),
socviil) 1€7) = 6] 21(7), €40, €€R

3.2 Wprowadzenie do selektoréw krotkiego zasiegu

Wezmy dwie zwykte funkcje fl(l;) oraz fg(E) spelniajace nastepujace réwnosci

d3k -
/<27T)3f1<k) =1, (3.16)
- 1 o &Pk, -
L) =+ ®), [ o B/ =0 (3.17)
Wezmy ponadto . . . .
s1(k) = A(k), so(k) = L(k). (3.18)

By réwnania (3.16) i (3.17) mogly by¢ spelnione, funkcje fi(k) oraz (k) musza przy k — oo
znikaé szybciej niz k3.
Funkcje fi(k) oraz fo(k) sa liniowo niezalezne i rozpinaja przestrzen liniowa F. Podobnie

s1(k) i so(k) (de facto A(k) i L(k)) napinaja inng przestrzen liniows S. Korzystajac z rownosci
(3.16) - (3.18) oraz wlasnosci iii), xviii), a takze xix) zauwazamy, ze nastepujace calki wynosza

-, - -

(korzystamy rowniez rzeczywistosci dystrybucji A(k) i L(k) oraz z zachowania fi(k) i r/(k) dla
k — 00)

&Ek Lo, Bk
| G i @A) = [ GosABAE)

2n)? m 73f1(k) =1,

=1l
KHOOKIC (27)

X

I A /i U N e e
/(27r)332(k)f2(k) —/WL(k‘)fz(k:) _/(%)3L(k) <k2—|—r(k)) — L Jim 1(F) = 1

&Pk B o= PR AR &Pk,
| i) = [ GABRER = [ o550 pm, /K ! (B =0

&k o Eho
/ng(k)fl(k‘) = / L(k)fi(k) = lim k°fi(k) = 0.

(271-)3 k—o00
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Powyzsze wyniki mozemy zapisa¢ w zwartej postaci

Bk, -
| Gyt ) =

(3.19)

Widzimy zatem, ze F i S sa wzajemnie dualne. Wezmy dowolng funkcje f (E) z przestrzeni F

PR =Y efi(F).

Zgodnie z (3.19) uzywajac sj(l;) (czyli zdefiniowanych przez nas elementéw z S) mozemy wy-

doby¢ wspoétezynniki c;

/ (gﬁl; SRR = ;.

Z tego powodu elementy przestrzeni S nazywaé bedziemy selektorami.
WeZmy jeszcze transformaty Fouriera funkcji f;(k) i selektorow s;(k)

Pk S
fi(F) = / BT, 5 = | B

Poniewaz

[ a5,

/ d3kd3k
(2m)?
na mocy réwnosci (3.19) otrzymujemy

/d3 F)fJFZ

Powyzsza r6wnosé jest oczywiscie spéjna z wtasnosciami transformat selektoréw

xiii )\(7:) xii)
d3 )\ ) / d3 e
/ rAr) =L " arr 0

[ @@=, [ gy ) o)
dmr

Oczywiscie zachodzi rowniez

5(F) =0, F#£0.

SEE [ e = [ st B,

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Widzimy stad, ze §(F) pozwalaja na wyodrebnienie whasnosei funkeji f(7) w okolicach 7 = 0
(efektywnie w 7 = 0). Z tego powodu elementy te nazywaé¢ bedziemy selektorami krétkiego

zasiegu.
Ponizej zebrano najwazniejsze wyniki

xXix) /((217:{)3]”1(12) =1

o
o
o)
-
N
VA
—_
—~
o
~—
|
-
—~
oy
~—
»
(]
—~
&y
~—
I
~
—~
)
~
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i) [ 555 (B FF) = 6 ) = ()

=1

soodv) [ @R =6 70 = [ SR 50 = [ s
XXXV) /d3r)\(77’):1, /di”rﬁ:o,

XXX Vi) /dgrl(F) =0, /dgril(r) =1
s

xxxvii) 5(7) =0, 7#0.

3.3 Selektor 7

Definiujemy selektor 77(12) jako

. . L(k)
k) = A(k 24
n(F) = AR) + % (3.24)
Jego transformata Fouriera to oczywiscie
. Bh 1(7)
) = = — 2
i) = [ GBI = A0 + (3.25)
Wycatkujmy po calej przestrzeni 7 réwnanie (1.34) z selektorem 7j(7)
1 1
I GIEXD ( - =) +om)| -

i (401230 10). (s 1)t

Pierwsza catka wprost z dwoch wlasnosci xii), xv) dystrybucji A\(7) oraz dwoch wlasnosci
xxiii), xxvi) dystrybucji I(¥) wynosi zero. Podobnie druga catka znika z wlasnosci xiii) i
xxiv). Otrzymujemy zatem bardzo istotna wlasnosé selektora 7(7)

[ &) = [ e [Bo( ) (1 - 1) 4 O(T)} 0. (3.26)

a

Widzimy bowiem, ze selektor 77(7) anihiluje funkcje falowa ruchu wzglednego przy oddziatywa-
niach kontaktowych (patrz punkt 1.4).

Korzystajac jeszcze raz z wlasnosci xiii) i xxiv) oraz zaktadajac, ze funkcja f(7r) jest dobrze
okreslona w otoczeniu r = 0 dostajemy

[ = [ @ (3o + 12 1= 10 (321)

Otrzymujemy stad od razu kolejna wlasnosé, wynikajaca oczywiscie takze z rownosei (3.25) -
nosnik dystrybucji A(7) i I(7)
n(r) =0, 7#0. (3.28)

Podobnie z rzeczywistosci i parzystosci A(7) 1 I(7), a takze wlasnosci xii) 1 xxvi) otrzymujemy
7" (1) = 1(r) = n(=7), (3.29)

1175003669(26) 26



/ &rii(7)F = 0.

Biorac wyrazenie (3.24) oraz wlasnosci ii) i xvii) zauwazamy, ze
nk) =1, k< .

Ponadto z iii) oraz xviii) dostajemy kolejna réwnosé dla n(E)

/ &Pk onk) 1
(

2m)3 k2 4wa’

Na koniec rozwazmy jeszcze nastepujaca catke

Bk -, - $Bre - - B - -
/ PR / BB+ [ o SonE) A,

gdzie rozbicie na catki po kuli o promieniu K i jej dopetnieniu do pelnej przestrzeni

(3.30)

(3.31)

(3.32)

k jest

uprawnione przez wlasnosci dystrybucji A(k) i L(k). Zalézmy ponadto odpowiednie zachowanie

funkcji f (E) - znikanie jak k=2 lub szybciej - (patrz punkt 3.1). W zwigzku z réwnoscia
oraz zachowaniem f(k) mamy

[ @@ = [ S,

27)
k<K k<K

Tk wrdy = [ IR @ [ 0w,
(2m) (2m) k

k>K kE>K
gdzie K jest duze. Do drugiej catki dodajmy zero postaci

Bk -y Bk -y @33 Bk -y B3k~
/ (2m)3 ’ )k:2 (2#)377( )k:2 (27r)3n( )k2 (27)3 k2 0
k<K k<K k<K k<K

Otrzymujemy kolejno

2m)3

Bk |~ Lk)| v d3k - s
[ o i+ H0 - [ g [ o
k<K
Z wlasnogdci iii) catka z dystrybucja A(%) znika. Mamy zatem

[ P = | e [ i | O

v B3k~ Bk - _3
_k</,< (2”)3’“2+k>/,< (00,

k>IC

- 4ma

Mozemy przy tym zapisa¢ v = lim k*f (E) Laczac otrzymane wyrazenia dostajemy
k—o0

1864540849(27) 27
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/ (‘;‘i’§3n</¥>f<i%’>=7+ / (‘;f; -]+ [ gi’;n@ow).

4d1a
Korzystajac z tego, ze K — oo (jest to uprawnione gdyz f(k) — ~/k? znika nie wolniej niz k~3)
otrzymujemy
Br o &3k
B)FGR) = o+ Jim [
/(27T)377( )f( ) 4dra +Icgrolok . (27T)3
<

Ponizej zestawiamy otrzymane wtasnosci n(E) i 7(7)

MB—;} (3.33)

xxxVviii) 77(1;:) = A(E) + 27(:2)7
socxix) 710) = [ BT = A + 1,

xt) [ @) = [ @@ [ (5 - 5)+ o] <o

!

).

k—o0

i) [ G0 = o+ g [ o 1= ] = o a2

2945914874(28) 28



Rozdziat 4

Twierdzenie o energii

4.1 Sformulowanie matematyczne
Przed podaniem twierdzenia zdefiniujemy utatwiajace zapis wielkosci

C = lim k* ng = hm K Ng, Ny = <at akg>, (4.1)

k—oco ko

gdzie aj_ to standardowy operator anihilacji dla fermionéw o wektorze falowym ki spinie o.

Widzimy, ze z definicji ng_ jest srednig liczbg fermionéw o liczbach kwantowych kiow stanie,
w ktorym znajduje sie uktad. Wielkosé C, ktorag wyprowadzamy w nastepnym punkcie 4.2 to
tzw. kontakt. Pokazujemy w nim rowniez, ze C nie zalezy od o.

Twierdzenie o energii
Niech uktad, znajdujacy sie w gtadkim potencjale zewnetrznym V.. (), sktada sie z fermionéw
o réwnych masach m, zapeiajacych dwa stany spinowe (T, |) w kontaktowym oddziatywaniu
z dtugodcia rozpraszania réwna a. Niech ponadto wyrazenie (macierz gestosci)

Z ‘¢Z Z? <¢Z’¢] - z]a Z@Z—l (42)

spelia dwa warunki:

1. |¢;) sa linlowymi kombinacjami stanéw wtasnych hamiltonianu uktadu (stanéw wiasnych
energii) ze wspotczynnikami rozkladu zanikajacymi wystarczajaco szybko dla wysokich ener-
gii - tak by funkcja falowa ¢; w reprezentacji potozen nie miata innych osobliwosci niz te
wynikajace z oddziatywan pomiedzy fermionami,

2. prawdopodobienstwo «; zanika wystarczajaco szybko ze wzrostem ¢ tak, ze
o
i=1

gdzie C i C;, zdefiniowane przez (4.1), sa powiazane odpowiednio z p i |¢;) poprzez réwnosci
okreslajace np_oraz n,

ng, = > i (gl al_ag, ), (4.4)
=1
= (¢l af ag, 6. (4.5)
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W przypadku spetnienia powyzszych zatozen oczekiwana energia uktadu jest réwna

E=3
Fo

h2k?
2m

1Bng, + 3 [ @ V(o (), (4.6)

-

gdzie n(k) to selektor zdefiniowany przez (3.24) (patrz punkt 3.3), a p,(7) jest przestrzennym
rozktadem gestosci.

Dowdd

Zauwazamy, ze wyrazenie (4.6) sktada sie z dwoch cztonéw. Czlon 3o, [ d3r Ve (7) po (7) odpo-
wiada energii oddziatywania uktadu z polem V.., (7). Wystarczy sie zatem zaja¢ wyrazeniem
Zggn(lg)n%kz /2m. Jest to energia wewnetrzna FEj,, ktora fizycznie jest sumag energii kine-
tyc’znych fermion6éw oraz energii oddzialywan miedzy nimi. Obie sumy sa rozbiezne w granicy
oddzialywan kontaktowych (o zerowym zasiegu). Jednakze energia F;,, jest jednoznacznie okre-
Slona w granicy rq — 0 jesli uzyjemy metody pseudopotencjatu (patrz punkt 1.2) - wtedy a # 0
jest ustalone.

Rozwazmy przypadek, w ktérym uktad znajduje sie w czystym stanie wlasnym energii |¢)
(badz takiej superpozycji stanéw, ze nie ma innych osobliwosci niz te wynikajace z oddziatywa-
nia kontaktowego), w ktérym doktadnie N fermionéw ma spin skierowany w gore T, a dokladnie
M fermionéw ma spin skierowany w dét |

<7?1""77?Na§17"'a§/\4|¢> = 7¢(F17"'7FN7§17"'7§M)7 (48)
NIM!

jest catkowicie antysymetryczna ze wzgledu na zamiane kazdych dwoch fermionéw w tym sa-
mym stanie spinowym. Jest ona rowniez poprawnie znormalizowana

1 S Sl S
i /d3r1 o BrdPsy s Bspg ST T Bl BV = L (4.9)
Korzystajac ponadto z (1.56) otrzymujemy
]' — — — —
lp) = NI /d37’1 o radPsy L Bs (L, T B S)
XY D] (51) - D] () [0). (4.10)
gdzie 1V, (F) jest operatorem pola fermionowego (1.46) (patrz punkt 1.5). Oczywiscie w zwigzku z
normalizacja |71, ..., 7ar, 81, .-, Sm) oraz (71, ..., Far, 81, - -+, S;m|@) zachodzi réwniez (p|gp) = 1.

Wspomiana wczesniej rozbieznosé energii kinetycznej w granicy oddziatywan kontaktowych,
wynika z dzialania operatora energii kinetycznej (proporcjonalnej do 3N + 3M wymiarowego
laplasjanu) na funkcje falowa (1.34), bo

o (1) _ 47%25(;), (4.11)

m T m

By usuna¢ osobliwo$¢, pojawiajacej sie w powyzszym wyrazeniu delty Diraca stosujemy metode
pseudopotencjatu. Pokazemy to wprost rozpisujac lewa strone (1.3) z pseudopotencjatem (1.14)
i funkcja falowa dla oddziatywan kontaktowych (1.34) w przypadku dwéch fermionéw o masie
m i przeciwnych rzutach spinu
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R:_, Amh*a_,_, O 1 1
(‘mv L ‘“”aﬁ) B (=) o] =
4mh* . R? 4mh? h?
L3(7) = —V2O(r) = By— —0() = ——V2O(r).

W zwiazku ze znoszeniem sie istotnych w r = 0 wktadéw od energii kinetycznej oraz potencjalne;
oddzialywania kontaktowego mozemy ograniczy¢ si¢ do wyrazania wartosci oczekiwanej energii
Eine = (9| o| H |@) nie jako calki po calej przestrzeni z pelnego hamiltonianu H=T+V

B = syt [ 492 Ra (R)[7+ V] o ().
a jedynie do
Eint = N|M|£1_I,n/d3N+3MR¢ ( ) ¢( )

D(e

gdzie R = Tly e s A 81y - -5 S0, @ D(€) jest 3N + 3M wymiarowsg podprzestrzenia konfigu-
racyjng, nie zawierajaca regionoéw, w ktorych dowolne dwa fermiony z przeciwnymi spinami
zblizaja sie do siebie na dystans mniejszy niz €. Operator energii kinetycznej T w reprezentacji
potozen ma postac

A h
T = — V3N+3M, (4.12)

gdzie V2, g Jest SN +3M wymiarowym operatorem Laplace’a. Zapisujemy zatem ostatecznie
2m 3N +3M >
~ 3 Bt = N'M' liny / VMR (R) Vi a6 (R) (4.13)
D(e)

Zdefiniujmy teraz pewng wielkos¢ X

2m 1 i o oo o
—ﬁ/\f = Vindi /d3N+3MRd3$7](l‘)¢*(7“1,...,TN,Sl,...,SM)
Xv% Z¢(F1,...,7:}_1,7:}+f,7:}‘+1,...77?/\/,§1,...,§/\4)
=1
M
+Z¢(f‘17""FN7§17"'7§Q*17§q+57§(1+17"'7§/\4> . (414)
q=1

Pokazemy, ze X = Ej,;. W tym celu w wyrazeniu (4.14) dzielimy 3N + 3M wymiarowa prze-
strzei R na podprzestrzeni D(e ) oraz jej dopetnienie Z(¢). Catka po podprzestrzeni D(e) jest
skonczona i ciggta dla kazdego &, rowniez gdy x < e. Zauwazmy przy tym, ze selektor 77(Z), dla
funkcji dobrze okreslonych w otoczeniu x = 0, zachowuje si¢ jak 0(Z) - whasnos¢ xli). Caltkujac
zatem prawa strong (4.14), ograniczong do podprzestrzeni D(¢), po d*z otrzymujemy prawa
strong (4.13).

Dowd6d réwnosci X = Ej,; wymaga jeszcze wykazania, ze w granicy € — 0, catka po pod-
przestrzeni Z(e) znika. Zauwazmy najpierw, ze podprzestrzen Z(e) odpowiada rejonom, dla
ktorych |7, — 85| <€, i=1,....N, j=1,..., M. W przypadku dowolnych wartosci € rejo-
ny te moga si¢ oczywiscie przecinac, co bardzo utrudnia wyznaczenie objetosci podprzestrzeni
Z(e). W przypadku dostatecznie matych wartosci € przeciecia te przestana mieé¢ znaczenie, a
w interesujacej nas granicy € — 0 znikng zupelnie. Wtedy objeto$¢ podprzestrzeni Z(e) bedzie
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proporcjonalna do €. W zwiazku z niezaleznoscia rejonéw |7; — 5| < € mozemy je wyekstraho-
waé z Z(e) dokonujac w ten sposéb dalszego podziatu naszej podprzestrzeni konfiguracyjnej -
Z(€) dzielimy na N'M takich samych rejonéw |7 — 5| <e€, i=1,....N, j=1,..., M. Za-
uwazmy ponadto, ze w granicy termodynamicznej, przy dostatecznie matych e, pary {7, §;} sa
wystarczajaco daleko od siebie by kazdg pare fermionéw o przeciwnych spinach moc traktowaé
niezaleznie.

Powyzsza dyskusja prowadzi nas do wniosku, ze wystarczy zajac sie jedynie jednym z takich
samych MM rejonéw, powiedzmy |7 — 51| < €, gdyz wyniki dla kazdego z nich sa identyczne, a
postepowanie przy wyborze innych rejonéw jest w pelni analogiczne. W przypadku catki (4.14)
z wyodrebnionym rejonem |7} — 81| < € — 0 tylko dwa elementy z duzego nawiasu moga dawaé
niezerowy wklad. Sa to elementy, w ktorych 7 zastapiono przez 7} + & oraz §; zastapiono
przez §; + & (catki po wszystkich innych elementach sa catkami zawierajacymi wyrazenia typu
[ (71, 51)[2d3r d3sy, ktore znikaja w granicy € — 0).

W celu wykonania rachunku przeprowadzamy zamiane zmiennych

R I 11
r=m"r—3581, To= )

2

i dla uproszczenia notacji zapisujemy reszte zmiennych jako: R = Toy ooy A S, .oy SAq. Be-
dziemy wykonywaé najpierw catke po 7, dla r < € (ze wzgledu na ograniczenie rejonu), a
nastepnie kolejno po T, 7y oraz R Funkcje ¢ (7@) =¢ (ﬁ’ .70, F) mozemy rozwingé zgodnie z
postacia (1.34) do wyrazenia

6 (R7on?) = A(Ro70) (5 = =) + 00, (4.15)

Definiujemy jeszcze nastepujaca wielko$c¢

K (73/,770,:?:’) = / d3r [A* (7%’,77‘0) (1 _ 1) 4 (’)(r)]

r<e

x [A (R, 7%+ /2) (If‘+137| - 1) +O(F + f])] : (4.16)

a

dzieki ktorej zapisujemy naszg catke w zwartej postaci
Y= / ABNHBMOR1 g3 / Laii(#)VEK (R, 70, ) (4.17)

Przed wykonaniem catki po ¥ rozwiniemy K (ﬁ’ ,Fo,f) w otoczeniu ¥ = 0. Ze wzgledu
na wlasno$é xlii) mozemy traktowaé z jako duzo mniejsze niz e. W zwigzku z rozpatrywana
przez nas granica € — 0, pominiemy wszystkie cztony rowinigcia zawierajace e podniesiony do
dowolnej dodatniej potegi. Pomijamy ponadto wyrazy rzedu z® i wyzsze, poniewaz z wlasnosci
x1i) nie wnosza one nic do catki [ d*z7(Z)VZ[.. ..

Przed rozwinieciem K (ﬁ,’ .70, :Tc') wykonamy catkowanie po 7

1

K (R, 7) = 2mA" (R, 7o) A (R, 7+ 7/2) / rdr [ d(cosd) [(1 - 1) 4 O(r)]

r a
-1

1 1
X —— |+ O(F+ )| .
K\/TQ + 22 + 2rzcosf a) (I7 :17])]

Ze wzgledu na interesujaca nas granice € — 0 opuszczamy wyrazy O(r) i O(|F+Z|). Catkowanie
najprosciej wykonac¢ najpierw po cosf, a nastepnie po r
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K(ﬁ/jﬁ),i”) = A* (7@77—*’0) A(?@)Fa —|—f/2) Zjdr(a—r) [(r—l—x) —\/(r—z)? - M] '
0

a

Catka w powyzszym wyrazeniu wynosi

27":1:} 1
a 6a

jdr(a - ) [(7" +z)—/(r—x)?—-—|=— { (e — x)? (2@62 — 3a’e + 3a*r — ave — ax2>

2 3 3
+3a%€? — 2a€’ + 6a’xe — Yaxe® + 4xe® — 3a’2* + axﬂ = <2a6 — 262 + ;) r —az? + % +0 <x4> )
a
gdzie wykonalisSmy rozwiniecie wzgledem = = 0. W zwiazku z granica ¢ — 0 pozostawiamy
jedynie wyrazenia wystepujace przy €. W takim razie

.I‘Q

lim K¢ (R, 70, %) = —4m A" (R, 7%) A (R, 7% + %/2) (“; - 6a> +0(2%).

Rozwijamy jeszcze A (ﬁ', To + :i'/?) wzgledem z = 0
A (R 7 +2/2) = A (R i) + gq; VA (RL7) +0(a2).

Jesli, zgodnie z wczesniej przeprowadzong dyskusja, pominiemy wyrazy rzedu z° i wyzsze to
otrzymamy

lim /¢ (R, 70, %) = 4 \A (R',7%) ]2 (”2“" - g;) — 2’1 A (R, 70) & Vi A (R %), (4.18)
co po zadzialaniu laplasjanem w ¥ daje
V2 [g%z( (ﬁfof)} — —ar|A(RR)[ (:15 - i) —67A (R, i) & - Vi A (R 7). (4.19)

Korzystajac z wlasnosci x1) oraz xliv) widzimy, ze w granicy € — 0, catka po ¥ wystepujaca
w wyrazeniu (4.17) jest réwna 0. Wykazaliémy zatem, ze w granicy ¢ — 0 catka (4.14) po
przestrzeni Z(e) znika. Zatem faktycznie zachodzi réwnosé

X = By (4.20)

Przepiszmy teraz wyrazenie (4.14) w formalizmie drugiej kwantyzacji - korzystajac z ope-
ratoréw pola fermionowego (1.46)

2
_7;5(:<¢

S [ i@l () V3, (7 + 7)

¢> | (4.21)
Stany wlasne operatora pedu pojedynczego fermionu to po prostu
1
P2 4.22

gdzie (2 jest objetoscig przestrzeni dostepnej dla fermionu. Korzystajac z ortogonalnosci funkcji
¢ (7) oraz wyrazenia na transformate odwrotna 7(Z) otrzymujemy kolejno

2 1 N W
_FTZLX =9 <gz5 ZZ/d%d%ﬁ(f)V%e’(k*k)'Te_’k'“’dg agr,
Tk
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Biorac jeszcze definicje ny, (4.1) oraz uwzgledniajac réwnosé (4.20) otrzymujemy

h2k?

2m

n(k)ng,. (4.23)

Eint = Z

k,o

W ten sposéb udowodnili$my réwnosé (4.6) dla czystego stanu kwantowego z ustalong liczba
fermionéw w dwoch stanach spinowych (1,]).

Niech teraz uktad znajduje sie w stanie mieszanym, reprezentowanym przez operator gesto-
Sci p (4.2), przy czym dla réznych standéw czystych z p twierdzenie jest spetnione. Niech ponadto
spetniony jest warunek 2. Wtedy réwniez dla zespotu statystycznego tych stanéw twierdzenie
jest poprawne, co konczy dowdd.

Zamiana sumy po dyskretnym zbiorze wektorow falowych na catke po ciagtym zbiorze k
wymaga wprowadzenia gestosci stanéow G(k), ktéra po nalozeniu na tréjwymiarowy uktad pe-
riodycznych warunkow brzegowych wynosi

0
(2m)*’

G(k) = (4.24)

gdzie ), w przypadku jednorodnego gazu atomowego, jest objetoscia przezen zajmowang. Jesli
gaz jest Scisniety to €2 jest dowolng objetoscig znacznie przekraczajaca objetos¢ gazu. Wyko-
rzystujac réwnos$é (4.24) mozemy zapisaé

- / BrG(F)(

a zatem (4.23) mozemy przepisaé jako

(4.25)

Bk Rk o
Eine = Q / 4.2
=5 | Gy gy I (4.26)

Korzystajac z wtasnosci x1vii), definicji (4.1) oraz uwzgledniajac, w pierwszym cztonie, sumo-
wanie po zbiorze spinéw o = {1, |} dostajemy

Eint =

+ lim
dram  K—oo dz
|k|<K,o

—

rac 2 c
UL <n,m - k4> (4.27)

4.2 Kontakt

Rozwinmy wielko$¢ p, (7,7 + &) = <1$f,(77)zﬂg(77 + f)> wzgledem malego ¥ pozostawiajac
jedynie wyrazy pierwszego rzedu w x. W tym celu dokonajmy podziatu przestrzeni na podprze-
strzenie Z(€) 1 D(e) - jak w dowodzie twierdzenia o energii
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(P (e (7 + 7)) = tim Y /d3N+3M "R'K (R,7 &)

e—>ON|M'
_i_li_r)%N'M'/dsN—de 67! / dg?”’¢ R/ =/ —»)¢(R/ 1 7’+33> (4.28)
r>€

W powyzszym wyrazeniu skorzystano z wezesniej zdefiniowanej, przez wyrazenie (4.16), wiel-
kosci K (R’ ,Fo,f). Korzystajac z rozwinigcia wykonanego w dowodzie twierdzenia o energii
(4.18) pierwsza catka jest réwna

/d3N+3M R/ K (R’ - ~> _ _27Tx/d3N+3M—6RI A (7?,’,?)’2 L0 <x2) + Oz(e).  (4.29)

W drugiej calce z wyrazenia (4.28) wykonujemy rozwiniecie do pierwszego rzedu wzgledem
matego T

/d3N+3M—6RI / d37", * (ﬁ/,F/,F) ¢(7€/7F1’F+ f) — /d3N+3M—6R/ / d37"/

r>€ r>€

[ armsogy [ gt (R 7)o (RFLT) + 0 (a). (4.30)

r>e€

oA

Zauwazamy przy tym, ze

NM / / 51 = =2\ |2
gl | [ R[] (R +Oz<e>] =0, (431)
r>€
oraz
INM SN+3M—-617 3.7 /—»/—»—»h _’/—»/—»_i—»—»—»
h./\f'/\/l'll—r%[/d ’RZdr R r,r)x-TV,:gb(R,r,r) —ﬁx-pa(r). (4.32)

Zdefiniujmy ponadto wielko$¢

167 SN+3M—6757 5 2
= A(R.A] ,
e (N—l)!(/\/l—l)!/d R[4 (R 7)] (4.33)
Korzystajac z réownosci (4.28) - (4.33) otrzymujemy ostatecznie
) 5 C(r)x i
T 22 — 2 SRl 2
(P F)o(F+ 8)) = po () o T (M) +0 (2?). (4.34)

Wielkos¢ ny, dla k — oo wyznaczamy w nastepujacy sposob
1 2
= /d3rd3 1ZJT (P (F + ) = /dsrdgxpg(f')elkz — 8—/d3rd3x€(f”)xelk'z
T

—I—% / d®rdizz - ﬁg(f')eig'f + /dgrd3x(’) (mZ) eiE'f, (4.35)

gdzie kolejne catki wynosza odpowiednio

/dgrdepU(F)e‘km = (27)3 /dgrp(,

1
/dSTd?’:B@(F) = 27r/d37"€ f") Ak /d (cos0) /dxelkste Z/d?’r@(ﬂ
e
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/d?’rdgm? : ﬁa(F)eiE'f = /d3rd3mﬁa(f") Vi R T = 8 / d&*rp,(7) - Vi (k).
/d3rd3$(9 (x2> eF = 0 (k_5> .

Biorac pod uwage wyrazenie (4.35) oraz powyzsze réwnosci otrzymujemy

Fooo C
ng, i T (4.36)
gdzie
1
C= g [drem, (4.37)

to tak zwany kontakt. Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze w granicy duzych E, rozklad pedow ny
jest niezalezny od 0. Wielkoéé¢ €(7) nazywana jest zwyczajowo gestosciq kontaktu.

4.3 Konsekwencje fizyczne

Wielkos¢ nj, mozna zmierzy¢ eksperymentalnie doprowadzajac do naglego ,wytgczenia”
oddziatywan pomiedzy fermionami oraz potencjatu putapkujacego. Podczas rozprezania gazu
czastki posiadajace rézne k poruszajg si¢ z réznymi predkosciami, co pozwala na wyznaczenie
rozkladu pedéw z rozkladu gestosci [12].

Znajac ng mozemy wyznaczy¢ czastkowg energie kinetyczng wykonujgc sume

h2k?
T(K) = Z oy R (4.38)

|k|<K,o

Ze wzgledu na zachowanie np, = C/k*, C > 0 dla duzych |E|, powyzsza suma jest rozbiezna
(zamiana sumy na catke, w tym przypadku, da funkcje liniowa). W rzeczywistych uktadach
nie wystepuja oddziatywania kontaktowe zatem rozbieznosci nie pojawiajg sie przez obciecie w
IC ~ 1/rg, gdzie ry jest zasiegiem oddziatywania.

Korzystajac z (4.38) réwnanie (4.27) mozemy zapisa¢ w postaci

2 9
hQC—l—lim TK)— > e

dram  K—oo .
|k|<K,0o

Eipt = (4.39)

2mk?

W przypadku K < 1/rg, ale duzo wiekszego niz inne wystepujace w rozwazanym problemie
wielkosci o tym wymiarze, wyrazenie (4.39) sprowadza sie do réwnosci
h*QC h*C 1
Em= %10 - ¥ 25 40 ( ) .
! +7(K) Z 2mk?2 *

dram .
|k|<K,o

e (4.40)

Sume z (4.40) zamieniamy na catke

2.

|E|<K,o

h?C 472
2m)3

k|

Zatem energie kinetyczna dla duzych K, ale duzo mniejszych niz 1/ry, mozemy przedstawié

jako
Qr*C T 1
T00) = B+ a0 (K- 5,) +0 (i) (1.41)

Widzimy stad, ze 7 (K) dla K < 1/r, zbiega do prostej o dodatnim wspétezynniku kierunko-
wym.

K 4o 2
/hcdk:—thlC
0

om  2m2m

2854831567(36) 36



4

E nt

Wykres 2. Czastkowa energia kinetyczna 7 (K).

Zauwazamy, ze podstawiajac w wyrazeniu (4.41) K = 7/2a otrzymamy FE;,;, co pozwala na
eksperymentalne wyznaczenie tej wielkosci.

Wyrazenie O(1/K) odpowiada osobliwosci drugiego rzedu (~ r) funkceji falowej ruchu wzgled-
nego dwéch fermionéw z przeciwnymi spinami (1.34) - osobliwosé pierwszego rzedu to zachowane
~1/r.

Zalezno$¢ T (K) dla K — 1/ry przestanie zachowywaé sie zgodnie z (4.41) i ostatecznie
ulegnie wyptaszczeniu osiagajac wartosé, duzo wiekszej niz Fy,;, catkowitej energii kinetycznej.
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Podsumowanie

- -

W pracy zaprezentowano gléwna idee wprowadzenia dystrybucji A(k) i L(k). Szczegdtowe
wyprowadzenia i dogtebna analiza powinny utatwié¢ czytelnikowi zrozumienie wysoce nietry-
wialnych wlasnosci tych dystrybucji oraz ich transformat Fouriera A(7), (7). Celem tej analizy
byto zdefiniowanie tak zwanych selektoréw krétkiego zasiegu (patrz punkt 3.2) i wprowadzenie
selektora 77(/;) (patrz punkt 3.3). Jego transformata Fouriera 7j(7), jak pokazano, anihiluje funk-
cje falowa dla oddziatywania kontaktowego (1.34), co okazuje sie kluczowe podczas dowodzenia
twierdzenia o energii (patrz punkt 4.1). Z jej pomoca definiujemy wielko$¢ X' (4.14), ktéra, jak
wyprowadzono wykorzystujac wlasnosci 7(7), jest réwna energii wewnetrznej F;,;. Korzystajac
z transformaty odwrotnej i zapisu wielkosci Fj,; w formalizmie drugiej kwantyzacji, otrzymu-
jemy szukane wyrazenie na energie wewnetrzng uktadu kontaktowo oddziatujacych fermionéw.
Wyrazenie to zawiera, kluczowy w catym twierdzeniu, selektor 77(15)

Wykorzystujac dyskusje dotyczaca podzialu przestrzeni konfiguracyjnej na podprzestrze-
nie D(e) i Z(e) oraz, wykonane podczas dowodu twierdzenia o energii, rozwiniecie wielkosci
K (7@ ,Fo,f) (4.16), wyprowadzono tak zwany ,kontakt” C (4.37), a takze zdefiniowano je-
go gesto$¢ €(7). Pokazano przy tym, ze kontakt C jest niezalezny od spinu o. Rozwazania te
doprowadzily nas do znalezienia asymptotycznego zachowania rozktadu pedéw (4.36).

W punkcie 4.3 zaprezentowano jedna z wazniejszych konsekwencji fizycznych twierdzenia o
energii, dzieki ktérej mozna eksperymentalnie wyznaczaé¢ energie wewnetrzng uktadow fermio-
nowych.

Zasadnicza czes¢ rozwazan zostata poprzedzona wprowadzeniem teoretycznym 1, ktoére, choé
krotkie, jest dla czytelnika posiadajacego podstawows wiedze z zakresu analizy matematycznej,
algebry oraz mechaniki kwantowej, w pelni wystarczajace do petnego zrozumienia problematyki
poruszanej w pracy.

Podejscie zaproponowane przez Shina Tana zaowocowalo wyprowadzeniem jeszcze innych,
bardzo interesujacych relacji, ktére w ciggu ostatnich lat zostaly potwierdzone eksperymental-
nie. [dea wprowadzenia nowych dystrybucji okazuje si¢ obecnie rowniez przydatna w przypadku
uktadow bozonowych.
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Dodatki

A. Funkcja Greena dla ré6wnania Helmholtza

Wezmy trojwymiarowe réwnanie Helmholtza

(VZ+ k) G(7) = o(), (4.42)
i obliczmy jego transformate Fouriera
/ Ere 77 (V24K G(F) = L. (4.43)

Zadzialajmy operatorem V2 ktéry jest operatorem hermitowskim, w lewo
1

[ @re TG - i) = e
skad

G(@) = inQQ
Otrzymana funkcja Greena w przestrzeni pedéw ma osobliwo$é w ¢ = k2. W celu regularyzacji
definiujemy funkcje

(4.44)

~ 1
G.() = ———.
(@) k% +ie — ¢?

Funkcja Greena (z indeksem &) w przestrzeni polozen jest po prostu odwrotna transformata
Fouriera

(4.45)

i o 1 00 :
d3q eld™ 1 qulqr cos Odq
(7’) (271')3 k2 +1is — q2 (271’)2_ (COS ) ) k2 +1ie — q2
_ - 7‘1 (¢ —er)dg i 7 gc'""dg (4.46)
C(2m)%r S @) ) K2 4ie— ¢ '

Funkcja podcatkowa ma bieguny w ¢ spelniajacych réwnosé k? + ie — ¢* = 0. Zakladajac male
€ mozemy przepisa¢ to rownanie jako

€
o5
i poming¢ wyrazy O (¢?). Powyzsza catke mozemy policzy¢ metoda residuéw. Musimy tuta]
rozwazy¢ dwa przypadki e > 0ie < 0, dla ktorych po przejsciu granicznym ¢ — 0 otrzymujemy
odpowiednio

B tie—¢* = (k+q+is)(k—g+in) + O (?) =0, r= (4.47)

elk'r‘

T 4w >0
G(7) = lim G.(7) = . (4.48)
e—0+ —ikr
—64?, e<0

W przypadku € < 0 otrzymujemy fale kulistg schodzaca sie do r = 0, z kolei dla e > 0 mamy fale
kulista rozchodzaca sie z r = 0. Analiza problemu rozpraszania (patrz 1.1) wymaga wybrania
funkcji Greena w postaci fali rozchodzacej sie z centrum - przypadek € > 0.
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B. Wyprowadzone wlasnosci

vii) / e /}(k) =
(k = ko)? + o?
|]€0‘ < 00,

viil) A7) = |6 A, €0, EER,
i) AT) = A7),
X) N (7) = A7),

s NP i n -
xi) /djrﬂe*‘k"'r =0, |ko| < o0,
T
A
xii) /d?’r—(F) =0, /d?’r)\(F)f =0,
T

xiii) [ d°rA(7o() = 9(0),
xiv) A(F) =0, 7#0,

xV) /d37“)\(f') =1,
xvi) / dS)\(F)X(TF) =0,
xvii) L(k) =0, k< oo,

/ d3/€ L
xviii)

>M>/£Z@Wﬂmgiwﬂ&
xx) L(¢k) =
xxi) L*(k) = L(k),

xxii) L(k — ko) = L(k),

xxiii) /d37“@ = 4m,
r

XXiv) / d3ri(7) f(7F) = ;13(1) 4arr f(7),
xxv) I(F) =0, 7#0,

xxvi) / d3ri(7) = 0,

5074895207(40)

k), €#0, £€R,

—27%|al, a€R,

€|71L(K), €#0, £€R,

i) 1 (7) = 1(=7) = U(7),
IEI721(F), €#0, €€R,

3 -,
xxix) /(;:;fl(k) —

1 o Bk,
ﬁ +r (k) / (27‘_)37’ (k) = 0,

xxviii) [(&F) =

xxx) fa(k) =
xxxi) s1(k) = A(k), sa(k) = L(k),
xxxu) / (21;1@‘3 si( E ) f5( E = 045,
A3k - -
xxxiii) / 57) si(k)f(k) =c;j, f(k)=
~ ~ d3k a7
soodv) [ OF0 = by F0) = [ S
(2m)3
~ d*k ik
81‘(77):/(271_)381'(]{)6 )
XXXV) /d?’r)\(f’) =1, /d?’r@ =0,

xxxVvi) /dSTZ(F) =0, /d?’ril(ﬂ =1,
o

xxxvii) $;(7) =0, 7#D0,

L(k)

b
dma

xxxviii) 7](];) = A(E) +

3 R -
xxxix) 7(7) = / (gﬂl)ﬂ‘gn(k)elkvr = \(7) + &7

4dma
x1) /

1

&*rif(r) f(7) = £(0),

xlv) n(k) =1,

xlvi) / %k @ = 1

)3 k2 4dra’

4Za + K:lgrnoo / (;1;];” [f(E) B

k<K

k < o0,

- -

x1vii) 377 (k) f(k)

v = lim K2 f (k).

k—oo

40

J
2

790 = [ i) [ Balo) (- 1) + 0] =

.
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