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Wstep

Istnienie symetrii jest powszechnie wykorzystywane w rozwigzywaniu wielu zagad-
nien fizycznych. W standardowym podejsciu, gdy teorie i modele fizyczne formutowane
sa w jezyku Lagrangeowskim badz Hamiltonowskim, grupy symetrii pociagaja za soba
istnienie praw zachowania, ktore utatwiajg rozwiazywanie rownan dynamicznych. Is-
totne jest, iz czesto przestrzeniom symetrii mozna w naturalny sposéb nadaé strukture
grup Liego, a w wielu przypadkach - strukture tzw. lokalnych grup Liego transformacji.
Grupy Liego symetrii sa uzytecznym narzedziem np. w ogélnej teorii wzglednosci, nato-
miast lokalne grupy transformacji bedace symetriami pozwalajg na zdefiniowanie np.
w mechanice klasycznej i kwantowej poje¢ tak fundamentalnych jak energia czy ped.
Mimo ze podstawowe struktury matematyczne odpowiedzialne za dynamike znacznie
r6znig sie w mechanice klasycznej i kwantowej, to zwiazek symetrii z catkami ruchu
zbudowany jest na bazie tej samej struktury matematycznej. Ponadto w mechanice
kwantowej jawnie uwidacznia si¢ nieprzemiennos$¢ niektoérych symetrii, ktora nie jest
konsekwencja kwantyzacji, lecz fundamentalng wtasnoscia grup symetrii. Grupom tym
w naturalny sposoéb mozna nadac strukture algebr Liego, czego przyktadem jest algebra
momentu pedu generujacego symetrie obrotowe. Algebry te sa dobrze zdefiniowane w
oderwaniu od jakiejkolwiek dynamiki. Zatem naturalne jest pytanie o ich zastosowanie
poza obszarem mechaniki kwantowej czy teorii pola. Mato znanym faktem jest, ze
Sophus Lie opracowatl teori¢ grup i algebr Liego przy okazji badan nad nieliniowymi
réwnaniami rézniczkowymi. Opracowal metody wykorzystywania grup symetrii do up-
raszczania tychze réwnan, w szczegélnosci do obnizania ich rzedu badz sprowadzania
do kwadratur. Fizykom dziedzina ta czesciowo znana jest za posrednictwem twierdzen
Emmy Noether. Metody te maja jednak réwniez ciekawe zastosowania w zagadnieniach
fizycznych, w ktorych:

e pojawiaja sie nieliniowe rownania rézniczkowe nie uzyskane bezposrednio z la-
grangianu czy hamiltonianu

symetrie rownan nie sg symetriami czasoprzestrzeni

symetrie sg trudne do wykrycia ze wzgledu na poziom komplikacji rownan

W astrofizyce teoretycznej bardzo czesto pojawiaja sie nieliniowe rownania roz-
niczkowe (a zwlaszcza uklady rownari), dla ktorych trudno jest znalezé rozwiazania
tradycyjnymi metodami analitycznymi. Zachodzi potrzeba korzystania z metod nu-
merycznych pochtaniajacych olbrzymie moce obliczeniowe maszyn cyfrowych. Jako
przyktad warto wspomnie¢ o uktadach rownan opisujacych strukture i ewolucje gwiazd.



Wstep

Naturalnym jest pytanie, czy przed przystapieniem do przyblizonych obliczenn nume-
rycznych zostaja wyczerpane wszystkie narzedzia analityczne mogace uprosci¢ dany
problem?

Zasadniczym celem tejze pracy jest znalezienie i analiza grup symetrii Liego uktadow
rownan struktury relatywistycznych gwiazd. Motywacja do poszukiwan jest to, ze dla
przypadku Newtonowskiego rownania struktury gwiazd dopuszczaja tzw. quasi—-homo-
logiczne grupy symetrii - por. Biesiada et al. [1]

W rozdziale 1. przedstawiony jest szkic znanych metod matematycznych wyko-
rzystywanych w poszukiwaniach symetrii Liego i ich zastosowaniach do redukcji row-
nan rozniczkowych. W metodologii poszukiwan symetrii podstawowsa role odgrywa
rozwiazywanie tzw. rownan dopuszczajacych.

W rozdziale 2. omoéwione sa niektoére znane rezultaty w zakresie istnienia grup
symetrii Liego w réwnaniach rézniczkowych astrofizyki teoretycznej.

W rozdziale 3. przedstawione sa rezultaty moich poszukiwan grup symetrii dla
relatywistycznych rownan struktury gwiazd w przypadku promienistego transportu
energii.

W rozdziale 4. przedstawione sa rezultaty moich poszukiwan grup symetrii dla
relatywistycznych rownan struktury gwiazd w przypadku konwektywnego transportu
energii.

W rozdziale 5. zawarta jest analiza grupowa Newtonowskich sferycznie symetrycz-
nych gwiazd w przypadku hydrodynamicznym, w ktérym predkosci ptynu skierowane
sg radialnie.

W rozdziale 6. podjeta jest dyskusja uniwersalnosci znalezionych przeze mnie grup
symetrii oraz analiza zwiazkéw symetrii z funkcjami opisujacymi mikroskopowe wtas-
nosci fizyczne materii w gwiazdach



Rozdzial 1

Symetrie Liego réwnan rézniczkowych

1.1. Lokalne grupy transformacji Liego i ich generatory

Poszukiwanie symetrii Liego rownan rézniczkowych i ich zastosowanie w poszuki-
waniu rozwiazan jest obszerna dziedzina, ktora zapoczatkowal w IX wieku matematyk
norweski, Marius Sophus Lie [2]. Opracowal on systematyczne metody odnajdywa-
nia symetrii, ktore sg szczegolnie przydatne w rozwiazywaniu nieliniowych rownan (i
uktadow rownan) rozniczkowych. Symetrie pozwalaja bowiem na konstruowanie przy
pomocy niezmiennikéw roézniczkowych - wspotrzednych, w ktorych réwnania réznicz-
kowe przybieraja najprostsza posta¢. W pracy tej nie sposob przedstawié¢ z dowodami
wszystkich twierdzen matematycznych bedacych podstawa teorii grup, symetrii i al-
gebr Liego w odniesieniu do réwnan rézniczkowych. Dlatego w rozdziale tym omoéwie
tylko najwazniejsze definicje i kluczowe (z punktu widzenia zastosowari) elementy
teorii grup symetrii Liego. Warto jednak wskaza¢ monografie, w ktorych teoria ta
jest wylozona w sposob systematyczny: (3], [4].

W fizyce teoretycznej powszechnie znanymi obiektami sg grupy Liego, czyli grupy,
ktore sa gtadkimi rozmaitosciami rézniczkowymi. Grupa G, ktora jest rozmaitoscia o
wymiarze r, nazywana jest r-parametrowa grupa Liego. W literaturze taki obiekt
czesto nazywa sie rowniez globalng grupa Liego. Na etapie poszukiwan symetrii réwnan
rozniczkowych czesto wygodniejsze rachunkowo jest szukanie niezmienniczych trans-
formacji infinitezymalnych, tzn. elementéw grupowych, ktore sa bliskie elementowi
neutralnemu. Wtedy nie jest konieczne korzystanie z pelnej rozmaitosciowej struktury
globalnej grupy Liego, wystarczy zdefiniowanie dziatania operacji grupowych w pewnej
mapie. W tym celu uzyteczne sa nastepujace dwie definicje [4]:

r-parametrowq lokalna grupa Liego nazywamy obiekt ztozony z dwoch spojnych
otwartych podzbioréow Vi C V C R" zawierajacych 0 oraz z dwoch gladkich odw-
zorowan:

e definiujacego operacje grupowe m : V x V — R",



1.1. Lokalne grupy transformacji Liego i ich generatory

e definiujacego elementy odwrotne ¢ : Vj — V,

ktore to odwzorowania maja nastepujace wlasnosci:

o Jesliz,y,z € V oraz m(x,y),m(y,z) € V, to m(z,m(y, 2)) = m(m(z,y), 2)
o VeV, m0,z)=x=m(z0)

o VxeVy, m(z,i(z)) =m(i(z),z) =0.

Przyjmuje oznaczenie m(z,y) = x - y.

Niech M bedzie gtadka rozmaitoscia rézniczkowa, a G - lokalna grupa Liego.
Moéwimy, ze G dziata na M jako lokalna grupa transformacji Liego, jezeli na
pewnym otwartym podzbiorze U: {e} x M C U C G x M okreslone jest gtadkie
odwzorowanie ¥ : Y — M spelniajace nastepujace warunki:

e Dla (h,x),(g9,Y(h,x)),(g-h,x) EU.

o Vxe M
Ule,x) = x.

o Jedli (g,2) €U, to (g7, V(g,x)) €U i

(g V(g x) ==

W teorii symetrii réwnan rézniczkowych szczegdlna role odgrywaja jednoparametrowe
grupy transformacji Liego, dla ktorych G = (R, +), badz G = (R, -). Dla uktadow N
rownan rézniczkowych zwyczajnych punktem wyjscia jest przyjecie rozmaitosci M =
RN+1 Na rozmaitosci tej mozna wybraé naturalny uktad wspotrzednych { (2, ¢, ..., ¢V )}
z oznaczeniami zgodnymi z nazwami zmiennych zaleznych (x,q',...,¢") i zmiennej
niezaleznej x uktadu rownan rézniczkowych. W tym uktadzie dziatanie jednoparametrowe;j
grupy transformacji mozna symbolicznie zapisa¢ jako:

T o= @(z,q,....q" ), (1.1)
ga = ga<x7q17-.-7qN76>7 CL:1,...,N- '

Jak zaznaczytem wczesniej, czesto uzytecznym jest rozwazanie infinitezymalnego dzi-
atania danej grupy transformacji:

*2 = x‘—i_ﬁé({ﬂaqla-"a >+ (€2> (1 2)
§J = ¢dHep(z,q",.... ) +0EH), j=1,...,N. '
Jest ono opisane tzw. generatorem:
X—ed Lyl (1.3)
ox oq?

Operowanie generatorem infinitezymalnych transformacji zamiast pelnymi wyrazeni-
ami na lokalne transformacje podyktowane jest tym, ze bardzo czesto generator ma
funkcyjnie prostsza postaé¢. Prostym przyktadem jest grupa SO(2). Ponadto uzycie
generatora dostarcza systematcznych sposobéw poszukiwania symetrii.

Jak wiadomo, rozwigzania rownan roézniczkowych maja naturalne interpretacje ge-
ometryczne w postaci rodzin krzywych badz innych podrozmaitosci R™. Z punktu



1.2. Réwnania dopuszczajace

widzenia teorii symetrii istotnym przelomem bylto nadanie interpretacji geometrycznej
takze samym roéwnaniom rézniczkowym, ktére moga by¢ traktowane jako réwnania
algebraiczne w pewnych abstrakcyjnych przestrzeniach dzetow. W tym celu konieczne
jest zdefiniowanie tzw. n-tego przedtuzenia generatora (1.3). Powstaje ono, gdy rozwazy
sie kontynuacje rozwinieé¢ (1.2) dla kolejnych pochodnych ¢7() dqu p=1,...,n

xP )

@ro= @r+eph(z.qt gt 7, NN +0(H), j=1,...,N,
e 4 ' N y | (1.4)
AN qJ(”)—i—egzﬁ(”)](x,ql,...,ql("),...,q o q ("))+O(62), j=1,...,/N.

W kontekscie réownan rézniczkowych litera n oznaczata bedzie rzad réwnania badz
uktadu rownarn. n-te przedluzenie generatora X definiuje sie, uzywajac (1.4), jako:

.0
J (n)j

8 /] +¢ aqj(n)’
gdzie n jest ustalone, za§ sumowanie nastepuje po wskazniku j = 1,..., V. Wskaznik
p w funkcjach ¢ wyjatkowo nie oznacza rézniczkowania, tylko numeruje kolejne
wspolhrzedne rozszerzonego generatora. Mozna wykazaé [4], ze kolejne wspotrzedne
(1.5) mozna uzyskaé¢ ze wspolrzednych generatora (1.3) za pomoca nastepujacych za-
leznodci:

VX =

(1.5)

. p . . .
6= () e, p=1 (1.6

2. Roéwnania dopuszczajace

Wprowadzenie pojecia przedluzenia generatora pozwala na traktowanie uktadow
rownan roézniczkowych jako réownan okreslajacych pewne hiperpowierzchnie w prze-
strzeniach dzetow M ™ = M x U 1X. .. X Un, w ktérych uktady niezaleznych wspotrzed-
nych tworza ciagi postaci (z,¢', .. qN qlr, . .. gt 7qN(")). W tym uje-
ciu uktad funkeji (0dpow1edn1eJ klasy) (qr, o ,qr ) Jest rozwiagzaniem uktadu rownan
rozniczkowych, jezeli wraz z ciggiem odpowiednich pochodnych definiuje obiekt, ktory
jest podzbiorem hiperpowierzchni zadanej uktadem réwnan rézniczkowych.

Traktowanie uktadow rownan rozniczkowych jako obiektow geometrycznych pozwala
na zdefiniowanie kluczowego dla tejze pracy pojecia symetrii. Méwimy, ze (przedtuzona)
grupa transformacji okreslonych generatorem infinitezymalnym (1.5) jest symetria
Liego (symetria punktowa) uktadu rownan

qul quN

Q%(z,q', ... e . =0 =1,... 1.7
(‘7;’ q Y 7qN7 Y dgj’k ) Y dxk ) Y Qa ) 7N7 ( )
gdzie k numeruje pochodne az do rzedu n, jezeli transformacje grupowe rozwigza-
nia ukladu (1.7) przeksztalcaja w rozwiazania tegoz ukladu. Uzywajac gener-
atora infinitezymalnego, warunek na to, aby grupa transformacji (1.5) byta symetria

uktadu (1.7), mozna zapisa¢ jako [3], [4]:
pr(")XQa(x,ql,...,q/\/,...,ql(k),...,q/\[(k))‘ =0, a=1,....N, (1.8)

rozw.

We wzorach(1.7) i (1.8) przyjatem rézne oznaczenia na pochodne funkcji ¢. Wynika to
z faktu, ze w rownaniach (1.8) pochodne te traktowane sa jako niezalezne wspohrzedne



w abstrakcyjnej przestrzeni dzetow. Uklad (1.8) czastkowych réwnan rézniczkowych
zwany jest ukladem réwnan dopuszczajacych (determining equations) wyjsciowego
uktadu réownan rézniczkowych (1.7). W réwnaniach dopuszczajacych niewiadomymi
funkcjami sa wspotrzedne generatora symetrii X. Dziatanie generatora pr(™X na lewe
strony wyjsciowego uktadu réwnan rézniczkowych powinno odbywac si¢ w przestrzeni
jego rozwiazan, co najczesciej uzyskuje sie przez wstawienie do réwnan dopuszczaja-
cych wyrazeni na najwyzsze pochodne uzyskanych z wyjsciowego uktadu (1.7) - o ile
te pochodne da si¢ odwikta¢ w sposéb jednoznaczny.

W procesie badania symetrii uktadéw réwnan rézniczkowych podstawowa role
odgrywa rozwigzywanie czastkowych rownan dopuszczajacych. Dla uktadéw réwnan
drugiego i wyzszych rzedéw rozwigzywanie to czesto ma usystematyzowany charakter.
Roéwnania rézniczkowe rzedu pierwszego sa najtrudniejsze z punktu widzenia symetrii,
gdyz zwykle nie ma dla nich systematycznych metod rozwiazywania réwnan dopuszcza-

jacych.



Rozdzial 2

Wybrane przyklady symetrii Liego w
rownaniach astrofizyki

W rozdziale tym przedstawie wybrane przyktady symetrii Liego rownan i uktadow
rownan rozniczkowych oraz ich zastosowan w szukaniu rozwiazan. Rozpatrywane beda
nieliniowe réwnania, ktére w roéznych kontekstach pojawiaja sie w astrofizyce, ze
szczegblnym naciskiem na réwnania, ktére nie zostaly uzyskane bezposrednio z za-
sady wariacyjnej. Rozpoczne od przykladow pojedynczych réwnan, dla ktorych ist-
nienie grup symetrii pozwala na obnizenie rzedu i w niektorych przypadkach - na
sprowadzenie rownan do kwadratur. Warto na tym miejscu wspomnie¢, ze badanie
zastosowan symetrii Liego do réwnan fizyki matematycznej jest dynamicznie rozwi-
jajaca sie dziedzina, przyktadowe rezultaty mozna znalezé w obszernym zbiorze prac
N.H. Ibragimova |[6]

2.1. Rownanie w zagadnieniu ugiecia promienia Swietlnego w
metryce Schwarzschilda

W pierwszym prostym przyktadzie (rownanie to moze by¢ rozwiazane bez korzys-
tania z symetrii) rozwazam réwnanie:

y' =~y +3y°. (2.1)
Jego oczywistg symetria, widoczna bez rozwiazywania réwnari dopuszczajacych, jest:
X = 0,. (2.2)

Przyjatem tu oznaczenie ¢* = gy - por. rozdz. 1. Oczywistym niezmiennikiem genera-
tora (2.2) jest t = y, ktory mozemy wybra¢ za nowa zmienng niezalezng. Generator



2.2. Réwnanie Lane-Emdena

translacji (2.2) jest juz w postaci normalnej, zatem jako nowa zmienng zalezng mo-
zemy wybra¢ s = x. W tych nowych zmiennych podyktowanych symetria réwnanie
(2.1) przyjmuje postac:

—s" = ()3 (3t — 1),

co sprowadza je do kwadratur:

S(t) = + !

V228 +C

2.2. R6wnanie Lane-Emdena

Interesujacym przykladem astrofizycznego nieliniowego réwnania rézniczkowego

jest rownanie Lane-Emdena
/

Y
x
pojawiajace sie w politropowych modelach gwiazd newtonowskich. Réwnanie to jest
ciekawe, gdyz ma symetrie skalowania, ktoéra pozwala obnizy¢ jego rzad, ale wprowadze-
nie wspotrzednych normalnych nie sprowadza tego réwnania do kwadratur. Generator
infinitezymalny symetrii przyjmuje nastepujaca postac:

y" +2%>+y* =0, n— indeks politropy, (2.3)

2
X =20, — ——y0, . 2.4
Z " — 1?/ Yy (2.4)
Korzystajac z jego niezmiennika, wspotrzednymi dopasowanymi do symetrii sa:
Y n—1 rdy n-1
t(%?J) = T3 S(yat) = 2 I 1H<y -2 ) = S(y)
T 1 - Y

Wtedy rownanie (2.3) we wspohrzednych ¢ i s przyjmuje postaé
d2

3—m,, Q31N _ Q43—n, 2

(16t°"n — 8t 8t%"n?) (0

d 3
+ (8t3 + 8t°n? 4 48¢*" — 16t*"n — 16t3n) (dts (t))

d 2
+(=36t2n* 4 481> "n + 36t*n — 12t* — 16t> "n? — 32637 4 12n°t?) (dts (t))

d
+(6t — 427" — 2403t + 427 "n — 24tn + 4t2"n? + 60t 4 36tn° — 4n3t2_")as (t)

—1+45n —10n? 4+ 10n® — 5n* +n® = 0,
w ktorej funkcja s(t) nie wystepuje w sposob jawny, co pozwala na obnizenie rzedu.
Uzyskane w ten sposob réwnanie pierwszego rzedu ma jednak zdecydowanie bardziej
skomplikowowana postac.

Pokazuje to, ze samo istnienie grupy symetrii nie zawsze wystarcza do uproszczenia
danego réwnania. Przydatno$é symetrii zwiazana jest z wymiarem algebry Liego odpo-
wiadajacej grupom symetrii oraz z tzw. rozwiazalnoscia tejze algebry. Algebra Liego
jest rozwiazalna 7|, jezeli istnieje taricuch (wzgledem relacji inkluzji) kolejnych po-
dalgebr o coraz to wiekszych wymiarach, z ktérych kazda poprzednia jest ideatem
nastepnej algebry w tancuchu. Laricuch ten powinien zaczynac sie algebra jednowymi-
arowa.



2.3. Réwnanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p =0

2.3. Rownanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p =0

W przypadku rownan rézniczkowych drugiego rzedu korzystna z punktu widzenia
mozliwosci zastosowan symetrii sytuacja jest istnienie dwuparametrowej (lub wielo-
parametrowej) grupy symetrii. Przestrzeri wektorowa generatorow takiej grupy jest
powloka liniowa generatoréw grup jednoparametrowych. W przypadku, gdy algebra
Liego grupy symetrii jest dwuwymiarowa, istotne jest twierdzenie, ktore mowi, ze kazda
dwuwymiarowa algebra Liego jest rozwiazalna [7]. Tymczasem w teorii symetrii row-
nan rézniczkowych rozwiazalnosé¢ danej algebry decyduje o powodzeniu w zastosowaniu
danej grupy symetrii do rozwigzania rownania.

Jako prosty przyklad, rozwazmy réwnanie na czynnik skalujacy w klasycznej kos-
mologii Friedmana-Lemaitre’a—Robertsona-Walkera:

2
y" y' k
25 + (y) + - = 0. (25)

Rownanie to dopuszcza dwuparametrowa grupe symetrii rozpieta przez:
X1 =0,, Xo=20,+y0, . (2.6)
Algebra Liego grupy (2.6) ma nastepujaca postac:
X1, X =Xy . (2.7)

7 powyzszego rownania widacé, iz podalgebra generowana przez X; jest ideatem alge-
bry generowanej przez X; i Xy. W takim przypadku wprowadzajac nowe zmienne w
rownaniu rézniczkowym, dobieramy je tak, aby w tych nowych zmiennych ideat byt w
postaci normalnej: x = s(t),y = t. Wtedy wyjsciowe réwnanie (2.5) mozna przepisaé
jako:

PERIEL L) 28)

co sprowadza je do kwadratur.

2.4. Homologie i quasi-homologie w Newtonowskich
réwnaniach struktury gwiazd

W astrofizyce konstruuje sie modele gwiazd wyrazone w jezyku tzw. rownan struk-
tury, czyli rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu opisujacych podsta-
wowe parametry statycznych gwiazd takie jak: masa, jasnosé, temperatura, sktad
chemiczny oraz cisnienie i gestos¢ materii. Rownania te sa nieliniowe, dlatego w prak-
tyce najczesciej rozwiazywane sa w przyblizony sposéb numeryczny. Nie za kazdym
razem jednak dla danych, zmienionych warunkéw brzegowych konieczne jest pow-
tarzanie procedury rozwigzywania, istniejg bowiem klasy modeli tzw. gwiazd homo-
logicznych, w ramach ktorych jedne rozwiazania mozna uzyskiwaé z drugich za po-
moca odpowiednich transformacji skalowania [8], [9]. W 1977 r. Collins [10], analizujac
rownanie réwnowagi hydrostatycznej i rownanie ciagtosci masy, podat zwiazki ist-
nienia symetrii homologicznych z postaciami réwnan stanu dla materii w gwiazdach
Newtonowskich. Symetrie homologiczne wyrazit w terminologii symetrii Liego. Jednak



petne korzysci wynikajace z zastosowania do gwiazd Newtonowskich aparatu symetrii
Liego widoczne sg dopiero w pracy [1]. Wykazane w niej zostalo bowiem istnienie ogol-
niejszych, tzw. quasi-homologicznych symetrii w szerokiej klasie réwnan stanu. Syme-
trie te nie mogly by¢ wezesniej odkryte na drodze analizy wymiarowej (jak to miato
miejsce z homologiami), gdyz sa bardziej wyrafinowane. Autorzy pracy |[1|, uzywa-
jac znalezionych symetrii quasi-homologicznych, skonstruowali niezmienniki grupowe,
dzieki ktorym mozliwe jest uzyskiwanie nowych rozwiazan - ze znanych rozwiagzan
rownan struktury gwiazd.



Rozdzial 3

Symetrie Liego relatywistycznych rownan
struktury gwiazd z promienistym
transportem energii

3.1. Motywacja

Istnienie gwiazd homologicznych i quasi-homologicznych w przypadku Newtonow-
skim sugeruje naturalne pytanie o analogiczne rodziny gwiazd w przypadku relaty-
wistycznym. W 1977 r. Collins przeanalizowat pod katem symetrii Liego uktad ztozony
z réwnania TOV i réwnania ciaglosci masy. Odkryt, ze ukitad ten dopuszcza grupe
transformacji homologicznych jako symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie stanu
jest postaci p = (7 —1)p. Pozwolilo to na znalezienie wspolrzednych, w ktorych rozpa-
trywany uktad rownan ma posta¢ autonomiczng oraz na wykreslenie diagramu przed-
stawiajacego nature rozwiazan ogoélnych.

W rozdziale tym rozwazam peten uktad rownan struktury relatywistycznych gwiazd.
Mimo ze jest on silnie nieliniowy, udato si¢ znalez¢ jego grupe symetrii i sformutowaé
twierdzenia dotyczace przestrzeni rozwigzan.

3.2. Relatywistyczne gwiazdy z promienistym transportem
energii

7 ogolnej teorii wzglednosci wiadomo, iz nierotujace i bedace w rownowadze gwiazdy
s sferycznie symetryczne. Metryke czasoprzestrzeni opisujacej takie konfiguracje mo-
zemy zapisa¢ jako:

ds* = *dt? — (1 — 2m/r) " dr? — r*(d6? + sin®0d¢?), (3.1)
gdzie funkcje ®(r) i m(r) precyzuja geometrie czasoprzestrzeni. Réwnania struktury

gwiazd relatywistycznych analizowane sa szeroko w pracy K. Thorne [11]. W przy-
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3.2. Relatywistyczne gwiazdy z promienistym transportem energii

padku promienistym przybieraja one nastepujaca posta¢ (w jednostkach zgeometry-
zowanych):

dN
e 4mr?(1 — 2m/r)~?n, rownanie na liczbe barionow (3.2)
r
d
d—T = 4nr?p, réownanie ciaglosci masy (3.3)
d — 473
dip = (p —H() ) (m;— )mﬁ p)7 rownanie TOV réwnowagi hydrostatycznej,
r r(r —2m
(3.4)
do 43
— = w, rownanie zrodtowe na @ (3.5)
dr r(r —2m)
oraz
dLe® Arr?ne®® ) o  termi ) (3.6)
= ————— ¢, rownanie rownowagi termicznej :
dr (1 —2m/r)l/?
dTe® 3 rkpLe® 2m17z . ..
S v e { — r} , réwnanie transportu energii.
(3.7)

p oznacza tu gesto$¢ catkowitej masy-energii (masy-energii spoczynkowej + energii
wewnetrznej), n oznacza liczbowa gestosé barionéw - mierzone w uktadzie wspol-
poruszajacym sie z materia. o to stata Stefana Boltzmanna. Uklad (3.2)—(3.7) powinien
by¢ uzupeliony przez podanie rownan mikroskopowych, ktore zaktadam w nastepu-
jacej ogodlnej postaci:
e rOwnania stanu

p:p(an)’ p:p(an)v (38)

e relacja nieprzezroczystosci oraz rownanie generacji energii termojadrowej w gwiezdzie
K= /{(n7T)7 q = q(n7 T) (39)

W powyzszym uktadzie réwnan pominiete zostaty zaleznosci funkcyjne od sktadu
chemicznego materii tworzacej gwiazde. Zasadno$é takiego podejscia dyskutowana
bedzie w rozdziale ostatnim poswieconym uniwersalnosci znalezionych symetrii, w
ktorym podjety zostanie temat wplywu sktadu chemicznego gwiazdy na istnienie grup
symetrii Liego. Po tych istotnych zalozeniach, moge przepisa¢ réwnanie TOV (3.4) w
nastepujacej - wygodniejszej dla dalszych analiz - postaci:
dp  dpdn 9p dT  —(p+p)(m+ 4nr’p)

dfri%deraTdri r(r —2m)

(3.10)

Wtedy do poszukiwan symetrii Liego wybieram uktad réwnan (3.3), (3.5)—(3.10) na
nieznane funkcje m,n, T, ®, L zmiennej r. Réwnanie (3.2) na catkowitg liczbe barionow
wewnatrz obszaru opisanego promieniem r moge bez straty ogélnosci pomingé¢, gdyz
funkcje N (r) mozna uzyskaé¢ przez bezposrednie scatkowanie wyrazenia zawierajacego
funkcje n(r).

12



3.3. Quasi-homologiczne symetrie

3.3. Quasi-homologiczne symetrie

Zgodnie z tym, co zostato przedstawione w rozdziale 1., poszukiwanie symetrii
Liego polega na rozwiazywaniu uktadu czastkowych réwnan dopuszczajacych (1.8). W
przypadku rownan struktury gwiazd (3.3), (3.5)-(3.10) niewiadomymi wspohrzednymi
generatora symetrii sa funkcje &(r,m,n,T,®, L), ¢*(r,m,n, T,®, L), k = 1,...,5.
Poniewaz badany uktad jest rzedu pierwszego, nie istnieje ogélny schemat rozwiazy-
wania jego rownan okreslajacych. Skuteczna droga okazato sie zawezenie poszukiwan
symetrii wérod transformacji quasi-homologicznych. Wieloparametrowa grupa trans-
formacji jest nazywana quasi-homologiczna [1], jesli & = £(r), ¢* = ¢*(¢*) (brak
sumowania po k). Tak wiec jej generator przyjmuje postac

X =€) 2 4 6} ) o 20) 2+ (L) o+ (@) + (L)

(3.11)

Wykorzystujac (3.11) jako ansatz na generator, mozna znalez¢ wzor ogdlny na jego
pierwsze przedtuzenie (korzystajac z (1.6) dla n = 1) oraz wypisa¢ jawnie rownania
dopuszczajace (1.8). Ze wzgledu jednak na wysoki poziom rozbudowania uzyskanych
wyrazen, uzytem w tym celu programu Mathematica oraz dodatkowego pakietu YaLie
[12]. Pakiet ten byl uzyteczny do uzyskiwania rownan dopuszczajacych (co jest czyn-
noscia algorytmiczna), jednakze — mimo ograniczenia sie do transformacji quasi-ho-
mologicznych — rozwigzanie rownan dopuszczajacych wymagato wieloetapowej pracy.
Do niniejszej pracy zataczytem pliki komputerowe zawierajace poszczegdlne kroki.
Warto podkresli¢, ze moim celem nie bylo znalezienie jakiejkolwiek pojedynczej grupy
symetrii, lecz znalezienie najogoélniejszych grup symetrii Liego w klasie transformacji
quasi-homologicznych.

Rzutowato to na wybrang przeze mnie metodologie rozwiazywania réwnan do-
puszczajacych, ktora byla nastepujaca. Wpierw poszukiwalem réwnania dopuszcza-
jacego, ktore dawaloby jakie$ jednoznaczne ograniczenie na posta¢ funkcyjna jednej
ze wspoltrzednych generatora. Nastepnie po zaktualizowaniu wszystkich pozostatych
rownan dopuszczajacych, szukatem kolejnych warunkéow na postaé¢ funkcyjna tej i po-
zostatych wspotrzednych. Proces ten powtarzatem wieloetapowo, rozwiazujac napotkane
po drodze rownania rézniczkowe. W koncowym etapie okazato sie, ze uktad réwnan
dopuszczajacych ma niezerowe rozwiazanie ogélne pozostajace w Scisle okreslonych
relacjach funkcyjnych z funkcjami mikroskopowymi wyjsciowego uktadu réwnan roz-
niczkowych struktury gwiazd.

Jako rezultat moge wiec sformutowaé¢ nastepujgce twierdzenie. W klasie
quasi-homologicznych symetrii jedyna wieloparametrowa grupa symetrii (punktowych)
Liego uktadu (3.3), (3.5)—(3.10) jest grupa zadana nastepujacym generatorem

X:arg+ami+¢2(n)g+cTi+dL 0

or om on oT oL’ (3.12)

gdzie a, ¢, d sa statymi, za$ ¢*(n) jest dowolng gladka funkcja. Mikroskopowe funkcje
zgodne z istnieniem symetrii przybierajg postac:
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3.4. Niezmienniki grupowe i generowanie nowych rozwiazan

o gdyc#0
p(n,T) =T72f (":% + iln;; , (3.13)
p(n, T) =T %g (ﬂ:gbf(% + iln;; , (3.14)
(0, T) = exp L/n (8a + ;C(;)d)d”/: . (exp —nnquz) 7)., (3.15)
(3.16)
o gdyc=0
p(n, T) = exp L/n (;32‘})”/ F(T), (3.17)
(0. T) = exp L/ e, (3.18)
k(n, T) = exp L/n W (D), (3.19)
g(n, T) = exp L/n (=3an’ +an2; o ,fQ(”/))d"/ 1,(T), (3.20)

gdzie f,g, f«, fy sa dowolnymi gladkimi funkcjami.

Zastosowanie powyzszego rezultatu do ustalenia konkretnej grupy symetrii w as-
trofizycznym kontekscie moze by¢ nastepujace. W astrofizyce konstruuje sie modele
mikroskopowych zjawisk fizycznych zachodzacych w relatywistycznych gwiazdach. Z
tych modeli jako rezultat otrzymuje sie rownania stanu oraz konkretne funkcyjne posta-
cie zaleznosci mikroskopowych (3.9) (pomijam na razie zaleznosé od sktadu chemicznego
gwiazd). Mozna wiec w danym przypadku sprawdzi¢, czy zaleznosci te naleza do
rodziny funkeji (3.13)—(3.16) badz (3.17)—(3.20). Pozwala to wyspecyfikowaé funkcje
$*(n) i niektore ze stalych a, ¢, d. To z kolei za posrednictwem réwnania (3.12) okresla
szukana grupe symetrii.

3.4. Niezmienniki grupowe i generowanie nowych rozwigzan

Dla grupy symetrii rownan struktury gwiazd generowanej przez (3.12) istnieja
maksymalnie cztery funkcyjnie niezalezne niezmienniki Cj, czyli funkcje, dla ktorych

XCi(r,m,n,T,L) =0, i=1,...,4.
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Niezmienniki te sg rozwigzaniami rownan:

g dm dn dT dL

=T AL

ar am  ¢%(n)
W jawnej formie przybieraja postac:

Cy = m/r,

n

dn’
J e’

Cy = mexp [—a

Todn' |
03 = T exXp | —¢C W s
L no a
_ " 4 -
04 = L exp | — W
L no n

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

Aby sformutowaé¢ twierdzenie dotyczace generowania nowych rozwigzan relaty-
wistycznych rownan struktury gwiazd, uzyje skonczonych transformacji grupowych,

ktore sa rozwigzaniami ponizszego uktadu réwnan:

dr dm dn
C=af, T=am, = 6(),

de de

ar_ 7 L4
de

z warunkiem poczatkowym
7(0) =7, m(0)=m, n(0)=n, T(0)=T, L()=L.
Rezultatem jest nastepujace twierdzenie: jesli

m = fi(n), T = fa(n), L= f3(n)

jest rozwigzaniem relatywistycznych rownan struktury gwiazd, to rowniez

m = fi(F7(C+ F(n)))exp(—aC),
T = f(F7H(C+ F(n)))exp(—cC),
L = [3(F7'(C+ F(n)))exp(—dC),

jest rozwigzaniem, gdzie

d
F(n)= ¢2(7;), C >0 jest dowolng stala.

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Powyzsze twierdzenie pozwala na generowanie nowych rozwiagzan przy uzyciu znanych
rozwigzan rownan struktury gwiazd. W astrofizyce jako znane rozwigzania mozna
przyjmowac np. przyblizone generowane w sposoéb numeryczny. Istnienie quasi-homo-
logicznych rodzin gwiazd moze wiec pozwoli¢ na zaoszczedzenie mocy obliczeniowej

komputerow.



Rozdzial 4

Symetrie Liego relatywistycznych réwnan
struktury gwiazd z konwektywnym
transportem energii

4.1. Relatywistyczne gwiazdy z konwektywnym transportem
energii

Dla obszarow gwiazd, w ktorych dominujacym mechanizmem transportu energii
jest konwekcja, zmienia sie rownanie rézniczkowe zawierajace gradient temperatury.
Funkcja temperatury wystepuje w pozostatych rownaniach struktury gwiazd, natural-
nym wiec jest pytanie, jaki wplyw ma ta zmiana na istnienie symetrii Liego calego
uktadu réwnan. Badany uktad jest nastepujacej postaci [11]:

(31];7 = 4rr?(1 — 2m/r)”Y?n, rownanie na liczbe barionow (4.1)
(Z:L = 4mr?p, réownanie cigglosci masy (4.2)
31; = —(p J:"](? @12;4)17”3]3), rownanie TOV rownowagi hydrostatycznej,
(4.3)
(ili) = m, réwnanie zrodlowe na ® (4.4)
dLe*?® Arrine®® i . ) . .

T = W ¢, rownanie rownowagi termiczne;j (4.5)

dT Iy —1Tdp . ) .

O = T, 55, rownanie transportu energil.
(4.6)
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4.2. Quasi-homologiczne symetrie

Tak jak w przypadku promienistym, powyzyszy uktad powinien by¢ uzupetniony przez
podanie funkcji mikroskopowych (3.8), (3.9). Ponadto do badania symetrii uzywam
rownania TOV w przeksztatconej postaci (3.10), w ktorej dodatkowo za gradient tem-
peratury przyjmuje prawa strone rownania (4.6).

4.2. Quasi-homologiczne symetrie

Podobnie jak w przypadku promienistym, symetrii rownan struktury poszukiwatem
w klasie transformacji quasi-homologicznych, stosujac analogiczng procedure wieloeta-
powego rozwiazywania rownan dopuszczajacych. Okazato sie, ze konwektywny uktad
rownan dopuszcza taka sama wieloparametrowa grupe symetrii (3.12) dla tych samych
rodzin réwnan stanu (3.13)—(3.20). Bylo to dla mnie zaskoczeniem, gdyz z matematy-
cznego punktu widzenia badane uklady réwnan réznia sie. Zmiana réwnania trans-
portu energii pociagga za soba modyfikacje réwnania TOV w przeksztalconej postaci
(3.10), gdyz zawiera ono gradient temperatury. Ponadto funkcja temperatury wys-
tepuje w postaci uwiktanej w pozostatych réwnaniach. O ile kto§ moégtby oczekiwad, ze
gwiazdy z promienistym i z konwektywnym transportem energii maja te same symetrie
rownan, jednak nietrywialnym rezultatem jest to, ze symetrie te w obu przypadkach
wymuszaja istnienie tych samych rodzin funkcji mikroskopowych. Rezultat ten bedzie
jeszcze dyskutowany w rozdziale ostatnim.

4.3. Przyklady zastosowania symetrii

Zmalezione przeze mnie symetrie moga mie¢ zastosowanie do obnizenia liczby row-
nan struktury gwiazd badz do sprowadzenia ich do postaci autonomicznej. Przedstawie
teraz przyktadowy sposéb postepowania w tym drugim przypadku.

Zalozmy, ze gesto$¢ masy-energii p moze by¢ roztozona na sume gestosci masy-energii
spoczynkowej oraz gestosci energii wewnetrznej w nastepujacy sposob:

p = fpn +e, (4.7)

gdzie pp jest rednia masa spoczynkowa barionéw. Z rownan (3.17) i (3.18) wynika,
ze wtedy ¢?(n) = —2an. Symetrie homologiczne istnieja w tym przypadku np. dla
funkcji mikroskopowych: p = n - f(T), p = n - g(T), ¢ = n*/?h(T). Dwuparametrowa
grupa symetrii generowana jest przez:

0 0 0
0
X, = L. (4.9)

Jak tatwo mozna sie przekonac¢, algebra Liego tejze grupy symetrii jest abelowa.
Okazuje sie, ze abelowos¢ algebr Liego znalezionych przeze mnie grup jest ich wtasnos-
cig generyczna. Jest to konsekwencja quasi-homologicznej postaci generatora (3.12).
Poniewaz rozwazana algebra jest abelowa, do redukcji rozwazanego uktadu réwnan réz-
niczkowych moge a priori uzy¢ dowolnego z powyzszych dwoch generatoréw. Wybier-
ajac generator (4.8), kolejnym krokiem jest uzycie jego dwoch niezmiennikow C = ™,
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4.3. Przyktady zastosowania symetrii

Cy = nr? do sprowadzenia go do postaci normalnej X; = 8%. W zastosowaniu do
uktadu réwnan struktury gwiazd, odpowiada to poszukiwanej zamianie zmiennych

m 9
r=Inr, y=—, z=mnr",
r

ktora sprowadza rozwazany uktad do postaci autonomiczne;j.

o drz - f =y,

dx

dz 2y dme(f +9)(f = Ty f)

dz (2y —1)f? ’

d®  y+dmzf

de — 1-2y°

dL Ly +dnz-f) N 47232k

dz 1—2y V1=2y’

dT Ty(y +4rz- f)(f +9)

o = - =T , (4.10)

gdzie funkcje f i g s brane w argumencie 7.

7 astrofizycznego punktu widzenia bardzo istotnym jest istnienie rodzin gwiazd
homologicznych w rozpatrywanym w tej pracy przypadku relatywistycznym réwnan
struktury. Pozwala ono na generowanie nowych rozwiazan z rozwigzan usyskanych
metodami numerycznymi. Przedstawie ponizej przyklad wykorzystania symetrii do
generowania nowych rozwigzan.

Zatozmy, ze funkcja opisujaca tempo generacji energii termojadrowej w gwiezdzie
ma posta¢ ¢ = C(X)n?f,(T), gdzie f,(T) jest pewna funkcja temperatury. Z taka
zaleznoscia mamy do czynienia np. podczas spalania helu (3a) w gwiezdzie. Wtedy
tempo generacji energii mozna w sposob przyblizony sparametryzowaé jako [13]:

Q30 =~ 3+ 101 X3 2T 361857 l:rgg] : (4.11)
gdzie ps oznacza gestosé masy spoczynkowej, ktora zaktadamy jako proporcjonalna do
gestosci barionowej n. Przyjmijmy ponadto, ze gesto$é catkowitej masy-energii separuje
si¢ zgodnie z rownaniem (4.7). Znajdujac przyjete funkcje mikroskopowe w teoretycznej
rodzinie funkcji (3.17)-(3.20) zgodnych z istnieniem symetrii, otrzymuje nastepujaca
postaé generatora symetrii:

0 0 0 0
Xi=r——+m—-—2n— —3L—. 4.12
o T Tam Ton TTOL (4.12)
Generator ten ma trzy funkcyjnie niezalezne niezmienniki, ktére mozna przyjaé¢ jako
nowe zmienne zalezne. Wtedy zamiana zmiennych

m

r=Inr, y=nr’ z=rlL3 v=—

r
sprowadza konwektywny uktad réwnan struktury gwiazd do postaci autonomicznej,
w ktorej symetrie (4.12) staja sie translacjami w zmiennej xz. Uzywajac niezmien-
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4.3. Przyktady zastosowania symetrii

nir

Lo

e

06 -
J"-o

Dg B L
L " =
1 1
20 25

Rysunek 4.1. Generowanie nowych rozwiagzan dla funkcji masy m(r). Linia ciagta obrazuje
homologiczne

przykladowe rozwiazanie bazowe, a linia przerywana - wygenerowane z niego rozwigzania

L.
L
==

Rysunek 4.2. Generowanie nowych rozwiazan dla funkcji gestosci barionowej n(r). Linia
ciggla obrazuje przykladowe rozwigzanie bazowe, a linia przerywana - wygenerowane z niego
rozwiazania homologiczne
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nikéw y, z,1v, mozna latwo znalezé transformacje homologiczne, ktore nie zmieniaja
przestrzeni rozwiazan ukltadu (4.2)-(4.6). Transformacje te moga stuzy¢ do generowania
nowych rozwiazan, bowiem

m(r) C~tm(Cr)
n(r) C?n(Cr)
jesli T(r) jest rozwigzaniem, to T(Cr) tez jest rozwigzaniem,
d(r) O(Cr)
L(r) C3L(Cr)

(4.13)
gdzie C' jest dowolng stala rézna od zera. Generowanie nowych rozwigzan mozna
oczywidcie przeprowadzac, biorgc jako rozwigzanie bazowe np. przyblizone rozwigzanie
uzyskane droga numeryczna. Rysunki (4.1) i (4.2) obrazuja graficznie procedure gene-
rowania rozwiazan przy uzyciu transformacji symetrii (4.13).

Wato na tym miejscu zaznaczyé¢, ze w astrofizyce w niektorych szczegdlnych przy-
padkach funkcji mikroskopowych przeprowadzana byla analiza symetrii skalowania.
Przyktadem jest analiza wykonana dla politropowych réownan stanu, ktéra prowadzi
do rownan rozniczkowych typu Lane-Emdena - por. np. [14], [15]. Tymczasem w
mojej pracy uzyskatem ogoélniejsze wyniki dostarczajace systematycznego narzedzia
stuzacego do sprawdzania istnienia symetrii w réznych klasach funkcji mikroskopo-
wych.



Rozdzial 5

Symetrie Liego Newtonowskich sferycznie
symetrycznych konfiguracji ptynu z
predkosciami skierowanymi radialnie

Mimo iz zasadnicza czes¢ tej pracy dotyczy réwnan relatywistycznych, to jednak w
rozdziale tym chce przedstawi¢ jeden hydrodynamiczny rezultat Newtonowski, ktory
moze by¢ pomocny w nadaniu wlasciwej interpretacji wynikom dotyczgcym relaty-
wistycznych gwiazd.

5.1. Réwnania opisujace samograwitujace ptyny Newtonowskie

Chce rozwazy¢ podstawowe prawa, ktore odpowiedzialne sa za dynamike Newtonows-
kich gwiazd, ktore maja radialny stopien swobody - moga sie np. rozszerzaé¢ czy kur-
czy¢. Prawa te wyrazone sa w rownaniu zrodlowym na potencjal grawitacyjny (row-
naniu Poissona) oraz w réwnaniach hydrodynamiki:

V2® = 47Gp, réwnanie Poissona, (5.1)

0
875 +Vo(pv) = 0, rownanie ciggltosci, (5.2)

0
p (875 +vo V) v = —Vp—pV®P, roéwnanie ruchu plynu, (5.3)

gdzie v jest predkoscia elementu ptynu, a ¢ oznacza potencjal grawitacyjny. W przy-
padku sferycznie symetrycznym oraz gdy zatozymy, ze pole predkosci elementéow plynu
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5.2. Symetrie

ma nieznikajaca tylko sktadowa radialna, réwnania te we wspotrzednych sferycznych
przybieraja nastepujaca postac:

10%(r®)
e A Gp, (5.4)
dp 2 dpv)
80 v Od(p(p) 0P
o TP T e Par (5.6)

w ktorej szukanymi funkcjami sa ®(r, t), v(r, t), p(r, t). Ponadto powyzszy uktad powinien
by¢ uzupeliony o réwnanie stanu, ktore zakladam postaci p = p(p). Patrzac na row-
nanie (5.4), wygodnie jest wprowadzi¢ w powyzszym ukladzie nowa zmienna f = r®

5.2. Symetrie

Interesujace jest zbadanie, czy i pod jakimi warunkami uktad rownan (5.4)—(5.6)
dopuszcza istnienie symetrii Liego. Jako ansatz na generator symetrii przyjme genera-
tor quasi-homologii, ktore sg jednak quasi-homologiami w innej przestrzeni zmiennych
niz to mialo miejsce w przypadku réwnan struktury gwiazd:

X =005 + €05+ )5 + F0g + ey (5D

Po rozwiazaniu odpowiednich réwnari dopuszczajacych przy zastosowaniu proce-
dury podobnej jak w przypadku relatywistycznych rownan struktury gwiazd, otrzy-
matem rezultat moéwiacy, ze w klasie quasi-homologii jedynymi punktowymi symetri-
ami badanego uktadu sg symetrie homologiczne generowane przez:

9] 0 0
X=ar—+(a—0bit= +2bfaf+bv—v—apap (5.8)

gdzie a i b sa dowolnymi statymi. Ponadto jedynym réwnaniem stanu, dla ktoérego
istnieja homologie, jest rownanie politropowe postaci:

1_2b
p(p) = pl_igw C' = const (5.9)
a
pod warunkiem, ze a # 0 oraz a # 2b.

Warto nadmienié, iz analogiczny rezultat otrzymal Collins [10], analizujac New-
tonowskie rownania struktury gwiazd statycznych. Rownania te rowniez wyrdznialy
rownanie politropowe. Takie wyrdznienia sa przyktadami potwierdzajacymi poglad z
filozofii nauki 16| gtoszacy, iz niektore makroskopowe prawa fizyczne za posrednictwem
symetrii rownarn rézniczkowych, w ktorych jezyku sa wyrazone, dostarczaja informacji
o fizyce mikroskopowej, ktora w standardowym ujeciu jest implementowana do tych
rownan z zewnatrz. W astrofizyce jest to szczegélnie istotne, gdyz dla gwiazd prawa
fizyki mikroskopowej wyrazane w réwnaniach stanu nie sa bezposrednia obserwabla.
Ponadto istnieje wiele modeli materii gwiezdnej prowadzacych do odmiennych réwnan
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stanu - nawet w obrebie danych typow gwiazd (zwlaszcza dla gwiazd neutronowych).
Zwiazek symetrii z prawami mikroskopowymi bedzie jeszcze dyskutowany w rozdziale
6.

Rozwiazujac réwnania dopuszczajace dla uktadu réwnan rozpatrywanego w tym
rozdziale, napotkatem bardzo ciekawa i pozadana wlasnos¢ tamania symetrii rozwigzan
przez fale uderzeniowe. Ot6z rownania dopuszczajace sa wyrazeniami zawierajacymi
w wielu miejscach utamki, w mianownikach ktérych powtarza sie wyrazenie postaci
v? — p'(p). Wynika z tego, ze dla rozwiazai osiagajacych predkosé¢ dzwicku w danym
osrodku v = /p/(p) symetrie sa tamane. Bez rozwiazywania wiec rownan hydrody-
namicznych, mechanizm symetrii ,odkrywa” wlasno$é¢ rozwigzan, jaka jest istnienie fal
uderzeniowych i ich zwiazek z fizyka mikroskopowa. Oczywiscie moim celem nie jest tu
ponowne odkrycie istnienia fal uderzeniowych, lecz wskazanie, ze symetrie rownan sa
nie tylko wyrazem elegancji matematycznej, lecz moga by¢ narzedziem poznawczym
wydobywajacym pewne cechy fizyczne rozwiazan.



Rozdzial 6

Uniwersalno$¢ symetrii Liego ro6wnan
struktury gwiazd

6.1. Wplyw uwzglednienia zaleznosci od skltadu chemicznego
gwiazdy na istnienie symetrii

Rozwazajac w rozdziatach 3 i 4 uktady relatywistycznych réwnan struktury gwiazd,
pominalem zaleznos¢ pojawiajacych sie w tych uktadach funkcji od abundancji pier-
wiastkow chemicznych. Podejscie takie bylo dogodne na etapie poszukiwari symetrii
Liego, natomiast z astrofizyki wiadomo, ze wtasnosci fizyczne gwiazd zaleza silnie
od sktadu chemicznego materii na danym etapie ich ewolucji. Dlatego konieczne jest
sprawdzenie, czy wprowadzenie abundancji do réwnan struktury nie zniszczy istnienia
symetrii.

W tym celu zaktadam nastepujace uogoélnienie réwnan mikroskopowych:

dZ; .

T - fit), i=1,... k. (6.
Modyfikujac w powyzszy sposob zaleznosci funkcyjne w relatywistycznych uktadach
rownan struktury oraz uzupelniajac te uktady o ogélne rownania (6.5) opisujace tempo
zmian abundancji, przystapitem do analizy symetrii Liego (osobno dla przypadku
promienistego i konwektywnego). Symetrii poszukiwatem w przestrzeni rozszerzonej
0 zmienne oznaczajadce abundancje:

p = pnT,Zy,.... Z%) (6.1)
p = pn,T,Zy, ..., Z) (6.2)
q = Q(n7T>Zla'“7Zk) (6 3)
k = kn,T,Zy,..., Z) (6.4)

5)

X =€) 5+ 6/ (n) 4 ) 4 D) 4610 4 L)+
(6.6)



6.2. Rola symetrii w réwnaniach opisujacych obiekty astrofizyczne

gdzie sumowanie nastepuje w zakresie indeksu ¢ = 1,..., k. Podczas rozwiazywania
rownan dopuszczajacych okazalo sie, ze w zmiennych r,m,n, T, ®, L prowadza one do
warunkow dajacych te same symetrie (3.12), co dla uktadéw réwnan struktury nie
zawierajacych abundancji. Tak wiec dodanie zalezno$ci od abundancji nie zniszczyto
grup symetrii, lecz sprawilo, ze sa one podgrupami ogélniejszych grup generowanych
przez

- 0 0 2 0 9 9 S5+i(r7. 9

(6.7)

przy czym funkcje ¢°(Z;) zaleza wyltacznie od postaci funkeji f;(t) wystepujacych w
(6.5), odzwierciedlajac ewentualne symetrie rownan opisujacych zmiany abundancji.

Bardzo istotnym faktem jest, iz istnienie symetrii (6.7) prowadzi do bardzo podob-
nych warunkéw na funkcje mikroskopowe jak w przypadku bez uwzglednienia abun-
dancji. Bowiem funkcje mikroskopowe zgodne z grupa symetrii (6.7) roznig sie od
(3.13)—(3.16) i (3.17)—(3.20) tylko tym, Ze sa domnozone przez funkcje zawierajace
wylacznie abundancje. Przyktadowo réwnanie (3.17) w przypadku z abundancjami
przechodzi w

n

p(n, T, Zy, ..., Zy) = A(Zy, ..., Zy)exp [/(—2a)dn’ f(T) (6.8)

¢*(n')

]

Uwazam, ze powyzszy rezultat jest kolejnym przyktadem na uniwersalnosé symetrii
Liego w relatywistycznych réwnaniach struktury gwiazd. Gdyby bowiem réwnania te
w przypadku z abundancjami dopuszczaly quasi-homologiczne grupy symetrii (6.7)
dla catkowicie innych rodzin funkcji mikroskopowych, sugerowatoby to, ze funkcje
mikroskopowe stwarzaja w réwnaniach struktury gwiazd ,furtke” do wprowadzenia ar-
bitralnych symetrii. Tymczasem wyniki tejze pracy rozmijaja sie z takim podejsciem.
Warto tez zaznaczyé¢, ze na wstepnym etapie pracy poszukiwalem réwniez symetrii
innych niz quasi-homologiczne. Rezultat negatywny tych poszukiwan wskazuje, ze —
mimo wystepowania dowolnych (z matematycznego punktu widzenia) funkcji w rowna-
niach struktury— istnienie symetrii quasi-homologicznych jest faktem nietrywialnym.

6.2. Rola symetrii w ré6wnaniach opisujacych obiekty
astrofizyczne

W 1977 r. Collins napisal prace [16], w ktorej wskazywal na ,podswiadoma” role,
jaka matematyka moze pelni¢ w opisie fizycznych uktadéw. Powolujac sie na rézne
przyktady , zwrocit uwage, ze prawa fizyki grawitacyjnej za posrednictwem struktur
matematycznych moga dawaé¢ pewne ,sugestie” dotyczace fizyki mikroskopowej danego
uktadu. Wskazal w szczegolnosci, powolujac sie na druga prace [10], iz Newtonowskie
rownania struktury gwiazd za posrednictwem symetrii Liego preferujg politropowe
rOwnanie stanu, gdyz dla tego rownania stanu istnieja rodziny gwiazd homologicznych.
W przypadku relatywistycznym Collins, bazujac na swoich rezultatach dla uktadu
ztozonego z rownania cigglosci i rownania TOV, wskazal jako preferowane réwnanie
stanu p = (y — 1)p. Poniewaz w mojej pracy analizowalem pelne uklady rownan
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6.2. Rola symetrii w réwnaniach opisujacych obiekty astrofizyczne

struktury relatywistycznych gwiazd, chce w tej koncowej czesci odniesé interpretacje
moich wynikéw do pogladow filozoficznych Collinsa.

W wyniku przeanalizowania pod katem symetrii petlnych relatywistycznych uktadow
rownan otrzymatem zgodne z nimi nieskoriczenie-parametrowe rodziny funkcji mikro-
skopowych. Tak wiec symetrie pelnych ukladow zostawiaja dla fizyki mikroskopowej
znacznie wiekszy obszar niz w przypadku, ktory rozwazal Collins. Pozostaje to w
zgodzie z osiggnieciami wspolczesnej astrofizyki relatywistycznej, w ramach ktorej
rozwazane sa gwiazdy o catkiem odmiennych réwnaniach stanu. Naturalne jest wiec,
ze matematyka - w swej ,,pod§wiadome;j” roli - w ogélnym przypadku jako jedynego nie
wskazuje rownania stanu p = (y—1)p. Warto jednak zaznaczy¢, ze Collins opieral swoje
argumenty na réwnaniach wywodzacych sie wytacznie z teorii grawitacji, tymczasem
peten uktad réwnan struktury gwiazd zawiera funkcje zdefiniowane na gruncie termo-
dynamiki i konstrukcje opierajace si¢ na fizyce mikroskopowej. Fizyka mikroskopowa w
tym przypadku nie odgrywa wiec tak zewnetrznej roli jak to miato miejsce w przypadku
rownan grawitacyjnych.

Chciatbym na koniec przedstawié¢ jeszcze jedna obserwacje, ktéra poczynitem, roz-
wiazujac rownania dopuszczajace dla rownan struktury gwiazd. Ot6z na jednym z
etapow, po znalezieniu postaci funkcyjnych dwoéch wspotrzednych generatora symetrii,
szukajac w uktadzie rownan dopuszczajacych warunkow na kolejne funkcje, natrafitem
na dwa nastepujace rownania na funkcje odpowiednio p i p:

2ap(n,T) + ¢*(T)0rp(n, T) + ¢*(n)0pp(n, T) = 0,

2.p(n. T) + *(T)rp(n. T) + (m)0up(n. T) = 0. (6.9)

7, matematycznego punktu widzenia réwnania te sa identyczne — réznia sie jedynie
nazwami zmiennych zaleznych. Jest to bardzo ciekawe z fizycznego punktu widzenia,
gdyz matematycznie w uktadzie rownari rézniczkowych cisnienie i gestos¢ pelni role
dwoch niezaleznych funkeji, podobnie jak ¢ i k. Tymczasem mechanizm symetrii za
posrednictwem rownan (6.9) ,sugeruje” powiazanie pomiedzy pi p. W astrofizyce znane
sa sytuacje, kiedy cisnienie zwigzane jest bezposrednio z gestoscia energii, dlatego
moge powyzszy przyktad uznaé¢ za kolejny argument na rzecz tezy o ,pod$wiadome;j”
roli matematyki w uktadach fizycznych.
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