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Wstęp

Istnienie symetrii jest powszechnie wykorzystywane w rozwiązywaniu wielu zagad-
nień fizycznych. W standardowym podejściu, gdy teorie i modele fizyczne formułowane
są w języku Lagrangeowskim bądź Hamiltonowskim, grupy symetrii pociągają za sobą
istnienie praw zachowania, które ułatwiają rozwiązywanie równań dynamicznych. Is-
totne jest, iż często przestrzeniom symetrii można w naturalny sposób nadać strukturę
grup Liego, a w wielu przypadkach - strukturę tzw. lokalnych grup Liego transformacji.
Grupy Liego symetrii są użytecznym narzędziem np. w ogólnej teorii względności, nato-
miast lokalne grupy transformacji będące symetriami pozwalają na zdefiniowanie np.
w mechanice klasycznej i kwantowej pojęć tak fundamentalnych jak energia czy pęd.
Mimo że podstawowe struktury matematyczne odpowiedzialne za dynamikę znacznie
różnią się w mechanice klasycznej i kwantowej, to związek symetrii z całkami ruchu
zbudowany jest na bazie tej samej struktury matematycznej. Ponadto w mechanice
kwantowej jawnie uwidacznia się nieprzemienność niektórych symetrii, która nie jest
konsekwencją kwantyzacji, lecz fundamentalną własnością grup symetrii. Grupom tym
w naturalny sposób można nadać strukturę algebr Liego, czego przykładem jest algebra
momentu pędu generującego symetrie obrotowe. Algebry te są dobrze zdefiniowane w
oderwaniu od jakiejkolwiek dynamiki. Zatem naturalne jest pytanie o ich zastosowanie
poza obszarem mechaniki kwantowej czy teorii pola. Mało znanym faktem jest, że
Sophus Lie opracował teorię grup i algebr Liego przy okazji badań nad nieliniowymi
równaniami różniczkowymi. Opracował metody wykorzystywania grup symetrii do up-
raszczania tychże równań, w szczególności do obniżania ich rzędu bądź sprowadzania
do kwadratur. Fizykom dziedzina ta częściowo znana jest za pośrednictwem twierdzeń
Emmy Noether. Metody te mają jednak również ciekawe zastosowania w zagadnieniach
fizycznych, w których:
• pojawiają się nieliniowe równania różniczkowe nie uzyskane bezpośrednio z la-

grangianu czy hamiltonianu
• symetrie równań nie są symetriami czasoprzestrzeni
• symetrie są trudne do wykrycia ze względu na poziom komplikacji równań

W astrofizyce teoretycznej bardzo często pojawiają się nieliniowe równania róż-
niczkowe (a zwłaszcza układy równań), dla których trudno jest znaleźć rozwiązania
tradycyjnymi metodami analitycznymi. Zachodzi potrzeba korzystania z metod nu-
merycznych pochłaniających olbrzymie moce obliczeniowe maszyn cyfrowych. Jako
przykład warto wspomnieć o układach równań opisujących strukturę i ewolucję gwiazd.
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Wstęp

Naturalnym jest pytanie, czy przed przystąpieniem do przybliżonych obliczeń nume-
rycznych zostają wyczerpane wszystkie narzędzia analityczne mogące uprościć dany
problem?

Zasadniczym celem tejże pracy jest znalezienie i analiza grup symetrii Liego układów
równań struktury relatywistycznych gwiazd. Motywacją do poszukiwań jest to, że dla
przypadku Newtonowskiego równania struktury gwiazd dopuszczają tzw. quasi–homo-
logiczne grupy symetrii - por. Biesiada et al. [1]

W rozdziale 1. przedstawiony jest szkic znanych metod matematycznych wyko-
rzystywanych w poszukiwaniach symetrii Liego i ich zastosowaniach do redukcji rów-
nań różniczkowych. W metodologii poszukiwań symetrii podstawową rolę odgrywa
rozwiązywanie tzw. równań dopuszczających.

W rozdziale 2. omówione są niektóre znane rezultaty w zakresie istnienia grup
symetrii Liego w równaniach różniczkowych astrofizyki teoretycznej.

W rozdziale 3. przedstawione są rezultaty moich poszukiwań grup symetrii dla
relatywistycznych równań struktury gwiazd w przypadku promienistego transportu
energii.

W rozdziale 4. przedstawione są rezultaty moich poszukiwań grup symetrii dla
relatywistycznych równań struktury gwiazd w przypadku konwektywnego transportu
energii.

W rozdziale 5. zawarta jest analiza grupowa Newtonowskich sferycznie symetrycz-
nych gwiazd w przypadku hydrodynamicznym, w którym prędkości płynu skierowane
są radialnie.

W rozdziale 6. podjęta jest dyskusja uniwersalności znalezionych przeze mnie grup
symetrii oraz analiza związków symetrii z funkcjami opisującymi mikroskopowe włas-
ności fizyczne materii w gwiazdach



Rozdział 1

Symetrie Liego równań różniczkowych

1.1. Lokalne grupy transformacji Liego i ich generatory

Poszukiwanie symetrii Liego równań różniczkowych i ich zastosowanie w poszuki-
waniu rozwiązań jest obszerną dziedziną, którą zapoczątkował w IX wieku matematyk
norweski, Marius Sophus Lie [2]. Opracował on systematyczne metody odnajdywa-
nia symetrii, które są szczególnie przydatne w rozwiązywaniu nieliniowych równań (i
układów równań) różniczkowych. Symetrie pozwalają bowiem na konstruowanie przy
pomocy niezmienników różniczkowych - współrzędnych, w których równania różnicz-
kowe przybierają najprostszą postać. W pracy tej nie sposób przedstawić z dowodami
wszystkich twierdzeń matematycznych będących podstawą teorii grup, symetrii i al-
gebr Liego w odniesieniu do równań różniczkowych. Dlatego w rozdziale tym omówię
tylko najważniejsze definicje i kluczowe (z punktu widzenia zastosowań) elementy
teorii grup symetrii Liego. Warto jednak wskazać monografie, w których teoria ta
jest wyłożona w sposób systematyczny: [3], [4].

W fizyce teoretycznej powszechnie znanymi obiektami są grupy Liego, czyli grupy,
które są gładkimi rozmaitościami różniczkowymi. Grupa G, która jest rozmaitością o
wymiarze r, nazywana jest r-parametrową grupą Liego. W literaturze taki obiekt
często nazywa się również globalną grupą Liego. Na etapie poszukiwań symetrii równań
różniczkowych często wygodniejsze rachunkowo jest szukanie niezmienniczych trans-
formacji infinitezymalnych, tzn. elementów grupowych, które są bliskie elementowi
neutralnemu. Wtedy nie jest konieczne korzystanie z pełnej rozmaitościowej struktury
globalnej grupy Liego, wystarczy zdefiniowanie działania operacji grupowych w pewnej
mapie. W tym celu użyteczne są następujące dwie definicje [4]:

r-parametrową lokalną grupą Liego nazywamy obiekt złożony z dwóch spójnych
otwartych podzbiorów V0 ⊂ V ⊂ Rr zawierających 0 oraz z dwóch gładkich odw-
zorowań:
• definiującego operacje grupowe m : V × V → Rr,
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1.1. Lokalne grupy transformacji Liego i ich generatory

• definiującego elementy odwrotne i : V0 → V ,
które to odwzorowania mają następujące własności:
• Jeśli x, y, z ∈ V oraz m(x, y),m(y, z) ∈ V , to m(x,m(y, z)) = m(m(x, y), z)
• ∀x ∈ V , m(0, x) = x = m(x, 0)
• ∀x ∈ V0, m(x, i(x)) = m(i(x), x) = 0.
Przyjmuję oznaczenie m(x, y) = x · y.

Niech M będzie gładką rozmaitością różniczkową, a G - lokalną grupą Liego.
Mówimy, że G działa na M jako lokalna grupa transformacji Liego, jeżeli na
pewnym otwartym podzbiorze U : {e} × M ⊂ U ⊂ G × M określone jest gładkie
odwzorowanie Ψ : U →M spełniające następujące warunki:

• Dla (h, x), (g,Ψ(h, x)), (g · h, x) ∈ U .

Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g · h, x)

• ∀x ∈M
Ψ(e, x) = x.

• Jeśli (g, x) ∈ U , to (g−1,Ψ(g, x)) ∈ U i

Ψ(g−1,Ψ(g, x)) = x

W teorii symetrii równań różniczkowych szczególną rolę odgrywają jednoparametrowe
grupy transformacji Liego, dla których G = (R,+), bądź G = (R+, ·). Dla układów N
równań różniczkowych zwyczajnych punktem wyjścia jest przyjęcie rozmaitości M =
RN+1. Na rozmaitości tej można wybrać naturalny układ współrzędnych

{
(x, q1, . . . , qN )

}
z oznaczeniami zgodnymi z nazwami zmiennych zależnych (x, q1, . . . , qN ) i zmiennej
niezależnej x układu równań różniczkowych. W tym układzie działanie jednoparametrowej
grupy transformacji można symbolicznie zapisać jako:

x̃ = x̃(x, q1, . . . , qN , ε),
q̃a = q̃a(x, q1, . . . , qN , ε), a = 1, . . . ,N . (1.1)

Jak zaznaczyłem wcześniej, często użytecznym jest rozważanie infinitezymalnego dzi-
ałania danej grupy transformacji:

x̃ = x+ εξ(x, q1, . . . , qN ) +O(ε2),
q̃j = qj + εφj(x, q1, . . . , qN ) +O(ε2), j = 1, . . . ,N . (1.2)

Jest ono opisane tzw. generatorem:

X = ξ
∂

∂x
+ φj

∂

∂qj
(1.3)

Operowanie generatorem infinitezymalnych transformacji zamiast pełnymi wyrażeni-
ami na lokalne transformacje podyktowane jest tym, że bardzo często generator ma
funkcyjnie prostszą postać. Prostym przykładem jest grupa SO(2). Ponadto użycie
generatora dostarcza systematcznych sposobów poszukiwania symetrii.

Jak wiadomo, rozwiązania równań różniczkowych mają naturalne interpretacje ge-
ometryczne w postaci rodzin krzywych bądź innych podrozmaitości Rn. Z punktu
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1.2. Równania dopuszczające

widzenia teorii symetrii istotnym przełomem było nadanie interpretacji geometrycznej
także samym równaniom różniczkowym, które mogą być traktowane jako równania
algebraiczne w pewnych abstrakcyjnych przestrzeniach dżetów. W tym celu konieczne
jest zdefiniowanie tzw. n-tego przedłużenia generatora (1.3). Powstaje ono, gdy rozważy
się kontynuację rozwinięć (1.2) dla kolejnych pochodnych q̃j(p) = d

pq̃j

dxp , p = 1, . . . , n:

q̃j′ = qj′+ εφ′j(x, q1, q1′, . . . , qN , qN ′) +O(ε2), j = 1, . . . ,N ,
. . .
q̃j(n) = qj(n) + εφ(n)j(x, q1, . . . , q1(n), . . . , qN . . . qN (n)) +O(ε2), j = 1, . . . ,N .

(1.4)

W kontekście równań różniczkowych litera n oznaczała będzie rząd równania bądź
układu równań. n-te przedłużenie generatora X definiuje się, używając (1.4), jako:

pr(n)X = ξ
∂

∂x
+ φj

∂

∂qj
+ φ′j ∂

∂q′j
+ . . .+ φ(n)j

∂

∂qj(n)
, (1.5)

gdzie n jest ustalone, zaś sumowanie następuje po wskaźniku j = 1, . . . ,N . Wskaźnik
p w funkcjach φ(p)j wyjątkowo nie oznacza różniczkowania, tylko numeruje kolejne
współrzędne rozszerzonego generatora. Można wykazać [4], że kolejne współrzędne
(1.5) można uzyskać ze współrzędnych generatora (1.3) za pomocą następujących za-
leżności:

φ(p)j =
dp

dxp
(
φj − ξqj′

)
+ ξqj(p+1), p = 1, . . . , n. (1.6)

1.2. Równania dopuszczające

Wprowadzenie pojęcia przedłużenia generatora pozwala na traktowanie układów
równań różniczkowych jako równań określających pewne hiperpowierzchnie w prze-
strzeniach dżetówM (n) =M×U1×. . .×Un, w których układy niezależnych współrzęd-
nych tworzą ciągi postaci (x, q1, . . . , qN , q1′, . . . , qN ′, . . . , q1(n), . . . , qN (n)). W tym uję-
ciu układ funkcji (odpowiedniej klasy) (q1r , . . . , qNr ) jest rozwiązaniem układu równań
różniczkowych, jeżeli wraz z ciągiem odpowiednich pochodnych definiuje obiekt, który
jest podzbiorem hiperpowierzchni zadanej układem równań różniczkowych.

Traktowanie układów równań różniczkowych jako obiektów geometrycznych pozwala
na zdefiniowanie kluczowego dla tejże pracy pojęcia symetrii. Mówimy, że (przedłużona)
grupa transformacji określonych generatorem infinitezymalnym (1.5) jest symetrią
Liego (symetrią punktową) układu równań

Ωa(x, q1, . . . , qN , . . . ,
dkq1

dxk
, . . . ,

dkqN

dxk
) = 0, a = 1, . . . ,N , (1.7)

gdzie k numeruje pochodne aż do rzędu n, jeżeli transformacje grupowe rozwiąza-
nia układu (1.7) przekształcają w rozwiązania tegoż układu. Używając gener-
atora infinitezymalnego, warunek na to, aby grupa transformacji (1.5) była symetrią
układu (1.7), można zapisać jako [3], [4]:

pr(n)X Ωa(x, q1, . . . , qN , . . . , q1(k), . . . , qN (k))
∣∣∣rozw. = 0, a = 1, . . . ,N , (1.8)

We wzorach(1.7) i (1.8) przyjąłem różne oznaczenia na pochodne funkcji qi. Wynika to
z faktu, że w równaniach (1.8) pochodne te traktowane są jako niezależne współrzędne
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w abstrakcyjnej przestrzeni dżetów. Układ (1.8) cząstkowych równań różniczkowych
zwany jest układem równań dopuszczających (determining equations) wyjściowego
układu równań różniczkowych (1.7). W równaniach dopuszczających niewiadomymi
funkcjami są współrzędne generatora symetrii X. Działanie generatora pr(n)X na lewe
strony wyjściowego układu równań różniczkowych powinno odbywać się w przestrzeni
jego rozwiązań, co najczęściej uzyskuje się przez wstawienie do równań dopuszczają-
cych wyrażeń na najwyższe pochodne uzyskanych z wyjściowego układu (1.7) - o ile
te pochodne da się odwikłać w sposób jednoznaczny.

W procesie badania symetrii układów równań różniczkowych podstawową rolę
odgrywa rozwiązywanie cząstkowych równań dopuszczających. Dla układów równań
drugiego i wyższych rzędów rozwiązywanie to często ma usystematyzowany charakter.
Równania różniczkowe rzędu pierwszego są najtrudniejsze z punktu widzenia symetrii,
gdyż zwykle nie ma dla nich systematycznych metod rozwiązywania równań dopuszcza-
jących.



Rozdział 2

Wybrane przykłady symetrii Liego w
równaniach astrofizyki

W rozdziale tym przedstawię wybrane przykłady symetrii Liego równań i układów
równań różniczkowych oraz ich zastosowań w szukaniu rozwiązań. Rozpatrywane będą
nieliniowe równania, które w różnych kontekstach pojawiają się w astrofizyce, ze
szczególnym naciskiem na równania, które nie zostały uzyskane bezpośrednio z za-
sady wariacyjnej. Rozpocznę od przykładów pojedynczych równań, dla których ist-
nienie grup symetrii pozwala na obniżenie rzędu i w niektórych przypadkach - na
sprowadzenie równań do kwadratur. Warto na tym miejscu wspomnieć, że badanie
zastosowań symetrii Liego do równań fizyki matematycznej jest dynamicznie rozwi-
jającą się dziedziną, przykładowe rezultaty można znaleźć w obszernym zbiorze prac
N.H. Ibragimova [6]

2.1. Równanie w zagadnieniu ugięcia promienia świetlnego w
metryce Schwarzschilda

W pierwszym prostym przykładzie (równanie to może być rozwiązane bez korzys-
tania z symetrii) rozważam równanie:

y′′ = −y + 3y2. (2.1)

Jego oczywistą symetrią, widoczną bez rozwiązywania równań dopuszczających, jest:

X = ∂x. (2.2)

Przyjąłem tu oznaczenie q1 = y - por. rozdz. 1. Oczywistym niezmiennikiem genera-
tora (2.2) jest t = y, który możemy wybrać za nową zmienną niezależną. Generator
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2.2. Równanie Lane-Emdena

translacji (2.2) jest już w postaci normalnej, zatem jako nową zmienną zależną mo-
żemy wybrać s = x. W tych nowych zmiennych podyktowanych symetrią równanie
(2.1) przyjmuje postać:

−s′′ = (s′)3(3t2 − t),
co sprowadza je do kwadratur:

s′(t) = ± 1√
−t2 + 2t3 + C

.

2.2. Równanie Lane-Emdena

Interesującym przykładem astrofizycznego nieliniowego równania różniczkowego
jest równanie Lane-Emdena

y′′ + 2
y′

x
+ yn = 0, n− indeks politropy, (2.3)

pojawiające się w politropowych modelach gwiazd newtonowskich. Równanie to jest
ciekawe, gdyż ma symetrię skalowania, która pozwala obniżyć jego rząd, ale wprowadze-
nie współrzędnych normalnych nie sprowadza tego równania do kwadratur. Generator
infinitezymalny symetrii przyjmuje następującą postać:

X = x∂x −
2
n− 1

y∂y . (2.4)

Korzystając z jego niezmiennika, współrzędnymi dopasowanymi do symetrii są:

t(x, y) =
y

x−
2
n−1
, s(y, t) =

n− 1
−2

∫ dy
y
= ln(y

n−1
−2 ) = s(y).

Wtedy równanie (2.3) we współrzędnych t i s przyjmuje postać(
16t3−nn− 8t3−n − 8t3−nn2

) d2

dt2
s (t)

+
(
8t3 + 8t3n2 + 48t4−n − 16t4−nn− 16t3n

)( d
dt
s (t)

)3

+(−36t2n2 + 48t3−nn+ 36t2n− 12t2 − 16t3−nn2 − 32t3−n + 12n3t2)
(

d
dt
s (t)

)2

+(6t− 4t2−n − 24n3t+ 4t2−nn− 24tn+ 4t2−nn2 + 6n4t+ 36tn2 − 4n3t2−n) d
dt
s (t)

−1 + 5n− 10n2 + 10n3 − 5n4 + n5 = 0,
w której funkcja s(t) nie występuje w sposób jawny, co pozwala na obniżenie rzędu.
Uzyskane w ten sposób równanie pierwszego rzędu ma jednak zdecydowanie bardziej
skomplikowowaną postać.

Pokazuje to, że samo istnienie grupy symetrii nie zawsze wystarcza do uproszczenia
danego równania. Przydatność symetrii związana jest z wymiarem algebry Liego odpo-
wiadającej grupom symetrii oraz z tzw. rozwiązalnością tejże algebry. Algebra Liego
jest rozwiązalna [7], jeżeli istnieje łańcuch (względem relacji inkluzji) kolejnych po-
dalgebr o coraz to większych wymiarach, z których każda poprzednia jest ideałem
następnej algebry w łańcuchu. Łańcuch ten powinien zaczynać się algebrą jednowymi-
arową.
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2.3. Równanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p = 0

2.3. Równanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p = 0

W przypadku równań różniczkowych drugiego rzędu korzystną z punktu widzenia
możliwości zastosowań symetrii sytuacją jest istnienie dwuparametrowej (lub wielo-
parametrowej) grupy symetrii. Przestrzeń wektorowa generatorów takiej grupy jest
powłoką liniową generatorów grup jednoparametrowych. W przypadku, gdy algebra
Liego grupy symetrii jest dwuwymiarowa, istotne jest twierdzenie, które mówi, że każda
dwuwymiarowa algebra Liego jest rozwiązalna [7]. Tymczasem w teorii symetrii rów-
nań różniczkowych rozwiązalność danej algebry decyduje o powodzeniu w zastosowaniu
danej grupy symetrii do rozwiązania równania.

Jako prosty przykład, rozważmy równanie na czynnik skalujący w klasycznej kos-
mologii Friedmana–Lemaitre’a–Robertsona–Walkera:

2
y′′

y
+
(
y′

y

)2
+
k

y2
= 0. (2.5)

Równanie to dopuszcza dwuparametrową grupę symetrii rozpiętą przez:

X1 = ∂x, X2 = x∂x + y∂y . (2.6)

Algebra Liego grupy (2.6) ma następującą postać:

[X1,X2] = X1 . (2.7)

Z powyższego równania widać, iż podalgebra generowana przez X1 jest ideałem alge-
bry generowanej przez X1 i X2. W takim przypadku wprowadzając nowe zmienne w
równaniu różniczkowym, dobieramy je tak, aby w tych nowych zmiennych ideał był w
postaci normalnej: x = s(t), y = t. Wtedy wyjściowe równanie (2.5) można przepisać
jako:

s′′ =
1
2s
′(1 + k · (s′)2)
t

, (2.8)

co sprowadza je do kwadratur.

2.4. Homologie i quasi-homologie w Newtonowskich
równaniach struktury gwiazd

W astrofizyce konstruuje się modele gwiazd wyrażone w języku tzw. równań struk-
tury, czyli równań różniczkowych zwyczajnych pierwszego rzędu opisujących podsta-
wowe parametry statycznych gwiazd takie jak: masa, jasność, temperatura, skład
chemiczny oraz ciśnienie i gęstość materii. Równania te są nieliniowe, dlatego w prak-
tyce najczęściej rozwiązywane są w przybliżony sposób numeryczny. Nie za każdym
razem jednak dla danych, zmienionych warunków brzegowych konieczne jest pow-
tarzanie procedury rozwiązywania, istnieją bowiem klasy modeli tzw. gwiazd homo-
logicznych, w ramach których jedne rozwiązania można uzyskiwać z drugich za po-
mocą odpowiednich transformacji skalowania [8], [9]. W 1977 r. Collins [10], analizując
równanie równowagi hydrostatycznej i równanie ciągłości masy, podał związki ist-
nienia symetrii homologicznych z postaciami równań stanu dla materii w gwiazdach
Newtonowskich. Symetrie homologiczne wyraził w terminologii symetrii Liego. Jednak
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pełne korzyści wynikające z zastosowania do gwiazd Newtonowskich aparatu symetrii
Liego widoczne są dopiero w pracy [1]. Wykazane w niej zostało bowiem istnienie ogól-
niejszych, tzw. quasi-homologicznych symetrii w szerokiej klasie równań stanu. Syme-
trie te nie mogły być wcześniej odkryte na drodze analizy wymiarowej (jak to miało
miejsce z homologiami), gdyż są bardziej wyrafinowane. Autorzy pracy [1], używa-
jąc znalezionych symetrii quasi-homologicznych, skonstruowali niezmienniki grupowe,
dzięki którym możliwe jest uzyskiwanie nowych rozwiązań - ze znanych rozwiązań
równań struktury gwiazd.



Rozdział 3

Symetrie Liego relatywistycznych równań
struktury gwiazd z promienistym

transportem energii

3.1. Motywacja

Istnienie gwiazd homologicznych i quasi-homologicznych w przypadku Newtonow-
skim sugeruje naturalne pytanie o analogiczne rodziny gwiazd w przypadku relaty-
wistycznym. W 1977 r. Collins przeanalizował pod kątem symetrii Liego układ złożony
z równania TOV i równania ciągłości masy. Odkrył, że układ ten dopuszcza grupę
transformacji homologicznych jako symetrii wtedy i tylko wtedy, gdy równanie stanu
jest postaci p = (γ−1)ρ. Pozwoliło to na znalezienie współrzędnych, w których rozpa-
trywany układ równań ma postać autonomiczną oraz na wykreślenie diagramu przed-
stawiającego naturę rozwiązań ogólnych.

W rozdziale tym rozważam pełen układ równań struktury relatywistycznych gwiazd.
Mimo że jest on silnie nieliniowy, udało się znaleźć jego grupę symetrii i sformułować
twierdzenia dotyczące przestrzeni rozwiązań.

3.2. Relatywistyczne gwiazdy z promienistym transportem
energii

Z ogólnej teorii względności wiadomo, iż nierotujące i będące w równowadze gwiazdy
są sferycznie symetryczne. Metrykę czasoprzestrzeni opisującej takie konfiguracje mo-
żemy zapisać jako:

ds2 = e2Φdt2 − (1− 2m/r)−1dr2 − r2(dθ2 + sin2θdφ2), (3.1)

gdzie funkcje Φ(r) i m(r) precyzują geometrię czasoprzestrzeni. Równania struktury
gwiazd relatywistycznych analizowane są szeroko w pracy K. Thorne [11]. W przy-
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3.2. Relatywistyczne gwiazdy z promienistym transportem energii

padku promienistym przybierają one następującą postać (w jednostkach zgeometry-
zowanych):

dN
dr
= 4πr2(1− 2m/r)−1/2n, równanie na liczbę barionów (3.2)

dm
dr
= 4πr2ρ, równanie ciągłości masy (3.3)

dp
dr
=
−(ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)
, równanie TOV równowagi hydrostatycznej,

(3.4)
dΦ
dr
=
m+ 4πr3p
r(r − 2m)

, równanie źródłowe na Φ (3.5)

oraz

dLe2Φ

dr
=

4πr2ne2Φ

(1− 2m/r)1/2
q, równanie równowagi termicznej (3.6)

dT eΦ

dr
= − 3

16σ
κρ

T 3
LeΦ

4πr2

[
1− 2m
r

]− 12
, równanie transportu energii.

(3.7)

ρ oznacza tu gęstość całkowitej masy-energii (masy-energii spoczynkowej + energii
wewnętrznej), n oznacza liczbową gęstość barionów - mierzone w układzie współ-
poruszającym się z materią. σ to stała Stefana Boltzmanna. Układ (3.2)–(3.7) powinien
być uzupełniony przez podanie równań mikroskopowych, które zakładam w następu-
jącej ogólnej postaci:
• równania stanu

p = p(n, T ), ρ = ρ(n, T ), (3.8)

• relacja nieprzezroczystości oraz równanie generacji energii termojądrowej w gwieździe

κ = κ(n, T ), q = q(n, T ). (3.9)

W powyższym układzie równań pominięte zostały zależności funkcyjne od składu
chemicznego materii tworzącej gwiazdę. Zasadność takiego podejścia dyskutowana
będzie w rozdziale ostatnim poświęconym uniwersalności znalezionych symetrii, w
którym podjęty zostanie temat wpływu składu chemicznego gwiazdy na istnienie grup
symetrii Liego. Po tych istotnych założeniach, mogę przepisać równanie TOV (3.4) w
następującej - wygodniejszej dla dalszych analiz - postaci:

dp
dr
=
∂p

∂n

dn
dr
+
∂p

∂T

dT
dr
=
−(ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)
. (3.10)

Wtedy do poszukiwań symetrii Liego wybieram układ równań (3.3), (3.5)–(3.10) na
nieznane funkcjem,n, T,Φ, L zmiennej r. Równanie (3.2) na całkowitą liczbę barionów
wewnątrz obszaru opisanego promieniem r mogę bez straty ogólności pominąć, gdyż
funkcję N(r) można uzyskać przez bezpośrednie scałkowanie wyrażenia zawierającego
funkcję n(r).
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3.3. Quasi-homologiczne symetrie

3.3. Quasi-homologiczne symetrie

Zgodnie z tym, co zostało przedstawione w rozdziale 1., poszukiwanie symetrii
Liego polega na rozwiązywaniu układu cząstkowych równań dopuszczających (1.8). W
przypadku równań struktury gwiazd (3.3), (3.5)–(3.10) niewiadomymi współrzędnymi
generatora symetrii są funkcje ξ(r,m, n, T,Φ, L), φk(r,m, n, T,Φ, L), k = 1, . . . , 5.
Ponieważ badany układ jest rzędu pierwszego, nie istnieje ogólny schemat rozwiązy-
wania jego równań określających. Skuteczną drogą okazało się zawężenie poszukiwań
symetrii wśród transformacji quasi-homologicznych. Wieloparametrowa grupa trans-
formacji jest nazywana quasi-homologiczną [1], jeśli ξ = ξ(r), φk = φk(qk) (brak
sumowania po k). Tak więc jej generator przyjmuje postać

X = ξ(r)
∂

∂r
+ φ1(m)

∂

∂m
+ φ2(n)

∂

∂n
+ φ3(T )

∂

∂T
+ φ4(Φ)

∂

∂Φ
+ φ5(L)

∂

∂L
.

(3.11)

Wykorzystując (3.11) jako ansatz na generator, można znaleźć wzór ogólny na jego
pierwsze przedłużenie (korzystając z (1.6) dla n = 1) oraz wypisać jawnie równania
dopuszczające (1.8). Ze względu jednak na wysoki poziom rozbudowania uzyskanych
wyrażeń, użyłem w tym celu programu Mathematica oraz dodatkowego pakietu YaLie
[12]. Pakiet ten był użyteczny do uzyskiwania równań dopuszczających (co jest czyn-
nością algorytmiczną), jednakże – mimo ograniczenia się do transformacji quasi-ho-
mologicznych – rozwiązanie równań dopuszczających wymagało wieloetapowej pracy.
Do niniejszej pracy załączyłem pliki komputerowe zawierające poszczególne kroki.
Warto podkreślić, że moim celem nie było znalezienie jakiejkolwiek pojedynczej grupy
symetrii, lecz znalezienie najogólniejszych grup symetrii Liego w klasie transformacji
quasi-homologicznych.

Rzutowało to na wybraną przeze mnie metodologię rozwiązywania równań do-
puszczających, która była następująca. Wpierw poszukiwałem równania dopuszcza-
jącego, które dawałoby jakieś jednoznaczne ograniczenie na postać funkcyjną jednej
ze współrzędnych generatora. Następnie po zaktualizowaniu wszystkich pozostałych
równań dopuszczających, szukałem kolejnych warunków na postać funkcyjną tej i po-
zostałych współrzędnych. Proces ten powtarzałem wieloetapowo, rozwiązując napotkane
po drodze równania różniczkowe. W końcowym etapie okazało się, że układ równań
dopuszczających ma niezerowe rozwiązanie ogólne pozostające w ściśle określonych
relacjach funkcyjnych z funkcjami mikroskopowymi wyjściowego układu równań róż-
niczkowych struktury gwiazd.

Jako rezultat mogę więc sformułować następujące twierdzenie. W klasie
quasi-homologicznych symetrii jedyną wieloparametrową grupą symetrii (punktowych)
Liego układu (3.3), (3.5)–(3.10) jest grupa zadana następującym generatorem

X = a r
∂

∂r
+ am

∂

∂m
+ φ2(n)

∂

∂n
+ c T

∂

∂T
+ dL

∂

∂L
, (3.12)

gdzie a, c, d są stałymi, zaś φ2(n) jest dowolną gładką funkcją. Mikroskopowe funkcje
zgodne z istnieniem symetrii przybierają postać:
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3.4. Niezmienniki grupowe i generowanie nowych rozwiązań

• gdy c 6= 0

p(n, T ) = T−2
a
c f

 n∫
n0

dn′

φ2(n′)
+
1
c
ln
T

T0

 , (3.13)

ρ(n, T ) = T−2
a
c g

 n∫
n0

dn′

φ2(n′)
+
1
c
ln
T

T0

 , (3.14)

κ(n, T ) = exp

 n∫
n0

(3a+ 4c− d)dn′

φ2(n′)

 fκ
exp

− n∫
n0

cdn′

φ2(n′)

T
 , (3.15)

q(n, T ) = exp

 n∫
n0

−(3a n
′ − d n′ + φ2(n′))dn′

n′φ2(n′)

 fq
exp

− n∫
n0

c dn′

φ2(n′)

T
 ,

(3.16)

• gdy c = 0

p(n, T ) = exp

 n∫
n0

(−2a)dn′

φ2(n′)

 f(T ), (3.17)

ρ(n, T ) = exp

 n∫
n0

(−2a)dn′

φ2(n′)

 g(T ), (3.18)

κ(n, T ) = exp

 n∫
n0

(3a− d)dn′

n′φ2(n′)

 fκ(T ), (3.19)

q(n, T ) = exp

 n∫
n0

(−3an′ + dn′ − φ2(n′))dn′

n′φ2(n′)

 fq(T ), (3.20)

gdzie f, g, fκ, fq są dowolnymi gładkimi funkcjami.
Zastosowanie powyższego rezultatu do ustalenia konkretnej grupy symetrii w as-

trofizycznym kontekście może być następujące. W astrofizyce konstruuje się modele
mikroskopowych zjawisk fizycznych zachodzących w relatywistycznych gwiazdach. Z
tych modeli jako rezultat otrzymuje się równania stanu oraz konkretne funkcyjne posta-
cie zależności mikroskopowych (3.9) (pomijam na razie zależność od składu chemicznego
gwiazd). Można więc w danym przypadku sprawdzić, czy zależności te należą do
rodziny funkcji (3.13)–(3.16) bądź (3.17)–(3.20). Pozwala to wyspecyfikować funkcję
φ2(n) i niektóre ze stałych a, c, d. To z kolei za pośrednictwem równania (3.12) określa
szukaną grupę symetrii.

3.4. Niezmienniki grupowe i generowanie nowych rozwiązań

Dla grupy symetrii równań struktury gwiazd generowanej przez (3.12) istnieją
maksymalnie cztery funkcyjnie niezależne niezmienniki Ci, czyli funkcje, dla których

XCi(r,m, n, T, L) = 0, i = 1, . . . , 4.
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Niezmienniki te są rozwiązaniami równań:

dr
a r
=

dm
am
=

dn
φ2(n)

=
dT
c T
=

dL
dL
. (3.21)

W jawnej formie przybierają postać:

C1 = m/r, (3.22)

C2 = m exp

−a n∫
n0

dn′

φ2(n′)

 , (3.23)

C3 = T exp

−c n∫
n0

dn′

φ2(n′)

 , (3.24)

C4 = L exp

−d n∫
n0

dn′

φ2(n′)

 . (3.25)

Aby sformułować twierdzenie dotyczące generowania nowych rozwiązań relaty-
wistycznych równań struktury gwiazd, użyję skończonych transformacji grupowych,
które są rozwiązaniami poniższego układu równań:

dr̃
dε
= ar̃,

dm̃
dε
= am̃,

dñ
dε
= φ2(ñ),

dT̃
dε
= cT̃ ,

dL̃
dε
= dL̃ (3.26)

z warunkiem początkowym

r̃(0) = r, m̃(0) = m, ñ(0) = n, T̃ (0) = T, L̃(0) = L. (3.27)

Rezultatem jest następujące twierdzenie: jeśli

m = f1(n), T = f2(n), L = f3(n) (3.28)

jest rozwiązaniem relatywistycznych równań struktury gwiazd, to również

m = f1 (F−1 (C + F (n))) exp(−aC),
T = f2 (F−1 (C + F (n))) exp(−cC),
L = f3 (F−1 (C + F (n))) exp(−dC),

(3.29)

jest rozwiązaniem, gdzie

F (n) =
∫ dn
φ2(n)

, C > 0 jest dowolną stałą. (3.30)

Powyższe twierdzenie pozwala na generowanie nowych rozwiązań przy użyciu znanych
rozwiązań równań struktury gwiazd. W astrofizyce jako znane rozwiązania można
przyjmować np. przybliżone generowane w sposób numeryczny. Istnienie quasi-homo-
logicznych rodzin gwiazd może więc pozwolić na zaoszczędzenie mocy obliczeniowej
komputerów.



Rozdział 4

Symetrie Liego relatywistycznych równań
struktury gwiazd z konwektywnym

transportem energii

4.1. Relatywistyczne gwiazdy z konwektywnym transportem
energii

Dla obszarów gwiazd, w których dominującym mechanizmem transportu energii
jest konwekcja, zmienia się równanie różniczkowe zawierające gradient temperatury.
Funkcja temperatury występuje w pozostałych równaniach struktury gwiazd, natural-
nym więc jest pytanie, jaki wpływ ma ta zmiana na istnienie symetrii Liego całego
układu równań. Badany układ jest następującej postaci [11]:

dN
dr
= 4πr2(1− 2m/r)−1/2n, równanie na liczbę barionów (4.1)

dm
dr
= 4πr2ρ, równanie ciągłości masy (4.2)

dp
dr
=
−(ρ+ p)(m+ 4πr3p)

r(r − 2m)
, równanie TOV równowagi hydrostatycznej,

(4.3)
dΦ
dr
=
m+ 4πr3p
r(r − 2m)

, równanie źródłowe na Φ (4.4)

dLe2Φ

dr
=

4πr2ne2Φ

(1− 2m/r)1/2
q, równanie równowagi termicznej (4.5)

dT
dr
=
Γ2 − 1
Γ2

T

p

dp
dr
, równanie transportu energii.

(4.6)
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4.2. Quasi-homologiczne symetrie

Tak jak w przypadku promienistym, powyżyszy układ powinien być uzupełniony przez
podanie funkcji mikroskopowych (3.8), (3.9). Ponadto do badania symetrii używam
równania TOV w przekształconej postaci (3.10), w której dodatkowo za gradient tem-
peratury przyjmuję prawą stronę równania (4.6).

4.2. Quasi-homologiczne symetrie

Podobnie jak w przypadku promienistym, symetrii równań struktury poszukiwałem
w klasie transformacji quasi-homologicznych, stosując analogiczną procedurę wieloeta-
powego rozwiązywania równań dopuszczających. Okazało się, że konwektywny układ
równań dopuszcza taką samą wieloparametrową grupę symetrii (3.12) dla tych samych
rodzin równań stanu (3.13)–(3.20). Było to dla mnie zaskoczeniem, gdyż z matematy-
cznego punktu widzenia badane układy równań różnią się. Zmiana równania trans-
portu energii pociąga za sobą modyfikację równania TOV w przekształconej postaci
(3.10), gdyż zawiera ono gradient temperatury. Ponadto funkcja temperatury wys-
tępuje w postaci uwikłanej w pozostałych równaniach. O ile ktoś mógłby oczekiwać, że
gwiazdy z promienistym i z konwektywnym transportem energii mają te same symetrie
równań, jednak nietrywialnym rezultatem jest to, że symetrie te w obu przypadkach
wymuszają istnienie tych samych rodzin funkcji mikroskopowych. Rezultat ten będzie
jeszcze dyskutowany w rozdziale ostatnim.

4.3. Przykłady zastosowania symetrii

Znalezione przeze mnie symetrie mogą mieć zastosowanie do obniżenia liczby rów-
nań struktury gwiazd bądź do sprowadzenia ich do postaci autonomicznej. Przedstawię
teraz przykładowy sposób postępowania w tym drugim przypadku.

Załóżmy, że gęstość masy-energii ρmoże być rozłożona na sumę gęstości masy-energii
spoczynkowej oraz gęstości energii wewnętrznej w następujący sposób:

ρ = µBn+ ε, (4.7)

gdzie µB jest średnią masą spoczynkową barionów. Z równań (3.17) i (3.18) wynika,
że wtedy φ2(n) = −2a n. Symetrie homologiczne istnieją w tym przypadku np. dla
funkcji mikroskopowych: p = n · f(T ), ρ = n · g(T ), q = n1/2h(T ). Dwuparametrowa
grupa symetrii generowana jest przez:

X1 = r
∂

∂r
+m

∂

∂m
− 2n ∂
∂n
, (4.8)

X2 = L
∂

∂L
. (4.9)

Jak łatwo można się przekonać, algebra Liego tejże grupy symetrii jest abelowa.
Okazuje się, że abelowość algebr Liego znalezionych przeze mnie grup jest ich własnoś-
cią generyczną. Jest to konsekwencją quasi-homologicznej postaci generatora (3.12).
Ponieważ rozważana algebra jest abelowa, do redukcji rozważanego układu równań róż-
niczkowych mogę a priori użyć dowolnego z powyższych dwóch generatorów. Wybier-
ając generator (4.8), kolejnym krokiem jest użycie jego dwóch niezmienników C1 = mr ,
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4.3. Przykłady zastosowania symetrii

C2 = n r2 do sprowadzenia go do postaci normalnej X1 = ∂
∂x

. W zastosowaniu do
układu równań struktury gwiazd, odpowiada to poszukiwanej zamianie zmiennych

x = ln r, y =
m

r
, z = n r2,

która sprowadza rozważany układ do postaci autonomicznej.

dy
dx
= 4πz · f − y,

dz
dx
= 2z +

z(y + 4πzf)(f + g)(f − Tγf ′)
(2y − 1)f 2

,

dΦ
dx
=
y + 4πzf
1− 2y

,

dL
dx
= −L(y + 4πz · f)

1− 2y
+
4πz3/2h√
1− 2y

,

dT
dx
= −Tγ(y + 4πz · f)(f + g)

(1− 2y)f
, (4.10)

gdzie funkcje f i g są brane w argumencie T .
Z astrofizycznego punktu widzenia bardzo istotnym jest istnienie rodzin gwiazd

homologicznych w rozpatrywanym w tej pracy przypadku relatywistycznym równań
struktury. Pozwala ono na generowanie nowych rozwiązań z rozwiązań usyskanych
metodami numerycznymi. Przedstawię poniżej przykład wykorzystania symetrii do
generowania nowych rozwiązań.

Załóżmy, że funkcja opisująca tempo generacji energii termojądrowej w gwieździe
ma postać q = C(X)n2fq(T ), gdzie fq(T ) jest pewną funkcją temperatury. Z taką
zależnością mamy do czynienia np. podczas spalania helu (3α) w gwieździe. Wtedy
tempo generacji energii można w sposób przybliżony sparametryzować jako [13]:

q3α ≈ 3 · 1011X34ρ2sT−38 e−43.5T
−1
8

[
erg
s · g

]
, (4.11)

gdzie ρs oznacza gęstość masy spoczynkowej, którą zakładamy jako proporcjonalną do
gęstości barionowej n. Przyjmijmy ponadto, że gęstość całkowitej masy-energii separuje
się zgodnie z równaniem (4.7). Znajdując przyjęte funkcje mikroskopowe w teoretycznej
rodzinie funkcji (3.17)-(3.20) zgodnych z istnieniem symetrii, otrzymuję następującą
postać generatora symetrii:

X1 = r
∂

∂r
+m

∂

∂m
− 2n ∂
∂n
− 3L ∂
∂L
. (4.12)

Generator ten ma trzy funkcyjnie niezależne niezmienniki, które można przyjąć jako
nowe zmienne zależne. Wtedy zamiana zmiennych

x = ln r, y = n r2, z = r L3, v =
m

r

sprowadza konwektywny układ równań struktury gwiazd do postaci autonomicznej,
w której symetrie (4.12) stają się translacjami w zmiennej x. Używając niezmien-
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4.3. Przykłady zastosowania symetrii

Rysunek 4.1. Generowanie nowych rozwiązań dla funkcji masy m(r). Linia ciągła obrazuje
przykładowe rozwiązanie bazowe, a linia przerywana - wygenerowane z niego rozwiązania

homologiczne

Rysunek 4.2. Generowanie nowych rozwiązań dla funkcji gęstości barionowej n(r). Linia
ciągła obrazuje przykładowe rozwiązanie bazowe, a linia przerywana - wygenerowane z niego

rozwiązania homologiczne
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ników y, z, i v, można łatwo znaleźć transformacje homologiczne, które nie zmieniają
przestrzeni rozwiązań układu (4.2)-(4.6). Transformacje te mogą służyć do generowania
nowych rozwiązań, bowiem

jeśli


m(r)
n(r)
T (r)
Φ(r)
L(r)

 jest rozwiązaniem, to


C−1m(Cr)
C2n(Cr)
T (Cr)
Φ(Cr)
C3L(Cr)

 też jest rozwiązaniem,

(4.13)
gdzie C jest dowolną stałą różną od zera. Generowanie nowych rozwiązań można
oczywiście przeprowadzać, biorąc jako rozwiązanie bazowe np. przybliżone rozwiązanie
uzyskane drogą numeryczną. Rysunki (4.1) i (4.2) obrazują graficznie procedurę gene-
rowania rozwiązań przy użyciu transformacji symetrii (4.13).

Wato na tym miejscu zaznaczyć, że w astrofizyce w niektórych szczególnych przy-
padkach funkcji mikroskopowych przeprowadzana była analiza symetrii skalowania.
Przykładem jest analiza wykonana dla politropowych równań stanu, która prowadzi
do równań różniczkowych typu Lane-Emdena - por. np. [14], [15]. Tymczasem w
mojej pracy uzyskałem ogólniejsze wyniki dostarczające systematycznego narzędzia
służącego do sprawdzania istnienia symetrii w różnych klasach funkcji mikroskopo-
wych.



Rozdział 5

Symetrie Liego Newtonowskich sferycznie
symetrycznych konfiguracji płynu z
prędkościami skierowanymi radialnie

Mimo iż zasadnicza część tej pracy dotyczy równań relatywistycznych, to jednak w
rozdziale tym chcę przedstawić jeden hydrodynamiczny rezultat Newtonowski, który
może być pomocny w nadaniu właściwej interpretacji wynikom dotyczącym relaty-
wistycznych gwiazd.

5.1. Równania opisujące samograwitujące płyny Newtonowskie

Chcę rozważyć podstawowe prawa, które odpowiedzialne są za dynamikę Newtonows-
kich gwiazd, które mają radialny stopień swobody - mogą się np. rozszerzać czy kur-
czyć. Prawa te wyrażone są w równaniu źródłowym na potencjał grawitacyjny (rów-
naniu Poissona) oraz w równaniach hydrodynamiki:

∇2Φ = 4πGρ, równanie Poissona, (5.1)
∂ρ

∂t
+∇ ◦ (ρv) = 0, równanie ciągłości, (5.2)

ρ

(
∂

∂t
+ v ◦ ∇

)
v = −∇p− ρ∇Φ, równanie ruchu płynu, (5.3)

gdzie v jest prędkością elementu płynu, a Φ oznacza potencjał grawitacyjny. W przy-
padku sferycznie symetrycznym oraz gdy założymy, że pole prędkości elementów płynu
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5.2. Symetrie

ma nieznikającą tylko składową radialną, równania te we współrzędnych sferycznych
przybierają następującą postać:

1
r

∂2(rΦ)
∂r2

= 4πGρ, (5.4)

∂ρ

∂t
+
2
r
ρv +

∂(ρv)
∂r

= 0, (5.5)

ρ
∂v

∂t
+ ρv
∂v

∂r
= −∂ (p (ρ))

∂r
− ρ∂Φ
∂r
, (5.6)

w której szukanymi funkcjami są Φ(r, t), v(r, t), ρ(r, t). Ponadto powyższy układ powinien
być uzupełniony o równanie stanu, które zakładam postaci p = p(ρ). Patrząc na rów-
nanie (5.4), wygodnie jest wprowadzić w powyższym układzie nową zmienną f = rΦ

5.2. Symetrie

Interesujące jest zbadanie, czy i pod jakimi warunkami układ równań (5.4)–(5.6)
dopuszcza istnienie symetrii Liego. Jako ansatz na generator symetrii przyjmę genera-
tor quasi-homologii, które są jednak quasi-homologiami w innej przestrzeni zmiennych
niż to miało miejsce w przypadku równań struktury gwiazd:

X = ξ1(r)
∂

∂r
+ ξ2(t)

∂

∂t
+ φ1(f)

∂

∂f
+ φ2(v)

∂

∂v
+ φ3(ρ)

∂

∂ρ
. (5.7)

Po rozwiązaniu odpowiednich równań dopuszczających przy zastosowaniu proce-
dury podobnej jak w przypadku relatywistycznych równań struktury gwiazd, otrzy-
małem rezultat mówiący, że w klasie quasi-homologii jedynymi punktowymi symetri-
ami badanego układu są symetrie homologiczne generowane przez:

X = ar
∂

∂r
+ (a− b)t ∂

∂t
+ 2bf

∂

∂f
+ bv

∂

∂v
− aρ ∂
∂ρ
, (5.8)

gdzie a i b są dowolnymi stałymi. Ponadto jedynym równaniem stanu, dla którego
istnieją homologie, jest równanie politropowe postaci:

p(ρ) =
ρ1−

2b
a C

1− 2b
a

, C = const (5.9)

pod warunkiem, że a 6= 0 oraz a 6= 2b.
Warto nadmienić, iż analogiczny rezultat otrzymał Collins [10], analizując New-

tonowskie równania struktury gwiazd statycznych. Równania te również wyróżniały
równanie politropowe. Takie wyróżnienia są przykładami potwierdzającymi pogląd z
filozofii nauki [16] głoszący, iż niektóre makroskopowe prawa fizyczne za pośrednictwem
symetrii równań różniczkowych, w których języku są wyrażone, dostarczają informacji
o fizyce mikroskopowej, która w standardowym ujęciu jest implementowana do tych
równań z zewnątrz. W astrofizyce jest to szczególnie istotne, gdyż dla gwiazd prawa
fizyki mikroskopowej wyrażane w równaniach stanu nie są bezpośrednią obserwablą.
Ponadto istnieje wiele modeli materii gwiezdnej prowadzących do odmiennych równań
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stanu - nawet w obrębie danych typów gwiazd (zwłaszcza dla gwiazd neutronowych).
Związek symetrii z prawami mikroskopowymi będzie jeszcze dyskutowany w rozdziale
6.

Rozwiązując równania dopuszczające dla układu równań rozpatrywanego w tym
rozdziale, napotkałem bardzo ciekawą i pożądaną własność łamania symetrii rozwiązań
przez fale uderzeniowe. Otóż równania dopuszczające są wyrażeniami zawierającymi
w wielu miejscach ułamki, w mianownikach których powtarza się wyrażenie postaci
v2 − p′(ρ). Wynika z tego, że dla rozwiązań osiągających prędkość dźwięku w danym
ośrodku v =

√
p′(ρ) symetrie są łamane. Bez rozwiązywania więc równań hydrody-

namicznych, mechanizm symetrii „odkrywa” własność rozwiązań, jaką jest istnienie fal
uderzeniowych i ich związek z fizyką mikroskopową. Oczywiście moim celem nie jest tu
ponowne odkrycie istnienia fal uderzeniowych, lecz wskazanie, że symetrie równań są
nie tylko wyrazem elegancji matematycznej, lecz mogą być narzędziem poznawczym
wydobywającym pewne cechy fizyczne rozwiązań.



Rozdział 6

Uniwersalność symetrii Liego równań
struktury gwiazd

6.1. Wpływ uwzględnienia zależności od składu chemicznego
gwiazdy na istnienie symetrii

Rozważając w rozdziałach 3 i 4 układy relatywistycznych równań struktury gwiazd,
pominąłem zależność pojawiających się w tych układach funkcji od abundancji pier-
wiastków chemicznych. Podejście takie było dogodne na etapie poszukiwań symetrii
Liego, natomiast z astrofizyki wiadomo, że własności fizyczne gwiazd zależą silnie
od składu chemicznego materii na danym etapie ich ewolucji. Dlatego konieczne jest
sprawdzenie, czy wprowadzenie abundancji do równań struktury nie zniszczy istnienia
symetrii.

W tym celu zakładam następujące uogólnienie równań mikroskopowych:

p = p(n, T, Z1, ..., Zk) (6.1)
ρ = ρ(n, T, Z1, ..., Zk) (6.2)
q = q(n, T, Z1, ..., Zk) (6.3)
κ = κ(n, T, Z1, ..., Zk) (6.4)

dZi
dt
= fi(t), i = 1, . . . , k. (6.5)

Modyfikując w powyższy sposób zależności funkcyjne w relatywistycznych układach
równań struktury oraz uzupełniając te układy o ogólne równania (6.5) opisujące tempo
zmian abundancji, przystąpiłem do analizy symetrii Liego (osobno dla przypadku
promienistego i konwektywnego). Symetrii poszukiwałem w przestrzeni rozszerzonej
o zmienne oznaczające abundancje:

X = ξ(r)
∂

∂r
+φ1(m)

∂

∂m
+φ2(n)

∂

∂n
+φ3(T )

∂

∂T
+φ4(Φ)

∂

∂Φ
+φ5(L)

∂

∂L
+φ5+i(Zi)

∂

∂Zi
,

(6.6)
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6.2. Rola symetrii w równaniach opisujących obiekty astrofizyczne

gdzie sumowanie następuje w zakresie indeksu i = 1, . . . , k. Podczas rozwiązywania
równań dopuszczających okazało się, że w zmiennych r,m, n, T,Φ, L prowadzą one do
warunków dających te same symetrie (3.12), co dla układów równań struktury nie
zawierających abundancji. Tak więc dodanie zależności od abundancji nie zniszczyło
grup symetrii, lecz sprawiło, że są one podgrupami ogólniejszych grup generowanych
przez

X = a r
∂

∂r
+ am

∂

∂m
+ φ2(n)

∂

∂n
+ c T

∂

∂T
+ dL

∂

∂L
+ φ5+i(Zi)

∂

∂Zi
, (6.7)

przy czym funkcje φ5+i(Zi) zależą wyłącznie od postaci funkcji fi(t) występujących w
(6.5), odzwierciedlając ewentualne symetrie równań opisujących zmiany abundancji.

Bardzo istotnym faktem jest, iż istnienie symetrii (6.7) prowadzi do bardzo podob-
nych warunków na funkcje mikroskopowe jak w przypadku bez uwzględnienia abun-
dancji. Bowiem funkcje mikroskopowe zgodne z grupą symetrii (6.7) różnią się od
(3.13)–(3.16) i (3.17)–(3.20) tylko tym, że są domnożone przez funkcje zawierające
wyłącznie abundancje. Przykładowo równanie (3.17) w przypadku z abundancjami
przechodzi w

p(n, T, Z1, ..., Zk) = A(Z1, ..., Zk)exp

 n∫
n0

(−2a)dn′

φ2(n′)

 f(T ) (6.8)

Uważam, że powyższy rezultat jest kolejnym przykładem na uniwersalność symetrii
Liego w relatywistycznych równaniach struktury gwiazd. Gdyby bowiem równania te
w przypadku z abundancjami dopuszczały quasi-homologiczne grupy symetrii (6.7)
dla całkowicie innych rodzin funkcji mikroskopowych, sugerowałoby to, że funkcje
mikroskopowe stwarzają w równaniach struktury gwiazd „furtkę” do wprowadzenia ar-
bitralnych symetrii. Tymczasem wyniki tejże pracy rozmijają się z takim podejściem.
Warto też zaznaczyć, że na wstępnym etapie pracy poszukiwałem również symetrii
innych niż quasi-homologiczne. Rezultat negatywny tych poszukiwań wskazuje, że –
mimo występowania dowolnych (z matematycznego punktu widzenia) funkcji w równa-
niach struktury– istnienie symetrii quasi-homologicznych jest faktem nietrywialnym.

6.2. Rola symetrii w równaniach opisujących obiekty
astrofizyczne

W 1977 r. Collins napisał pracę [16], w której wskazywał na „podświadomą” rolę,
jaką matematyka może pełnić w opisie fizycznych układów. Powołując się na różne
przykłady , zwrócił uwagę, że prawa fizyki grawitacyjnej za pośrednictwem struktur
matematycznych mogą dawać pewne „sugestie” dotyczące fizyki mikroskopowej danego
układu. Wskazał w szczególności, powołując się na drugą pracę [10], iż Newtonowskie
równania struktury gwiazd za pośrednictwem symetrii Liego preferują politropowe
równanie stanu, gdyż dla tego równania stanu istnieją rodziny gwiazd homologicznych.
W przypadku relatywistycznym Collins, bazując na swoich rezultatach dla układu
złożonego z równania ciągłości i równania TOV, wskazał jako preferowane równanie
stanu p = (γ − 1)ρ. Ponieważ w mojej pracy analizowałem pełne układy równań
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6.2. Rola symetrii w równaniach opisujących obiekty astrofizyczne

struktury relatywistycznych gwiazd, chcę w tej końcowej części odnieść interpretację
moich wyników do poglądów filozoficznych Collinsa.

W wyniku przeanalizowania pod kątem symetrii pełnych relatywistycznych układów
równań otrzymałem zgodne z nimi nieskończenie-parametrowe rodziny funkcji mikro-
skopowych. Tak więc symetrie pełnych układów zostawiają dla fizyki mikroskopowej
znacznie większy obszar niż w przypadku, który rozważał Collins. Pozostaje to w
zgodzie z osiągnięciami współczesnej astrofizyki relatywistycznej, w ramach której
rozważane są gwiazdy o całkiem odmiennych równaniach stanu. Naturalne jest więc,
że matematyka - w swej „podświadomej” roli - w ogólnym przypadku jako jedynego nie
wskazuje równania stanu p = (γ−1)ρ. Warto jednak zaznaczyć, że Collins opierał swoje
argumenty na równaniach wywodzących się wyłącznie z teorii grawitacji, tymczasem
pełen układ równań struktury gwiazd zawiera funkcje zdefiniowane na gruncie termo-
dynamiki i konstrukcje opierające się na fizyce mikroskopowej. Fizyka mikroskopowa w
tym przypadku nie odgrywa więc tak zewnętrznej roli jak to miało miejsce w przypadku
równań grawitacyjnych.

Chciałbym na koniec przedstawić jeszcze jedną obserwację, którą poczyniłem, roz-
wiązując równania dopuszczające dla równań struktury gwiazd. Otóż na jednym z
etapów, po znalezieniu postaci funkcyjnych dwóch współrzędnych generatora symetrii,
szukając w układzie równań dopuszczających warunków na kolejne funkcje, natrafiłem
na dwa następujące równania na funkcje odpowiednio p i ρ:

2a p(n, T ) + φ3(T )∂Tp(n, T ) + φ2(n)∂np(n, T ) = 0,
2a ρ(n, T ) + φ3(T )∂Tρ(n, T ) + φ2(n)∂nρ(n, T ) = 0.

(6.9)

Z matematycznego punktu widzenia równania te są identyczne – różnią się jedynie
nazwami zmiennych zależnych. Jest to bardzo ciekawe z fizycznego punktu widzenia,
gdyż matematycznie w układzie równań różniczkowych ciśnienie i gęstość pełni rolę
dwóch niezależnych funkcji, podobnie jak q i κ. Tymczasem mechanizm symetrii za
pośrednictwem równań (6.9) „sugeruje” powiązanie pomiędzy p i ρ. W astrofizyce znane
są sytuacje, kiedy ciśnienie związane jest bezpośrednio z gęstością energii, dlatego
mogę powyższy przykład uznać za kolejny argument na rzecz tezy o „podświadomej”
roli matematyki w układach fizycznych.
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