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sDynamics of Nonlinear Waves on Bounded Domains”

Tresé rozprawy doktorskiej mgr. Macieja Maliborskiego jest zgodna z tytulem, doty-
czy kilku waznych aspektéw zwigzanych z opisem nieliniowej dynamiki pola w obszarze
ograniczonym. Gléwnie sg to problemy opisane kwaziliniowym réwnaniem rézniczkowym
czastkowym w dwéch wymiarach (1+41) pochodzace ze sferycznie symetrycznych rozwigzain
probleméw wielowymiarowych. Rozwazane ss dwa scenariusze ewolucji w czasie: kwazi-
periodyczne albo turbulentne. Rozwdj zalezy od konkretnego réwnania i od warunkéw
poczatkowych.

Rozprawa sklada sie z wprowadzenia oraz z dwéch obszernych czedei, uzupetnionych
krétkim podsumowaniem, czterema technicznymi dodatkami oraz spisem literatury. (Przy-
dalby si¢ skorowidz oznaczef.)

Czesé pierwsza zawiera motywacje oraz podstawowe definicje i wlasnodci wspdlne dla
rozwazanych potem szczegétowych modeli. Zwykle jest to problem poczatkowo-brzegowy
na R x [a,b] dla kwaziliniowego réwnania drugiego rzedu, w ktérym cz¢éé czasowa jest
typu 0,0, a czedé przestrzenna po linearyzacji woké! stacjonarnego rozwigzania prowadzi
do operatora Sturma-Liouville’a L na odcinku [a, b].

Czes¢ druga, podzielona na dwa rozdzialy, obejimuje szczegdlowy przeglad modeli.

W rozdziale czwartym autor poréwnuje dwa modele. Pierwszy z nich to problem poczatko-
wo-brzegowy dla ukladu réwnain wynikajgcych z réwnan Einsteina sprzezonych z polem
skalarnym (Einstein-Klein-Gordon) przy zalozeniu sferycznej symetrii oraz dla skoficzo-
nego obszaru przestrzennego. Jest on analizowany numerycznie na dwa sposoby. Dla zre-
dukowanego ukladu réwnai czastkowych (1+1), w obu przypadkach, czas jest ciagly, a



wspblirzedna radialna dyskretna, co prowadzi do ukladu réwnah rézniczkowych zwyczaj-
nych. Te dwa sposoby, metoda réznic skoniczonych i dyskretyzacja pseudospektralna, roznig
sie metoda wyboru jednowymiarowej siatki na odcinku odpowiadajgcym wspdirzedne) ra-
dialnej.

Okazuje si¢, ze dla warunkow brzegowych Dirichleta skalar Ricciego rodnie w czasie dla
dowolnie malych danych poczatkowych, natomiast przy warunkach Neumanna tak jest
jedynie dla duzych wartosci €. Wyniki te maja wskazywaé na niestabilnoéé tego mode-
lu, przy czym dla warunkéw Neumanna prawdopodobnie wystepuje prog (bifurkacja) dla
danych poczatkowych.

Drugi model to dynamika sferycznie symetrycznego pola Yanga-Millsa z grupa SU(2)
w czasoprzestrzeni opisanej metryka (3.82), tzw. metryks Einsteina. Rozwazane sa dwa
przypadki perturbacji: wokol prézni (S = 1) oraz wokoét statycznego rozwiazania § = COSZT
(tzw. ,kink”). Numeryczna analiza problemu Cauchy’ego dla perturbacji polega na przy-
blizanin rozwiszania skofczong kombinacja funkeji wlasnych operatora L. Prowadzi to
znowu do ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Nastepnie autor prébuje z sukce-
sem uwzglednié nieliniowo$é réwnania (3.94). Stosuje metodg Poincaré-Lindstedta pole-
gajaca na analitycznej deformacji rozwiazania kontrolowanej rzeczywistym parametrem ¢
przy zalozeniu malych danych poczatkowych kontrolowanych tym samym parametrem. Ze
wzgledu na zlozono$é problemu autor najpierw ogranicza si¢ do deformacji jednego mo-
du, tzn. warunek poczatkowy (4.66) opisany jest jedng funkcjg wlasng operatora L. Potem
réwniez analizuje perturbacje typu gaussowskiego (4.107), ktérych rozklad na funkcje wha-
sne e;{x) opisany jest szybko (eksponencjalnie) zbieznym szeregiem.

Tutaj nie ma zadnych osobliwoci, ale poréwnanie prézni z kinkiem” daje szybszy (w
czasie) rownowagowy rozklad energii modéw, z ktérych sklada sie dana perturbacja dla
przypadku § = cosz.

Rozdzial pigty poéwiecony jest szukaniu i analizie rozwigzah, ktére sa stacjonarne lub
okresowe w czasic, dla réznych sytuacji opisanych w rozdziale trzecim.

Jako pierwszy model autor wybral do analizy przypadek pola skalarnego sprzezonego
z polem grawitacyjnym opisanym metryka (3.7) reprezentujaca sferycznie symetryczng
czasoprzestrzen asymptotycznie AdS. Oprécz ogblnych rozwazan w dowolnym wymiarze
d+1 przestudiowano dokladnie przypadek d=3id=4dla rzeczywistego pola skalarnego
oraz d = 4 dla pola o wartosciach zespolonych.

Nastepnie poddano analizie metryke (3.35) opisujacg 4+ l-wymiarows czasoprzestrzen
asymptotycznie AdS ze zdeformowang metryks na S3 za pomocs jednej dodatkowej funkcji
B. W tym modelu réwnania Einsteina prowadzg do podobnego ukladu réwnahn czastko-
wych jak dla pola skalarnego. Funkcja B przejmuje role pola skalarnego z poprzedniego
modeln.

Jako trzeci model wybrano pole skalarne w skoficzonym obszarze przestrzennym, 8 na
konicu poddano analizie przypadek pola Yanga-Millsa. Oba modele byly juz analizowane
w rozdziale czwartym. Dla obu przypadkéw podano konstrukejg rozwigzah okresowych.

W rozdziale széstym autor podsumowuje swojg rozprawg oraz podaje mozliwosci dal-
szych badaf.



Rozprawa uzupelniona jest czterema technicznymi dodatkami zawierajacymi informa-
cje o niektérych wielomianach ortogonalnych czy konkretnych calkach uzytych w pracy,
jak réwniez szczegdly niekt6érych metod numerycznych zastosowanych przy obliczeniach.

Na zakonczenie mam kilka uwag i pytan szczegélowych.

e Punkt iii} na str. 13 slabo wyjasnia definicje zbioréw N i No.
¢ Co to jest ,NLW equation” na str. 157

o F(u) we wzorze (2.1) sugeruje, 7 jest to réwnanie zwyczajne z parametrem . Na-
lezaloby bardziej wyspecyfikowaé zaleznoéé od pochodnych uge, uz, jak si¢ to robi
dla réwnania czgstkowego. Wtedy wzor (2.5) stalby si¢ bardziej poprawny. Oznacze-
nie F'(8) budzi kontrowersje. Wzér (2.7) nie specyfikuje, jak numerujemy spektrum

. . dewy | . .
- dowolna permutacja Np jest dozwolona. Ponadto —Z nie ma sensu (nie mozna

dj

rézniczkowaé na zbiorze dyskretnym).
e Co to jest f w (2.13)?

e po wzorze (2.22): bledna argumentacja, ze symetria rownania pocigga symetrig roz-
wiazania. Réwnanie ma symetrig, ale rozwigzanie niekoniecznie, tu sig traci ogol-
no$é, zalozenie 8,v = 0 jest dodatkowym warunkiem poczatkowym na rozwiazanie.
Oczywiscie przesunigcie w fazie dla tego szczegblnego rozwigzania daje juz wszystkie
rozwigzania.

¢ Po co jest zamieszczona sekcja 2.37

e Dlaczego iloczyn skalarny jest rzeczywisty? por. (2.32), (3.32), (3.53), (3.72) oraz
(3.100). Czy przestrzenie Hilberta L? rozwazane w pracy nie sg nad C?

¢ Coto jest G i jak wyglada réwnanie Einsteina (3.4) w wyzszych wymiarach? 87G —
-}}%lsd“llG np. dla wymiaru d = 4 stala 672G mnozy tensor energii-pedu w réwna-
niach Einsteina.

e str. 26: Czy V jest funkcjg zmiennej |¢|°? Jesli tak, to lepiej jest pisaé V(|¢]%) =
V1P, a nie V(|¢|?) = |¢l.

e Gladko$é funkcji nie oznacza jej analitycznodci! (3.24) str. 29, mam wrazenie, Ze to
53 dodatkowe zaloZenia.

e Czy ' oznacza d/dzx czy d/dt? por. (3.25).

e Niezreczny zapis we wzorach (3.26-27), (3.34), {3.47), (3.56), lepiej jest chyba pisaé
¢f{t, T — 2).

o str. 30: ,orthonormal base” czy raczej ,orthonormal basis”?



e str. 30: Skad wiadomo, e operator L jest samosprz¢zony? Operatory rézniczkowe
na ogdt bywaja tylko formalnie samosprze¢zone, a jak si¢ poda mala dziedzing, to
mogg by¢ symetryczne. Czesto warunki brzegowe dookreslajg dobry operator. Tutaj
brakuje tych warunkdw.

o str. 34: Tym razem L jest istotnie samosprzezony, sle tez brakuje warunkéw brzego-
wych.

e str. 35 pierwsze zdanie: 5% czy $27

e Chyba e;(r) dane wzorem (3.71) nie stanowig bazy, a jedynie uktad wektoréw orto-
normalnych. Brakuje funkcji staiej.

e str. 30: T, nie sg generatorami rzeczywistej algebry su(2}.

e str. 40: appropriet? Niefortunnie dobrane oznaczenia we wzorach (3.91-92), trzeba
braé lupe, Zzeby je odréznié.

e str. 42 drugie zdanie: Co to jest G(u) w (3.95)7 Dlaczego L jest samosprzgzony?
Jakie warunki brzegowe?

o Dlaczego dane poczatkowe (4.66) i (4.107) sa niekompatybilne? Raz kladziemy pred-
kosé, a raz polozenie réwne zeru.

o Jaki sens ma umieszczanie (nieczytelnych) wzoréw (5.133), (5.258-261)7

Uwagi te oczywiscie nie podwazajg dorobku autora, gdyz nie tylko poprawnie stosu-
je on wybrany przez sichbie aparat matematyczny, ale wykazal przy tym kompetencjg i
duzg sprawnoéé w postugiwaniu sig wyrafinowanymi narzedziami numerycznymi. Jestem
réwniez pelen podziwu dla wytrwalodci autora przy pisaniu tej rozprawy.

W tej sytuacji stwierdzam, e doktorant speinil wymagania nalozone przez odpowied-
nie przepisy o stopniach naukowych. W moim przekonaniu jest to praca dobra i z przy-
jemnoscig wnosz¢ o dopuszczenie magistra Macieja Maliborskiego do dalszych etapdéw
przewodu doktorskiego.

Warszawa, 30 grudnie 2014 roku
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