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ROZDZIAY, 1. WPROWADZENIE

Jednym z zadan wlasnie uruchamianego Wielkiego Zderzacza Hadronéw (w skrocie LHC
7z ang. Large Hadron Collider), czyli nowego akceleratora czastek w CERN! pod Genewa,
jest znalezienie odpowiedzi na pytanie: czy supersymetria [1][2][3] jest rzeczywista symetria
Przyrody czy tez jest to wylacznie kolejna, piekna i abstrakcyjna koncepcja fizyki teoretycznej.

Supersymetria?, czyli symetria pomiedzy bozonami i fermionami jest, zgodnie z twierdze-
niem Haaga-T.opuszanskiego-Sohniusa [5], jedynym mozliwym rozszerzeniem grupy symetrii
przestrzennych Poincaré’go, ktére moze sie pojawi¢ w kwantowej teorii pola. Zaktada ona,
ze dla kazdej czastki bozonowej powinien istnie¢ jej supersymetryczny partner - czastka o
tych samym liczbach kwantowych, lecz podlegajaca statystyce Fermiego-Diraca. Analogicznie,
kazdej czastce fermionowej odpowiadataby czastka bozonowa.

Modele fizyczne opisujace swiat czastek elementarnych, takie jak na przyktad Model Stan-
dardowy [6], sa oparte o formalizm kwantowej teorii pola. W konsekwencji sa dosé trudne w
analizie zarowno analitycznej jak i numerycznej. Rozszerzenie ich o supersymetrie wymaga
skonstruowania mechanizmu spontanicznego tamania supersymetrii [7][8][9]. Jest to konieczne,
poniewaz hipotetyczni supersymetryczni partnerzy istniejacych czastek nie zostali odkryci w
zadnym z dotychczasowych eksperymentéw fizycznych. Aby zaproponowaé poprawne roz-
wigzanie problemu tamania supersymetrii niezbedne jest poznanie wlasnosci teorii super-
symetrycznych. Uproszczonym, lecz praktycznym, laboratorium do badania takich teorii sg
supersymetryczne mechaniki kwantowe zaproponowane w [10]. Numeryczne i analityczne
badanie tych ostatnich jest duzo tatwiejsze, poniewaz sa to uktady o skonczonej liczbie
stopni swobody. W wyniku wzmozonego zainteresowania, ktére wzbudzity, okazato sie, ze
wykazuja wiele ciekawych wtasciwosci i zastosowan [11][12][13], co spowodowalo, ze staly sie
osobnym obiektem badan. W konsekwencji odkryto, ze pewne supersymetryczne mechani-
ki kwantowe maja duzo wieksze znaczenie w fizyce teoretycznej niz przypuszczano; niektore
hipotezy sugeruja nawet, ze opisuja one podstawowe stopnie swobody teorii wysuwanych jako
najpowazniejsze kandydatki do miana Teorii Wszystkiego [14].

W niniejszej rozprawie przedstawiamy systematyczng analize pewnej klasy supersymetry-
cznych uktadow kwantowo-mechanicznych o rownej liczbie bozonowych i fermionowych stopni
swobody. Z powodu zwigzkéw z kwantowymi teoriami pola Yanga-Millsa nazywane one sg
supersymetrycznymi mechanikami kwantowymi Yanga-Millsa (w skrocie SYMQM z ang. Su-
persymmetric Yang-Mills Quantum Mechanics). Charakteryzuja sie globalna symetrig SU(N)
bedaca pozostatoscia po lokalnej symetrii cechowania kwantowej teorii pola. Zmienne bo-
zonowe powiazane z polem cechowania oraz ich supersymetryczni partnerzy fermionowi trans-
formuja sie przy obrotach SU(N) w reprezentacji dotaczonej. Dodatkowo, fizyczna przestrzen
Hilberta sktada sie ze stanéw niezmienniczych wzgledem takich transformacji, co jest po-
zostalosciag prawa Gaussa w pelnej teorii.

Celem pracy byto zbadanie dynamiki supersymetrycznych mechanik kwantowych z syme-
trig cechowania SU(N) stosujac zaréwno metody numeryczne jak i analityczne.

LCERN - Europejskie Centrum Badan Jadrowych.
2Przystepnym wprowadzeniem do supersymetrii jest artykul przegladowy Sohniusa [4].
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Ponizej przedstawiamy plan rozprawy streszczajac poszczegdlne rozdziaty.

W rozdziale 2 omoéwimy pokrotce trzy zagadnienia fizyki teoretycznej, w ktorych poja-
wiaja sie supersymetryczne mechaniki kwantowe Yanga-Millsa. Beda to: kwantowa teorii po-
la Yanga-Millsa w matej objetosci (podrozdziat 2.2), zregularyzowana dynamika kwantowej,
nierelatywistycznej membrany (podrozdzial 2.3) oraz opis DO-bran w teorii M (podrozdzial
2.4).

W rozdziale 3 wprowadzimy modele analizowane w dalszych czesciach pracy. Naleza do
nich: supersymetryczny oscylator anharmoniczny z symetria SU(3) opisany w podrozdziale
3.1 oraz dwuwymiarowe modele SYMQM z symetria SU(N) dla réznych wartosci N (pod-
rozdziat 3.2). Zamieszczamy rowniez dyskusje ich symetrii: supersymetrii, symetrii skalowania,
symetrii czastka-dziura oraz parzystosci.

W rozdziale 4 przedstawimy metody wykorzystane do analizy badanych uktadow. W
tym celu strescimy znane, lecz niezbedne dla spdjnosci niniejszej rozprawy, informacje.

Podstawowym uzytym narzedziem jest rekurencyjna konstrukcja bazy Focka dla mode-
li SYMQM przy pomocy operatorow nazywanych cegietkami, ktéore wprowadzimy w pod-
rozdziale 4.1.1. Pozwala ona rozwigza¢ warunek niezmienniczosci ze wzgledu na transforma-
cje SU(N) wynikajacy z prawa Gaussa. Nastepnie, w podrozdziale 4.1.2 przypomnimy nieza-
lezna metode obliczenia liczby liniowo niezaleznych stanéow bazowych pozwalajaca jakosciowo
sprawdzi¢ poprawnos$¢ wynikéw numerycznych. W podrozdziale 4.1.3 zidentyfikujemy zwigz-
ki pomiedzy liczbami stanéw bazowych o okreslonych liczbach kwantéw bedace u podstaw
dynamicznych symetrii omawianych modeli.

Wykorzystana metoda numeryczna polega na znalezieniu elementéw macierzowych Hamil-
tonianu oraz innych obserwabli w obcietej bazie Focka. Macierze te sa nastepnie diago-
nalizowane numerycznie. Wyniki fizyczne, odpowiadajace nieskoniczonej bazie, otrzymujemy
poprzez ekstrapolacje zaleznosci od obciecia rezultatéw obliczonych dla skonczonego obciecia.

W podrozdziale 4.2 opiszemy zatem algorytm rekurencyjny, ktéry pozwala efektywnie
oblicza¢ macierze zadanych operatoréw. Mozliwe jest wykorzystanie raz obliczonych i zapamie-
tanych elementéw macierzowych do obliczen elementéw macierzowych przy wiekszych obcie-
ciach. Przedstawimy rozszerzenie algorytmu umozliwiajace prowadzenie obliczen w dowolnym
sektorze fermionowym. Podanie odpowiedniego zestawu komutatorow elementarnych opera-
toréw pozwala otrzymaé¢ wyniki dla modeli o dowolnej symetrii SU(N).

Nowe rezultaty przedstawione w tej pracy mozna podzieli¢ sie na dwie cze$ci. W rozdziale
5 opiszemy analize numeryczna badanych uktadéw, natomiast w rozdziale 6 wyprowadzimy
z nich wiele analitycznie.

Podstawowymi rezultatami podejscia numerycznego s widma energetyczne dla supersy-
metrycznego oscylatora anharmonicznego z symetria SU(3) oraz dla dwuwymiarowych mo-
deli SYMQM z symetriami SU(N), N = 2,3,4,5. Ich analize rozpoczynamy w podrozdziale
5.1 od zbadania zbieznosci wynikéw podczas usuwania (zwiekszania) obciecia. Oczekujemy
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szybkiej zbieznosci energii odpowiadajacym stanom zlokalizowanym oraz wolnej dla stanéw
niezlokalizowanych. W konsekwencji, przedstawione widmo supersymetrycznego oscylatora
anharmonicznego otrzymane dla wystarczajaco duzego, ale skonczonego obciecia, pokrywa sie
z wynikami w kontinuum. Podobna analiza dla modeli SYMQM potwierdza ciagta nature ich
widm. Nastepnie, w podrozdziale 5.2 zbadamy odtwarzanie symetrii w granicy kontinuum. W
szczegblnoscei dzigki rozszerzeniu algorytmu numerycznego na sektory fermionowe mozliwe jest
odkrycie struktury supersymetrycznej analizowanych modeli. W podrozdziale 5.3 oméwimy
metode wprowadzenia obciecia dla modeli z symetria SU(N > 2) pozwalajaca na otrzymanie
degeneracji supersymetrycznej dla dowolnego skonczonego obciecia. W kolejnym podrozdziale
zaproponujemy uogoélnienie prawa skalowania znanego dotychczas dla uktadéw z symetrig
SU(2) do dowolnych symetrii SU(N). Na koniec, w podrozdziale 5.5, zaprezentujemy indeks
Wittena obliczony numerycznie dla omawianych modeli.
Podsumowujac, w rozdziale 5 przedstawimy

e precyzyjne wyniki dla duzych obcie¢ w dowolnych sektorach fermionowych otrzymane
dzigki wykorzystaniu rozszerzonego algorytmu rekurencyjnego,

e opracowanie sposobu wprowadzenia obciecia gwarantujacego otrzymanie degeneracji su-
persymetrycznej dla skonczonego obciecia,

e uogdlnienie prawa skalowania energii dla modeli SU(N),

e numeryczne obliczenie indeksu Wittena dla supersymetrycznego oscylatora anharmoni-
cznego z symetria SU(3) oraz modelu SYMQM z symetria SU(3).

W rozdziale 6 oméwimy wyniki analityczne. Dzieki przettumaczeniu problemu wlasnego
Hamiltonianu na relacje rekurencyjne mozliwe byto znalezienie doktadnych rozwigzan mode-
li SYMQM. W kolejnych podrozdziatach opiszemy wyrazenia na stany wtasne oraz widmo
Hamiltonianu o stopniowo coraz bardziej skomplikowanej strukturze. Zaczniemy od przed-
stawienia rozwiazan dla modelu SU(2) i pokazemy, ze odpowiadaja one funkcjom falowym
Claudsona i Halperna (podrozdzial 6.2). Nastepnie, w podrozdziale 6.3, zastosujemy te sama
metode do wyprowadzenia rozwiazan dla modelu SU(3). Przedstawimy strukture rozwiazan
zaré6wno w sektorze bozonowym jak i niektoérych fermionowych. Udowodnimy, ze jest to
poprawne uogélnienie rozwiazan Claudsona i Halperna dla modelu z symetria SU(3). W
koncu, w podrozdziale 6.4 oméwimy wyrazenia na widma uktadéw SYMQM dla dowolnej
symetrii SU(N) i w dowolnym sektorze fermionowym.

Przedstawione rozwiazania sa poprawne zarowno dla skonczonego jak i nieskonczonego
obciecia. Dzigki temu, mozemy poréwnaé wyniki analityczne z numerycznymi. W kazdym pod-
rozdziale potwierdzimy poprawnos¢ wzoréw analitycznych odtwarzajac odpowiednie wyniki
numeryczne omawiane w rozdziale 5.

Na zakonczenie, w rozdziale 6.5 zaprezentujemy dwa zastosowania doktadnych rozwiazan
modeli SYMQM. Najpierw analitycznie odtworzymy strukture supermultipletéw otrzymanych
numerycznie w podrozdziale 5.2. Nastepnie, stosujac tradycyjny rachunek zaburzen obliczymy
dwie najnizsze bozonowe energie supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego.
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Podsumowujac, w rozdziale 6 omawiamy

e wyprowadzenie analitycznych wzor6w na widma i stany wlasne modelu z symetria SU(3)
w sektorze bozonowym i sektorach fermionowych,

e wlasnosci wyprowadzonych rozwigzan, takich jak ortogonalno$¢, normalizacja, zupelosc,

e wyprowadzenie analitycznych wzoréw na widma modeli z symetria SU(N) w sektorze
bozonowym i sektorach fermionowych,

e praktyczne wykorzystanie otrzymanych rozwigzan: analiza struktury supermultipletéw
w modelu SU(3) oraz wykorzystanie rachunku zaburzen do wyprowadzenia przyblizonych
bozonowych energii oscylatora anharmonicznego.

Rozdzial 7 zawiera podsumowanie i dyskusje wnioskow oméwionych w poszczegdlnych
rozdziatach. Proponowane sg tez problemy, dla ktorych przedstawione wyniki moga sie okazac
pozyteczne.

Aby zaprezentowa¢ wyniki analityczne w jak najbardziej przejrzysty sposob szczegdtowe
wyprowadzenia zostaly przeniesione do pieciu dodatkéw znajdujacych na koncu niniejszej
pracy. Ponizej pokrétce omawiamy ich zawartosc.

W dodatku A przypominamy podstawowe wlasnosci wielomianéw Laguerre’a przy okazji
zapoznajac Czytelnika z zastosowanym zapisem.

W dodatku B wyprowadzamy relacje rekurencyjne spetniane przez wspoétczynniki roz-
ktadu stanéw wtasnych badanych Hamiltonianow w bazie Focka. Konsekwentnie w kolejnym
dodatku, dodatku C, znajduja sie twierdzenia pozwalajace rozwiaza¢ powyzsze rekurencje.
Zaczynamy od rozwiazania prostych uktadow rownan, a konczymy przedstawiajac rozwigzania
wielu sprzezonych relacji rekurencyjnych.

Zaréwno podczas omawiania wynikéw numerycznych jak i analitycznych rozréznione zo-
stalty dwa sposoby wprowadzenia obciecia. W rozdziale 6 opisane zostaly rezultaty otrzy-
mane przy zastosowaniu dyskretyzacji Hamiltonianu. Natomiast krétka dyskusje anality-
cznych rozwigzan otrzymanych przy uzyciu dyskretyzacji supertadunkéow przedstawiamy w
dodatku D.

W koncu, w dodatku E znajduja sie wyprowadzenia wlasnosci otrzymanych rozwigzan
analitycznych, takich jak ortogonalno$¢, normalizacja i zupelmosé dla modeli z symetria SU(2)
i SU(3).
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ROZDZIAY, 2. ZASTOSOWANIA

W tym rozdziale omowimy pokrétce zwigzki supersymetrycznych mechanik kwantowych
Yanga-Millsa z réznymi obszarami fizyki teoretycznej. Rozpoczniemy od przedstawienia re-
dukcji wymiarowej teorii pola Yanga-Millsa do jednego punktu w wyniku ktérej mozemy for-
malnie otrzymac¢ modele SYMQM w roznych wymiarach. Nastepnie, opiszemy poszczegdlne
zastosowania takich mechanik kwantowych: analize widma stanéw zwigzanych gluonow w
teorii pola w granicy matej objetosci, opis kwantowej dynamiki relatywistycznej membrany
oraz badanie dynamiki DO-bran w teorii strun.

2.1 Redukcja wymiarowa teorii Yanga-Millsa

Dziatanie dla supersymetrycznej teorii Yanga-Millsa w D = d+ 1 wymiarach czasoprzestrzen-
nych jest dane wyrazeniem [15][16],

S = /dD 4F§VF’“’ aq ! )\a “D Aa) (2.1)
gdzie uzyliSmy metryki ¢, = {+1,—1,...,—1} oraz
a a a b pc
i, = 0,A, — 0,A% + gfuALAL, (2.2)

i 1 v sa indeksami czasoprzestrzennymi o zakresie od 0 do D — 1, a,b,c sa indeksami reprezen-
tacji dotaczonej grupy SU(N), natomiast fup. stalymi struktury tej grupy. g jest stata sprzeze-
nia. Pochodna kowariantna D, ma postac

(DN)\)G = aﬂ)\a gfabc u (23)

Bezmasowe pole wektorowe ma D — 2 stopni swobody, podczas gdy spinor Diraca ma 2P/
stopni swobody. Wynika z tego, ze aby otrzymac¢ supersymetryczne rozszerzenie teorii Yanga-
Millsa niezbedne jest narzucenie warunkéw Majorany i/lub Weyla na zmienne fermionowe,
tak aby liczby bozonowych i fermionowych stopni swobody byly réwne. Okazuje sie [17], ze
takie teorie moga istnie¢ tylko w czasoprzestrzeni o wymiarach D = 2,4, 6 oraz 10.
Esktremum dzialania (2.1) wzgledem wariacji A, pozwala wyprowadzi¢ réwnania ruchu

dla A2,
7 _
(DuF™)" = =g funch7 X" (2.4)

Po rozpisaniu (2.4) osobno dla sktadowej v =0iv =1i=1,...,D — 1, otrzymujemy dynami-
czne réwnania ruchu oraz nieabelowe prawo Gaussa,

, 3 i .
(O F")* — (D, F7")" = —59 Fape A\PYNC, (2.5)
70\a __ v 3o 0ycC
—(D;F7)" = _§gfabc)\ N (2.6)
Dobierajac wycechowanie czasowe, A3 = 0, oraz wprowadzajac zapis Fj}, = E{ mozemy
przepisaé¢ (2.6) do postaci
O,E® — g f e AVES = —% 9 FabeNPAONE (2.7)

10



ROZDZIAY 2. ZASTOSOWANIA

W procedurze redukcji wymiarowej zaktadamy, ze pola w teorii zdefiniowanej w D-wy-
miarowej czasoprzestrzeni zaleza jedynie od d < D zmiennych. W efekcie otrzymujemy
nizej wymiarowa teorie. Szczegdlnym przypadkiem redukcji wymiarowej, jest redukcja D-
wymiarowej teorii pola do jednego punktu, czyli zatozenie, ze pola sg state we wszystkich
kierunkach przestrzennych. Prowadzi to do uktadu opisywanego mechaniks kwantowa. Dla
przyktadu opiszemy wynik redukcji wymiarowej supersymetrycznej teorii pola Yanga-Millsa
w D = 10. Sktadowe pola cechowania A%(t) oznaczymy przez x¢(t),i = 1,..., D—1, natomiast
p?(t) beda sprzezonymi do nich pedami, pf(t) = E“(t). 6%(t), a = 1,...,16 jest spinorem
Majorany-Weyla. Zatem, prawo Gaussa (2.7) redukuje sie do postaci,

0 e (05— S0265) = 0. (2.8)

Kwantowanie kanoniczne przeprowadzamy wprowadzajac operatory odpowiadajace zmien-
nym bozonowym z¢ i p? i spetniajace kanoniczne relacje komutacji, oraz analogicznie operatory
antykomutujace dla zmiennych fermionowych,

[I?,p?] = iéijéab, {«93, Qg} = 5a56ab‘ (29)

Hamiltonian przyjmuje postac
2

loa, 9 2, 1,
H = PP + Z(fabcxij) + Efabc afﬁﬂé’gxz, (2.10)

i moze by¢ zapisany jako kwadrat supertadunkéw danych poprzez

Qu = (TF0%) pf +igfuXlh0% a5, Dk = i[Fj TH, (2.11)
mianowicie, ‘
{Qa, Qs} = 200 H + gT, 527G, (2.12)
gdzie .
1
Ga = fane (730} — 50a65) (2.13)

Zauwazamy, ze operator (2.13) odpowiada operatorowemu wyrazeniu (2.8). Prawo Gaussa,
jako dodatkowy wiez, moze by¢ narzucone w postaci warunku spetnianego przez stany fizyczne
[18]. Fizyczna przestrzen Hilberta jest zatem zlozona ze stanéw, dla ktoérych srednia wartosé
operatora GG, znika. Réwnoczesnie, G, moze by¢ interpretowany jako operator ’kolorowego
kretu’ i jest generatorem transformacji SU(N). Wobec tego fizyczna przestrzen Hilberta jest
niezmiennicza wzgledem symetrii cechowania, a algebra supersymetrii zamyka sie na stanach
fizycznych. Hamiltonian (2.10) jest z definicji Hamiltonianem SYMQM.

2.2 Kwantowa teoria pola w matej objetosci

W jednym ze swoich wyktadéw [19] Bjorken zaproponowal, aby badania nieperturbacyjnych
efektéw w chromodynamice kwantowej! rozpoczaé¢ od analizy tej teorii w matej objetosci.

"'Whprowadzenie do chromodynamiki kwantowej Czytelnik znajdzie w [20].

11
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Sadzil, ze pelne zrozumienie dynamiki pola cechowania w 'pudetku’ o rozmiarach 107! cm
pozwoli, miedzy innymi poprzez zlozenie wielu takich matych pudetek’, na znalezienie me-
chanizmu uwiezienia kwarkow.

Przyblizony opis chromodynamiki kwantowej w matej objetosci jest dany przez pola ce-
chowania niezalezne od potozenia, dla ktérych Hamiltonian moze by¢ otrzymany w prosty
sposob poprzez redukcje wymiarows petnej, czterowymiarowej teorii pola. W efekcie, rzeczy-
wiste masy standéw zwigzanych gluonéw moga by¢ przyblizone poprzez energie wtasne bo-
zonowej czesci Hamiltonianu SYMQM w D = 4, wprowadzonego w poprzednim podrozdziale.
Zauwazmy, ze w przyblizeniu redukcji wymiarowej zakltadamy, ze mozna pomingé¢ oddziaty-
wanie pomiedzy modami pola o zerowym pedzie, a pozostaltymi modami obecnymi w teorii.

Pelniejsze podejscie zostato zaproponowane przez Liischera [21]]22], ktéry systematycznie
wydzielit Hamiltonian dla modéw zerowych wraz z perturbacyjnymi poprawkami pochodzacy-
mi od modéw o niezerowym pedzie. Badania te zostaly nastepnie rozwiniete przez van Baala
[23][24][25][26].

Rozwazmy nieabelows teorie pola Yanga-Millsa na tréjwymiarowym torusie S x St x S*.
Obwdd kazdego z okregéw oznaczamy jako L. Sktadowe przestrzenne pola cechowania Ag(z),
k=xy,z=1,2,3, moga by¢ zapisane jako [21]

Ak‘(x> = Az(x)Tav Ak(x + L.]) - Ak‘(x>7 (214)

gdzie j jest dowolnym wersorem, tzn. zadamy, aby pole cechowania byto periodyczne. Symetria
cechowania wymaga, aby pola Ag(z) i

Ap(z) = M) Ap(@) A (2) + A(x) A~ (2) (2.15)

byly utozsamione, pod warunkiem, ze A(z + Lj) = A(x). Po wprowadzeniu wycechowania
czasowego, Ag = 0, i po przeprowadzeniu kwantowania kanonicznego, H staje sie opera-
torem dziatajagcym na funkcjonaty falowe W[Ay]. Operatory Ef(z) i Bj(x) w reprezentacji
Schrodingera maja postaé [21],

1 9
Ei(z) = -——,
F i 0AY(x) (2.16)
a 1 a a C
Bi(r) = §6iﬂ€(aiAj () — 0;A} (%) + fapcA(x) AS(2)).
W efekcie otrzymujemy Hamiltonian H
k 3 1 2 rha a 1 a a
H= | ds(S0Bi@)BL(x) + 5 Bi@)Bi()), (2.17)
0 2 295

gdzie go jest gota stala sprzezenia. Warunek Gaussa, bedacy generatorem niezaleznych od
czasu transformacji cechowania G, jest narzucony na fizyczne funkcjonaty falowe

GOW[A,] = 0, (2.18)

co jest réwnowazne stwierdzeniu, ze fizyczne stany sa niezmiennicze ze wzgledu na transfor-
macje cechowania

U[A,] = U[A). (2.19)

12
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Na poziomie klasycznym, rozwigzaniami o najnizszej energii sa konfiguracje nazywane
toronami. Zauwazmy, ze gdy stala sprzezenia maleje, wyraz w Hamiltonianie (2.17), ktory
mozna interpretowa¢ jako energia potencjalna, rosnie. A zatem, oczekujemy, ze konfiguracje
o najmniejszej energii spetniaja warunek Bf(z) = 0.

Dla 3N liczb rzeczywistych, ¢f, k =1,2,3,n =1,..., N spehiajacych warunek >, ¢} = 0,
definiujemy niezalezne od potozenia pole cechowania Ay (x),

Lo
L

Ay(2) (2.20)

0 o

Ai(z) mozna roztozy¢ jako Ay (z) = A}(z)T* wykorzystujac tylko N — 1 diagonalnych gene-
ratoréw T Latwo mozna sie przekonac, ze w takim przypadku wyraz f*°A?(x)AS(x) znika
dzigki wlasnosci tensora fupe, a zatem Bf(x) = 0. Torony definiujemy jako wszystkie pola
Ag(z), ktore sa réwnowazne konfiguracjom (2.20) poprzez transformacje cechowania (2.15).
Dodatkowo, utozsamiamy dwa rozwigzania (2.20), jesli ¢} = Z(i)(mod27r) dla dowolnej per-
mutacji o(z) indeksow i.

Mozemy teraz zbada¢ fluktuacje wokét rozwiazania (2.20). W tym celu zapisujemy

2 —d a a
Aj(z) = g5 L5 ¢; + godi (), (2.21)

przy czym ¢ nie zaleza od polozenia i moga by¢ jawnie sprowadzone do zmiennych ¢ poprzez
transformacje cechowania (2.15). Zaktadamy, ze $rednia fluktuacji znika, fOL dizqi(z) = 0.
Podobnie rozwijamy pedy,

-3 —2d a —1_a
mh(x) = g0 L5 e + g0 'pi(x), (2.22)

: a__ 10 L sd,.. a _
gdzie ef = § e Oraz Jo dlxpi(x) =0
Liischer wykazal, ze w najnizszym rzedzie w zrenormalizowane] stalej sprzezenia g, efek-

tywny Hamiltonian w zmiennych ¢} i ef ma postac

wlo

1 1
H=g5L " (zetep + Zf“bcczclc adecler), (2.23)

2

oraz wyprowadzil wyrazenia na wyzsze poprawki od pdl ¢f(z) i p%(z). Hamiltonian (2.23)
jest bozonowg czescia Hamiltonianu SYMQM (2.10) w D = 4 po przeskalowaniu zmiennych
cp — g%cz 1ep — g_%ez.

2.3 Zregularyzowany opis membrany

W pracy Goldstone’a i Hoppego [27] modele SYMQM zostaly zaproponowane jako zregulary-
zowany opis dynamiki membran w D-wymiarowej czasoprzestrzeni. Regularyzacja ogranicza
nieskonczong liczbe stopni swobody opisujacych membrane do ich skonczonego podzbioru, za-
chowujac przy tym symetrie uktadu. Dzieki temu mozliwe jest przeprowadzenie kwantowania

13
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kanonicznego. Zilustrujemy powyzsze idee opierajac sie na artykule przegladowym Taylora
[28], pracach [27] [29] [30] oraz ksiazce [31].

Membrana jest obiektem dwuwymiarowym i jej ruch moze by¢ opisany tréjwymiarows ob-
jetoscia w D-wymiarowej czasoprzestrzeni Minkowskiego. Kazdy punkt tej objeto$ci mozna
oznaczy¢ poprzez podanie trzech liczb {0g, 01, 02}. Jego polozenie w czasoprzestrzeni opisuje
zatem D funkcji oznaczonych jako X#(og,01,09), 1 = 0,..., D — 1, bedacych wspétrzedny-
mi punktu w zadanym uktadzie wspotrzednych wprowadzonym w czasoprzestrzeni. Podanie
jawnych wyrazen na funkcje X* jest réwnoznaczne z opisaniem pelnego ruchu membrany.

W mechanice klasycznej, aby znalez¢ funkcje X* musimy rozwiaza¢ rownania ruchu,
wynikajace z zasady najmniejszego dziatania, dla zadanych warunkéw poczatkowych. Jako
dziatanie najwygodniej jest uzy¢ dziatania Polyakova, ktére mozna otrzymaé¢ wprowadzajac
metryke 7,4 na objeto$ci membrany

S = —g / B/ = (7P 0a X" 05 X Ny — 1). (2.24)
7 wariacji 67*® otrzymujemy
Yap = 0a X s X Ny = hap, (2.25)
przy czym 1), jest metryka Minkowskiego o sygnaturze {—,+,...,+}, natomiast z wariacji
0 X* dostajemy réownania ruchu dla X*
O (V=17 05X") = 0. (2.26)

Wykorzystujac swobode reparametryzacji zmiennych {0° o', 0?}, mozemy usuna¢ z opisu
cze$¢ niefizycznych stopni swobody. W tym celu wprowadzamy nastepujace wiezy,

4
Yop = 0, oraz Yoo = ——5dethy,, (2.27)
v

gdzie p,q = 1,2. Odpowiednio, wyrazenia (2.27) przettumaczone na zwiazki pomiedzy funk-
cjami X* przyjmujg postac

X"@pX”nW =0, oraz X"X”nw, = —%{X“,X”}{XM,X,,}, (2.28)

przy czym wprowadziliSmy zapis {X rX ”} = Zp, g P10, X 0, X", a €’ jest antysymetrycznym
tensorem z €' = 1. Po narzuceniu réwnan (2.27) dla dzialania (2.24) dostajemy

Tv 3 o 2 Y
S=—11]4d o(X'X, — ﬁ{Xﬂ,X HX,., X, }). (2.29)
Przechodzac do uktadu stozka swietlnego [30] mozliwe jest jawne rozwiazanie réwnan wiezéw.
W tym celu wybieramy cechowanie stozka, X+ (0% o', 0%) = 0%, gdzie zmienne stozkowe sg
dane tradycyjnie przez X+ = %(X 0+ XP~1) a pozostale zmienne poprzeczne oznaczamy

przez X', i =1,...,D — 2. Otrzymujemy wtedy dla pochodnych X,
. 1

0,X = X'9,X",  oraz X = 5)’(%‘)’(" + %{Xi,Xj}{Xi,Xj}. (2.30)
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Hamiltonian dla membrany w ukltadzie stozka Swietlnego wynosi
vl o (vivi, 2 i v T
H=—- Po(X'X'+ S{X", X7 H{X" X7}), (2.31)
v

wraz 7z pozostalymi wiezami
{X', X'} =0 (2.32)
Warto zauwazy¢, ze H ciagle pozostaje niezmienniczy ze wzgledu na grupe symetrii nieza-
leznych od czasu i zachowujacych pole zwigzana z dowolnoscig wyboru uktadu odniesienia w
czasoprzestrzeni.
Nastepnym krokiem jest rozwiniecie funkcji X* w zupelnej bazie ortonormalnych funkcji
zdefiniowanych na membranie,

X 0'0701,0'2 ZX 00 0'1702) &:O,l,... (233)

Przyktadowo, dla membrany o topologii sfery, jako zbiér funkcji Y, moga by¢ wybrane har-
moniki sferyczne Y, (6, ¢). Funkcje Y, stanowia baze zupela, a zatem mozemy roztozyé
nawias Poissona dwoch funkeji Y, i Y, w tej bazie,

{Ya, Yo} = gaveYe. (2.34)

Regularyzacja uktadu polega na pozostawieniu w opisie jedynie N pierwszych zmiennych X',
osobno dla kazdego 7. Pierwotny uktad bedzie mégt by¢ odtworzony w granicy N — oo. Taka
procedura zredukuje grupe G przeksztatcen zachowujacych pole do skonczenie wymiarowe;j
grupy GN, takiej, ze limy_,oo Gy = G. Stale struktury gu. grupy G sa zastapione nowymi
statymi f%_, pod warunkiem, ze limy oo f2. = gase- Hoppe pokazal, ze jesli obciecie na wyzsze
mody bedzie postaci N? — 1 grupe Gy mozna utozsamié¢ z grupa SU(N).

Z (2.34) wynika, ze funkcje Y, transformuja sie w reprezentacji dotaczonej grupy G. Wobec
tego, w zregularyzowanym uktadzie zmienne X, beda transformowac si¢ w reprezentacji dota-
czonej grupy SU(N). Postepujac zgodnie z regutami kwantowania kanonicznego zmienne X!
sq zastepowane operatorami spetniajacymi odpowiednie relacje komutacji, natomiast nawias
Poissona jest zamieniony na komutator. W efekcie, kwantowy Hamiltonian zregularyzowanej
membrany moze by¢ zapisany jako

a a 1 C 2
H=T(PP+ 5 (fueX!X5)"). (2.35)
a wiec doktadnie odpowiada bozonowej cze$ci Hamiltonianu SYMQM (2.10). Wprowadzajac

zmienne macierzowe X' = X! = > X!T¢% = gdzie T?, sa generatorami grupy SU(N) w
reprezentacji fundamentalnej, m,n =1,..., N,

T o s
H = Str(PP - S[X, X] [X, XV ). (2.36)
Wynikajg z niego rownania ruchu, ktére nalezy uzupetnié¢ o réwnanie wiezéw,

X'+ [[X,X7],X] =0, [X,X]=0. (2.37)
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2.4 Dynamika D0 bran

Trzecim zagadnieniem w ktorego opisie pojawiaja sie supersymetryczne mechaniki kwantowe
Yanga-Millsa jest dynamika DO-bran, dynamicznych obiektéw zawartych w teorii M [32].

Teoria M jest hipotetyczng teorig zdefiniowang w D = 11 wymiarowej czasoprzestrzeni.
Nie jest znane jej jawne sformulowanie. Znane sg natomiast jej szczegdlne granice. Nisko-
energetyczne widmo teorii M jest dane przez D = 11 wymiarowa teorie supergrawitacji. Warto
zauwazy¢, ze D = 11 jest najwyzszym wymiarem dla ktérego istnieja teorie supergrawitacji
zawierajace pola o spinie mniejszym lub rownym niz 2. Okazuje sie, ze klasycznie mozna
skonstruowaé tylko jedna taka teorie [33]. Rozwazajac inne granice, mozliwe jest otrzymanie
pieciu konsystentnych teorii strun zdefiniowanych w D = 10 wymiarowej czasoprzestrzeni. Na
przyktad, teoria M w czasoprzestrzeni z jednym z wymiaréow skompaktyfikowanych na okregu
jest opisana przez teorie strun typu ITA.

Teoria M opisuje oddziatywanie wielu réznych obiektéw. Przyktadem takich obiektow sa p-
brany - p wymiarowe hiperptaszczyzny na ktorych struny moga sie konczy¢. W szczegdlnosci,
w teorii M istnieja punktowe brany, 0-brany.

Witten zauwazyt [34], Ze dynamika p-bran w teorii strun jest opisana poprzez redukcje
wymiarowa D = 10 wymiarowej supersymetrycznej teorii Yanga-Millsa do p-wymiaréw.
Wobec tego, dynamika 0-bran jest doktadnie opisana przez model D = 10 SYMQM wprowa-
dzony w tym rozdziale wyrazeniem (2.10).

Jak wspomnielismy, rozwazajac teorie M skompaktyfikowana na okregu otrzymujemy
teorie strun typu ITA. Okazuje sie, ze w uktadzie o nieskonczonym pedzie w jednym z kie-
runkéw [35], dynamika jest dana wytacznie poprzez opis 0-bran; pozostale stopnie swobody
odsprzegaja sie. W takim ukltadzie odniesienia mozliwe jest sformutowanie hipotezy BFSS
[14] (od nazwisk autoréw: Banksa, Fischlera, Shenkera i Susskinda), méwiacej, ze pelny opis
teorii M jest dany przez model D = 10 SYMQM w granicy N — oo. Stopnie swobody modelu
SYMQM odpowiadaja stopniom swobody 0-bran w kierunkach prostopadtych do skompakty-
fikowanego kiedunku.

Koniecznym kryterium poprawnosci hipotezy BFSS jest istnienie odpowiednio$ci pomiedzy
stanami w obydwoch teoriach, teorii strun i modelu SYMQM. A zatem, w modelu SYMQM
w D = 10 musi istnie¢ normalizowalny stan odpowiadajacy grawitonowi [36]. Istnienie takich
stanéw zostato wykluczone w modelach o liczbie wymiaréw D < 10 [37][38], natomiast dla
D = 10 wiele prac wskazuje, ze taki stan faktycznie istnieje [39]. Jego konstrukcja okazuje si¢
by¢ bardzo nietrywialna [40][41][42].
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Zgodnie z argumentami przedstawionymi w poprzednim rozdziale z fizycznego punktu
widzenia interesujace sa modele SYMQM w D =41 D = 10 dla r6znych SU(N). Ich analiza,
zarowno numeryczna jak i analityczna, jest trudna. Celem niniejszej rozprawy jest poznanie
i zrozumienie dynamiki najprostszych uktadow SYMQM. Tak zdobyta wiedza bedzie mogta
by¢ nastepnie wykorzystana w badaniach bardziej skomplikowanych przypadkéw. W zwiazku
z tym, przedstawiamy systematyczng dyskusje modeli SYMQM zdefiniowanych w D = 2.
Okazuje sie, ze sa to modele swobodne. Niemniej jednak ze wzgledu na dodatkowy wiez bedacy
zredukowanym prawem Gaussa ich rozwiazanie nie jest trywialne. Aby dodatkowo sprawdzi¢
metody analityczne i numeryczne w przypadku uktadéw z nietrywialnym oddziatywaniem
wybraliSmy model supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego. Jak wykazemy ponizej,
jego potencjatl ma wiele cech wspoélnych z potencjalami wyzej wymiarowych modeli SYMQM.

W obecnym rozdziale definiujemy konkretna postaé operatorow Hamiltona dla uktadow
analizowanych w dalszych czesciach pracy oraz dyskutujemy ich symetrie.

3.1 Supersymetryczny oscylator anharmoniczny

W celu skonstruowania supersymetrycznej wersji oscylatora anharmonicznego posiadajacego
symetrie cechowania zaczniemy od definicji supertadunkéw (szczegbélowe oméwienie konstruk-
¢ji supersymetrycznych mechanik kwantowych poprzez uogoélnione operatory kreacji i anihi-
lacji mozna znalezé np. w [43]). Przyktadowo, dla supersymetrycznego oscylatora harmoni-
cznego s one dane poprzez

Qf = fla, Q= fa. (3.1)
Spelniaja one relacje antykomutacji,
{Q.Q"} =24,
Q. H] =[Q". H] =0, (3.2)

{Q.Q}={Q"Q'} =0,
gdzie H jest Hamiltonianem uktadu. W tym przypadku otrzymujemy

1 1
H=1(00) = Litar i) 53
Widmo w sektorze bozonowym jest réwne Ey = %n z n € Z, natomiast w sektorze z jednym
kwantem fermionowym mamy F; = %(n + 1), n € Z. Zatem, w sektorze bozonowym is-

tnieje niezdegenerowany stan o zerowej energii bedacy préznia supersymetryczna. Wszystkie
pozostale energie sg podwdjnie zdegenerowane.
Zapisujac bozonowe operatory kreacji za pomoca operatorow pedu i potozenia otrzymuje-
w 1 1
Q' = ﬁfT(ierw), Q= ﬁf(—ipﬂtx)- (3.4)
Uogdlnieniem powyzszego modelu, zaproponowanym przez Wittena [10], jest zastapienie ope-
ratora polozenia poprzez dowolng jego funkcje W (x) nazywana superpotencjatem. Mamy za-

tem
FloiptW@), Q= ——f(ip+ W) (3.5)

T
@ V2

Sl -
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Aby powyzszy uktad lepiej imitowal modele SYMQM wprowadzamy zbiér N? — 1 opera-
toréw potozenia i pedu x, i p, oraz fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji, fI i f,, trans-
formujacych sie w reprezentacji dolgczonej grupy SU(N). Hamiltonian musi by¢ niezmien-
nikiem wzgledem globalnej symetrii SU(N), co mozemy otrzymaé¢ postulujac nastepujaca
postaé¢ supertadunkéw! (stosujemy zapis, w ktérym powtdérzony indeks jest wysumowany),

1 , 1 ,
QT:ﬁfl(zpa—i-Wa), Q:ﬁfa(—zpa—i-Wa). (3.6)
Latwo mozna sie przekonaé, ze powyzsze supertadunki spelniaja relacje komutacji (3.2).
Hamiltonian wynosi wiec

1 1
H - Z (papa + WaWa) + g (aaWb + abVVa> [fL fb] (37)

Aby dodatkowo upodobni¢ ten uktad do modeli SYMQM narzucamy na przestrzen Hilber-
ta warunek Gaussa, tzn. zadamy aby fizyczna przestrzen Hilberta sktadala sie wylgcznie ze
stan6w niezmienniczych ze wzgledu na symetrie SU(N). Zauwazmy, ze w przypadku mo-
deli SYMQM warunek niezmienniczosci jest zwiazany z procedura kwantowania teorii z ce-
chowaniem, tutaj jest arbitralnie dodanym wiezem.

Utatwieniem konstrukcji operatoréw singletowych jest wprowadzenie zapisu macierzowego.
Dzieki niemu kazdy niezmienniczy operator moze by¢ zapisany jako $lad [44]. Wprowadzamy
zatem

N2-1 N2-1 N2-1 N2-1
vig= Y, w, T pg= 0y =0 HiT, fii= > LT, (38)
a=1 a=1 a=1 a=1

gdzie T, sa generatorami grupy SU(N ) w reprezentacji fundamentalnej, i,j = 1,... N.
Wszystkie operatory staja sie wobec tego macierzami o elementach operatorowych. Wpro-
wadzamy réwniez uproszczony zapis na slady, mianowicie, tr(O) = (O). Bedziemy jednak z
niego korzystaé tylko gdy pelny zapis bedzie zbyt ucigzliwy.

Pozostato doprecyzowa¢ posta¢ superpotencjatu W,. W przypadku W, = 0 otrzymujemy
model SYMQM, dla W, = z, otrzymujemy zbiér N? — 1 supersymetrycznych oscylatoréw
harmonicznych. Nietrywialny przypadek moze by¢ otrzymany postulujac

W, = gd T2, (3.9)

abc

gdzie g jest stala sprzezenia, a d,. jest catkowicie symetrycznym tensorem grupy SU(N).

Hamiltonian (3.7) redukuje sie do

1 g9’ g
H = Z (papa + Zdabedecdxaxbxcxd) + Zdabcxa [f1j7 fc] (310)
Supertadunki przyjmuja odpowiednio forme
1 , g 1 , g
T:—TZ S I , = — —ap. +2d ,xx). 3.11
Q ﬂfa(pa 2 abcb c) Q \/§fa( pa 2 abc™b c) ( )

Dziekuje J. Woskowi za sugestie.
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Interesujacym elementem tego modelu jest bozonowy potencjat czwartego stopnia, ktéry dla
grupy SU(3) ma prosta postaé

1 2
Appg oy TpT oy = g(%%) . (3.12)
Wobec tego, oczekujemy, ze widmo uktadu (3.10) jest czysto dyskretne. Aby zapisa¢ Hamil-
tonian w jezyku sladow, wykorzystujemy nastepujace zwiazki prawdziwe dla dowolnej grupy
SU(N),

d

abe

1

2
§papa = tr p,

1
ga:axbxcxddabedecd =tr ot — N(tr 7?)?, (3.13)

%xafJ felwe = te(zf1f) = te(zf f1),

1 ostatecznie otrzymujemy

1= s+ s (et — Ll ?)?) + g tn(al s f]). (3.14)

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze d,, .z, | be 1] =2d .z, be f., gdzie wykorzystalismy réwnosc¢
> b dupy, = 0 prawdziwg dla wszystkich grup SU(N).

Na koniec zauwazmy, ze z zakazu Pauliego wynika, ze stan kwantowy moze posiadac
co najwyzej N? — 1 kwantéw fermionowych; fI flJr f;r e f;{,Ll = 0. Rozwazmy fermionowy
operator liczby czastek,

(f1f) = fif. (3.15)
Oczywiscie, tr(f7f)|0) = 0, gdzie |0) jest préznia Focka. Hamiltonian supersymetrycznego
oscylatora anharmonicznego zachowuje fermionows liczbe kwantow, tzn. komutuje z opera-
torem tr(fTf). W zwiazku z tym, jego analize mozemy prowadzi¢ niezaleznie w sektorach o
ustalonej liczbie kwantéw fermionowych np.

3.1.1 Symetria czastka-dziura
Hamiltonian (3.10) jest niezmienniczy wzgledem nastepujacej transformacji
r— —x, p——p, f—=ft =t (3.16)

Supertadunki przy (3.16) wymieniaja sie rolami, Q — Q' oraz QT — . Kanoniczne relacje
komutacji i antykomutacji pozostaja niezmienione,

Ty o] = [~Tas —8) = 00y {fur £} = {F5L i} = Gupe (3.17)

A zatem, istnieje operator unitarny U realizujacy te transformacje w przestrzeni Hilberta.
Latwo sie przekonaé, ze U? = Z. Wobec tego, UT = U. Mamy wiec,

Ufiu=1f,, UfU=Ff, UzU=—-z,  Up U= —p,. (3.18)
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Sprawdzimy teraz czy obraz prozni Focka poprzez U jest stanem wlasnym operatora
tr(f1f), wprowadzonego w (3.15),

tr(f1HUI0) = fif.UI0) = UF,UUfIUU0) = Uf,f110) = (N* — 1)U]0), (3.19)

gdzie wykorzystalismy fakt, ze a = 1,..., N* — 1. Widzimy wiec, ze stan U|0) jest stanem
wlasnym tr(fTf) i zawiera maksymalna, dopuszczalng przez zakaz Pauliego, liczbe kwantow
fermionowych. W zwiazku z tym, oznaczymy ten stan przez |1) = U|0).

Ogdlny stan bozonowy |E) moze by¢ zapisany jako

|E)o = Z an(aT; £)[0), (3.20)

np=0

przy czym wspotezynniki f,, (a'; E) sa operatorami zbudowanymi z np-tej potegi operatora
al, a ich czynniki liczbowe sa tak dobrane, aby H|E)q = |E)o. Zatem,
|E)y2o1 = UIE)o = Y (—1)" fo,(a'; E)[1). (3.21)
np=0
Uogolnienie powyzej obserwacji dla stanu z sektora z np kwantami fermionowymi jest

nastepujace. Dla stanu |E),, z takiego sektora mamy

1E)or = Y fapme(al, f1; E)]0), (3.22)
n3:0
odpowiadajacy stan poprzez symetrie czastka-dziura bedzie mie¢ rozwiniecie,
o0

E)Netng = UIE) = > (1" fapni(al, £ E)|1). (3.23)

np=0
Jesli |E),, jest stanem wlasnym Hamiltonianu o energii F,
H|E),, = E|E),,. (3.24)
energia stanu |E)n2_1_,, wynosi,
H|E) 21, = HU|E),, = UH|E), = EU|E), = E|E)n2_1-n,.. (3.25)

Zatem, konsekwencja symetrii czastka-dziura jest podwdjna degeneracja widma. Kazdej ene-
rgii wtasnej z sektora z np kwantami fermionowymi, np < %(N 2 — 1), odpowiada taka sama
energia w sektorze z N? — 1 — ny kwantami fermionowymi.

Wynika z tego, ze dla modeli z grupami symetrii SU(N) dla N nieparzystych widmo
srodkowym sektorze (z ngp = %(N 2 —1)) jest podwoéjnie zdegenerowane. Stany z tego sektora
tworzg supermultiplety zaréwno ze stanami z sektora po lewej stronie (z np = 5(N? —1) — 1)
jak i po prawej (z np = %(N 2 —1) +1). Symetria czastka-dziura wymaga, aby widma w tych
ostatnich sektorach byty identyczne. Zatem widmo z sektora z np = %(N 2 — 1) musi by¢
podwojnie zdegenerowane. Schematyczny rysunek 3.1 ilustruje réznice pomiedzy strukturg
supermultipletéw dla modeli z symetria SU(N) z parzystym (3.1(a) i 3.1(c)) i nieparzystym
N (3.1(b) i 3.1(d)).
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(a) SU(2) (b) SU(3)
(c) SU(parzyste) (d) SU(nieparzyste)

Rysunek 3.1: Schematyczna struktura supermultipletéw dla modeli z symetriag SU(N) dla
roznych N. Na osi poziomej oznaczono punktami poszczegdlne sektory fermionowe. Dla
modelu SU(2) ngp = 0,...,3, natomiast dla modelu SU(3) nrp = 0,...,8. Na rysunkach
3.1(c) i 3.1(d) przedstawiono typowa sytuacje dla N parzystego i nieparzystego. Poziome od-
cinki taczace sasiednie sektory fermionowe reprezentuja mozliwe supermultiplety utworzone
przez stany z tych sektorow. Na uwage zastuguje degeneracja widma w srodkowym sektorze
(np = 3(N? — 1)) w modelach z N nieparzystym.

3.1.2 Parzystosc

Transformacje parzystosci, P, definiujemy jako
T — —x, p— —p, f——f fT—=—ft (3.26)

Parzystos¢ nie jest symetria Hamiltonianu, [H, P] # 0, poniewaz wyraz fermionowy w po-
tencjale nie jest niezmienniczy. Prawdziwa jest jednak stabsza réwnosé¢, mianowicie

o{E|[H, P]|E)o =0, (3.27)

wynikajaca z faktu, ze wartos¢ oczekiwana wspomnianego wyrazu fermionowego w potencjale
znika w sektorze bozonowym. Oznacza to, ze tylko w sektorze bozonowym parzystos¢ jest
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dobra liczba kwantowa. Zatem, czynnik (—1)7 w (3.21) mozna wyciagnaé przed sume i jako
czynnik fazowy nie ma tutaj znaczenia. Wobec tego, obraz bozonowego stanu wlasnego przez
transformacje U posiada rozwiniecie w bazie,

[E)yeo1= ) fap(als E)[1). (3.28)

np=0

Supertadunki (3.11) nie majg okreslonej parzystosci. A zatem, dla parzystego stanu bo-
zonowego |E)§'", Q| E)§v" bedzie stanem z sektora z np = 1 o nieokredlonej parzystosci. W
przypadku modeli SYMQM, supertadunki sa nieparzyste, a zatem Qf|E)&*" bedzie stanem
nieparzystym.

3.1.3 Symetria skalowania

W [45] zbadana zostata zalezno$é widma kwantowego oscylatora anharmonicznego od stalej
sprzezenia. Jednym z wnioskéw bylo opracowanie symetrii skalowania zauwazonej przez Sy-
manzika. Okazuje sie, supersymetryczny oscylator anharmoniczny jest rowniez niezmienniczy
ze wzgledu na te symetrie. Aby sie o tym przekonaé¢ rozwazmy nastepujace przeskalowanie
zmiennych

1
v, posp o f [T (3.29)

Hamiltonian (3.10) transformuje sie jak

H— H= % <tr p* + g*\° <tr at — %(tf 962)2) +2g X% tr(z[fT, f])) (3.30)

Zatem, biorac A = g_% otrzymujemy réwnosc,
H(g) — g3 H(1). (3.31)

Transformacje (3.29) moga by¢ reprezentowane poprzez operatory unitarne, a zatem obydwa
operatory w (3.31) maja identyczne widma. Wystarczy wiec obliczy¢ widmo H dla g = 1.0.

Warto zaznaczy¢, ze supersymetryczny oscylator anharmoniczny ma kilka cech wspol-
nych z wyzej wymiarowymi modelami SYMQM. Pomimo, ze potencjat tych ostatnich zawiera
antysymetryczny tensor f,,. zamiast catkowicie symetrycznego tensora d ., ich Hamiltonia-
ny sa niezmiennicze ze wzgledu na symetrie skalowania. Zachowujg one réwniez symetrie
czastka-dziura. A zatem, przedstawiony powyzej supersymetryczny oscylator anharmoniczny
jest dobrym uktadem do sprawdzenia podejécia numerycznego oraz metod analitycznych przed
rozpoczeciem badan wyzej wymiarowych SYMQM.

3.2 Modele SYMQM

Stopnie swobody dwuwymiarowych modeli SYMQM sa opisane zmienng skalarnag z, i ze-
spolona zmienna fermionowa f,. Indeks a jest indeksem dotaczonym grupy SU(N). Operatory
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bozonowe z, i p, oraz fermionowe f, i fI spetniaja reguty komutacji i antykomutacii,

[xwpb] = i(sa,b? {fw be} = 6a,b? (332)

podczas gdy generator globalnej symetrii cechowania przyjmuje postac

Gy = fae(ppe — %fgfc>' (3.33)
Supertadunki sg dane poprzez

Q=fp., Q= flp, (3.34)
a zatem

{Q. Q"% = p.p, — 292,G,. (3.35)

Jak juz wspomniano, w nieabelowej teorii pola z lokalna symetria cechowania SU(N) w
cechowaniu czasowym kwantowe prawo Gaussa realizuje sie jako dodatkowy warunek jaki
musza spetniaé stany fizyczne. Pokazalismy, ze w redukcji wymiarowej operator odpowiadaja-
cy prawu Gaussa redukuje sie do generatora globalnych transformacji grupy SU(N). A zatem
fizyczna przestrzen Hilberta modeli SYMQM sktada sie ze standéw niezmienniczych wzgledem
transformacji grupy SU(N). Réwnowaznie, mozemy powiedzie¢, ze stany fizyczne musza byé
anihilowane przez generator G,,.

Operator Hamiltonianu otrzymany z relacji (3.35) przyjmuje wyjatkowo prosta posta¢ na

stanach fizycznych,

1
H= 5PaPa- (3.36)

(3.36) mozna traktowa¢ jako granice g — 0 Hamiltonianu supersymetrycznego oscylatora
anharmonicznego. W zwigzku z tym, H w sposob trywialny jest niezmienniczy ze wzgledu
na symetrie czastka-dziura oraz transformacje parzystosci, jak réwniez zachowuje fermionowsa
liczbe obsadzen. Wnioski wyprowadzone w poprzednim podrozdziale pozostajg prawdziwe.
Zauwazmy jednak, ze teraz operator parzystosci komutuje z H, a wiec parzystos¢ jest dobra
liczba kwantowa we wszystkich sektorach fermionowych.
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W tym rozdziale omowimy dwa zagadnienia. Zaczniemy od opisania konstrukeji bazy
Focka w przestrzeni Hilberta supersymetrycznych mechanik kwantowych Yanga-Millsa z grupa
symetrii SU(N). Nastepnie, przedstawimy rekurencyjny algorytm pozwalajacy efektywnie
oblicza¢ elementy macierzowe operatoréw niezmienniczych ze wzgledu na symetrie cechowania
w takiej bazie. W szczegdélnosci pozwala on obliczy¢ obcieta macierz operatora Hamiltona.

4.1 Baza Focka

4.1.1 Elementarne cegiefki

Baza Focka ztozona jest ze standow wlasnych operatora liczby kwantow. Do ich klasyfikacji
rozwazamy bozonowe i fermionowe operatory liczby kwantow niezmiennicze ze wzgledu na
symetrie cechowania,

N2-1 N2-1

tr a'a = Z aZab, tr fTf = Z befb (4.1)
b=1 b=1

Jesli operator Hamiltona zachowuje fermionowa liczbe kwantéw, naturalne jest rozwazanie
jego widma w kazdym z sektoréw przestrzeni Hilberta z okreslong fermionowa liczbg kwantow
osobno. Okazuje sie, ze dwie liczby kwantowe, ng - liczba kwantéw bozonowych oraz np -
liczba kwantéw fermionowych, nie sg wystarczajace, aby jednoznacznie zidentyfikowa¢ dany
stan. A zatem, konieczne bedzie skonstruowanie bazy w kazdej z takich podprzestrzeni z
osobna. Ponizej opisujemy niezmiennicze operatory kreacji, nazywane dalej cegietkami, dzigki
ktérym bedziemy mogli rekurencyjnie budowaé¢ dowolne stany bazowe.

4.1.1.1 Elementarne cegietki bozonowe

Ogdlny, niezmienniczy wzgledem symetrii cechowania, stan wlasny bozonowego operatora
liczby czastek, do wartosci wlasnej ng, moze byé zapisany jako [29]

ng) = Y ﬂl,iQ,,,,,inBajlaL...ajnB|O), (4.2)

il,“winB

gdzie T jest niezmienniczym tensorem dla danej grupy symetrii. Kazdy taki tensor moze by¢
wyrazony jako kombinacja liniowa iloczynéw tensoréw $ladowych [44]. Tensorem Sladowym
1

nazywamy slad z iloczynu macierzy T};; najprostsze z nich to, przyktadowo, tr (TT?) = 50ab

oraz tr (T°T"T¢) = Ydape+ % fabe. A zatem, stan |np) w zapisie macierzowym przyjmuje postaé

ng) = D ey (@) (@) (a8 ) |0), (4.3)
{Zj'vzzjkj:nB}

gdzie Vi, . k,, sa dowolnymi wspoélczynnikami, natomiast suma jest po wszystkich takich

kombinacjach wykladnikéw k; aby > "2, jk; = npg, tzn. aby stan [ng) posiadal dokladnie np
J j=2J"

kwantow.
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Stan |np) moze by¢ znaczaco uproszczony poprzez uzycie twierdzenia Cayleya-Hamiltona.
Moéwi ono, ze kazda macierz A, spelnia swoje rownanie wtasne. Dla przyktadowych grup
symetrii SU(2), SU(3) i SU(4), otrzymujemy réwnosci

SU(2): A?— %(AQ)I =0,

SU@): AP — %(AQ)A - %(A?’)z — 0, (4.4)

SU4): A*— %(AQ)AQ (AHA + %(AQ)ZI (ANT = 0.

1 1

3 4
Réwnania (4.4) mozna uzy¢ do wyrazenia $ladéw posiadajacych iloczyny wiecej niz N operato-
row takiego samego typu poprzez prostsze $lady. Zaprezentujemy to na przyktadzie operatora
A = a' oraz innego operatora B, ktéry moze byé¢ dowolnym innym operatorem zawierajacym
bozonowe jak i fermionowe operatory kreacji lub anihilacji. W szczego6lnosci, B moze by¢
réwniez pojedynczym bozonowym operatorem kreacji. Mnozac (4.4) przez B z prawej strony,
oraz biorac $lad dostajemy nastepujace zwigzki

SU@2): (ala'B) = %(aTaT)(B),
SU3): (d'a'a'B) = %(aTaT)(aTB) + %(aTaTaT)(B),

SU4): (a'a'a'a'B) = %(aTaT)(aTaTB) + %(aTaTaT)(aTB) — %(aTaT)2(B) + i(aTaTaTaT)(B).
(4.5)

Tak wiec, ogblny stan z np kwantami dla dowolnej grupy symetrii SU(N), upraszcza sie do

Inp)n = Do Ty (@@ (@V)0), (4.6)
{=Xaim=ns}

przy czym najwyzszy $lad jest postaci (a'?).

Mozemy teraz zdefiniowac zbior elementarnych cegielek bozonowych, sktadajacy sie z N —1
liniowo niezaleznych, pojedynczych sladow z iloczyndéw operatoréw kreacji, ktore nie moga byé
zredukowane poprzez twierdzenie Cayleya-Hamiltona. Tabela 4.1 zawiera elementarne cegietki
bozonowe dla grup symetrii N = 2,3, 4. Illoczyny poteg elementarnych cegietek bozonowych

| SU@2)| SU@B) | SU4) |
(afata’) | (a'a’al)

Tabela 4.1: Elementarne cegietki bozonowe dla grup symetrii SU(2),SU(3) oraz SU(4).

dziatajace na stan prézni Focka pozwalaja otrzymaé zbior standéw

{(aT2)k2(aT3)k3 o (aTN)]CN‘O>} = \{NB}>, (4'7)

N .
Zj:g Jkj=np
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‘ nrg H Cegietki fermionowe ‘
1 (ffa®) | OT(1,1,1)
2 | (fTfTal) | OT(1,2,1)
3 [ (F1f1fH [ C7(0,3,1)

Tabela 4.2: Cegietki fermionowe dla grupy symetrii SU(2). W lewej kolumnie znajduje sie
operator, w prawej jego oznaczenie.

ktory rozpina podprzestrzen o ustalonej liczbie kwantéw bozonowych ng. Przyjelismy uogdl-
niony zapis, w ktéorym poprzez \{nB}) rozumiemy zbior wszystkich stanéw o ng kwantach.
Zbiér stanéw (4.7) nazywamy baza Focka, chociaz stany w nim zawarte nie sa zortonormali-
zowane.

4.1.1.2 Cegietki fermionowe

Definicja cegietek fermionowych jest nieco bardziej skomplikowana. Naszym celem jest skon-
struowanie zbioru wszystkich niezaleznych operatoréw o np kwantach fermionowych, dzigki
ktoremu bedziemy mogli zbudowaé¢ baze w sektorze z np kwantami fermionowymi opierajac
sie wytacznie na bozonowych stanach bazowych.

W analogii do zbioru elementarnych cegietek bozonowych, definiujemy zbior elementarnych
cegietek fermionowych. Zawiera on wszystkie jednosladowe operatory zawierajace np fer-
mionowych operatorow kreacji, ktére nie moga by¢ uproszczone poprzez uzycie twierdzenia
Cayleya-Hamiltona. Co prawda nie istnieje odpowiednik twierdzenia Cayleya-Hamiltona dla
macierzy antykomutujacych, jednak odpowiedni dobér operatora B w (4.5) pozwala otrzymaé
rownosci, ktore moga zostac¢ uzyte do uproszczenia lub usuniecia liniowo zaleznych operatoréw
fermionowych.

Oprocz cegietek, ktore sa operatorami jednosladowymi, jak na przyktad, wszystkie opera-
tory fermionowe w modelu z grupa symetrii SU(2) (patrz tabela 4.2), musimy réwniez wziaé
pod uwage ztozone cegietki fermionowe, ktore sg zbudowane z iloczynu kilku $ladéw. Pojawia-
ja sie one w sektorach z ngp > 1 dla grup symetrii SU(N) dla N > 2. Uwzglednienie opera-
torow, ktore sa iloczynami jednosladowych cegietek fermionowych z mniejsza iloscig kwantow
fermionowych zapewnia, ze wszystkie mozliwe niezmiennicze zwezenia ng fermionowych ope-
ratorow kreacji z dang liczba bozonowych operatorow kreacji zostaly wziete pod uwage.

Tak powstaly zbior elementarnych cegietek fermionowych powiekszony o operatory wielo-
sladowe nazywamy zbiorem cegietek fermionowych. Jego elementy numerujemy indeksem « dla
kazdego np niezaleznie i bedziemy oznaczaé symbolem CT(n%, np, ), gdzie n% i np oznaczaja
odpowiednio liczbe bozonowych i fermionowych operatoréw kreacji. Dodatkowy indeks o ma
za zadanie rozréznia¢ operatory o tych samych liczbach n%. W nowym zapisie elementarne
cegietki bozonowe bedziemy oznaczaé jako (a™?) = CT(ng,0).

Jako przyktad, tabele 4.2, 4.3 oraz 4.4 zawieraja cegietki fermionowe dla grup symetrii
N = 2,3,4 w wybranych sektorach fermionowych. W prostym przypadku grupy SU(2) przed-
stawionym w tabeli 4.2, istnieje doktadnie jeden operator fermionowy w kazdym z sektordw.
Dodatkowo, operatory te sa elementarnymi cegietkami fermionowymi. Inne operatory nie
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Tabela 4.3: Cegietki fermionowe dla grupy symetrii SU(3).

sa mozliwe. Na przykltad, operator (ffafal) jest tozsamoéciowo zero, gdyz musi zawieraé

catkowicie antysymetryczny tensor €7* zwezony z symetryczng kombinacja operatorow bo-

zonowych aa'*,

Liczbe cegietek fermionowych z np kwantami fermionowymi oraz ng kwantami bozonowy-
mi oznaczymy jako d(ng,ng), natomiast catkowita liczbe cegietek fermionowych z np kwan-
tami fermionowymi jako d(nr). Oczywiscie, d(np) =, d(np,np).

Ogélny stan o np kwantach bozonowych i nrp kwantach fermionowych dla danej grupy
symetrii SU(N) mozna tatwo zapisa¢ korzystajac ze zbioru cegietek fermionowych oraz wyraze-

‘ ng H Cegietki fermionowe

1 (fTah) CT(1,1,1
(fTaTaT) C’T(Q, 1,2
2 (fT flal) C7(1,2,1
(ffftatal) Cct(2,2,2
(ffatal fia®) C1(3,2,3
(fTaT)(fTaTaT) CT(3,2,4
3 (ST C7(0,3,1
(fTfifial) C1(1,3,2
(fTfffratal) ct(2,3,3
(fTa®)(fT flal) C1(2,3,4
(fTanTfTaTaT) CT(3,3,5
(fTa®)(fT flalal) C1(3,3,6
(ffata®)(fTfTal) C1(3,3,7
(ffata®)(fT flatal) C'(4,3,8
4 (FTa)(fTfTfT) Ci(1,4,1
(fTffTfTal) C1(1,4,2
(fTab)(al f1FTfT) C1(1,4,3
(fTfTah)(f1fTal) C1(2,4,4
(frata®)(fTfTfT) C1(2,4,5
(fTf1fTfTatal) C1(2,4,6
(ffata®)(f1f7fTal) C1(3,4,7

(fTfTal)(fT fTalal) Ci(
(fla")(flata®)(fTfTal) | CT(4,4,9
(foTaT)(fTanTaTaT) CT(4,4, 10

ijk

nia na ogdlny stan bozonowy (4.6) jako

d(np

)

Ing,nr) = Z CT(n%, np, a)x

a=1

X

2.

.....

{ =0y iky=ns—ng }
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gdzie nowe wspotczynniki g, k. (o) moga zaleze¢ od indeksu a. Aby zapewni¢ catkowita
liczbe kwantéw bozonowych réwna np, nalezy operatorem CT(n$, np, ) zawierajacym n%
bozonowych kwantéw dziata¢ na stan czysto bozonowy o np — n% kwantach. W analogii do
przypadku bozonowego, mozemy zdefiniowaé zbior stanéow,

{CT(n%,, np, @)Ct(2,0)%2C1(3,0) ... CT(N, 0)’“N|0>} = [{np,nr}),

Sa ) SN jkjAng=ngp
(4.9)

ktory po ortonormalizacji bedzie baza w podprzestrzeni o ustalonych ng i ng.

‘ ng H Cegielki fermionowe ‘
1 . Tala), ([alala)
2 (fffTal), (fffTatal), (fTffatatal),
(ftat ftatal), (ftab)(ffatal), (ftat ftatatal),
(fTaT)(fTaTaTaT)’ (fTaTanTaTaTaT)7 (fTaTaT)(fTaTaTaT)

Tabela 4.4: Cegietki fermionowe dla grupy symetrii SU(4) w sektorach z np = 1, 2.

4.1.1.3 Rekursywna konstrukcja bazy

Teraz mozemy w prosty sposob rekurencyjnie budowaé baze Focka. Zalézmy, ze stworzylisSmy
baze w sektorze bozonowym dla liczby kwantéow bozonowych mniejszej od np. Wtedy, zbiér
stanow bazowych z ng kwantami bozonowymi jest dany jako suma wszystkich stanéw otrzy-
manych poprzez dziatanie odpowiednich cegietek na stany juz istniejace. W naszej uogélnionej
notacji mozna to zapisac¢ jako

N

[{np.,0}) =) CI(k,0)[{ns — k,0}). (4.10)

k=2

Warto zauwazy¢, ze powyzszy zbidr nie jest ortogonalny. Dodatkowo, ten sam stan moze
by¢ zawarty w wielu kopiach réznigcych sie jedynie kolejnoscig cegietek uzytych do jego kon-
strukcji. Poprawna baze otrzymamy po pozbyciu sie nadmiarowych stanéw i zortogonalizowa-
niu pozostatych. Baze w sektorach fermionowych otrzymamy dzieki cegietkom fermionowym

poprzez
d(nr)

{np.nr}) =Y Clng,np,a)[{ns —ny,0}). (4.11)

4.1.2 Liczba stanéw bazowych

Liniowa niezaleznos$¢ zbioréw stanéw (4.7) oraz (4.9) moze by¢ sprawdzona poprzez bezposre-
dnie obliczenie wyznacznika macierzy Grama. Dostepna jest tez metoda oparta na ortogo-
nalnosci charakteréw reprezentacji grupy SU(N), ktéra pozwala niezaleznie obliczy¢ liczbe
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liniowo niezaleznych stanéw w danej podprzestrzeni. Mamy zatem mozliwo$¢ posredniego
sprawdzenia wnioskéw otrzymanych z analizy macierzy Grama.

4.1.2.1 Metoda charakterow

Kazdy bozonowy i fermionowy operator kreacji transformuje sie zgodnie z reprezentacja
dotaczong grupy SU(N). lloczyn operatoréw kreacji, ktére sa potrzebne do skonstruowania
stanow bazowych, transformuje sie jako iloczyn reprezentacji dotaczonych. 7 teorii reprezen-
tacji wiadomo, ze kwadrat dowolnej nieredukowalnej reprezentacji jest redukowalny i moze
by¢ wyrazony jako suma czesci symetrycznej i antysymetrycznej. Zapisujac to w jezyku cha-
rakterow otrzymujemy;,

X(R) x x(R) = [x(R) x x(R)] + {x(R) x x(R)}

1 1
= S (@) +x(R) + 5 (C(R) = x(R”)), (4.12)
gdzie symbole [...] oraz {...} oznaczaja odpowiednio czes¢ symetryczna i antysymetryczna,

a X(R?) jest ladem macierzy reprezentacji R podniesionej do kwadratu. Uogolnienie wzoru
(4.12) jest znane jako twierdzenie Frobeniusa [46], i ma praktyczne konsekwencje, poniewaz
charaktery poteg reprezentacji R sa czesto znane. Twierdzenie to podaje wyrazenia na cha-
raktery czesci symetrycznej i antysymetrycznej iloczynu p reprezentacji R,

)om) =Y [ (113)

Zk.
Zkfg kip=p k=1

Canm) = Y (TR [[ L (4.14)

P ki ot Uk
> k2 kik=p -

gdzie suma jest po wszystkich partycjach liczby p na liczby 2,...,p, natomiast i; jest wielo-
krotnoscig liczby j w danej partycji. A zatem, najbardziej ogdlny iloczyn ng bozonowych
i np fermionowych operatoréw kreacji bedzie w reprezentacji, ktorej charakter jest réwny
[XPE X (R){X2E x(R)}, gdzie R jest teraz reprezentacja dotaczona grupy SU(N). Jesli przez
D(ng,np) oznaczymy liczbe niezmienniczych, liniowo niezaleznych stanéw z ng bozonowymi
i np fermionowymi kwantami, wtedy z ortogonalnoéci charakteréw wynika, ze

D(nB>nF) = /dHSU(N) 1 [XZ£1X(R)]{XZi1X(R)}’ (4'15)

gdzie 1 jest charakterem reprezentacji trywialnej natomiast djgy vy jest miarg niezmiennicza
grupy SU(N).

Wygodng parametryzacja rozmaitosci grupy SU(N) jest parametryzacja poprzez N% — 1
katy Eulera «;, bedace zdefiniowane na przedziale [0, 27|. Przyktadowo, elementy grupy SU(3)
mozna zapisa¢ jako [47]

U — ei>\3a1€i)\2a2 ei>\3a3 ei)\5a4 6i)\3a5 ei>\2a6 €i)\3a7 6i>\8a8 (416)
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natomiast uogélnienie tego wzoru dla dowolnej grupy SU(N) mozna znalezé w [48]. Ostatnim
elementem potrzebnym do obliczenia liczb D(np, nr) sa charaktery x(R*). Mozna je otrzymaé
ze wzorow Weyla [49]

N N
WR) =Y e 1 (RY = Y e 1, (4.17)
i,j=1 =1

Niezmiennicza miara jest dana poprzez [29],

doy; i al
sy o N,H G T = ) 2p (> @), (4.18)
=1

1<j
gdzie dp(x) jest periodyczna dystrybucja delta Diraca, wyrazajaca si¢ wzorem

5P(Zai) = > 60 ;i —2rk), (4.19)

k=—o00 =1

gdzie k jest catkowite.

4.1.2.2 Funkcja generujaca D(ng,nr)

Réwnanie (4.15) jest trudne do jawnego obliczenia dla dowolnego N, jednak mozna to zrobi¢
dla kilku najprostszych grup [29]. W tych przypadkach liczby D(np,np) mozna zapisa¢ w
postaci funkcji generujacej o dwoch parametrach, ¢ oraz s, G(t, s),

G(t,s)= > D(np,np)t"s(—s)"". (4.20)

Dla N = 3, G(t,s) moze by¢ wyrazona w postaci prostych wielomianéw zmiennej ¢ [29],

mianowicie
N2-1

Glt,s) = (kH ) S s, (4.21)

1=

gdzie wielomiany ¢;(t) maja postac,

Co(t) = 1,
alt) = t+1t?
cot) = t+t2+ 285
c3(t) = 1+t+2° 437 + 14, (4.22)
ca(t) = 2t + 412 + 263 + 2¢4,
Cg— z(t) = Cl(t)

Zapisujac G(t, s) przy pomocy wielomianéw c¢;(t) niektére z informacji zawartych w liczbach
D(ngp,nr) staja si¢ w pelni widoczne. Wyraz proporcjonalny do s° jest réwny funkcji generu-
jacej liczbe partycji na liczby {N,N - 1,. ..,2}. Odpowiada to stwierdzeniu, ze istnieje
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tyle stanow o ng kwantach, ile jest mozliwych niezaleznych sposobéw otrzymania liczby npg
z wielokrotnosci liczb kwantéw zawartych w elementarnych cegietkach bozonowych. Naste-
pnie, z postaci wielomianéw ¢;(t) kombinatoryczna interpretacja wielokrotnosci stanéw w
sektorach fermionowych moze by¢ odczytana. W szczegdlnosei, d(ng, ng), tzn. liczby cegietek
fermionowych o np kwantach bozonowych w danym sektorze fermionowym sg dane w prosty
sposob poprzez,
1 d's
d(np,ng) = — Cnp()] (4.23)

TLB! dtns 0

Przyktadowo, rozwazmy wielomian ¢;(t) dla grupy SU(3). Istnieje jedna cegietka z poje-
dynczym kwantem bozonowym, mianowicie cegietka (a'fT), oraz jedna cegietka z dwoma
kwantami bozonowymi - cegietka (a'a’fT). Mniej oczywisty przypadek jest dany przez wielo-
mian cy(t). Oprécz dwoch cegietek z pojedynczym i dwoma kwantami bozonowymi, (a'fTf7) i
(ata' fTfT), odpowiednio, istnieja tez dwie cegietki o trzech kwantach bozonowych, mianowicie,
(ffata® fTa') oraz (ffa®)(ffa’al).

Tak wiec, liczbg stanéw bazowych otrzymanych poprzez jawng konstrukcje i eliminacje
stanéw liniowo zaleznych, mozna sprawdzi¢ z liczba otrzymana wytacznie za pomoca rozwazan
opartych na teorii grup. Tabela 4.5 przedstawia liczby stanéw bazowych dla danych ng i ng
dla grupy SU(3) obliczone obydwoma metodami az do ng = 30. Zamieszczamy pojedyncze
liczby, gdyz obydwie metody daty identyczne wyniki.

4.1.3 Symetrie bazy

Modele SYMQM posiadaja dwie wazne symetrie: supersymetrie i symetrie czastka-dziura.
Pierwsza z nich jest widoczna jako zgodnosé energii wiasnych Hamiltonianu w sgsiednich
sektorach fermionowych, podczas gdy druga z nich, jest zdefiniowana jako zgodno$¢ energii
whasnych Hamiltonianu w sektorze z p fermionami oraz sektorze z N? —1—p fermionami, gdzie
0 < p < N? — 1. Okazuje sie, ze juz na poziomie bazy Focka widoczne sg zapowiedzi tych
dynamicznych symetrii. Mozna je dostrzec w zaleznosciach pomiedzy liczbami D(ng,ng),
co opisujemy ponizej. Nalezy jednak pamietac¢, ze powyzsze symetrie bazy sa symetriami
kinematycznymi i nie oznaczaja dynamicznych symetrii widm Hamiltonianu.

4.1.3.1 Supersymetria

Aby widmo Hamiltonianu wykazywalo degeneracje supersymetryczng liczby standéw bozo-
nowych i fermionowych muszg by¢ réwne. Faktycznie, dla kazdego npg istnieje tyle samo
bazowych stanéw bozonowych (stanéw o parzystym np) co stanéw fermionowych (stanéw
z np nieparzystym),

Yoy > D(ngnp)= > D(ng,np). (4.24)

nrg - parzyste np - nieparzyste

Mozna to jawnie sprawdzi¢ dla grupy SU(3), zaréwno w tabeli 4.5 poprzez oddzielne zsu-
mowanie liczby stanéw o np parzystym i nieparzystym, jak i w réwnaniach (4.22) poprzez
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np nF—O np—l nF—Q nF—3 nF:4 nF—5 nF—6 nF—7 nF:8
0 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 1
2 1 1 1 3 4 3 1 1 1
3 1 1 3 ) 4 5 3 1 1
4 1 2 2 ) 8 ) 2 2 1
) 1 2 4 7 8 7 4 2 1
6 2 2 4 9 10 9 4 2 2
7 1 3 5 9 12 9 5 3 1
8 2 3 5 11 14 11 5 3 2
9 2 3 7 13 14 13 7 3 2
10 2 4 6 13 18 13 6 4 2
25 4 9 17 33 42 33 17 9 4
26 ) 9 17 35 44 35 17 9 )
27 ) 9 19 37 44 37 19 9 )
28 ) 10 18 37 48 37 18 10 )
29 ) 10 20 39 48 39 20 10 )
30 6 10 20 41 50 41 20 10 6

Tabela 4.5: Liczby stanéw bazy Focka dla danej liczby kwantéw bozonowych i fermionowych
dla grupy SU(3). Liczby otrzymano niezaleznie z funkcji generujacej (4.22) oraz jawnej kon-
strukcji i ortogonalizacji.

zsumowanie odpowiednich wielomianéw. Zaleznos¢ ta moze by¢ réwniez udowodniona dla
dowolnego N przy uzyciu wtasnosci funkcji generujacych [29].

Dodatkowo, rowne liczby stanéw bozonowych i fermionowych otrzymamy sumujac liczby
stanéw wzdtuz linii przekatnych z ustalonym ng+ng lub ng—npg, oddzielnie dla np parzystego
i np nieparzystego,

Vi p>0 Z D(np £np,np) = Z D(np £ np,np), (4.25)
np - parzyste np - nieparzyste
Wyjatkiem jest ng = 0, dla ktérego istnieje pojedynczy stan w sektorze bozonowym z

ngp = 0 lub np = N? — 1. Linie przekatne odpowiadaja dziataniu supertadunkéw super-
symetrycznego oscylatora harmonicznego, Q = (fa), i Q' = (ffa’). Maja szczegdlne znacze-
nie, gdyz, jak zostanie pokazane w rozdziale 5, wprowadzajac obciecie w poszczegdlnych sek-
torach fermionowych zgodnie z takimi liniami pozwala na otrzymanie widm z degeneracjg
supersymetryczng przy skonczonym obcieciu. Znéw, wynik ten moze by¢ udowodniony dla
dowolnego N przy uzyciu funkcji generujacych [29].
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4.1.3.2 Symetria czgstka-dziura

Aby widmo operatora Hamiltona posiadato symetrie czgstka-dziura, dla kazdego ng, liczba
stanow bazowych w sektorze z np kwantami fermionowymi powinna by¢ rowna liczbie standéw
w sektorze z N? — 1 — np kwantami fermionowymi,

\ D(ng,np) = D(np, N* =1 — ny), ng=0,...,N*— 1. (4.26)

nB

Poprawno$¢ powyzszej réwnosci mozna sprawdzié¢ dla grupy SU(3) w tabeli 4.5, oraz wykazaé
analitycznie dla dowolnego N.

4.2 Algorytm rekurencyjny

Gléwna idea tego algorytmu polega na powiazaniu elementéw macierzowych analizowanego
operatora z prostszymi elementami macierzowymi operatoréw, ktore zostalty obliczone we
wezesniejszych krokach [50][51]. Do przeprowadzenia obliczen niezbedne jest podanie listy
komutatoréw i antykomutatorow wszystkich cegietek. Jawna konstrukcja ani przechowywanie
stanow bazy Focka nie sg konieczne.

Oznaczmy ogblny operator poprzez O(n$,n%). n§ (n) jest réimica liczby bozonowych
(fermionowych) operatoréw kreacji i anihilacji zawartych w operatorze O. Innymi stowy, O
kreuje n% i n% kwantéw bozonowych i fermionowych. W ogélnoéci, n% oraz n@ moga byé
dowolnymi liczbami catkowitymi. Dodatkowo, oznaczamy poprzez O(n%,n%),, », elemen-
ty macierzowe operatora O otrzymane pomiedzy stanami bazowymi zawierajacymi ng bo-
zonowych oraz ny fermionowych kwantéw z prawej strony i n/y = np +n$ oraz nfy = ng +n%
kwantéw bozonowych i fermionowych z lewej strony,

O(nG,nP)npme = ({1, 0k }|OnG, n%)[{ns,nr}). (4.27)

O(n%,n@)npny jest macierza o wymiarach D(ng,ng) x D(ng,n’), gdzie D(n,m) oznacza
liczbe stanéw bazowych o n kwantach bozonowych i m kwantach fermionowych, wprowadzona
w podrozdziale 4.1.2.1.

Zanim oméwimy typowy przypadek, przytoczymy kilka uwag upraszczajacych obliczenia,
mianowicie (wprowadzamy zapis #(z)o, ktory oznacza liczbe wystapien operatora x w oper-
atorze O)

e Jedli rozwazamy element macierzowy operatora dla ktérego #(fM)o > #(f)o wtedy
bardziej efektywnie jest obliczy¢ sprzezenie hermitowskie danego elementu macierzowego.
Podobnie, jesli rozwazamy element macierzowy operatora dla ktorego #(fM)o = #(f)o,
ale #(a)o > #(a)o obliczamy jego sprzezenie hermitowskie.

e Element macierzowy operatora O, ktéry posiada fermionowe lub bozonowe operatory
anihilacji dzialajace na stan prozni Focka znika.

e Elementy macierzowe elementarnych cegietek bozonowych pomiedzy stanami bazowymi
z sektora bozonowego moga zosta¢ odczytane z odpowiedniej czedci macierzy iloczynéw
skalarnych.
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e Element macierzowy operatora, ktory jest iloczynem dwoch operatoréw jednosladowych
moze by¢ obliczony poprzez wstawienie reprezentacji operatora jednostkowego pomiedzy
nimi, obliczenie elementéw macierzowych kazdego z nich z osobna, a nastepnie wymno-
zenie i zsumowanie wynikow czesciowych.

Bez straty ogdélno$ci mozemy zatozyé, ze O jest normalnie uporzadkowany. Jesli O jest
ztozony wytacznie z operatoréw kreacji, mozna go wyrazi¢ poprzez cegietki elementarne i
wykorzysta¢ trzecia z powyzszych uwag. Zatozymy wiec réwniez, ze O zawiera operatory
anihilacji.

W przypadku typowym strategia obliczenia elementu macierzowego O polega na prze-
ciagnieciu operatora O poprzez operatory tworzace stan bazowy z prawej strony, az do mo-
mentu gdy O bedzie dziata¢ na préznie Focka. Zaczynamy od przeciagniecia O przez cegietki
fermionowe,

O, )npnp = ({0, 0} [O(n5, n), O (0, np, )] [{ns — n, 0})

+ ({njg, n'F}|C’T(n%, ng,a)0(ng, ng)\{nB —n%, O})

(4.28)
W celu wykonania nastepnego kroku, wstawiamy relacje na (anty)komutator operatoréw
O(n%,nQ) oraz CT(n%, np,a). Dla kazdego operatora pojawiajacego si¢ w tym (anty)komu-
tatorze, obliczamy elementy macierzowe, sprawdzajac czy mozliwe jest wykorzystanie up-
roszczen opisanych powyzej. Zadanie to powinno by¢ tatwiejsze od pierwotnego problemu,
gdyz czesé elementéw macierzowych mogta juz zostaé obliczona wezedniej. Przypadek czysto
bozonowy moze by¢ potraktowany w analogiczny sposob. Dostajemy

O(nB’ np,0 — {nB’O}‘[ nB’ ]|{77,B—p,0}>

4.29
{nB>O}|O p> O nB> ‘{nB _p>0} ( )

W zasadzie, mozemy powtérzy¢ powyzsze kroki, az O bedzie dziata¢ na préznie Focka. Nalezy
jednak pamieta¢, ze stany |{nB,nF}> nie sg ortogonalne i trzeba to uwzgledni¢ zaréwno
we wzorze (4.28) jak i (4.29). W tym celu konieczne jest obliczenie macierzy iloczynéw
skalarnych stanéow |{nB,nF}). Stany o roznej liczbie kwantow sg z definicji ortogonalne.
Macierz iloczynow skalarnych dla stanéw o np kwantach bozonowych i np kwantach fer-
mionowych oznaczymy poprzez S(ng,nr).

Powyzsza definicja S(ng,ng) rézni sie od standardowej definicji macierzy Grama. Zwycza-
jowo, macierz Grama zawiera iloczyny skalarne stanéw liniowo niezaleznych i w naszym przy-
padku jest to macierz o wymiarach D(ng,ng)x D(ng, nr). Przeciwnie, macierz S(ng,ng) jest
czesto wieksza od macierzy Grama, gdyz zawiera iloczyny skalarne stanow reprezentowanych
w kilku kopiach rézniacych sie kolejnoscia cegietek uzytych do ich budowy. Obecnosé standéw
kopii jest konsekwencja rekurencyjnej konstrukeji bazy (patrz paragraf 4.1.1.3).

Procedura obliczenia macierzy S(ng,nr) sktada sie z trzech krokéw. Po pierwsze, wycia-
gamy na wszystkie mozliwe sposoby pojedyncza cegietke bozonowa (fermionowa) ze stanéw
z lewej 1 prawej strony. W ogdélnym przypadku, istnieje N — 1 ( d(np) ) takich sposobéw. Po
drugie, komutujemy (antykomutujemy) te dwie cegietki i zastepujemy komutator (antykomu-
tator) operatorem normalnie uporzadkowanym. Po trzecie, obliczamy elementy macierzowe
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takiego operatora pomiedzy stanami bazowymi o mniejszej liczbie kwantéw. Ten krok wyma-
ga znajomosci macierzy iloczynéw skalarnych stanéw bazowych, jednak o mniejszej liczbie
kwantow i mozemy zatozy¢, ze taka macierz zostata obliczona na wcze$niejszych etapach
algorytmu.

W celu zortogonalizowania stanow ]{nB,np}) oraz odrzucenia stanow wystepujacych w
kilku kopiach wykorzystamy procedure, ktéra wykonuje obydwa te zadania w jednym kroku.
Polega ona na numerycznej diagonalizacji macierzy iloczynéw skalarnych S(ng,ng). Naste-
pnie, zachowywane sa tylko wektory wtasne odpowiadajace niezerowej wartosci wlasnej. Stany
bazowe nie sa znormalizowane, a zatem wspomniane wektory wtasne nalezy przemnozy¢ przez
odwrotnos¢ pierwiastka odpowiadajacych im warto$ci wlasnych. Tak przygotowane wektory
grupujemy w macierzy oznaczanej przez R(ng,ng). R(ng,np) nie bedzie z reguly macierza
kwadratows. Mozemy zapisac,

R (np,nr)S(np,nr)Rp,nr) = 1p(ns np)x Dingnr)s (4.30)

gdzie 1p(pg np)xD(ng,np) jest macierzg jednostkows, ktorej wymiar jest rowny rozmiarowi pod-
przestrzeni o ustalonej liczbie ng kwantéw bozonowych oraz nyp kwantéw fermionowych.
Whprowadzenie macierzy ortogonalizujacej do zwiazkéw pomiedzy elementami macierzowy-
mi pozwala zapisa¢ poprawne relacje rekurencyjne pomiedzy elementami macierzowymi dowo-
Inych operatoréw. W przypadku elementow macierzowych z sektoréow fermionowych, relacja
rekurencyjna pozwala na ich wyrazenie poprzez elementy macierzowe z sektora bozonowego,

<{n337 n;«“}|0(ng7 ng)‘{n37 nF}) = (({7133, n/F}| [O(ng7 ng)v OT(”]J: nFap)] |{nB — Tp, 0})

+ <{nlB? n%‘} |CT(np> nF7p)O(nga n?‘ ‘{nB — Ny, O}>> : R(nB> TLF),
(4.31)
natomiast w przypadku elementéw macierzowych z sektora bozonowego o danej ilosci kwan-

tow relacja rekurencyjna pozwala na ich wyrazenie poprzez elementy macierzowe z sektora
bozonowego o mniejszej ilosci kwantow,

({5 0}10(n3, 0){ns,0}) = ({5, 0}|[0(n5.0), C"(p. 0)] |{ns = p.0})

(4.32)
+ ({5, 0}1C (9, 0)0(nF, 0)| {ns — p,0}) ) - R(ns,0).

Relacje rekurencyjne (4 31) i (4.32) koncza prezentacje algorytmu. Postugujac sie nimi
mozna, zaczynajac od prozniowej wartosci oczekiwanej zadanego operatora, obliczyé¢ jego
wszystkie elementy macierzowe pomiedzy stanami bazowymi zawierajacymi nie wiecej niz
New kwantéw bozonowych.

4.3 Podsumowanie

Opisalismy rekurencyjna konstrukcje bazy Focka we wszystkich sektorach. W tym celu zde-
finiowaliémy zbiory cegietek - elementarnych, niezmienniczych ze wzgledu na symetrie ce-
chowania, operatorow kreacji - zarowno bozonowych jak i fermionowych. Kazdy stan bazowy
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moze by¢ uzyskany poprzez dziatanie iloczynu odpowiednich poteg cegietek na stan prozni.
Whprowadziliémy procedure usuwajaca stany pojawiajace sie w wielu kopiach w efekcie rekursy-
wnej budowy bazy. Jednym z posrednich sposobéw sprawdzenia poprawnosci tej procedury
jest porownanie otrzymanej liczby stanéw bazowych o zadanych liczbach kwantéw bozonowych
i fermionowych z przewidywaniami dodatkowej, niezaleznej metody. StredciliSmy propozycje
zastosowania wlasnosci charakteréw grupy SU(N) do tego celu.

Nastepnie oméwilidémy relacje rekurencyjne pomiedzy elementami macierzowymi operato-
row, ktore moga by¢ wykorzystane do efektywnego obliczenia macierzy Hamiltonianu badanego
uktadu. Zastosowanie tej metody do modeli SYMQM oraz do supersymetrycznego oscylatora
anharmonicznego zostanie przedyskutowane w nastepnym rozdziale.
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Uzywajac metody opisanej w poprzednim rozdziale mozemy obliczy¢ elementy macierzowe
operatora Hamiltona dla réznych uktadéw. Podstawowe pytania na ktoére bedziemy szukaé
odpowiedzi to: jaki jest zwigzek wynikow otrzymanych dla skonczonego obciecia z rezultata-
mi w kontinuum, czy usuniecie obcigcia pozwala odtworzy¢ supersymetrie ztamang poprzez
wprowadzenie dyskretyzacji, oraz czy mozliwe jest otrzymanie degeneracji supersymetrycznej
dla skonczonego obciecia? W kolejnych podrozdziatach przedstawimy dyskusje powyzszych
zagadnien na przykltadzie dwoch typoéw ukladéw: supersymetrycznego oscylatora anharmo-
nicznego z symetriag SU(3) oraz supersymetrycznych mechanik kwantowych Yanga-Millsa z
symetriami SU(2), SU(3), SU(4) i SU(5).

5.1 Zbieznos¢é widm

Analiza numeryczna uktadéw kwantowych metodg obcietej przestrzeni Focka polega na oblicze-
niu kolejnych przyblizen wartos$ci wtasnych badanej obserwabli. W kazdym nastepnym kroku
baza w danym sektorze obcinana jest do coraz wiekszej liczby kwantéw bozonowych, ozna-
czanej jako N,.:, a nowe elementy macierzowe obliczane sg np. za pomoca algorytmu rekuren-

‘NthnF:O ‘npzl ‘nF:2 ‘

1 2.833333333333333 | 3.750000000000124 | 3.75000000000008
5 2.805137759654418 | 2.817654396966426 | 2.41010649311797
10 2.804878933491876 | 2.804943385906189 | 2.38393952020263
15 2.804877899477374 | 2.804878578502977 | 2.38379874405844
20 2.804877857980324 | 2.804877869314702 | 2.38379576457689
25 2.804877857812559 | 2.804877857890121 | 2.38379573799721
30 2.804877857802534 | 2.804877857804384 | 2.38379573773261
35 2.804877857802529 | 2.804877857803605 | 2.38379573772474
40 2.804877857802507 | 2.804877857803596 | 2.38379573772458
Newt || np =3 ngp =4

1 1.009109012532963 | 3.750000000000082

5 0.017808308382480 | 2.001903558629864

10 0.000102896003680 | 1.978068350121234

15 0.000002580129746 | 1.977963562445323

20 0.000000018188518 | 1.977960963230507

25 0.000000000380532 | 1.977960939859982

30 0.000000000013940 | 1.977960939644200

35 (0.000000000004579 | 1.977960939638051

40 0.000000000004250 | 1.977960939637698

Tabela 5.1: Zalezno$¢ najnizszych energii wtasnych od obciecia w réznych sektorach
fermionowych. Widaé¢ doktadng degeneracje supersymetryczng energii w sektorach z np = 0
i np = 1, oraz powstawanie prézni supersymetrycznej o zerowej energii w sektorze z np = 3.
Stany z sektoréw np = 2 i np = 4 tworza supermultiplety ze stanami pominietymi w tej
tabeli. Szczegdtowa dyskusja supermultipletéw znajduje sie w rozdziale 5.2.1.
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cyjnego opisanego w poprzednim rozdziale. Fizyczne znaczenie majg wyniki, ktére dla wystar-
czajaco duzego obciecia przestaja od niego zaleze¢. Dla niektorych obserwabli okazuje sie, ze
obciecie rzedu 5 jest wystarczajace do otrzymania miarodajnych rezultatéw. Jedna z zalet
omawianej metody jest mozliwos¢ wprowadzenia naturalnej definicji niepewnosci dla takich
obserwabli jako réznicy pomiedzy kolejnymi przyblizeniami. Istniejg tez obserwable, ktore
wykazuja bardzo wolng zbiezno$é¢. Fizyczne rezultaty dla nich mozemy otrzymaé tylko w
granicy nieskonczonego obciecia.

Jedng z podstawowych obserwabli jest Hamiltonian badanego uktadu. Zachowanie si¢ ene-
rgii wtasnych przy rosnacym obcieciu, pozwala na okreslenie natury odpowiadajacych im
stanow wtasnych. Innymi stowy mozliwe jest rozréznienie pomiedzy stanami zlokalizowanymi a
niezlokalizowanymi. Dla prostych uktadéw zostalo wykazane [52][53][54], ze szybka zbieznosé,
np. eksponencjalna, jest sygnaturg stanéw nalezacych do widma dyskretnego. Odwrotnie, wol-
na zbieznosé, np. postaci 1/N.y, jest charakterystyka stanéw rozproszeniowych. Intuicyjnie
moze to by¢ wyjasnione w nastepujacy sposob. Stany wiasne badanego uktadu sg rozktadane
w bazie utworzonej przez stany wtasne pewnego wielowymiarowego oscylatora harmonicznego.
Jako takie, stany bazowe sg zlokalizowane. Potrzebna jest wiec baza o nieskonczonym rozmia-
rze, aby poprawnie odtworzy¢ stany niezlokalizowane. Odwrotnie, aby zrekonstruowaé¢ stan
zlokalizowany na ogot wystarcza kilka najprostszych stanéw bazowych. Przyktady zachowania
sie dyskretnych energii wtasnych omawiane sa w nastepnym paragrafie podczas dyskusji super-
symetrycznego oscylatora anharmonicznego. Z kolei drugi typ zachowania bedzie zilustrowany
wynikami dla SYMQM dla réznych grup symetrii i w réznych sektorach fermionowych.

5.1.1 Supersymetryczny oscylator anharmoniczny

Szczegotowa dyskusje zaczynamy od supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego, ktérego
Hamiltonian przypominamy ponizej

H = tr 4 g (1 o - %(tr #)?) + 29 te(alf, f)) (5.1)

Z powodu potencjatu ktory rosnie w kazdym kierunku oczekujemy, ze widma tego uktadu beda
dyskretne. Faktycznie, wyniki zawarte w tabeli 5.1 odpowiadajace najnizszym wartosciom
wtasnym Hamiltonianu w sektorach z ng = 0, ..., 4 otrzymanych dla réznych N.,;, wykazuja
bardzo szybka zbieznos¢é. W szczegélnoscei, dla obciecia rownego N, = 5 obliczone wartosci
sq poprawne z dokladnoscig do 1%. Dla obciecia N, = 40, co odpowiada bazie ztozonej z
okoto 150 stanéw w sektorze bozonowym i okoto 1300 stanéow w sektorze z np = 4 kwantami
fermionowymi, widoczna jest zbiezno$¢ do ponad 10 cyfr znaczacych.

Rysunki 5.1 przedstawiaja zalezno$¢ 15 najnizszych energii wtasnych od obciecia w r6znych
sektorach fermionowych. Przedstawione dane odpowiadaja statej sprzezenia g = 1.0. Widocz-
na jest szybka zbieznos$¢ wartodci wltasnych we wszystkich sektorach. Mozemy zatem wyciggnaé
dwa wnioski; wszystkie widma sa dyskretne a rezultaty otrzymane dla N.,, = 40 zbiegty si¢
i odpowiadaja fizycznym wartosciom w kontinuum.

Pomimo, ze na kazdym z wykresow 5.1 zamieszczone zostaly zaleznosci 15 stanow, de-
generacje pojawiajace sie w wyzszych sektorach fermionowych, powoduja, ze widoczne sg
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Rysunek 5.1: Zaleznos¢ kilku energii wlasnych od obciecia w sektorach z np = 0,1,...,4

modelu oscylatora anharmonicznego z symetrig SU(3).
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Rysunek 5.2: Zaleznos¢ kilku energii wlasnych od obciecia w sektorze bozonowym i
fermionowym modelu SU(2) .

mniejsze liczby krzywych. Przyktadowo, w sektorze z 4 fermionami spektrum jest dwukrotnie
zdegenerowane z powodu symetrii czastka-dziura.

Warto zaznaczy¢, ze podobne modele z potencjatem, w ktorym tensor dgp. jest zastapiony
poprzez antysymetryczny tensor fu., co powoduje pojawienie sie ptaskich dolin, posiadaja
widma dyskretne naktadajace si¢ na widmo ciggte [51][54][55].

Wyniki w sektorach z np = 5,...,9 mozna odtworzy¢ z danych przedstawionymi w tabeli
5.1 oraz na rysunku 5.1 poprzez symetrie czastka-dziura.

5.1.2 Modele SYMQM

Zbieznosé energii dla modeli z grupami symetrii SU(2), SU(3) oraz SU(4) i SU(5) prezentuja
odpowiednio rysunki 5.2, 5.3 oraz 5.4. Na wszystkich wykresach obserwujemy wolne opadanie
krzywych wraz ze wzrostem obciecia potwierdzajace niezlokalizowana nature odpowiadaja-
cych im stanow. Nalezalo tego oczekiwaé, skoro Hamiltonian tych ukladéw jest swobodny,
H = %tr(pQ), lecz mimo to nietrywialny z powodu warunku Gaussa.

Widma modelu SU(2), przedstawione na rysunku 5.2, wyrézniaja sie na tle pozostalych
regularng struktura. Jest to nietrywialny efekt zwiazany z prostota bazy tego modelu oraz
szczegolng strukturg Hamiltonianu. Na uwage zastuguje rowniez podobienstwo widm w oby-
dwu sektorach. Wyjasnieniem jest supersymetria; kazdy stan z sektora fermionowego ma
partnera w sektorze bozonowym [50][56]. Taka prosta struktura jest wytaczna cecha modelu
SU(2) i zostanie w pelni oméwiona w rozdziale 6.

7 kolei na rysunku 5.3 przedstawiamy zaleznosci 24 najnizszych energii wlasnych od ob-
ciecia w pieciu sektorach modelu z symetria SU(3). Poziomy energetyczne wykazuja duzo
bardziej skomplikowana strukture. Dodatkowe degeneracje sprawiaja, ze w wyzszych sek-
torach fermionowych widoczne sa mniejsze liczby krzywych. Przecinanie sie niektorych krzy-
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Rysunek 5.3: Zaleznos¢ kilku energii wtasnych od obciecia w sektorze bozonowym i sektorach

fermionowych z np =1, ...

,4 modelu SU(3).
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Rysunek 5.4: Zaleznos¢ kilku energii wtasnych od obciecia w sektorach bozonowych modeli
SU(4) 1 SU(5).

wych sugeruje, ze oprocz energii powinna istnie¢ dodatkowa liczba kwantowa opisujaca stany
wlasne Hamiltonianu. Taki wniosek moze by¢ poparty przez fakt, ze réwniez stany bazowe sg
numerowane dwiema liczbami catkowitymi. Fizyczna interpretacja drugiej liczby kwantowe;j
bedzie omowiona podczas dyskusji funkcji falowych w reprezentacji potozeniowej tego modelu
w rozdziale 6. Grupowanie sie energii w pasma, widoczne szczego6lnie w sektorze bozonowym,
jest takze zwigzane z dodatkowa liczba kwantowsq i zostanie wyjasnione podczas omawiania
analitycznych rozwigzan modelu.

Analogiczne konkluzje mozemy wyciggnaé z rysunku 5.4 przedstawiajacego zaleznosé kilku
energii wlasnych od obciecia w sektorze bozonowym dla modeli SU(4) i SU(5). Ponownie,
wolne opadanie krzywych potwierdza niezlokalizowany charakter odpowiadajacych im standéw
wlasnych.

5.1.3 Efekty skonczonego obciecia

Bardzo dobrg ilustracjg zaleznosci pomiedzy typem widma a jego zbieznoscia jest zachowanie
sie energii wtasnych supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego dla matych statych
sprzezenia. Dla g = 0 uktad jest swobodny, a jego widmo jest ciggte. Dla ¢ > 0 w Ha-
miltonianie pojawia sie wyraz anharmoniczny w potencjale, a widmo staje sie dyskretne,
jak zostato to uargumentowane w poprzednim podrozdziale. Aby ocenié¢ szybkosé zbieznosci
mozemy wykorzystaé dodatkowa symetrie tego modelu, mianowicie (patrz wzér (3.31)),

H(g) = g3 H(1). (5.2)

Obliczajac numerycznie H(1) przy Ne, = 40 mozemy odtworzy¢ dokladng zaleznosé kilku
najnizszych energii wtasnych od statej sprzezenia. Rysunek 5.5 zawiera takie wyniki. Liniami
przerywanymi zaznaczono dokladne widmo otrzymane dzieki relacji (5.2), natomiast krzyzy-
ki oznaczaja widmo uzyskane numerycznie dla wybranych wartosci stalej sprzezenia. Dla

45



ROZDZIAL 5. WYNIKI NUMERYCZNE

1 T T T T T
_ 08} i
.§006 |
g '
= 202 .
=
0
0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 005 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0 005 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

g g
(a) (b)

Rysunek 5.5: Panel (a): Zaleznosé szesciu najnizszych energii od stalej sprzezenia g. Krzyzyki
oznaczajg punkty obliczone numerycznie dla obciecia N, = 40. Linie wyznaczaja doktadna
zaleznos$¢ energii wlasnych od obcigcia zgodnie z réwnaniem (5.2) z numerycznie obliczonym
H(1). Dla malej stalej sprzezenia réznice pomiedzy wynikami numerycznymi a przewidywa-
niami analitycznymi sa wynikiem skorniczonego obciecia. Panel (b): Znormalizowane réznice
pomiedzy wynikami numerycznymi a analitycznymi dla najnizszej energii wtasnej dla rosna-
cych obcieé, Noy = 2,4,6...,40, od gory do dotu. Najwyzsza krzywa odpowiada obcieciu
Newr = 2, natomiast najnizsza N, = 40.

g > 0.1 obydwa wyniki pokrywaja sie. Numeryczne energie wltasne zbiegly sie do swoich
warto$ci doktadnych. Przeciwnie, dla matych stalych sprzezenia istnieje réznica pomiedzy
wynikami numerycznymi a przewidywaniami (5.2) spowodowana zbyt mata wartoscia obcie-
cia. Dla g = 0 doktadny wynik mozna otrzymac¢ tylko w granicy nieskonczonego obciecia. A
zatem, im silniejsze jest oddzialywanie tym szybsza jest zbiezno$c.

Ten sam efekt zilustrowany jest w prawym panelu rysunku 5.5. Dla energii najnizszego
stanu bozonowego przedstawiliSmy pordéwnanie réznicy pomiedzy wynikami numerycznymi
a przewidywaniami wzoru (5.2) dla réznych obcie¢. W tym celu wykresliliSmy nastepujaca
rodzine funkcji zmiennych g i N., dla obcieé¢ z przedziatu N, = 2, ..., 40,

Egumeryczna(g’ Ncut) . Eéeoretyczna(g)

NUMEeryczna
EO (0 ) Ncut)

EO(gaNcut) = (53)

Calkowita normalizacja zostata dobrana tak, aby Ey(0, Ney) = 1.0. Widzimy, ze dla male-
jacego g potrzebne jest coraz wieksze obciecie zeby uzyskaé zgodno$é wynikow numerycznych
i teoretycznych.
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‘nFZO ‘ nF:1 ‘nF:2 ‘ nF:3‘ 7’LF24 ‘nF:E) ‘ nF:6‘ 7’LF=7 ‘nF=8‘

0 0
1.97796 | 1.97796% | 1.97796
2.3838 | 2.3838 2.3838 | 2.3838
2.80488 | 2.80488 2.80488 | 2.80488
3.50147 | 3.501472 | 3.50147
4.12774 | 4.12774 4.12774 | 4.12774
4.32778 | 4.327782 | 4.32778
4.98444 | 4.98444 4.98444 | 4.98444
5.01572 | 5.015722 | 5.01572
5.02988 | 5.02988 5.02988 | 5.02988
5.32891 | 5.32891 5.32891 | 5.32891
5.75469 | 5.75469 | 5.75469 | 5.75469 | 5.754692 | 5.75469 | 5.75469 | 5.75469% | 5.75469
5.85572 | 5.855722 | 5.85572

Tabela 5.2: Energie wlasne kilku najnizszych stanow supersymetrycznego oscylatora anhar-
monicznego obliczone dla g = 1.0 oraz N.,; = 40. Pary zdegenerowanych energii w sasiednich
sektorach stanowiag supermultiplety. Podwdjne degeneracje w danym sektorze sa zaznaczone
zapisem z wykladnikiem 2. Takie degeneracje w sektorze nyp = 4 sy zwigzane z symetria
czastka-dziura. Stany wlasne odpowiadajace energiom wyrdznionym kursywa zostaty uwzgle-
dnione w dyskusji utamkéw supersymetrycznych.

5.2 Odtwarzanie supersymetrii

Obecnie przedstawimy szczegdtowe widma otrzymane dla skonczonego obciecia. Oméwimy po-
jawiajace sie w nich degeneracje, w szczegdlnosci poszukujac degeneracji supersymetrycznych.

5.2.1 Supersymetryczny oscylator anharmoniczny

Tabela 5.2 przedstawia energie wtasne kilku najnizszych stanéw supersymetrycznego oscyla-
tora anharmonicznego we wszystkich sektorach. Rezultaty otrzymaliémy dla g = 1.0 oraz dla
obciecia gwarantujacego, ze otrzymane wyniki pokrywaja si¢ z warto$ciami w kontinuum.

Supersymetria jest widoczna jako degeneracje wszystkich sasiadujacych ze soba energii
wtasnych. Dzigki duzemu obcieciu wszystkie pary energii zawarte w tabeli 5.2 sg zgodne do
ponad 10 cyfr znaczacych. Jako przyktad moga postuzy¢ najnizsze energie w sektorach z
ng = 01np = 1, ktérych doktadnie zdegenerowane wartosci zostaty przedstawione w tabeli
5.1 zamieszczonej w poprzednim podrozdziale.

Dodatkowymi argumentami przemawiajacymi za tym, ze supersymetria jest odpowiedzial-
na za powyzsze degeneracje, sa wartosci tak zwanych utamkéw supersymetrycznych g'F
[51][57]. ql& definiujemy jako udzial obrazu stanu n z sektora z np fermionami poprzez dzi-
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np=0 "F=1 | 2.80488 5.02988 5.75469 5.75469
2.80488 0.9947  0.0072  0.0015 0.0
5.02988 0.0167  0.9904  0.0698 0.0
5.75469 0.0030  0.0317  0.4934  0.6396
7.49223 0.0717  0.0608  0.0007 0.0

np—o "F=1 | 2.80488 5.02988 5.75469 5.75469

2.80488 1.0 0.0 0.0 0.0
5.02988 0.0 1.0 0.0 0.0
5.75469 0.0 0.0 0.5 0.8667
7.49223 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabela 5.3: Tabela utamkoéw supersymetrycznych dla supersymetrycznego oscylatora anhar-
monicznego pomiedzy sektorami z np = 01 np = 1 dla obciecia N,y = 4 (gérna tabela) i
Newr = 40 (dolna tabela). Wiersze i kolumny sa numerowane dokfadnymi energiami czterech
najnizszych stanéw w sektorach z np = 0 (wiersze) i np = 1 (kolumny).

atanie supertadunku Q, w stanie m z sektora z np + 1 fermionami,

" [ 2
Gnim = B 1 E. nF+1<n‘QT‘m>nF7 (5.4)

gdzie |m) i E,, to m-ty stan wlasny i energia wlasna otrzymana przy danej dyskretyzacji
w sektorze z np fermionami, natomiast |n) i E, to odpowiednio n-ty stan wlasny i energia
wlasna w sektorze z np+1 fermionami. Normalizacja zostala tak dobrana aby dla stanéw |m) i
|n) nalezacych do jednego supermultipletu, warto$¢ bezwzgledna utamka supersymetrycznego
przyjmowata wartosé 1.

Przyktadowe wartosci utamkow supersymetrycznych dla czterech najnizszych stanéw z
sektoréw z np = 0 1 np = 1 sa przedstawione w tabeli 5.3 dla dwéch wartosci obciecia:
New = 41 Ny = 40. Zalezno$¢é od obciecia obrazuje rysunek 5.6. Widoczna jest szybka
zbieznosé utamkow g3 g4 2.50488 OTAZ G5 09088.5.02088 A0 Wartosci réwnych 1.0. Natomiast wartos-
ci pozostatych utamkow znikaja eksponencjalnie szybko, co ukazuje prawy panel rysunku 5.6.
Utamki supersymetryczne potwierdzaja zatem, ze stany odpowiadajace zdegenerowanym en-
ergiom wlasnym sg swoimi obrazami poprzez transformacje zadane przez supertadunki.

Bozonowy stan o energii 7.49223 jest czescia supermultipletu zawierajacego stan z sektora
z nrp = 1, ktory nie zostatl wziety pod uwage w tabeli 5.3. Stad, wartosci 0.0 w czwartym
wierszu tej tabeli.

W trzecim wierszu tabeli 5.3 obserwujemy dwie niezerowe wartosci. Ttumaczy sie to tym,
ze superpartner stanu bozonowego o energii 5.75469 jest kombinacja liniowa dwoch stanow z
sektora z np = 1 o tej samej energii ze wsp6tczynnikami 0.5 oraz 0.8667. Normalizacja tych
wspotezynnikow réwna 1.0 $wiadcezy, ze jest to kombinacja liniowa wytacznie wskazanych
stanow.

Drugim przewidywaniem supersymetrii jest obecnos¢ w widmie niezdegenerowanego stanu
o zerowej energii. W badanym modelu pojawia si¢ on w sektorze np = 3, a jego obraz poprzez
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Rysunek 5.6: Zaleznos¢ utamkow supersymetrycznych od obciecia dla modelu super-
symetrycznego oscylatora anharmonicznego.

\ano ‘ ngp =1 ‘ nF:2‘nF:3‘

0.18347 | 0.35130 | 0.35130 | 0.18347
0.74426 | 1.05571 | 1.05571 | 0.74426
1.71700 | 2.16035 | 2.16035 | 1.71700
3.17453 | 3.74252 | 3.74252 | 3.17453
5.27023 | 5.96048 | 5.96048 | 5.27023
8.41049 | 9.22963 | 9.22963 | 8.41049

Tabela 5.4: Widmo modelu SYMQM z symetria SU(2) dla obciecia N, = 12. Degeneracje
pomiedzy sektorami z np = 1 ing = 2 oraz z np = 0 1 np = 3 sa zwiazane z symetria
czastka-dziura, natomiast brak jest degeneracji supersymetryczne;j.

symetrie czastka-dziura, w sektorze z ngp = 5. Liczba supersymetrycznych préozni dla modeli
z symetriag SU(3) bez oddzialywania bedzie dyskutowana podczas wyprowadzania anality-
cznych rozwigzan tych modeli w rozdziale 6. Zgodnie z wnioskami tam zawartymi préznie
dla tego modelu znajduja sie w sektorach np = 0,3,5,8. A zatem, wlaczenie oddzialywania
spowodowato znikniecie prézni z sektoréow z ngp = 0 i np = 8. Jest to po czesci spodziewany
efekt. Czesé fermionowa potencjatu znika w sektorach ny = 0 i np = 8, natomiast poten-
cjal bozonowy nadaje niezerowa energie stanom podstawowym. Z kolei, w sektorach nyp = 3
i np = 5 zarbwno wyrazy bozonowy i fermionowy mogg modyfikowaé energie. Okazuje sie
jednak, ze ich wktad sie doktadnie znosi i nie zmieniaja one zerowej energii prézni.
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‘ano‘npzl‘nF:2‘nF:3‘nF:4‘nF:5‘nF:(i‘nF:7‘nF:8‘
1.07061 1.07061 1.07061 1.07061
1.39825 | 1.39825 | 1.39825 | 1.39825% | 1.39825 | 1.39825 | 1.39825
2.17712 | 217712 | 2.177122 | 2.17712% | 2.177122 | 2.17712 | 2.17712
2.58579 2.585792 | 2.58579% | 2.585792 | 2.58579* | 2.585792 2.58579
2.65776 2.65776 2.65776 2.65776
3.15912 | 3.15912 | 3.15912 | 3.159122 | 3.15912 | 3.15912 | 3.15912
4.00000 | 4.00000 | 4.000002 | 4.00000% | 4.00000% | 4.00000 | 4.00000
4.50000 | 4.50000 | 4.500002 | 4.50000* | 4.50000% | 4.50000 | 4.50000
4.82288 | 4.82288 | 4.822882 | 4.82288%* | 4.822882 | 4.82288 | 4.82288
5.27163 5.27163 5.27163 5.27163
5.41421 5.41421% | 5.41421% | 5.414212 | 5.41421* | 5.414212 5.41421
5.94263 | 5.94263 | 5.94263 | 5.94263% | 5.94263 | 5.94263 | 5.94263

Tabela 5.5: Widmo modelu SYMQM z symetria SU(3) we wszystkich sektorach. W kazdym
sektorze wprowadzono maksymalna liczba kwantéw bozonowych réwng N.,; = 5. Wymiary
baz znajduja sie w tabeli 5.6. W widmie zachowana jest symetria czastka-dziura, natomi-
ast brak supersymetrii. Pozostate pojawiajace sie degeneracje sg przypadkowe i zostana wy-
jasnione analitycznie w rozdziale 6.

5.2.2 Modele SYMQM z symetrig SU(2) i SU(3)

Dla widm modeli swobodnych wykazaliémy wczesniej, ze interpretacja ich zbieznosci jest inna
niz dla modeli z widmem dyskretnym. Okazuje sie takze, ze wprowadzenie obciecia w sposdb
przedstawiony dotychczas jawnie tamie supersymetrie. Stad nie jest mozliwe odtworzenie de-
generacji supersymetrycznych dla zadnego skonczonego obcigcia. Zatem widma numeryczne
przedstawiamy dla przyktadowych obcieé. Dla modelu z symetria SU(2) wynosi ono Ne,; = 12,
natomiast dla modelu z symetria SU(3) N.,; = 5. Wyniki zebrane sa odpowiednio w tabelach
5.4 oraz 5.5.

Mozliwe jest zachowanie symetrii czastka-dziura poprzez wprowadzenie takiego samego
obciecia w kazdym sektorze. Degeneracje zwiazane z ta symetrig wida¢ w obydwu tabelach
jako zgodno$é¢ widm w sektorach z np i N> — 1 — np kwantami fermionowymi. W modelu
SU(2) jej efektem jest degeneracja pomiedzy sektorami z np = 1 ingp =2 oraz z np = 01
np = 3, natomiast w przypadku modelu SU(3) jest to, miedzy innymi, podwdjna degeneracja
widma w $rodkowym sektorze. Dla ostatniego z tych modeli wyszczegdlniliSmy rozmiary baz
dla N.,; = 5 w tabeli 5.6.

Widma z tabel 5.4 oraz 5.5 potwierdzaja ztamanie supersymetrii. Zaréwno w modelu z
symetrig SU(2), jak i z symetria SU(3), energie nie tworza zdegenerowanych par oraz brak
jest kandydata na préznie supersymetryczng o zerowej energii. Widmo modelu SU(3) posi-
ada bardziej skomplikowang strukture. Pojawia sie wiele degeneracji przypadkowych, ktére
nie mogg by¢ zwigzane z supersymetrig, gdyz nie wszystkie energie o tych samych wartosci-
ach znajduja sie w sasiednich sektorach. Dodatkowo, warto$ci utamkoéw supersymetrycznych
wskazuja, ze powigzane dzialaniem supertadunkéw sa stany o réznych energiach, natomiast
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‘HB H nF:O ‘nF:1 ‘nF:2 ‘HFZ?) ‘nF:Zl ‘nF:5 ‘HFZG ‘nF:7 ‘HF=8 ‘

0 || 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 1

2 1 1 1 3 4 3 1 1 1
3 |1 1 3 5 4 5 3 1 1
4 |1 2 2 5 8 5 2 2 1
5 || 1 2 4 7 8 7 4 2 1
X |5 7 11 22 26 22 11 7 5)

Tabela 5.6: Rozmiar baz w poszczegélnych sektorach dla symetrii SU(3) dla Ng, = 5.
Sumaryczna liczba, ¥, stanow bozonowych wynosi 58 i jest réwna liczbie stanéw fermionowych
(oznaczonymi ttusta czcionka).

nie sg stany w sasiednich sektorach o réwnych energiach. A zatem, odpowiedzialne za te degen-
eracje musza by¢ inne mechanizmy, ktére zostang wyjasnione w rozdziale 6.3. Zamieszczamy
tam analityczne wyprowadzenie wszystkich energii z tabeli 5.5.

5.3 Supersymetria dla skonnczonego obciecia

W tym podrozdziale proponujemy sposéb wprowadzenia obciecia, ktory nie tamie super-
symetrii. Jak wiadomo operator Hamiltonianu jest rowny antykomutatorowi operatoréow su-
pertadunku i jego sprzezenia hermitowskiego. W zwigzku z tym mozemy otrzymacé obcietq
macierz operatora Hamiltona na dwa rézne sposoby:

1. w pierwszym sposobie, obliczamy macierz Hamiltonianu w obcietej bazie, tzn.

(5.5)

deskretyzacja Hamiltonianu — {Qu QT} o
obciete
Te dyskretyzacje nazywamy dyskretyzacjg Hamiltonianu. Postuzyliémy sie nig w dyskusji
zbieznosci widm w rozdziale 5.1 oraz odtwarzania supersymetrii w rozdziale 5.2.

2. w drugim sposobie, obliczamy macierze supertadunkow w obcietej bazie, natomiast
macierz Hamiltonianu otrzymywana jest jako antykomutator juz obcietych macierzy
supertadunkow, tzn.

deskretyzacja supertadunkéw — {Q}obciqte’ QT ‘obciqte}‘ (56)
Ten sposob wprowadzenia obciecia bedziemy nazywaé dyskretyzacjq supertadunkow.

W granicy fizycznej, odpowiadajacej nieskoniczonemu obcieciu, obydwie dyskretyzacje daja
te same wyniki. Jednak dla kazdego skoniczonego obciecia, obciete macierze Hamiltonianu beda
sie r6zni¢ ostatnimi elementami na gtéwnej przekatne;j.

Oczekujemy, ze widmo Hamiltonianu w dyskretyzacji supertadunkéw bedzie wykazywaé
degeneracje supersymetryczne nawet dla skonczonego obciecia, poniewaz operator Hamilto-
nianu jest z konstrukcji zwigzany z kwadratem operatora supertadunku. Zobaczymy to na
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przyktadzie pary stanéw |1) i |2) z sasiednich sektoréw fermionowych, powiazanych dziataniem
supertadunkéw w nastepujacy sposob [43],

QL) =al2),  Q2) =8), (5.7)

gdzie o 1 (8 sa statymi. Hamiltonian zdefiniowany w odpowiednich sektorach fermionowych
zgodnie 7z (5.6) ma zdegenerowane widmo,

H|1) = QQ'[1) = af|1),
H,[2) = Q'Q|2) = af2),

przy czym skorzystaliémy z faktu, ze Q> = 0 oraz Q? = 0. Zastosowanie dyskretyzacji
Hamiltonianu powoduje, ze nie da sie zapisa¢ obcietej macierzy Hamiltonianu jako kwadratu
macierzy supertadunkow. A zatem, nie bedzie ona posiada¢ degeneracji supersymetryczne;j.

Pozostaje uscisli¢ sposob wprowadzenia obciecia w poszczegdlnych sektorach fermionowych.
W rozdziale 4.1.3, rozrézniliSmy trzy schematy jej ograniczenia, ktére gwarantuja rowng
ilos¢ standéw bozonowych i fermionowych dla kazdej liczby kwantéow bozonowych ng. Ozna-
czmy maksymalng liczbe kwantow bozonowych w sektorze bozonowym poprzez N.,.. Wtedy
obciecie w sektorach fermionowych moze by¢ réowne N, dla schematu poziomego, N, —
ng dla schematu lewego lub N, + np dla schematu prawego. Ostatnie dwa schematy sa
rownowazne, jesli zachowana jest symetria czastka-dziura. Bedziemy je zatem nazywacé tez
skrétowo: schematami ukosnymi. Przyktadowe liczby stanéw w bazie Focka z symetria SU(3)
dla schematu poziomego i lewego sg przedstawione odpowiednio w tabelach 5.6 1 5.7.

Okazuje sie, ze w lewym i prawym schemacie mozliwe jest otrzymanie degeneracji super-
symetrycznej widma, natomiast w schemacie poziomym nie jest. Jest to zwigzane z faktem,
ze schematy ukosne pozwalaja dobraé¢ obciecie w kolejnych sektorach w taki sposob, aby w
kazdym sektorze znalazty sie wszystkie stany, ktére moga by¢ otrzymane poprzez dziatanie
odpowiednio @ lub Q' danymi wzorami (3.34) na stany sektora sasiedniego. Innymi stowy,
tabela 5.7 zawiera wszystkie stany bazowe, ktére mozna otrzymaé dzigki operatorowi ) za-
czynajac od dwoch stanéw w sektorze np = 8 . A zatem, posiadajac poprawne macierze )
dla schematu lewego definiujemy macierze Q poprzez sprzezenie hermitowskie Q . Dzieki
temu w dyskretyzacji supertadunkow posta¢ Hamiltonianu w kazdym z sektorow zwigzana
jest z kwadratem supertadunkéw. Wynika z tego, ze obydwa schematy ukosne umozliwia-
ja otrzymanie degeneracji supersymetrycznej. Dodatkowo, z konstrukeji wartosci utamkow
otrzymanych w dyskretyzacji supertadunkéw sa réwne 1.0 i nie zalezg od obciecia. Anality-
czne dyskusje stanow wlasnych otrzymanych przy zastosowaniu dyskretyzacji Hamiltonianu
oraz dyskretyzacji supertadunkéw sa zamieszczone odpowiednio w rozdziale 6 oraz w dodatku
D.

Dla schematu poziomego (patrz tabela 5.6) sumy liczb stanéw bozonowych i fermionowych
sa réwne. Inaczej jest dla schematéw ukosnych. W tych przypadkach sumy liczb stanéw bo-
zonowych i fermionowych réznia sie o jeden (patrz tabela 5.7 oraz dyskusja symetrii stanéw
Focka w rozdziale 4.1.3). Dodatkowy stan jest stanem bozonowym. Dzieki tej nieréwnosci
bedzie mozliwe pojawienie sie niezdegenerowanego stanu prozni supersymetryczne;j.

Obecnie oméwimy szczegbtowo widma supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego
oraz modeli SYMQM z symetria SU(2) i SU(3) koncentrujac sie na wskazaniu degeneracji
supersymetrycznych.

(5.8)
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‘HBHTLF:O‘RF—:[‘nF—Q‘nF—3‘nF—4‘7’LF:5‘HFZG‘RF:7‘7’LFZ8‘
0 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 1
2 1 1 1 3 4 3 1 1 1
3 |1 1 3 5 4 5 3 1
4 1 2 2 5 8 5 2
) 1 2 4 7 8 7
6 || 2 2 4 9 10
71 3 5 9
8 || 2 3 )

9 || 2 3
10 || 2
Y || 14 18 25 40 36 22 7 3 2

Tabela 5.7: Lewy schemat obcie¢ dla N.,; = 10 w sektorze bozonowym. Sumaryczna liczba,
Y., standow bozonowych wynosi 84, natomiast sumaryczna liczba stanéw fermionowych 83
(oznaczonymi ttusta czcionka).

5.3.1 Supersymetryczny oscylator anharmoniczny

Supersymetria dla oscylatora anharmonicznego moze by¢ odtworzona w obydwu dyskretyza-
cjach, poniewaz energie sg zbiezne wraz ze wzrostem obciecia. Zatem jest to dobry model
aby poréwna¢ wyniki otrzymane obydwiema metodami. Skoncentrujemy sie na utamkach su-
persymetrycznych, ktorych wartosci dla dyskretyzacji Hamiltonianu zostaty przedstawione
w tabeli 5.3. Identyczne utamki supersymetryczne obliczone w dyskretyzacji supertadunkow
zamiesciliSmy w tabeli 5.8. Zgodnie z oczekiwaniami w obydwu podejsciach otrzymalismy
podobne wyniki, pomimo ze do dyskretyzacji supertadunkow uzyliSmy bardzo malego obcie-
cia Neyw = 4. Na uwage zashiguje réznica w wartosciach utamkow g3 75460 5.75460- W dyskre-
tyzacji Hamiltonianu superpartnerem stanu bozonowego o energii 5.75469 byta kombinacja
stanow z sektora np = 1 o tej samej energii. W dyskretyzacji supertadunkéw superpartner
jest pojedynczym stanem. A zatem, w tej dyskretyzacji konstruowane sa od razu poprawne
stany tworzace supermultiplety. Podobne zachowanie zaobserwujemy w modelach swobodnych

np—0 "1 ‘ 2.80488 5.02988 5.75469 5.75469

2.80488 1.0 0.0 0.0 0.0
5.02988 0.0 1.0 0.0 0.0
.75469 0.0 0.0 1.0 0.0
7.49223 0.0 0.0 0.0 0.0

Tabela 5.8: Tabela utamkoéw supersymetrycznych dla supersymetrycznego oscylatora anhar-
monicznego pomiedzy sektorami z np = 0 1 np = 1 dla obciecia N.,; = 4 w dyskretyzacji
supertadunkow. Wiersze i kolumny opisane sa dokladnymi energiami czterech najnizszych
stanéw w sektorach z ngp = 0 (wiersze) i np = 1 (kolumny).
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‘ ngp =0 ‘ ngp =1 ‘ ng = 2 ‘ ngp =3 ‘
0 0
0.35130 | 0.35130 | 0.35130 | 0.35130
1.05571 | 1.05571 | 1.05571 | 1.05571
2.16035 | 2.16035 | 2.16035 | 2.16035
3.74252 | 3.74252 | 3.74252 | 3.74252
5.96048 | 5.96048 | 5.96048 | 5.96048
9.22963 | 9.22963 | 9.22963 | 9.22963

Tabela 5.9: Widmo modelu z symetria SU(2) w dyskretyzacji supertadunkéw. W sektorach
ng = 0,1 wybrano lewy schemat obciecia z N.,; = 12, natomiast w sektorach np = 2,3
wybrano prawy schematu z N, = 12.

podczas dyskusji doktadnych rozwigzan zamieszczonej w nastepnych rozdziatach.

5.3.2 Model z symetrig SU(2)

Baza modelu SU(2) jest wyjatkowo prosta. Przypomnijmy, ze sektor bozonowy sktada sie
wytacznie ze standéw z parzysta liczba kwantow, natomiast sektor z np = 1 wylacznie ze
stanéw o nieparzystej liczbie kwantow. Wynika z tego, ze poziomy schemat obciecia jest
rownowazny schematowi lewemu dla parzystej maksymalnej liczby kwantéw w sektorze bo-
zonowym lub prawemu dla nieparzystej maksymalnej liczby kwantow w sektorze bozonowym.
Dodatkowo, z powodu symetrii czastka dziura, baza w sektorze z np = 2 moze zawierac
wylacznie stany o nieparzystej liczbie kwantow. A zatem, poniewaz operatory supertadunkow
dodaja lub odejmuja tylko jeden kwant bozonowy, stany z sektorow ngp = 11inp = 2 nie moga
by¢ przez nie powigzane. Konsekwencja tego jest mozliwosé¢ niezaleznego dobrania obcigcia w
sektorach znp = 0,11inp = 2,3. Wobec tego oczekujemy, ze zarowno symetria czastka-dziura
jak i supersymetria moga by¢ zachowane, pomimo zastosowania ukosnych schematow obciec.

Tabela 5.9 przedstawia widma energetyczne we wszystkich sektorach modelu SU(2) otrzy-
mane dla obciecia N.,; = 12 przy uzyciu dyskretyzacji supertadunkow. Wybrano lewy schemat
obciecia dla sektoréw np = 0,1 i prawy dla sektoréw np = 2, 3.

Rozpatrujac wyniki dla sektorow np = 0 1 np = 1 zauwazamy sygnature supersymetrii.
Z jednej strony, energie w obydwu sektorach sg identyczne. Utamki supersymetryczne réwne
1.0 $wiadczg o tym, ze odpowiadajgce zdegenerowanym energiom stany wtasne przechodza w
siebie nawzajem pod dziataniem supertadunkow. Z drugiej strony, spektrum bozonowe posia-
da dodatkowq energie wtasng réwng doktadnie 0.0. Odpowiadajacy zerowej wartosci wlasnej
stan jest niezdegenerowang proznia supersymetryczng, co mozna potwierdzi¢ poprzez porow-
nanie wspotcezynnikéw rozktadu w bazie Focka otrzymanych numerycznie, ze wspotczynnikami
prézni supersymetrycznej wyprowadzonymi w [29][58].

Niezalezne wprowadzenie lewego schematu obciecia w sektorach z ng = 2,3 pozwolito
zachowa¢ symetrie czastka-dziura i otrzymaé¢ podwdjna degeneracje wszystkich energii. W
szczegolnosci, dzieki temu udato sie zrekonstruowaé obydwie préznie supersymetryczne obecne
w tym modelu.
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‘nF:O‘npzl‘nF:2 nF:3 nF:4 nF:5 nF:6 nF=7 nF:8
0

0.21015 | 0.21015
0.24613 | 0.24613
0.29703 | 0.29703
0.38147 | 0.38147
0.48561 | 0.48561
0.44475 | 0.44475
0.49646 | 0.49646
0.52140?% | 0.521402
0.54944 | 0.54944
0.58987 | 0.58987
0.69098 | 0.69098
0.69912 | 0.69912
0.70595 | 0.70595
0.74999 | 0.74999
0.82460 | 0.82460
0.86721 | 0.86721
0.86909 | 0.86909
0.88762 | 0.88762
0.92636 | 0.92636
1.04406 | 1.04406
1.08542 | 1.08542
1.08856 | 1.08856
1.11521 | 1.11521
1.12500 | 1.12500 | 1.12500 | 1.12500° | 1.12500% | 1.12500 | 1.12500 | 1.12500
1.21482 | 1.21482
1.25000 | 1.25000 | 1.25000 | 1.25000
1.26771 | 1.26771
1.29289 | 1.29289?% | 1.292892
1.43070 | 1.43070
1.50000 | 1.50000
1.57956 | 1.57956
1.59330 | 1.59330
1.619032 | 1.619032

Tabela 5.10: Widmo modelu z symetria SU(3) we wszystkich sektorach otrzymane przy uzyciu
dyskretyzacji supertadunkéw. Zastosowano lewy schemat obcie¢ z maksymalng liczbg kwan-
tow w sektorze bozonowym réowna N.,, = 10. Przypadkowa n-krotng degeneracje w danym
sektorze zaznaczono poprzez zapis z wyktadnikiem ". Znaczenie kursywy jak w tabeli 5.2.
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np=0 "F=1 | 0.24613 0.49646 0.58987 1.04406

0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.24613 1.0 0.0 0.0 0.0
0.49646 0.0 1.0 0.0 0.0
0.58987 0.0 0.0 1.0 0.0

Tabela 5.11: Tabela utlamkéw supersymetrycznych dla modelu SYMQM SU(3) pomiedzy
sektorami z np = 01 np = 1 dla przyktadowego obciecia N.,; = 18 dla czterech najnizszych
stan6éw otrzymanych w dyskretyzacji supertadunkow. Wiersze i kolumny opisane sg energiami
odpowiadajacymi stanom z tabeli 5.10.

Pokrywanie sie widm w sektorach z np = 11 ngp = 2 w obydwu dyskretyzacjach jest jedna
z konsekwencji prostej struktury badanego modelu i zostanie wyjasnione podczas dyskusji
analitycznych rozwigzan w dyskretyzacji supertadunkéw zamieszczonej w dodatku D.

5.3.3 Model z symetrig SU(3)

Widmo modelu z symetrig SU(3) zostalo przedstawione w tabeli 5.10. Wyniki otrzymalismy
poprzez wprowadzenie obciecia w lewym schemacie. Zgodnie z oczekiwaniami supersymetria
nie jest ztamana, natomiast symetria czgstka-dziura jest.

O zachowaniu supersymetrii swiadczy doktadna zgodnosé wszystkich energii wtasnych w
sasiednich sektorach wraz z analiza utamkéw supersymetrycznych. Ich wartosci dla przyktad-
owego obciecia N.,; = 18 przedstawilismy w tabeli 5.11. Wszystkie utamki supersymetryczne
sg rowne 1.0. Biorgc pod uwage widmo z tabeli 5.10, mozemy zinterpretowaé¢ ostatniag pusta
kolumne jako oznake, ze odpowiadajacy stan z sektora z ng = 1 tworzy supermultiplet ze
stanem z sektora ngp = 2.

Podobnie jak w przypadku modelu SU(2), mozliwe jest sprawdzenie, ze wspdtczynniki
rozktadu stanu o zerowej energii z sektora bozonowego w bazie zgadzajg sie ze wspotczyn-
nikami prézni supersymetrycznej skonstruowana w [29]. Sumaryczna liczba stanéw bazowych
w obcietej bazie nie dopuszcza do powstania prézni supersymetrycznej w sektorach z np = 3,
np = 51 np = 8 zgodnie z przewidywaniami przedstawionymi w [29][59]. Istnienie tych
stanow bedzie mozna potwierdzi¢ poprzez analize analitycznych rozwigzan dla tego modelu
w rozdziale 6.

Analityczne wyprowadzenie widm w sektorze z np = 0 i np = 1 znajduje sic w dodatku

D.

5.4 Prawa skalowania

Na pierwszy rzut oka z wykreséw 5.2, 5.3 oraz 5.4 wynika, ze wszystkie energie wtasne opadaja
do wartosci zblizonych do zera w granicy nieskonczonego obciecia. Nie jest to jednak zgodne
z oczekiwaniem ciggltego widma operatora energii kinetycznej, ktére powinno zostaé¢ odtwo-
rzone w takiej granicy. Pozorny paradoks zostal przestudiowany i rozwigzany na prostym
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Rysunek 5.7: (a,b): Prawo skalowania energii wlasnych E(n) wraz z dopasowang prosta w
obydwu sektorach modelu z symetria SU(2). (¢, d): Zbieznosé¢ prawa skalowania energii wlas-
nych F(n) dla obcie¢ N, = 50,100, 200,400 w obydwu sektorach modelu z symetria SU(2).
D(N.yt) oznacza catkowita liczbe standéw w danym sektorze dla danego Ny.

przyktadzie jednowymiarowych operatoréw energii kinetycznej i pedu w [53]. Okazuje sie,
ze nalezy przypisa¢ kolejne numery, n, kolejnym energiom wlasnym zaczynajac od wartosci
najnizszej, a nastepnie zastosowaé¢ prawo skalowania opisujace jak indeks n musi sie zmie-
nia¢ wraz z obcieciem aby w granicy nieskonczonego N.,; otrzymac fizyczng wartosé energii
kinetycznej. Zaleznosé¢ ta przyjmuje nastepujaca postaé

n ~ \/NewE, (5.9)

gdzie E jest dowolng dodatnig liczba rzeczywista, ktora bedzie odpowiadaé fizycznej energii
kinetycznej w granicy nieskonczonego obciecia. Podobne postepowanie dla operatora pedu
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daje
n ~ \/ New|P|, (5.10)

gdzie P jest dowolng liczbg rzeczywista. Choé¢ wynikanie relacji dyspersyjnej, £ ~ P? w
powyzszym rozumowaniu wydaje sie oczywiste, okazuje sie, ze analogiczne wnioski moz-
na wyciagna¢ w przypadkach nietrywialnych. Na przyktad, prawo skalowania (5.9) zostalo
sprawdzone przez Kotariskiego [60][61] dla supersymetrycznej mechaniki kwantowej Yanga-
Millsa w czterech wymiarach z grupa symetrii SU(2). Hamiltonian tego uktadu posiada po-
tencjal z ptaskimi dolinami, a widmo w sektorze z nrp = 2 sklada si¢ zaréwno ze stanow z
widma cigglego jak i ze stanéw z widma dyskretnego. Okazalo sie, ze energia odpowiadajgca
stanom niezlokalizowanym skaluje si¢ zgodnie z (5.9). A zatem, zakladajac skalowanie pedu
(5.10), zostalo wykazane, ze dla stanéw rozproszeniowych prawdziwa jest relacja dyspersyjna
E ~ P2

W dalszej czesci tego podrozdziatu sprawdzimy stosowalno$é praw skalowania dla modeli
SYMQM z symetriami SU(2), SU(3), SU(4) i SU(5). Dla modelu z symetria SU(2) odtwo-
rzymy obydwa prawa skalowania (5.9) oraz (5.10), podczas gdy dla modeli z symetriag SU(N),
N > 2, okaze sie, ze prawa te sie nie stosuja. Aby zatem zachowa¢ poprawng forme relacji
dyspersyjnej zmodyfikujemy prawo skalowania dla operatora pedu. Zaproponowane przez nas
uogolnienie powinno poprawnie opisywa¢ stany niezlokalizowane w wersjach modelu anali-
zowanego przez Kotanskiego w [60][61] z symetria SU(N), N > 2.

Dyskusje zaczynamy od modelu z symetria SU(2). Dla danego, mozliwie duzego, obciecia
Nyt = 200, wykreslamy zaleznosé otrzymanych numerycznie wartosci wtasnych Hamiltonianu
od kwadratu ich numeru porzadkowego, zgodnie ze wzorem (5.9). WprowadziliSmy oznaczenie
D(N.y) na catkowita liczbe stanéw w danym sektorze dla danego N.,;. Wyniki dla sektora
bozonowego i fermionowego przedstawiamy na rysunku 5.7(a) i 5.7(b). W obydwu przypad-
kach punkty uktadaja sie w prosta, potwierdzajac poprawnos¢ postulowanego skalowania sie
energii. Wobec tego, zgodnie z zalozong logika, zaktadamy poprawng relacje dyspersyjna,
E ~ P2, i wnioskujemy prawo skalowania dla operatora pedu. Dla tego modelu okazuje sie
ono odtwarzaé¢ przywidywania réwnania (5.10).

7 powyzszych wynikow mozemy jeszcze Wyci@gnadc dwa wnioski. Pierwszy z nich dotyczy
wspolezynnikéw nachylenia prostych E(n) = a— + b na wykresach 5.7(a) i 5.7(b). Wartosci
wspotezynnikow a i b dopasowanych prostych dla 0dpow1edn1ch sektoréw znajduja sie w tabeli
5.12. Otrzymane rezultaty sa w przyblizeniu rowne wartosci % przewidzianej analitycznie w
[53]. Dopasowanie zostalo wykonane przy zalozeniu zerowych niepewnosci danych, a zatem
podane niepewnosci wspotezynnikéw a i b stuzg jako orientacyjna ocena poprawnosci dopa-
sowania. Drugi wniosek dotyczy poprawnego uwzglednienia czynnika N.,. Aby dodatkowo
potwierdzi¢ zalezno$¢ w postaci ﬁ na wykresach 5.7(c) i 5.7(d) przedstawiamy zaleznos¢
E(n) otrzymana dla kilku rosnacych obcie¢. Widoczna jest zbiezno$¢ wynikéw dla matych
wartosci energii wlasnych. A zatem, relacja (5.9) poprawnie odtwarza zaleznosé energii od n
jak 1 Ny

Dla modelu z symetriag SU(3) funkcje E(n) w sektorach z np = 01 np = 1 przedstawiamy
na rysunku 5.8. Okazuje sie, ze zastosowanie prawa skalowania (5.10) nie pozwala otrzymaé
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‘ ng H a ‘ niepewnos¢ a H b ‘ niepewnosé b ‘
0 2.4864 0.0012 -0.0369 0.0070
1 | 2.53451 0.00097 0.0539 0.0087

Tabela 5.12: Wspétezynniki dopasowania prostej E(n) = a— + b do danych numerycznych
dla obcigcia N, = 200 w sektorze np =0ingp =1 modelu 7 symetn@ SU(2).

50 . 60
40 + i 50
40
230 - 8
o0 j=10)
o
220 ¢ | M 20
10+ 1 10
O 1 1 1 1 1 1 1 O 1 1 1 1 1 1 1
0O 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
n/D(New)? 1/D(New)?
(a) Sektor np = 0. (b) Sektor np = 1.

Rysunek 5.8: Prawo skalowania energii wtasnych F(n) w sektorze z np = 0 i np = 1 modelu
z symetria SU(3).

zaleznosci liniowej. Mozna to zrozumie¢ zauwazajac, ze energie wtasne w modelu z symetrig
SU(3) widoczne na wykresach 5.3 grupuja sie w pasma. Przyktadowo, w sektorze bozonowym
zauwazamy przypuszczalng przypadkows degeneracje energii wlasnych w granicy kontinuum,
n-ta grupa stanéw wydaje sie by¢ n-krotnie zdegenerowana. Tymczasem, w modelu z symetrig
SU(2) widmo jest niezdegenerowane i réwno roztozone. A zatem, aby poprawnie uwzgledniaé
takie degeneracje, prawo skalowania energii powinno przyjaé¢ nastepujaca postac

n ~ /D(Now)E, (5.11)

przy czym zastapiliémy N, poprzez catkowita liczbe stanéw w danym sektorze, D(Ney),
dla danego N.,;. W przypadku modelu z symetria SU(2), D(Newt) ~ New. Rysunki 5.8
przedstawiaja zalezno$¢ energii od indeksu n w formie postulowanej przez réwnanie (5.11).
Uktadanie sie punktow wzdtuz linii prostej $wiadczy o poprawnosci proponowanego prawa
skalowania. Dodatkowo, w tabeli 5.13 przedstawiamy wartosci parametrow dopasowania linii
prostej E(n) = a7 +b. Zakladajac, ze poprawna relacja dyspersji postaci £ ~ P? musi by¢
spetniona, otrzymujemy prawo skalowania dla operatora pedu,

n ~ \/D(Neu) P> (5.12)
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‘ ng H a ‘ niepewnosé a H b ‘ niepewnos¢ b ‘
0 | 3.7726 0.0018 0.021 0.014
1 | 3.9215 0.0016 -0.043 0.017

Tabela 5.13: Wsp6tczynniki dopasowania prostej F(n) = a% + b do danych numerycznych
dla obciecia N, = 200 w sektorach ng = 0 oraz ngp = 1 modelu z symetria SU(3).

60 T T T T T T T 70 T T T T T T T
50 | - 60 r i
50 F g
=40y 1 210
530 | : 5
S| =30 + .
m 20 | _ LTJ
20 F g
10 + . 10 + i
O | | | | | | | 0 | | | | | | |
0O 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
13 /D(New)? 14 /D(Noyy)
(a) Sektor np = 0 modelu SU(4). (b) Sektor np = 0 modelu SU(5).

Rysunek 5.9: Prawo skalowania energii wlasnych FE(n) w sektorze bozonowym modeli z
symetria SU(4) 1 SU(5).

‘ N H a ‘ niepewnos¢ a H b ‘ niepewnos¢ b ‘
4 || 5.3934 0.0014 0.0342 0.0096
5 | 7.16556 0.00071 -0.0414 0.0046

Tabela 5.14: Wspélezynniki dopasowania prostej E(n) = a n%D(Ncut)*ﬁ + b do danych
numerycznych dla obciecia N, = 200 w sektorze bozonowym modeli z symetriag SU(4) i
SU(5).

Powtarzajac powyzsze kroki mozemy znalezé prawa skalowania dla energii dla modeli
SYMQM z symetrig SU(4) i SU(5) w sektorze bozonowym. Uwzgledniajac grupowanie sie
stanéw, widoczne na wykresie 5.4, postulujemy relacje

n ~ /D(Ney) Ez N1, (5.13)

ktorej poprawnosé potwierdza rysunek 5.9. Faktycznie, punkty numeryczne uktadajg sie wzdtuz
2 1

linii prostej. Dopasowanie zaleznosci liniowej E(n) ~ nN-1D(Ng,) ¥-1 pozwala odczytaé

wspotezynniki a i b. Zamieszczamy je w tabeli 5.14. Ponownie, oczekujac relacji dyspersyjnej
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Rysunek 5.10: Zaleznos¢ od indeksu grupy symetrii N wartosci wspotczynnika a dopasowan
liniowych F(n) dla modeli z réznymi grupami symetrii.

w formie E ~ P?, otrzymujemy prawo skalowania dla operatora pedu
n ~ \/D(Neyw ) PN L. (5.14)

Zauwazmy, ze relacje (5.13) oraz (5.14) poprawnie opisuja pierwszy z analizowanych modeli,
tzn. model z symetria SU(2).

Na zakonczenie wykreslmy zalezno$é¢ otrzymanych wspotezynnikéw a i b od indeksu N
dla réznych grup symetrii SU(N). Rezultat przedstawiamy na rysunku 5.10. Okazuje sie, ze
bardzo prosto mozna opisa¢ wszystkie powyzsze przypadki postulujac doktadng posta¢ prawa
skalowania dla energii w postaci

E(n) = Z(N + 5 — 2) n¥7D(Noyy) 71, (5.15)

ktora na wykresie 5.10 jest reprezentowana linig przerywana. Zaniedbalidmy wyraz staty, ktory
jest bliski zeru. Relacja (5.15) dla N = 2 poprawnie odtwarza wynik Trzetrzelewskiego [53].
Oczekujac, ze dla modeli swobodnych relacja dyspersyjna bedzie spetniona w formie doktadne;j
E = %PQ, mozemy zapostulowa¢ prawo skalowania dla pedu,

P(n) =/7(N + g —2) nﬁD(Ncut)im' (5.16)

Podkreslmy raz jeszcze, ze ten wynik moze by¢ nastepnie uzyty aby sprawdzi¢ nietrywialna
relacje dyspersyjna widma ciagtego w modelach oddzialujacych z grupa symetrii SU(N).
Przyktadem takich uktadéw sg SYMQM w D = 4.
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Rysunek 5.11: Panel (a): ograniczony indeks Wittena dla modelu z symetria SU(2). Rozne
krzywe odpowiadaja rosnacym obcieciom. Dla modelu z symetria SU(2) zamieszczono krzywe
otrzymane dla obcieé: 20, 60, 100, ... , 220. Panel (b): indeks Wittena dla supersymetrycznego
oscylatora anharmonicznego z grupa symetrii SU(3). Kolejne krzywe odpowiadaja rosnacemu
obcieciu Ngy: 5, 10, 15, ..., 40.

5.5 Indeks Wittena

Na zakonczenie dyskusji numerycznej przedstawiamy wyniki dla indeksu Wittena Iy (7).
Iw (T) definiujemy jako [10]

Iw(T) = > e~ BT — > e BT, (5.17)

bestany bozonowe fEstany fermionowe

Jest to wielko$¢ czesto uzywana do badania supersymetrii w uktadach kwantowo-mechani-
cznych. W szczegblnosci pozwala stwierdzié¢, czy supersymetria jest spontanicznie ztamana
czy tez nie. Dla modeli o dyskretnym widmie wktad do Iy (T") pochodzi jedynie od stanéw
o zerowej energii, gdyz dla wszystkich pozostatych wktad od stanu bozonowego znosi si¢ z
wktadem od odpowiadajacego mu stanu fermionowego o tej samej energii. Dla nieztamane;j
supersymetrii stan prozni supersymetrycznej jest niezdegenerowany, a zatem Iy (T') jest nieze-
rowy. Dla modeli o widmie ciggtym powyzsza dyskusja jest bardziej subtelna.

W naszym podejsciu, dla skoriczonego obciecia, sumy po stanach bozonowych i fermiono-
wych sg skonczone zarowno dla uktadéw o widmie ciggltym jak i dyskretnym. Mozemy wobec
tego w prosty sposob obliczy¢ przyblizong wartos¢ indeksu dla danego obciecia Ny;.

Dla uktadéw z symetrig SU(N) z N parzystym degeneracje pomiedzy sektorami z np i
N2 —1—ng fermionami zwigzane z symetrig czastka-dziura sprawiaja, ze Iy (T) = 0. Aby tego
uniknaé¢ definiujemy ograniczony indeks Wittena, I%(T), do ktérego wktad beda mie¢ tylko
stany z sektorow z np = 0,.. ., %N 2 — 1. Poniewaz struktura supermultipletéw w sektorach
znp = 3N?, ... ,N? — 1 jest identyczna, If}(T) jest dobra miarg tamania supersymetrii,
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pomimo, ze globalny indeks Iy (7') znika. W przypadku uktadéw z symetria SU(N) z N
nieparzystym, do I{%(T) maja wktad stany z sektoréw z np = 0, ..., %(N2 — 1) oraz potowa
podwdéjnie zdegenerowanego sektora srodkowego. W tym przypadku mamy Iy (T) = 215 (T).

Dla supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego wyniki numeryczne dla Iy (T) dla
roznych obcieé¢ sa przedstawione na rysunku 5.11 w funkcji euklidesowego czasu T'. Widocz-
na jest szybka zbieznosé Iy (T) do wartosci —2, co potwierdza fakt istnienia dwoch super-
symetrycznych stanéw prozni dla tego modelu.

Znikanie Iy dla T" = 0 mozna zrozumieé, zauwazajac, ze dla T" = 0 indeks Wittena jest
rowny réznicy liczby stanéw w sektorach bozonowych i fermionowych. Jak zostato wykazane
w rozdziale 4.1.3 liczby te sa roéwne.

Wyniki dla modelu SYMQM z symetria SU(2) sa przedstawione na rysunku 5.11. I[5(T)
szybko zbiega sie do wartosci % Warto$é ta zgadza sie z wczedniejszymi rezultatami otrzy-
manymi przez Campostriniego i Woska [50] zaréwno numerycznie jak i analitycznie. Wartosé
utamkowa jest charakterystyczna cecha I{%(T') dla uktadéw o ciaglym widmie. Obliczenia dla
modelu SYMQM z symetria SU(3) sugeruja, ze Iy (T) jest réwny doktadnie zero. Analityczne
potwierdzenie tego rezultatu zostanie przedyskutowane w rozdziale 6.

5.6 Podsumowanie

Analize numeryczna zaczeliSmy od omoéwienia zaleznosci energii wtasnych badanych uktadéw
od obciecia. OczekiwaliSmy jakosciowo réznego zachowania sie wartosci wtasnych wraz z ros-
nacym obcieciem odpowiadajacym stanom zlokalizowanym i niezlokalizowanym. Sygnatura
stanow pierwszego typu jest szybka zbiezno$¢, natomiast cecha charakterystycznag standéw
drugiego typu jest wolna zbieznosci. Wyniki numeryczne potwierdzity te przewidywania dla
modeli z symetria SU(N), N > 2. Nastepnie, opisaliémy degeneracje w widmach anali-
zowanych uktadéw. Na przyktadzie widma supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego
wykazaliSmy odtwarzanie supersymetrii dla odpowiednio duzego obciecia. Potwierdzilismy
te wnioski badajac wartosci utamkéw supersymetrycznych. W kolejnym kroku dyskutowa-
liSmy mozliwos$¢ otrzymania degeneracji supersymetrycznej dla skonczonego obciecia. W tym
celu zaproponowalismy dwa sposoby obliczenia obcietych macierzy Hamiltonianu oraz porow-
naliSmy widma numeryczne otrzymane za ich pomoca. PrzekonaliSmy sie, ze odpowiednie
dobranie obcie¢ w kolejnych sektorach fermionowych pozwala uzyska¢ degeneracje super-
symetryczng dla skoriczonego obciecia. Sprawdzajac prawo skalowania dla energii i postulujac
nierelatywistyczng relacje dyspersyjna dla czastki swobodnej wyprowadziliSmy prawo skalowa-
nia dla operatora pedu, ktore moze by¢ nastepnie wykorzystane w analizie widma ciggtego w
nietrywialnych uktadach z oddziatywaniem. Na zakonczenie stwierdziliSmy poprzez obliczenie
indeksu Wittena dla supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego, ze supersymetria nie
jest spontanicznie ztamana.
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W poprzednim rozdziale przedstawiliSmy szereg wynikéw numerycznych dotyczacych widm
modeli SYMQM oraz supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego z réznymi grupa-
mi symetrii i w sektorach o réznej liczbie kwantéw fermionowych. W biezacym rozdziale
chcielibysmy zapytac: czy mozliwe jest czesciowe lub catosciowe analityczne odtworzenie rezul-
tatow numerycznych; jakie wtasno$ci moga posiadaé ewentualne rozwigzania i czy wyjasnia-
ja one charakterystyczne cechy obliczonych widm; oraz jakie praktyczne korzysci plyna ze
znajomosci analitycznych rozwigzan? Analize powyzszych probleméw rozpoczniemy znanym
przyktadem modelu SYMQM z symetria SU(2), a nastepnie uogélnimy nasze wnioski do
modeli z symetriami SU(3) oraz SU(N) dla dowolnego N. Na zakoriczenie zademonstruje-
my w jaki sposob mozna wykorzystaé¢ rozwigzania swobodne do odtworzenia czesci widma
supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego.

6.1 Dyskretyzacje w podejsciu analitycznym

Metoda ktora zastosujemy w celu znalezienia rozwigzan zagadnienia wtasnego Hamiltonia-
nu modeli SYMQM polega na przettumaczeniu rownania wtasnego na jezyk relacji rekuren-
cyjnych i poszukiwaniu rozwiazan tych ostatnich. W rozdziale 5 zdefiniowaliSmy dwie dyskre-
tyzacje oraz omoéwilisSmy réznice w wynikach numerycznych otrzymanych za ich pomoca. W
obecnym podrozdziale przedstawimy co w jezyku relacji rekurencyjnych oznacza wprowadze-
nie obciecia oraz jak otrzymaé rekurencje odpowiadajace réznym dyskretyzacjom.

Skoniczenie wymiarowa przestrzen Hilberta podzielmy na dwie podprzestrzenie. W jednej
z nich, nazywanej sektorem bozonowym, wprowadzamy M,-wymiarowa baze, ktorej stany nu-
merowane sa pojedynczym indeksem i oraz oznaczane poprzez |i)o. W drugiej, nazywanej sek-
torem fermionowym, wprowadzamy M;-wymiarowg baze, a stany sa analogicznie numerowane
pojedynczym indeksem i oraz oznaczane przez |i);. Ogélny stan w kazdej z nich mozemy za-
pisaé jako

Blo=3 a(B)ldo,  1Eh =Y al(B)lih (6.1)

Zalézmy, 7ze istnieje reprezentacja algebry supersymetrii, taka, ze supertadunki @ oraz Qf
przeksztatcajg stany z jednego sektora w stany z drugiego,

Q'[E)o =70l E), QE)1 = n|E)o. (6.2)
7 algebry supersymmetrii Q™ = 0 i Q% = 0 bezposrednio wynika, ze
QIE) =0, Q'E) =0, (6.3)

Operatory Hamiltona w obydwu sektorach sa z definicji rowne
Hy = QQF, H, =Q'Q. (6.4)

Dla zadanych @Q i Q' stany |E)q i |E); speliajace réwnoéci (6.2) moga zosta¢ znalezione
poprzez odpowiedni dobér wspétezynnikéw af (E) i aj(E). Réwnania na te wspétezynniki
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przyjmuja posta¢ dwoch sprzezonych relacji rekurencyjnych, ktére zapiszemy symbolicznie
jako
R (a0, al; B, o) = 0, R%(al,a%; E,7) = 0. (6.5)

1) 7y 19 g

Réwnoczesnie, |E)g i |F); sa stanami whasnymi operatorow Hy i Hy, tzn. Hyo|E)o = vo71|E)o 1
Hi|E)1 = vom|E)1. A zatem, moga by¢ otrzymane poprzez rozwiazanie relacji rekurencyjnych
na wspotezynniki af (F) oraz a}(E) wynikajacych z postaci Hy i Hy, ktore z kolei zapiszemy
jako

R™ () E)y=0, R™(a};E)=0. (6.6)

Oczywiscie, rozwiazania (6.5) i (6.6) sa sobie réwne. Przestaje to jednak by¢ prawda, jesli
z obydwu baz zachowamy tylko pewna liczbe najnizszych stanéw bazowych, pomijajac po-
zostalte. Takie przyblizenie nazwaliSmy w rozdziale 5 dyskretyzacja, bo rzeczywiscie dyskre-
tyzuje ono przestrzen i ped w sensie wartosci oczekiwanych. Wyrazimy teraz dwie zapro-
ponowane dyskretyzacje w jezyku relacji rekurencyjnych:

. «s . . . , ey . 0
1. w pierwszym podejsciu najpierw wyprowadzamy osobne rekurencje na wspotczynniki a;

i al, a nastepnie wprowadzamy obciecie. Méwigc konkretniej, po wyrugowaniu, dzieki

1

, : ; O
W ! /- 1) = 7 L 7 TOW - - 0) = A
rownaniom R%(a},a}; E, 0, zmiennych af z réwnan R? (a), a;j; E, 0 otr
0

mujemy relacje rekurencyjne R0 (al; E) = 0 na a?. Natomiast wyrugowanie zmiennych
af z réwnan RC(aj,al; E,y1) = 0 dzigki réwnaniom RO (a?, aj; E,70) = 0 prowadzi do
rekurencji R (a}; E) = 0 na a}. Obcigcie R0 i Rt na pewnym N2, w sektorze bo-
zonowym i N}, w sektorze fermionowym oraz ich rozwiazanie odpowiada dyskretyzacji

Hamiltonianu,

H, dyskretyzacja Hamiltonianu — {Q7 QT} (67)

obciqte'
2. w drugim podejsciu, najpierw wprowadzamy obciecie w rekurencjach R (a}-, al;E,v) =0
i R (a?, aj; E, ) = 0 ograniczajac sie do N9, amplitud bozonowych af i N/,,, amplitud

fermionowych a;. Nastepnie, wyrugowanie jednych lub drugich zmiennych i rozwigzanie
tak otrzymanego uktadu rownan prowadzi do dyskretyzacji supertadunkow,

deskretyzacja supertadunkéw — {Q‘obciqte’ QT ‘obciqte } . (68)

W nastepnych podrozdziatach wyprowadzamy rozwiazania analityczne modeli SYMQM
z réznymi grupami SU(N) i w réznych sektorach przy pomocy dyskretyzacji Hamiltonianu.
Pewne uwagi dotyczace analitycznej dyskusji dyskretyzacji supertadunkéw znajduja sie w
dodatku D.

6.2 Rozwigzania dla modelu z symetrig SU(2)

Stany bazy dla modelu z symetria SU(2) numerowane sa pojedyncza liczba catkowita pro-
porcjonalng do liczby kwantéw bozonowych zawartych w danym stanie (patrz rozdzial 4).
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Rozmiar podprzestrzeni Hilberta w sektorze bozonowym i fermionowym dla obciecia N,
wynosi odpowiednio,

d= ENMJ Y1, d = B(Nm - 1)J T (6.9)

Ogdlne stany w tych sektorach rozktadamy jako

e = (B) tr @P10), By = Y b(E) tr (71al) i (@?P0). (6.10)

Proste obliczenia pozwalajg przeksztatci¢ réwnania wlasne operatora Hamiltona w relacje
rekurencyjne na wspoétczynniki a;(E) 1 b;(E), ktore przyjmuja postaé,

4y1(B) — (27 + 3 —2B)ay(B) + (G + )+ 2y (B) =0, o
by (B) — (25 + 2~ 2B)b,(E) + (4 (G + D)y (B) =01

Dla skoniczonego obciecia powyzsza rekurencja bozonowa (fermionowa) jest zredukowana do
zbioru d (d') réwnar na wielomiany Laguerre’a, przy czym ag = 0 (by = 0). Otrzymujemy wiec
zbiér d (d') réwnan na d (d') niewiadome wspétezynniki a;(E) (b;(E)) oraz jeden parametr E.
Wyprowadzenie przedstawione w rozdziale C.2 w dodatku C pozwala zapisa¢ zbior rozwigzan
dla powyzszych réwnan. Okazuje sie, ze niezerowe rozwigzania na amplitudy a;(E) (b;(E))
istnieja dla dyskretnych energii F,,, 1 <m < d (1 < m < d') okreslonych osobno w kazdym
sektorze poprzez warunki kwantyzacji,

1 3
L;(2E,,) = 0 w sektorze bozonowym, L;(2E,,) =0 w sektorze fermionowym. (6.12)

Kazdej energii E,, spelniajacej warunki (6.12) odpowiada stan wlasny ztozony z d (d') stanéw
bazy, ze wspétczynnikami danymi wzorami'

a;j(Ep) = e " L2(2E,)  0<j<d,

6.13
b;(E,) = \/2Eme*EmL]%(2Em) 0<j<d. 019

Ze wzoréw (6.12) wynika, ze dla kazdego skonczonego obciecia N, energie w sektorze
bozonowym i fermionowym sa roézne, a zatem nie bedzie mozliwe otrzymanie degeneracji
supersymetryczne;j.

Wraz z rosnacym obcieciem N, liczba dopuszczalnych wartosci parametru E ro$nie. W
granicy kontinuum, N.,; — 0o, widma w obydwu sektorach dane sg przez dodatnig p6tos liczb
rzeczywistych. A zatem, dla dowolnej niezerowej energii, bedzie istnie¢ para stanow, jeden w
sektorze bozonowym, drugi w sektorze fermionowym. Stany wtasne w granicy kontinuum sa

1Stosujemy notacje wprowadzona w dodatku A.
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dane nastepujacymi wzorami

o0

By =0 = e P L2(2E) tr (a)|0),
= (6.14)
By =" = V2Be P S L2 (2E) tr (fla!) tr (a'?)7]0).

J=0

Rozwiazania te maja szereg wtasnosci, ktérych wyprowadzenie znajduje sie w dodatku E.
Obecnie strescimy najwazniejsze z nich.

Po pierwsze, zaréwno dla skonczonego jak i nieskonczonego obciecia, stany wtasne sg
do siebie ortogonalne. Ich normalizacja jest zgodna z normalizacjg fal ptaskich. Po drugie,
zbiér rozwigzan stanowi poprawng baze przestrzeni Hilberta, tzn. jest zbiorem zupelmym. Po
trzecie, w granicy kontinuum odpowiadaja rozwiazaniom Claudson-Halperna, tzn. mozliwe
jest znalezienie reprezentacji potozeniowej funkcji falowych stanéw (6.14), ktéra przyjmuje
postac

sin kr

kr

sin kr COS/C?”)’ (6.15)

np=0 np=0 __ —
(RIE) =N (kr)? kr

nF=1<R|E>TLF=1 — N(
przy czym E = $k* natomiast R = 1r? jest zmienng sprzezong do zmiennej E. Jest to dobre
potwierdzenie poprawnosci catego podejscia.

Narzucenie warunku aby normalizacja stanéw (6.13) i (6.14) byla zgodna z normaliza-
cja fal ptaskich implikuje pojawienie sie czynnikéw e # oraz dodatkowego czynnika v2E dla
stanow z sektora nrp = 1. Uwzglednienie poprawnych czynnikow normalizacyjnych modyfikuje
strukture rozwigzan o zerowej energii. Pomijajac je moglibysmy wyciggna¢ naiwny wniosek
o istnieniu dwoch stanéw o zerowej energii, po jednym w kazdym sektorze. Czynnik v2E
powoduje, ze fermionowy stan z E = 0 znika ze spektrum. Zatem, stan bozonowy o zerowej
energii nie ma partnera w sektorze fermionowym, wobec czego jest dobrym kandydatem na
proznie supersymetryczna. Powyzsze konkluzje sa zgodne z numerycznymi wynikami otrzy-
manymi przy dyskretyzacji supertadunkéw dla skonczonego obciecia. Pelniejsza dyskusja su-
permultipletow dla tego modelu znajduje sie w rozdziale 6.5.1.

Rozwiazania dla skonczonego obciecia odpowiadaja dokladnie wynikom podejécia nu-
merycznego. W szczegdlnodci, energie wtasne otrzymane z warunkow kwantyzacji

1 3
L (2F) = 0 w sektorze bozonowym, Li(2E) = 0 w sektorze fermionowym,  (6.16)

sa rowne wynikom numerycznym zamieszczonym w tabeli 5.4, natomiast wzory (6.13) dokta-
dnie odpowiadaja numerycznym stanom wiasnym.
6.3 Rozwiazania dla modelu z symetrig SU(3)

Obecnie rozszerzymy powyzsza analize do modelu SU(3). Przedstawimy relacje rekurencyjne
we wszystkich sektorach. Opiszemy strukture rozwigzan i przedyskutujemy ich wtasnosci.
Warto podkresli¢, ze poprawne rozwiazania dla tego modelu nie byty do tej pory znane.
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6.3.1 Sektor z np =0

Postepujac analogicznie jak dla uktadu z grupa symetrii SU(2), rozktadamy dowolny stan
|EY, =0 W sektorze bozonowym obcietej bazy,

|E)ur—o= Y a;u(E) tr (@) tr (a™)*|0), (6.17)

23+3k§Ncut
J,k=>0

Aby |E),,—o byl stanem wlasnym Hamiltonianu, a;; musza spelnia¢ odpowiednie relacje
rekurencyjne [62] (szczegbly wyprowadzenia znajduja sie w dodatku B),

3
aj_1p— (2§ +3k+4—2E)a;p+ (j+1)(j + 3k + 4)ajpk + g(k: +1)(k+2)aj_2 412 =10,
(6.18)

Nowa cechg rekurencji dla modelu SU(3) jest 'mieszanie’ ktére spowodowane jest ostat-
nim wyrazem w réwnaniach (6.18). Poprzez mieszanie rozumiemy fakt, ze liczba potréjnych
cegietek nie jest dobra liczba kwantows charakteryzujaca rozwiazania.

Modele SYMQM zachowuja parzystosé (patrz rozdzial 3), dzieki czemu mozemy z rekurencji
(6.18) wyodrebnié cze$¢ parzysta i czesé nieparzysta. Zbior wszystkich rozwiagzan mozna wiec
podzieli¢ na zbiory rozwigzan parzystych i nieparzystych.

Niezaleznie od parzystosci, rozwiazania rekurencji (6.18) mozna dodatkowo podzieli¢ na
roztaczne zbiory, ktore bedziemy nazywaé rodzinami. Rodziny mozna ponumerowaé¢ maksy-
malng liczba potrojnych cegietek zawartych w rozktadzie stanu wtasnego na stany bazowe,

e dane rozwigzanie nalezy do rodziny f, jesli a;, = 0,k > 2k oraz a;; # 0,k < 2k.
Innymi stowy, rozwigzanie moze by¢ roztozone na stany z bazy, zawierajace parzysta
ilos¢ kwantéw, a maksymalna liczba potréjnych cegietek to 2k.

e dane rozwigzanie nalezy do rodziny g jesli a;, =0,k > 2k +1oraz a;, # 0,k < 2r+1,
czyli rozwigzanie moze by¢ roztozone na stany z bazy, zawierajace nieparzysta ilos¢
kwantow, a maksymalna liczba potrojnych cegietek to 2k + 1.

Oznaczmy liczby rozwigzan nalezacych odpowiednio do rodzin f, i g. dla obciecia N,y
poprzez liczby catkowite dy(Neyt) 1 dl.(News)-
do = [Xg] + 1 jest liczbg stanéw ztozonych wylacznie z cegielek (a'a’), mianowicie,

0), (a'a")]0), (a'a)?[0), ..., (a'a")*~"|0).

A zatem, stany wtlasne operatora Hamiltona nalezgce do rodziny fy beda odpowiadaé dy
niezaleznym kombinacjom liniowym powyzszych stanéw.

Podobnie, istnieje dj, = L%j +1 stanéw bazowych ztozonych z doktadnie jednej cegietki
potréjnej,

(atafa$)|0), (a’ah)(afalal)|0), (atah)?(afaal)|0), ..., (afaD)®(afalal)|0).
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A zatem, ogdlnie,

d = E(Ncut —6k)| 41, d = B(Ncut 65— 3)| +1. (6.19)

Dla danego obciecia N,,; mamy w sumie L%j rodzin rozwiazan. Rekurencje (6.18) rozwiaza-
liSmy w podrozdziale C.6 dodatku C. Opiszemy teraz ogblne wlasnosci rozwigzan.
Rozwigzania nalezace do rodziny f, majg postaé

dix—1 K
(B, )15 = (2B,)%e 5 3 L89(2E,,) (\n, 26)+ > T, In+3t, 2/@—2@), (6.20)
n=0 t=1
gdzie
_ +1)!
peven _ (_gqy—r RO 6.21
rk—1,t ( ) (Ii . t)'(Qt)' ( )
Natomiast, warunek kwantyzacji dla tej rodziny jest dany rownaniem,
LY (2E,) =0, 1 <m<d,. (6.22)

Analogicznie, dla rozwigzan nalezgcych do rodziny g, mamy

d.—1
| By k)0 = (2B, e 3 Lgﬁ%(zEm)(\n, 2% + 1)

n=0

+ 3T ln 3,26 — 2t + 1>), (6.23)
t=1

gdzie
_ +t+1)!
podd _(_ogy-r_" . 6.24
w1 = (224) (k —1)1(2t +1)! (6.24)
Warunek kwantyzacji ma postac,
Lyt (2E,) =0, 1<m<d. (6.25)

Dla danego obciecia N.,; pelne rozwiazanie zagadnienia wlasnego Hamiltonianu ztozone
jest z rozwigzan nalezacych do sumy mnogosciowej wszystkich niepustych rodzin, tzn. rodzin

f« o indeksach x mniejszych lub rownych k4, oraz rodzin g, z k < K., gdzie
1 , 1
Rmaz = LchutJa Roaz = 6 (Ncut - B)J . (626)

Najprostszymi rodzinami rozwigzan sa fy oraz go, ktore maja postac¢ zbiorow ztozonych z
e dy rozwigzan o energiach E,, takich, ze L} (2E,,) = 0, ktére s dane poprzez

do—1
| By, 02620 = e B N 13 (2E,)[n,0), 1< m < dy, (6.27)
n=0
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e d rozwiagzan o energiach F,, takich, ze L26(2Em) = 0, ktére sa dane poprzez

w 1
| By, 0020 = (2F,) 2 Fm Z LS(2E,)|n,1), 1<m<d). (6.28)

n=0

Wszystkie pozostate rodziny sktadaja sie z rozwigzan zawierajacych mieszanie, tzn. sktada-
jacych sie z kilku czesci o réznej liczbie cegietek potréjnych. Najprostsze z nich to f; oraz
g1, natomiast najbardziej skomplikowane to f,,, oraz g. . Ponizej prezentujemy postac
rozwigzan nalezacych do tych rodzin,

e rodzina f; sktada sie z d; rozwiazan o energiach F,, takich, ze Lgl(ZEm) = ( sa dane

poprzez
n 0 3 fE — 9 1
| B, 1)20 = (2E,)%e ™ > " L) (2E,,) (|n, 2) —ﬂ\n+3,0>), 1<m<d (629)
n=0

e rodzina g; sktada sie z d| rozwigzan o energiach E,, takich, ze L12(2E ) = 0 sa dane
poprzez

di—1
_ c 1
B, 1)75=0 = (2B,,) 3¢ Fm Z L?(2E)(In, 3)—E\n+3, 1)), 1<m<d,. (6.30)

oraz

e rodzina f,,,,, sktada si¢ z dy.,,.., (Kmaz = [ §Neut)), rozwigzan o energiach E,, takich, ze
LYFmeet3(2F, ) = 0 sa dane poprzez

"‘imaz

deaz 1
| By ma) cgen. = (2Bm)> o7 €™ Z Lyt (2E) [, 26mar), 1< m < dy,,,.,
n=0
(6.31)
e rodzina g . sklada si¢ z d, . (K, = |# (New — 3)]), rozwigzan o energiach E,,
takich, ze L6“’””+6(2E ) = 0 sa dane poprzez
| By Konaz) odd ’ = (2E.)™ ot Z Lﬁnmm 2E,)[n, 260, + 1), 1 <m < dy
(6.32)
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Ostatnie rozwiazania naleza do rodziny o najwyzszym indeksie dla danego obciecia, przy czym
wprowadzilismy skrécony zapis (patrz dodatek C), mianowicie,

[n,26) = |n,26) + > T n+ 3t, 25 — 2t), (6.33)

t=1

.26 +1) = |n, 26+ 1) + > T In+3t,26 — 2t + 1). (6.34)
t=1

Powyzsza struktura rozwigzan jest czesciowo pokazana na rysunku 6.1. Kazdemu punktowi
odpowiada wspélczynnik a;j lub odpowiednio stan bazowy |j,k) o odpowiednich wartosci-
ach indeksow j i k. Ukosna prosta oznacza linie statej liczby kwantow, w tym przypadku
rownej N, = 15. Stany odpowiadajace wspotczynnikom lezacym ponizej oraz na tej linii sg
zawarte w bazie. Zwiekszajac obciecie przesuwamy linie na prawo, a baza zwieksza sie o do-
datkowe stany. Pozostate linie reprezentuja zbiory standéw bazowych budujacych dang rodzine
rozwigzan. Najnizsza, kropkowana linia oznacza rodzine fy zawierajaca do(Ney) rozwiazan
dla ktorych jedynie wspotczynniki a;o s niezerowe. Linia przerywana odpowiada rodzinie f;
i reprezentuje dfj(Ney:) rozwiazan. Poziome czedci tacza amplitudy a;o oraz ajo. Mieszanie
pomiedzy tymi wspétczynnikami zaczyna si¢ od ag 2 i aso ktére zawieraja po 6 kwantow.

Rysunek 6.1: Struktura rozwiazan relacji rekurencyjnej (6.18). Punkty odpowiadaja
wspOlezynnikom a;j z odpowiednimi wartosciami indekséw j i k. Linia ciggla odpowiada
przyktadowemu obcieciu N.,; = 15, natomiast linie przerywane reprezentuja odpowiednie
rodziny rozwiazan, jak zostato opisane w tekscie.
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Zbior wszystkich skwantowanych energii F,,, {E}?VFTO, dla ktérych istnieje niezerowe

rozwigzanie relacji rekurencyjnych, moze by¢ zapisane w prosty sposob poprzez wprowadze-
nie wielomianu @%’Zio(E). Jego zera odpowiadaja wszystkim energiom witasnym operatora
Hamiltona dla danego obciecia Ny,
np=0 np=
{EYy " ={E: Oy *(E)=0}. (6.35)

Wielomian O}/ ;O(E) musi by¢ iloczynem wszystkich warunkéw kwantyzacji dla danego ob-
ciecia, czyli jest dany w prosty sposdb poprzez,

I_%NcutJ

np=0 _ 3k+3
ONe (B) = H LL%(Nm—3k)J+1(2E)' (6.36)
k=0

Wzér (6.36) zostata sprawdzona poprzez poréwnanie z wynikami numerycznymi az do obcieé
New = 40. W szezegdlnodei energie wiasne w sektorze bozonowym w tabeli 5.5 odpowiadaja
warunkowi,

Or"=%FE) = L3(2F)LS(2E) = 0. (6.37)

Analityczna znajomosé widma dla dowolnego N, pozwala odtworzy¢ wykresy zaleznosci
energii wtasnych w sektorze bozonowym od obciecia. Na rysunku 6.2 przedstawiamy widmo
otrzymane z wzoru (6.36). Rozwiazania nalezace do tej samej rodziny oznaczone sa tym samym
typem linii. Przyktadowo, linie ciagte reprezentuja rozwiazania z rodziny fy. Najnizsza linia
tego typu odpowiada najmniejszemu zeru w warunku kwantyzacji LZ}O(QE) =01 jest niezde-
generowana. Nastepne w kolejnosci sa dwie linie odpowiadajace drugiemu zeru w warunku
kwantyzacji z rodziny fy oraz najmniejszemu zeru w warunku kwantyzacji dla rodziny gy,
LS, (2E) = 0. Wobec tego degeneracja sugerowana przez rysunek 6.2 jest spowodowana
zbfiZon@ wartodcig tych zer. Przypuszczalna potrojna degeneracja kolejnej grupy stanéow znaj-
duje swoje wyttumaczenie w zblizonych warto$ciach: trzeciego zera z warunku Li’lO(QE) =0,
drugiego zera z warunku L66(2E) = 0 oraz najmniejszego zera z warunku L) (2E) = 0.
Strukture pozostatej czesci widma mozna wyjasni¢ w analogiczny sposob.

Fizycznie interesujace rozwigzania otrzymamy w granicy kontinuum, N.,; — oo. Twierdze-
nie C.9 z dodatku C przewiduje, ze dla nieskonczonego obciecia widma rozwigzan we wszys-
tkich rodzinach dane sa przez dodatnig potos liczb rzeczywistych. Odpowiadajace im stany
wlasne sa opisane poprzez wzory (6.20) i (6.23), przy czym goérna granica sum staje sie
nieskonczona. A zatem, kazda energia posiada nieskonczong degeneracje numerowang indek-
sem rodziny rozwigzan, czyli maksymalng liczba potréjnych cegietek.

W dodatku E pokazaliémy, ze rozwigzania nalezace do tej samej rodziny sa do siebie
ortogonalne zaréwno dla skonczonego jak i nieskoniczonego obciecia. Jest to proste uogdlnienie
argumentacji przedstawionej dla rozwiazan modelu z symetria SU(2). Dodatkowo, mozna
pokaza¢ na prostych przyktadach, ze rozwigzania nalezace do réznych rodzin, sg réwniez
ortogonalne. Oznacza to, ze dzieki odpowiednim wspétezynnikom I'f%™ i 9% znalezlismy
ortogonalng baze Focka. W szczegblnosci rozwiazania o tej samej energii, ale nalezace do
roznych rodzin, sa ortogonalne.

Zadajac, aby normalizacja wszystkich rozwigzan byta zgodna z normalizacja fal plas-

n
2

kich, otrzymujemy dla rodzin f.~o i ¢, dodatkowy czynnik normalizacyjny (2E)z, gdzie n
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Energia
i
T

Ncut

Rysunek 6.2: Zaleznos¢ energii wlasnych od obciecia wyliczona analitycznie dla sektora bo-
zonowego. Rozne typy linii odpowiadajg réznym rodzinom rozwigzan.

jest liczba naturalna. W konsekwencji, rozwigzania o zerowej energii nalezace do wszystkich
rodzin, oprocz rozwiazania z rodziny fy oznaczonego jako |0), znikaja. Mozna pokazaé, ze |0)
redukuje sie do stanu prézni supersymetrycznej znalezionej w [50]. Dodatkowo, w nastepnym
podrozdziale wykazemy, ze nie istnieje superpartner tego stanu w sektorze z np = 1. A zatem,
stan |0) o zerowej energii jest niezdegenerowany.

Uogoélniajac argument dla modelu z symetria SU(2) wykazaliSmy réwniez zupelnos$é opisa-
nych powyzej rozwiazan. Wynika z tego, ze zbior rozwiazan (6.20) i (6.23) stanowi poprawna
baze przestrzeni Hilberta, zaréwno dla skonczonego jak i nieskoniczonego obciecia. A zatem,
jest to poprawne i pelne uogoélnienie rozwigzan Claudsona-Halperna na model z symetria
SU(3). Ponizej przedstawiamy rozszerzenie powyzszej dyskusji dla sektoréw fermionowych.

6.3.2 Sektor z np =1

Ogolny stan z sektora z np = 1, |E), -1, rozktadamy jako

Blapm1= Y aju(B) tr (flah) tr (aP) tr (a*)"]0)
2]+3k+1§Ncut
3,k=>0

+ Y a(B) tr (flatal) (a7 tr (a™)M0). (6.38)

2]+3k+2§Ncut
7,k=>0
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Przeksztalcajac rownanie wlasne Hamiltonianu na relacje rekurencyjne na a} el a? gy OtrZYy-
mujemy?

3 k41
S?kH . ajl-vk + g(k +1)(k+2) a; aj 942+ 5 a?—l,kJrl =0,
3k+5 .2 3 Lk +1) 09
S;T - aj, + g(k +1)(k+2) df aj_opyot+ 5 @1 = 0-

Rekurencje (6.39) mozna rozbi¢ na czesé parzysta i nieparzysta. Dzieki temu mozemy pozby¢
sie indekséw gornych, ktore staja sie niepotrzebne, zastepujac je indeksem k. Odpowiedni
indeks gorny mozna odtworzy¢ traktujac oddzielnie parzyste i nieparzyste wartosci indeksu
k. Wprowadzajac indeks k = 2k lub k = 2k + 1 otrzymujemy odpowiednio,
2 1 3
SO+t atr i a’ (26 + 1)(26 4 2) a5 =0,
2 J 8
3 (6.40)
S?Ii+8 21€+1 + 3(/46“— 1) 2Ii+2 + g(2l§,+ 2)(21‘4,_‘_ 3) 21€+3 O

oraz

3(2k + 1 3
S HP . a4 32r 1) e + =25+ 1)(25 +2) a5 = 0,
’ ’ 2 ! 8 (6.41)

3
6Kk+7 2k+1 2,{+2

2k 4 2)(2k + 3) a24’ = 0.
Rozwiazanie powyzszych rekurencji opisane jest w rozdziale C.8 dodatku C. Podobnie jak w
sektorze bozonowym mozemy zdefiniowa¢ nastepujace rodziny,

e dane rozwiazanie nalezy do rodziny g}, jesli jest ztozone ze standéw bazowych o nieparzy-
stej liczbie kwantéw oraz stan z najwieksza liczbg cegietek potrojnych rowna 2k, jest
proporcjonalny do cegietki fermionowej (fTa'),

e dane rozwiazanie nalezy do rodziny g2, jesli jest ztozone ze stanéw bazowych o nieparzy-
stej liczbie kwantow oraz stan z najwieksza liczbg cegielek potrojnych réwna 2k + 1,
jest proporcjonalny do cegietki fermionowej (ffa'al).

Rozwiazania nalezace do powyzszych rodzin sa rozwiazaniami relacji rekurencyjnych (6.40).

e dane rozwiazanie nalezy do rodziny f!, jesli jest zlozone ze stanéw bazowych o parzystej
liczbie kwantoéw oraz stan z najwieksza liczbg cegietek potrojnych réowng 2k + 1, jest
proporcjonalny do cegietki fermionowej (fTa'),

e dane rozwigzanie nalezy do rodziny f2, jedli jest ztozone ze standéw bazowych o parzy-
stej liczbie kwantéw oraz stan z najwieksza liczbg cegietek potrojnych rownag 2k, jest
proporcjonalny do cegielki fermionowej (ffa'al).

2Stosujemy notacje wprowadzona w dodatku A.
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Rozwiazania nalezace do powyzszych rodzin sa rozwiazaniami relacji rekurencyjnych (6.41).

Mozna tatwo obliczy¢ liczbe rozwiazan nalezacych do danej rodziny przy obcieciu N
poprzez zliczenie liczby standéw w bazie spelniajacych odpowiednie warunki. W analogii do
przypadku bozonowego definiujemy liczby catkowite d!(Ney) i d2(Nyy) réwne liczbie rozwigzan
odpowiednio w rodzinach f! oraz f2. Podobnie, d’! (Ney) i d?(Neyt) oznaczaja liczbe rozwigzan
nalezacych do rodzin gl and g2. Otrzymujemy,

(Newr — 65— 4)) | + 1, 42 (Newt) = | = (New — 66— 2)) | + 1,

(6.42)

(Newr — 65— 1)) | +1,  d2(New) = | = (New — 65 —5)) | + 1.

Catkowita liczba niepustych rodzin przy obcieciu rownym N, wynosi |Neu=l| 4 | New=2]

Warto podkresli¢, ze podobnie jak w przypadku bozonowym, rozwiazania wyrazaja sie
poprzez uogdlnione wielomiany Laguerre’a. Ponizej podajemy ich doktadng postac.

Rozwiazania nalezace do rodzin g} i g?> maja postaé

!
By 66 Doga = (2E,,)* 2~ Em > L¥H(2E,,) (( ffah|n, 2k)

n=0

+ Z <ngd2n 2p+1 fT&TaT)’n + 3p - 2a 2K — 2p + 1> + FgﬁdQI{ 2p(fT&T)’n + 3p7 2K — 2p>)> )

(6.43)
oraz
a2
| By 5 2oda = (2B, 3™ Pm N L9328, <( ffata®)|n, 2k + 1)
n=0

k+1
+Z (Fgﬁil,2n72p+2( )’n+3p 1 2K— 2p+2>+r25+1 2Kk— 2p+1(fT&TaT)‘n+3pa 25_2p+1>>> )

(6.44)

gdzie wielkogci 1944 » sa zdefiniowane rekurencyjnie w rozdziale C.8. Odpowiadajace rodzinom
gl i g? warunki kwantowama to

Lgﬁ+4(2Em) =0, 1<m<dl
6.45
Ly (2E,) =0, 1<m<d;. (6:45)
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Analogicznie, dla rozwiazan z rodzin f2 i fl otrzymujemy

@
| By 6, 2 even = (2E,,)* e tm Z LS+2(2E,,) ((fTaTaT)]n, 2k)
n=0
3 (T8 g (FlaDin +3p = 1,26 = 2p + 1) + 55, L, (fa'al )l + 3p, 26 - 2p>)> ,
p=1
(6.46)
oraz
dl
| B, 5, Deven = (2B,) e Fm " L84 (2E,,) (( flah|n, 2k + 1)
n=0

+ Z (thﬁ 2k— 2p fT@TaT) In+3p+1,2k—2p) + ngill,%qpﬂ(ﬁam” +3p, 2k —2p+ 1>>> )
(6.47)
przy czym warunki kwantowania przyjmuja nastepujaca postac,

L6“+5(2E ) =0, 1<m<d,

6.48
L™ (2E,) =0, 1<m<d:. (6.48)

Przyktadowo, najprostsze rodziny wraz z warunkami kwantowania sg dane wzorami

dg—1
1B, 0, 1) gqq = (2E,,)2 e Em Z Ly (2En)(fTa")[n,0),  Lin(2E,) =0, 1<m <dy,

d0—1
B 0, Deven = (2Em)e ™ > " L2 (2E,)(flalal)n,0), L3 (2E,) =0, 1<m <dj.

(6.49)

Podobnie jak w przypadku sektora bozonowego, petne rozwigzanie problemu wtasnego
w sektorze z np = 1 jest sumg rozwigzan nalezacych do wszystkich niepustych rodzin dla
danego obciecia N.,;. Wobec tego, zbior wszystkich energii wtasnych, {E };i;l, mozna za-
pisaé jako zbiér zer wielomianu @?Vpil(E) otrzymanego z iloczynu odpowiednich warunkéw
kwantowania,

L5 (Newt—1)] | (Newt—2)]
np=1 _ 3k+4 3545
O (E) = < H LL 2 (Newt—3k— 1)J+1(2E))< H LL] (Newt—3j— 2)J+1(2E))' (6.50)
k=0 ;

Jj=0

Okazuje sie, ze wlasnosci rozwigzan bozonowych opisane w poprzednim podrozdziale,
mozna uogdlni¢ dla rozwiazan fermionowych. A zatem, zgodnie z twierdzeniem C.9 z do-
datku C, zbidr energii wtasnych dla kazdej z rodzin staje sie ciagly i pokrywa cata dodatnia
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poto$ E w granicy nieskonczonego obciecia. Kazda energia posiada nieskonczong degeneracje
numerowang indeksami rodzin rozwigzan. Znalezione rozwiazania tworza zbiér ortogonalny.
Zarowno rozwigzania o réznych energiach nalezace do tej samej rodziny jak i rozwigzania o
tej samej energii ale nalezace do réznych rodzin sa wzgledem siebie ortogonalne. Pozostaje to
prawdziwe dla skonczonego N,.,; oraz w granicy nieskonczonego obciecia. Dodatkowo, mozliwe
jest narzucenie normalizacji zgodnej z normalizacjg fal ptaskich. Okazuje sie, ze rozwigzania
nalezace do wszystkich rodzin musza byé¢ pomnozone przez odpowiedni czynnik (2E)2 zn > 1,
n € Z. Wynika z tego, ze w tym sektorze nie istniejg rozwiazania o zerowej energii, co jest
zgodne z naszymi wynikami numerycznymi. W konsekwencji, bozonowy stan o zerowej energii
z rodziny fy pozostaje niezdegenerowany (patrz rozdziat 6.3.1).

Dla skonczonego obciecia powyzsze rozwigzania doktadnie odpowiadajg wynikom nu-
merycznym. W szczegdlnosci odpowiednia kolumna tabeli 5.5 moze by¢ otrzymana z zer
wielomianu (6.50) po wstawieniu N, = 5.

Opisane rozwigzania sg pierwszymi znanymi uogoélnieniami fermionowych rozwigzan Claud-
sona-Halperna dla modeli z symetria SU(N > 2).

6.3.3 Sektory z np > 1

Obecnie oméwimy rozwiazania modelu z symetria SU(3) w wyzszych sektorach fermionowych.
Zaczniemy od wyprowadzenia wyrazen na widma energetyczne, a nastepnie skonstruujemy
pewien podzbiér standéw wiasnych w sektorze z np = 2.

6.3.3.1 Widma

W sektorze z np fermionami mamy d"* liniowo niezaleznych cegietek fermionowych, indek-
sowanych przez a i oznaczanych poprzez CT(n$,ng,a) zgodnie z zapisem wprowadzonym
w rozdziale 4.1.1.2. Przypomnijmy, ze o numeruje cegietki fermionowe w danym sektorze,
natomiast n% jest liczba kwantéw bozonowych zawartych w cegietce a.

Aby roztozy¢ ogoélny stan niezbednych jest d"* rodzajow wspotezynnikow afy,

dnr

E)ope = > asy, CT(n%. np, @) (alal) (afalal)¥|0). (6.51)

a=1 2]+3k§N(zut _n%

W czesci B.2 dodatku B wyprowadziliémy ogélng relacje rekurencyjng w sektorach fermiono-
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wych. Przyjmuje ona nastepujaca postac

d"F
> (@”Lk — (2j + 3k + 4 +n% — 2E)a$,
a=1 2j+3k<Ncus—n%

. . o) o 3 o o -
+(j+1) <] + 3k +4+ nB>aj+17k + g(k + 1) (k+ 2)aj27k+2) C’T(nB, ng,a)|j, k)

d"F ng
+35 Y @ (kD) [GL (afdlah)] 1, k) + (alalY (aafal )G |0)) = 0,
a=1 t=1 2j+3k<Neus—n%—3

(6.52)

gdzie wielkosci G, sg operatorami powstatymi z komutatora [(aa), CT(n%, ng, «)]. Komutator
taki jest suma n$ wyrazéw, z ktorych kazdy jest rowny cegietce CT(n%, np, ) z jednym z
bozonowych operatorow kreacji zamienionym na bozonowy operator anihilacji. Wyrazy te
zapiszemy jako GY,, gdzie indeks ¢ biegnie od 1 do n%,

[(aa), C(n%, np,a)] =) Gl (6.53)

Rekurencja ta ma kilka charakterystycznych wtasnosci. Przede wszystkim, wyrazenie w
duzych nawiasach w (6.52) odpowiada relacji (A.5) spelnianej przez wielomiany Laguerre’a o
indeksie 3k + 3 + n%. Nastepnie, wyrazy zawierajace operatory G*, nie sa proporcjonalne do
cegietki CT(n%, np, o), poniewaz posiadaja rézna od n% liczbe operatoréw kreacji. A zatem nie
wprowadza modyfikacji do rekurencji na wielomiany Laguerre’a i sa rzeczywistymi wyrazami
mieszajacymi wspotezynniki af) o réznych indeksach a. W koncu, dla kazdego N, istnieje
réwnanie dla amplitudy a?,:k/, takiej, ze 25’ 4+ 3k’ + n% = Neu, dla ktorej wyrazy z drugiej i
trzeciej linijki (6.52) beda nieobecne. Te trzy fakty wystarczaja, aby rozwiazania mogty byé
zaréwno zapisane za pomocg wielomianéw Laguerre’a jak i pogrupowane w rodziny o roznej
maksymalnej liczbie cegietek potrojnych uzupetnionych o odpowiednie warunki kwantyzacji.

Warunek kwantyzacji dla kazdej rodziny jest okreslony przez dwie liczby caltkowite, n oraz
§, i ma posta¢ L(2E) = 0. Indeks § moze byé¢ odczytany z ogdlnej relacji rekurencyjnej
(6.52) i wynosi 0 = 3k + 3 + n%, przy czym dla kazdego «, indeks k numeruje rodziny i jest
ograniczony przez 0 < k < |3 (New —n%)]. Indeks n odpowiada liczbie rozwigzar nalezacych
do danej rodziny i moze by¢ tatwo wyliczony jako n = L% (Ncut — 3k — n%)J + 1. Wobec tego,
mozliwe jest skonstruowanie wielomianu ©% (F), bedacego iloczynem warunkéw kwantyzacji
dla niepustych rodzin dla obciecia N.,; w danym sektorze fermionowym. Zera tego wielomianu
odpowiadaja wszystkim energiom wtasnych Hamiltonianu,

{E}Zkt " ={E ey, ) =0} (6.54)
Oy (E) przyjmuje zatem postac,
aF f L5(Newr—n%)]
ON..(E) = H ( H L?[z?z?f;?%3k—n%)J+1(2E)>‘ (6.55)
a=1 k=0
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‘ ng H n%zO‘n%zl‘n%zQ‘n%zS‘n%:Zl ng =5

o | 1

1 1 | 1

2 1 | 1 | 2

3y 1r | 1 { 2 3 | 1

4 T ( 2 | 1 | 1
Sl 0 [ 0 [ o0 [ o0 [ o0

Tabela 6.1: Krotnosci cegietek fermionowych o danej liczbie kwantéw bozonowych dla grupy
symetrii SU(3). Przypominamy, widmo jest podwdjnie zdegenerowane z powodu symetrii
czastka-dziura. A zatem, rozwazamy ograniczony indeks Wittena do ktorego wktad daja en-
ergie z sektorow ngp = 0, ..., 4. Liczbe cegietek w sektorze nrp = 4 podzielono przez 2. Ostatni
wiersz zawiera sume X,o = > (—1)" (#ng).

Aby wyznaczy¢ widmo w danym sektorze fermionowym wystarcza znajomosé liczb nf.
W przypadku modelu z symetria SU(3) liczby te znajduja sie w tabeli 6.1. Wzor (6.55)
zostal poréwnany z niezaleznymi wynikami numerycznymi opisanymi w rozdziale 4. Obydwie
metody daty identyczne wyniki dla obcie¢ N, < 40 we wszystkich sektorach fermionowych
0 < nrp < 4. W szczegdlnosci energie wlasne otrzymane w tabeli 5.5 w rozdziale 5 mozna
otrzymac z zer wielomianu O3 (E) po wstawieniu obcigcia réwnego Neys = 5.

6.3.3.2 Indeks Wittena

Ze wzoru (6.55) wynikaja bezposrednio wszystkie degeneracje widoczne w tabeli 5.5. Przekon-
alisSmy sie, ze kluczowa role odgrywaja n%, czyli liczby kwantéw bozonowych zawartych w
cegielce fermionowej. Kazda para cegietek fermionowych o réwnych liczbach kwantéw bo-
zonowych powoduje degeneracje czesci widma, niezaleznie czy cegietki te nalezg do réznych
sektorow czy tez nie.

W szczegblnosci, mozna w ten sposob tatwo wyjasnié¢ znikanie indeksu Wittena dla kazdego
skoniczonego obciecia dla modelu SYMQM SU(3). W tabeli 6.1 zamiesciliémy krotnosci liczb
n% we wszystkich sektorach modelu SU(3). Dla kazdej wartosci n% istnieje tyle samo cegietek
fermionowych w sektorach o parzystej i nieparzystej liczbie kwantéw fermionowych. A za-
tem, sumujac ich wktady do indeksu Wittena dostajemy doktadnie zero. Analityczne oblicze-
nie indeksu w granicy kontinuum opiera sie na uwzglednieniu subtelnej réznicy pomiedzy
granicznym rozkladem zer wielomianéw Laguerre’a o réznych indeksach i nie bedzie tutaj
dyskutowane.
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6.3.3.3 Stany wiasne

Wyprowadzenie szczegdétowych wzorow na stany wtasne w sektorach fermionowych nie wyma-
ga koncepcyjnie zadnych modyfikacji przedstawionej metody. Jest jednak zmudne z powodu
duzej liczby cegietek fermionowych oraz mieszania pomiedzy nimi. Prowadzi réwniez do wielu
drobiazgowych wzoréw. W tym podrozdziale ograniczymy sie do wyprowadzenia wzoréw na
niektore stany wtasne w sektorze z np = 2, ktore beda przydatne podczas dyskusji supermul-
tipletéw w analizowanym modelu.

W sektorze z np = 2 mamy cztery cegietki fermionowe,
(ffftah),  (fiftatal),  (flal flatal),  (flah)(flala’) (6.56)

W zwiazku z tym, ogdlny stan z tego sektora mozemy roztozy¢ w bazie jako

Elpma= >0 a(B)w (fifla) iR+ > adu(B) w (ffalal) |, k)
2j4+3k<News—1 2j+3k< Neut—2
J,k=>0 3,k>0
Y (B b (flal flalal) + aly(B) tr (fla)(flala)) 1K) (6.57)
2j+3k%Ncm—3
J,k=>0

Odpowiednie relacje rekurencyjne przyjmuja nastepujaca postac,

3 kE+1 kE+1
St al, + g(k + 1) (k+2)a;_y 40+ Tai—l,k—i—l Ty ajy =0,

5 k+ 1 3(k +1)
3k+5 .2 2 s j -
87 A+ gk Dk +2)a k0 = 5 Gk T 5 Gk =0, (6.58)

3
k
S? o a?,k + g(k + )k + 2)@272,“2 =0,
3
k
S0 al, + g(k +1)(k+2)aj_y 4.0 = 0.
Zauwazmy, ze réwnania na a;{k(E) odprzegaja sie od reszty réwnan, a wiec mozna je wyz-
naczy¢ niezaleznie od pozostatych wspotezynnikow af,.. Dodatkowo, relacje rekurencyjne na
amplitudy ajk(E) maja taka samg strukture jak rekurencje w sektorze bozonowym. Jedyna
roznicg jest przesuniecie indeksu wielomianéw Laguerre’a. A zatem, uwzgledniajac te mody-
fikacje i powtarzajac identyczne kroki jak w przypadku rozwigzan bozonowych otrzymujemy
nastepujace wyrazenia.
Dla rozwigzan parzystych mamy

di—1
| By K) e = (2E3)* e Fm N " L0 (2E,,) (flal)(fTa'at)n, 2x) (6.59)

even
n=0

z warunkiem kwantyzacji danym réwnaniem

LY+ (2E,) =0, 1<m<d,, (6.60)
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przy czym stan |n,2k) jest zdefiniowany jako

In,2k) = |n, 2K) + Z reven o ln + 3t, 26 — 2t), (6.61)
oraz a )
+kKr+1)!
rever, = (—24) 6.62
wte = (=24) (1+2k)(k —t)!(2t)! (6.62)
natomiast
1
de = |5 (Now =66 =3) | + 1. (6.63)
Analogicznie, dla rozwigzan nieparzystych
d,—1
By 1572 = (2B,) " e S L099(0B, ) (flah)(flala))m 2 + 1), (6.64)
n=0
przy czym |n, 2k + 1) jest zdefiniowany jako
n, 26+ 1) = |n, 26k + 1) + Z To™ | ln+ 3t 25 — 2t + 1), (6.65)
oraz @ )
+ Kk +1)!
rodd = (—24)"" 6.66
e = (=24) (24 2k)(k — )12t + 1) (6.66)
natomiast
1
@ = |5 (New = 65— 6) | + 1. (6.67)
Warunek kwantyzacji ma postac
Lyt (2E,) =0, 1<m<d. (6.68)

Wszystkie wtasnosci rozwiazan bozonowych pozostaja prawdziwe dla rozwiazan opisanych
powyzej. W szczegdlnosdci, mozemy narzuci¢ normalizacje zgodna z normalizacja fal ptaskich.
Dodatkowy czynnik normalizacyjny (2E)z zn > 9, n € Z spowoduje, ze nie bedzie rozwiazan
o zerowej energii w tym sektorze.

6.4 Widma dla modeli z symetrig SU(N)

Celem tego podrozdzialu jest wyprowadzenie postaci wielomianu G)R,F (N, E), ktérego zera
odpowiadatyby energiom wtasnym Hamiltonianu SYMQM dla dowolnej grupy symetrii SU(NV),
w dowolnym sektorze fermionowym npg, i dla dowolnego obciecia N, Oprzemy sie przy
tym na strukturze relacji rekurencyjnej bedacej uogdélnieniem rekurencji dyskutowanych w

83



ROZDZIAL 6. WYNIKI ANALITYCZNE

poprzednich czesciach pracy i opisujacych model z symetria SU(3).

W rozdziale 4 przedstawiliémy konstrukcje bazy dla modeli z symetria SU (V). Dla danego
N mamy do dyspozycji N — 1 elementarnych cegietek bozonowych postaci,

Ch(2,0) = (o), €1.(3,0) = (™), ..., CL(N =1,0) = (a1, CL(N,0) = (™).

Dodatkowo, w sektorze z np kwantami fermionowymi, mamy d"#(N) zlozonych cegietek
fermionowych ponumerowanych indeksem « i oznaczonych jako C’]Tv(n%,np,a). Pomimo, ze
szczegblowa postacé cegietek fermionowych dla N > 4 nie jest jawnie znana, okazuje sie, ze
nie jest konieczna do wyznaczenia widm modeli SU(N). Bozonowe stany bazowe zapisujemy
jako

P2, D3, - - -, o) = CL(2,07200(3,0)7 ... CL(N —1,0)P-1C1 (N, 0)P~|0), (6.69)

natomiast fermionowe stany bazowe mozemy otrzymac poprzez dziatanie odpowiednimi cegiet-
kami fermionowymi na (6.69). Ogélny stan z sektora o ny kwantach fermionowych rozktadamy
w bazie z nieznanymi amplitudami a3, . (F), gdzie p; opisuja potege bozonowej cegiel-
ki elementarnej C1(i,0), natomiast indeks o opisuje uzyta cegietke fermionows, 1 < a <
d"F(N). Dla obciecia N,,; mamy zatem

d"F (N)

E)y= ) A, o CN (%, @) D2, D3, - -, D) (6.70)

a=l SN tpi<Newt—n
Operator Hamiltona z symetria SU(N) ma postaé przedstawiona w rozdziale 3,

N2—-1 1 1
1 §(CLT@T) - 5(%)‘ (6.71)

Powyzsze informacje sg wystarczajace do otrzymania widm omawianych modeli, co przeds-
tawimy w kolejnych podrozdziatach.

H = (a'a) +

6.4.1 Sektory bozonowe

W sektorze bozonowym nie ma cegietek fermionowych, wiec nalezy pominaé¢ indeks a przy
amplitudzie a5, . (F). Relacja rekurencyjna ma nastepujaca postac (szczegoty znajduja

sie w rozdziale B.3 dodatku B)

N
. 1
Z {am—l#’s ----- PN(E) - <2p2 + lei + §(N2 — 1) — QE) ap2,p3,...,pN(E)
Ziv:Q tptSNcut =3

N

, 1
+(p2+1) (pz + Z 1pi + §(N2 - 1)>ap2+17p37---7pN(E)
1=3

N N
+ Z Z 7(]) t7p] + 1apt + 17 N)apQ,...,ijrl,.--,thrl,...,pN(E)}‘p?a cee 7pj7 Y ZIEEE apN> = Oa

=3 t=j

(6.72)
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gdzie
(4, t, pj pe, N) = 6 'ﬁp-(p - 1){(af2j—1) — i(au—ly}
V) ] ) 5] 4 ¥l 7 N
Jtpip e 1 e
+ (1= 0 ) (@) = T(a) @ | (6.73)

W powyzszej rekurencji nie zastosowaliémy twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Wobec tego,
$lady z potegami wiekszymi od N pojawiajace si¢ w wyrazeniu (7, ¢, p;, pt, N) nalezy uprosci¢
stosujac to twierdzenie dla odpowiedniego N. W szczegolnosci, dla N = 3, po uproszczeniu
cegietek (a™) i (a'), rekurencja (6.72) redukuje sie do relacji rekurencyjnej wyprowadzonej
dla grupy SU(3) i danej wzorem (6.18).

Analizujac strukture rekurencji (6.72) na amplitudy a,, ,,.. py (E) zauwazamy, ze indeks
po pelni szczegdlng role, natomiast pozostate indeksy mozna traktowaé jako parametry uzu-
petniajace. Znalezienie rozwigzania jest mozliwe poprzez wprowadzenie zaleznosci wspotcezyn-
nikoéw @y, py.. oy (£) 0od indeksu py w postaci wielomianéw Laguerre’a o stopniu ps i zmiennej
2E. W konsekwencji okazuje sie, ze rozwiazania dzielg sie na roztgczne rodziny z okreslona
maksymalng liczba cegietek kazdego typu. Zatem, kazde rozwigzanie mozna jednoznacznie
oznaczy¢ poprzez jego energie E oraz liczby catkowite p5'®, p'®, ... p{®, przy czym p;**
okresla maksymalna potege cegietki (a'*) w rozwinieciu stanu wtasnego w bazie. Jest to natura-
Ine uogélnienie rozwiazan dla grupy SU(3), w przypadku ktérej rozwiazania byty numerowane
maksymalng liczba cegietek potréjnych, pi***.

I tak, dla modelu z symetria SU(4) rodziny rozwiazan sa numerowane dwoma liczba-
mi catkowitymi, p5**® i pj**® oraz parzystoscia. Rodziny parzyste mozemy oznaczy¢ poprzez
fppas pes, natomiast nieparzyste przez gpmes pymes. Przyktadowo, rozwigzanie |E, p§'*®, pj'*®)
nalezy do rodziny fymes ymes jesli 3p5™® + 4pi'™* jest parzyste oraz stany bazowe tworzace ten
stan posiadaja co najwyzej pi®® cegietek (a') oraz pJ®® cegietek (a'™).

Dla danego obciecia N,,;, mozemy okresli¢ wielomian @?viio(N , ), ktorego zera odpo-
wiadaja wszystkim wartosciom wlasnym obcietego Hamiltonianu,

{E}Wsekme S {@"NZEO(N, E) = 0}. (6.74)

Ncut

@?Viio(N , E) moze by¢ wyrazony jako iloczyn warunkéw kwantyzacji wszystkich niepustych
rodzin rozwiazan. Przyktadowo, dla grupy SU(4) mamy

Bl e
-0 _ 3t+4k+1(16-1)—1
o 4E = [] ( |} 2w +1(2E)), (6.75)
t=0 k=0

natomiast dla grupy SU(5) mamy

[3Neut) [ (Newr=38)] | 5(Neur—3t—4k)] i (51

np=0 _ 3t+4k+5s+3(25—1)—1

oxen= I (I (0 IT sl en)) 6o
t=0 k=0 s=0

Powyzsze wzory zostaly sprawdzone poprzez niezalezne obliczenia numeryczne wykorzystujace
algorytm opisany w rozdziale 4. Obydwa rezultaty zgodzity sie doktadnie dla N.,; < 20. W
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5 1 1 1 1 1 5 1 1 1 1 1
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
Ncut Ncut
(a) Sektor np =0 (b) Sektor np =1

Rysunek 6.3: Zaleznosci od obciecia 120 najnizszych energii wtasnych dla modelu z symetria
SU(10) otrzymane na podstawie wzoréw (6.77) oraz (6.79). Panel (a) dla sektora bozonowego,
panel (b) dla sektora z np = 1.

szczegolnosci, mozna odtworzy¢ zaleznosci widm od obciecia przedstawione na rysunku 5.4. Z
relacji rekurencyjnej (6.72) wynika nastepujace uogdlnienie powyzszych wzoréw dla dowolnego
N,

AL G > =T0) IR e
@?vi;ow,E):H( m o _”_L@E)) o

i=3 £=0 \_% (Ncur(ZﬁV=3 sts))

Dzieki wyrazeniu (6.77) mozemy wykresli¢ zaleznosé widma od obcigcia dla modelu z
symetrig SU(N). Przyktadowo, dla grupy symetrii SU(10) taka zaleznosé¢ dla 120 najnizszych
energii jest przedstawiona na rysunku 6.3. Zauwazmy, ze baza dla N.,; = 40 sktada sie z 16928
stanow, wobec czego rachunki numeryczne stajg sie dla takiego przypadku coraz bardziej
czasochtonne. Poprawnos¢ przedstawionego widma mozemy posrednio sprawdzi¢ analizujac
skalowanie sie¢ energii wraz z indeksem n numerujacym kolejne energie wtasne. Relacja (5.15)
zaproponowana w rozdziale 5.4 sugeruje zaleznosé¢ E(n) w postaci

™

S8+ ) n¥ D(Newr) 5, (6.78)

E(n) 5
gdzie D(N.,;) oznacza catkowity rozmiar bazy bozonowej dla modelu SU(10) dla obciecia
Neyi- Na rysunku 6.4 przedstawiamy zalezno$é energii obliczonych ze wzoru (6.77) dla obcie-
cia N, = 40 od indeksu n zgodnie z relacja (6.78). Punkty ukladaja sie wzdtuz linii proste;
potwierdzajac poprawne skalowanie z indeksem n. Dopasowujac liniows zaleznosé otrzymuje-
my nachylenie prostej réwne 0.94, co z doktadnoscig rzedu 5% zgadza si¢ z prawem skalowania
(6.78). Niezgodnos¢ bierze si¢ z relatywnie matego obciecia uzytego do obliczen.

86



ROZDZIAL 6. WYNIKI ANALITYCZNE

40 T T T T

10 1 1 1 1
10 15 20 25 30 35

nQ/D( cut)1

Rysunek 6.4: Prawo skalowania energii wlasnych F(n) w sektorze bozonowym modelu z
symetria SU(10).

6.4.2 Sektory fermionowe

Na zakonczenie przedstawiamy wzory pozwalajace obliczy¢ widma modeli z symetria SU(N)
w dowolnym sektorze fermionowym. Odpowiadajaca relacja rekurencyjna zostata wyprowa-
dzona w dodatku B. Podsumowaniem tych rachunkow jest wielomian, G)R,F (N, E), ktorego
zera odpowiadaja energiom wlasnym obcietego operatora Hamiltona,

ey (N g (e (ST st -ng ) | e ) ()
i B 3st5+ N2—1)—1+n$ (N

a=1 \ i=3 =0
(6.79)
przy czym d"F(N) oraz n%(N) zaleza oczywiscie od N. Jako przyklad zastosowania wzoru
(6.79) zamieszczamy na rysunku 6.3 zaleznos¢ widma modelu z symetrig SU(10) w sektorze
z nr = 1 od obciecia. Warto zauwazy¢, ze dla N.,; = 40 baza w tym sektorze sktada sie z az
77832 stanow.

6.5 Zastosowania rozwigzan doktadnych

W poprzednich podrozdziatach wyprowadziliémy analityczng postac¢ rozwigzan modeli SYMQM
w granicy kontinuum przy uzyciu dyskretyzacji Hamiltonianu. Obecnie oméwimy dwa mozliwe
zastosowania takich rozwigzan.

Pierwszym z nich jest mozliwosé jawnej konstrukcji supermultipletéw. Najpierw odtwo-
rzymy strukture supermultipletéw dla prostego modelu z symetria SU(2), a nastepnie przej-
dziemy do modelu z symetria SU(3), koncentrujac sie na trzech sektorach ngp = 0,1, 2.

Drugim z zastosowan jest wykorzystanie obcietych rozwiazan dla modelu SU(3) do prze-
prowadzenia rachunku zaburzen dla supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego i wy-
prowadzenia przyblizonej zaleznosci energii whasnych od statej sprzezenia.
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6.5.1 Struktura supermultipletéow

W tej czedci pokazemy, ze rozwigzania w sasiednich sektorach wyprowadzone w poprzed-
nich podrozdzialach sa powiazane dziataniem supertadunkéw. Przypominamy, ze zgodnie z
definicja z rozdzialu 3 supertadunki dane sa nastepujacymi wzorami,

of — %(tr (flah) — tr (fla)), Q= —=(tr (fa") —tr (fa)). (6.80)

6.5.1.1 Model z symetrig SU(2)

V2

Aby przeksztalci¢ rozwigzania bozonowe w fermionowe nalezy sprawié¢, aby indeks wielo-
mianéow Laguerre’a pojawiajacych sie¢ w rozwigzaniu bozonowym wzrdst o 1. Analogicznie,
przeksztatcenie rozwigzania fermionowego w bozonowe wymaga obnizenia indeksu wielomianu
Laguerre’a danego w rozwiazaniu fermionowym. Okazuje sie, ze dziatanie supertadunkow daje
doktadnie wyrazenia pojawiajace sie w relacjach rekurencyjnych na wielomiany Laguerre’a o
roznych indeksach. Ponizej przesledzimy to na konkretnych wzorach. W dyskretyzacji Hamil-
tonianu supermultiplety moga by¢ otrzymane tylko w granicy kontinuum, gdyz tylko dla
nieskonczonego obciecia widma w obydwu sektorach sg sobie réwne.

A zatem, obliczmy obraz bozonowego stanu o dowolnej energii £ > 0, Qf|E)"*=°. Wyko-
rzystujac standardows relacje rekurencyjna dla uogdlnionych wielomianéw Laguerre’a (patrz
dodatek A),

kL () = (k+ a)L_y(z) — 2L7% (2), (6.81)
znajdujemy stan fermionowy o energii F,
Q| E)" = = y|E)" =, (6.82)

jesli tylko

a0 4V2E
p= VAT (6.83)

Podobnie, obliczajac obraz stanu fermionowego, Q|FE)"F=! otrzymujemy
QIE)" Tt =4|E)" Y, (6.84)

przy czym ponownie wykorzystaliSmy jedng ze standardowych relacji rekurencyjnej dla uogol-
nionych wielomianéw Laguerre’a (patrz dodatek A),

£o(a) = £ (@) - L34 (@), (6.85)

Stata proporcjonalnosci wynosi

1 by 3V2E

= 6.86

Tak wiec, zbierajac powyzsze wyniki, dostajemy
QQYE)" =" = n|E)" =" = B|B)"™°, (6.87)
Q'QIE) ! = yy|E)y"r=t = B|E)" L, (6.88)
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‘ ngp = 0 ‘ ngp = 1 ‘
10)

= | Byt

Tabela 6.2: Struktura supermultipletéw dla modelu z symetria SU(2). Rozwiazania o réwnych
energiach z rodzin znajdujacych sie w jednym wierszu tworza supermultiplety.

Dla energii £ = 0 stan w sektorze z np = 1 znika, wobec czego stan |0)"#=? jest niezdegen-
erowany. Porownanie jego wspotczynnikéw rozwiniecia w bazie potwierdza, ze jest to proznia
supersymetryczna [50].

Podsumowujac, w modelu SU(2) dostajemy pojedynczy stan prézni supersymetrycznej
w sektorze bozonowym, podczas gdy dla dowolnej niezerowej energii stan z sektora bo-
zonowego posiada superpartnera w sektorze z jednym fermionem. Te prostg strukture su-
persymetryczna przedstawiamy w tabelce 6.2. W kazdym wierszu tabelki wpisane sg rodziny
rozwiazan tworzace supermultiplet. W przypadku modelu SU(2) mamy pojedyncze rodziny
w kazdym z dwoch sektorow fermionowych, a zatem tabelka jest wyjatkowo prosta.

6.5.1.2 Model z symetrig SU(3) - sektory z np =0 i np = 1 fermionami

W tej czesci rozszerzymy przedstawione powyzej obliczenia dla modelu SU(3) pomiedzy sek-
torami z np = 0 1 np = 1. Komplikacja jest fakt, ze w modelu SU(3) istnieje nieskoniczenie
wiele rodzin rozwiagzan. Opiszemy szczegdétowo konstrukcje supermultipletéw dla trzech naj-
prostszych rodzin, a nastepnie zapostulujemy ogélny wzor.

Rodzina fy

Najprostszy stan wtasny do energii F/ z sektora bozonowego ma postac,

|B,0)rr=0 = e F i L2(2E)|n, 0). (6.89)

even
n=0

Dziatanie supertadunku na |FE,0)"#=0 daje

QE0)2E" = <286 3 LA 2E)(flah)n.0). (6.90)
n=0

przy czym wykorzystali$émy relacje rekurencyjna (6.81). Prawa strona (6.90) jest rozwiazaniem
w sektorze z np = 1, a wiec mozemy przepisa¢ rownosé (6.90) uzywajac zapisu wprowadzonego
podczas dyskusji rozwigzan w sektorze z np = 1 jako

QB 0}t = 5 VIE (18,0155, (6.91)
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‘ ngp =10 ‘ ngp =1 ‘ ng = 2 ‘

|E, 0)ne=0 |E,0,1)"r ="

even

|E,0)=0 | {|B,0,1)0e0 |E,0,2)m01)

even even

{IE,0, )zet, |EB,0,2)ret} | B, 0)pr >

even even odd

= =1 =1
|E7 1>nF 0 {|E>171>Z§d ) |E>072>Z£d —

even

{‘E7171>Z£d:17 ‘E7072>Z£d:1 ‘E7O>nF:2

—+ even

B, 1= | B )t B 2) et

odd even ’ even

{|E, 1, )t |B L, 2)me 1) | |B, 1) =2

even ’ even J 4 odd

= =1 =1
|E7 2>sz‘en0 {|E727 1>Z£d ) |E>172>Z£d —

{IE,2,1)05 7Y B, 1,200t} | B, 1)nes?

even

Tabela 6.3: Struktura supermultipletéw dla modelu z symetria SU(3). Rozwiazania o réwnych
energiach z rodzin znajdujacych sie w jednym wierszu tworza supermultiplety.

Mozemy tez sprawdzié, ze

Q(IE.0.1735™) = =5 V2B, 01 (6.92)

gdzie uzyliémy rekurencji (6.85).

A zatem, dla E > 0 stany |F,0)"5=0 i |F,0,1)""=" tworza supermultiplety. W granicy
E — 0 stan |E = 0,0, 1}2;;1 znika, a wiec w sektorze bozonowym otrzymujemy niezdegen-
erowany stan prozni supersymetrycznej.

Struktura supermultipletéw zostata zilustrowana w tabeli 6.3 w dwoch pierwszych wier-
szach. Pojedynczy stan prézni supersymetrycznej znajduje sie w sektorze bozonowym. Dla
niezerowych energii stany bozonowe |E, 0)"7=0 sg superpartnerami stanéw |E, 0, 1);‘5;1 z sek-

tora np = 1, dlatego tez znajduja sie w jednym wierszu tabeli.
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Rodzina gg

Kolejny przyktad jest bardziej skomplikowany. Szukamy partnerow supersymetrycznych dla
stanow z rodziny g,

|E,0)"=0 — (2E)> EZL6 (2E)|n, 1). (6.93)
n=0

Dziatanie supertadunku na |F, 0)""=" daje

QIE,0)r=0 = ﬂ(zE E%ﬂ 2E)(fta")|n, 1>—$(2E 383 ZL6 (2E)(ftata)|n, 0).

(6.94)
Korzystajac z réwnosci (patrz dodatek A),
(n+a+1)L%2) — (a+ 1)L (2) + 2L572(x) = 0, (6.95)
mozemy doprowadzi¢ (6.94) do nastepujacej postaci
_ ) _ 3 _
QIE, 0y = % 2B(1B.0.1)255" — 518, 0,2)251), (6.96)

Supersymetryczny partner stanu |E, 0),qq jest zatem kombinacja liniowa stanéw nalezacych
dwoéch réznych rodzin z sektora z np = 1. Ponowne dziatanie operatorem Q' na taki stan daje
zero, natomiast dla operatora () otrzymujemy

_ 3 _ ) _
Q(IE.0.1)255" = 51B.0.2)285") = ~ 5 VI, 07357 (6.97)

Supermultiplety utworzone z rodzin |E, 0)o4q oraz |E,0,1)"2=1 1 |E 0,2)"=! znajduja si¢ w
trzecim wierszu tabeli 6.3.

Rodzina f;

Dla stanéw |E, 1)me=0

even ?

|E, 1)ne=0 — (2F)? *EZLS’ 2E)(In,2) — 4\n+3,0>), (6.98)

n=0

dziatanie supertadunku Q' daje

_ ' - 1 1
QB0 = 5 CE) " 3 LEE)((f)in.2)=5(flalant1, -5 (flahint3.0))

— 3\%(2E)36E ; LE(2E) ((fTaTaT)\n, 1) — 21—4(fTaT)yn +2, o>), (6.99)

91



ROZDZIAL 6. WYNIKI ANALITYCZNE

co mozna zapisac¢ jako,

QI E, 1) = ﬁ 2B(1B,1,1)58 = 3E,0,2)567). (6.100)

Poprzez dziatanie operatorem anihilacji ) otrzymujemy, zgodnie z oczekiwaniami, z powrotem
stan z sektora bozonowego,

Q(I1E,1, 1) —81E,0.2)247 ) = —%¢2E|E, 1)reo. (6.101)

Supermultiplety utworzone z rodzin |E, 1) ey, oraz |E, 1, 1)ZdFd:1 i|E,0, 2>Zjd:1 znajdujg sie w
piatym wierszu tabeli 6.3.

Powyzsze rachunki mozna w prosty sposoéb uogdélnié otrzymujac,

' _1 3 _
QB! = 25 VIB(1B 03 = B0 — 1200
. (6.102)
_ 3 1
QB )i = 5 VRB(1Bn it - D g 2y,

6.5.1.3 Model z symetrig SU(3) - sektory z np = 1 i np = 2 fermionami

W poprzedniej czesci otrzymalismy kombinacje liniowe stanéw z sektora np = 1 tworzace su-
permultiplety ze stanami z sektora ngp = 0. Oczekujemy, ze kombinacje liniowe tych rozwiazan
bedace 'prostopadte’ do supermultipletow z sektorow np = 01i ngp = 1 beda stanami tworza-
cymi supermultiplety z sektoréw np = 1 i ngp = 2. Szukane wspotezynniki «; poprawnych
kombinacji liniowych mozemy znalez¢ zadajac,

_ 3 _
Q(’E> 0, 1>Zfe;1 - _O‘l‘E’ 0, 2):5@;1) =0,
2 (6.103)
Q(’E> 1’ 1>Z;d:1 o 30‘2‘E’ 07 2>Z§d:1) = 07
Otrzymujemy,
ap = —3, Qg = —2. (6104)

Zatem, dziatanie operatora Q' na powyzsze kombinacje liniowe prowadzi do stanéw z sektora
np = 2 opisanych w podrozdziale 6.3.3.3,

9 ' _
Q10,02 + 518,020 ) = 5 VRE|E, 034,
(6.105)

Q1 1135 + 612,0,2)3457 ) = 5 VIEIE, 0)122

Mozna sie przekonaé, ze ponowne dzialanie operatora Q' anihiluje te stany,
Q'|E, 0)pi” =0,
Q'E,0)1r? = 0.

even

(6.106)
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Rysunek 6.5: Poréwnanie zalezno$ci energii najnizszego stanu od stalej sprzezenia obliczonej
numerycznie (krzyzyki), korzystajac ze wzoru (5.2) (linia ciagta), oraz w kolejnych rzedach
rachunku zaburzen (odpowiednie linie przerywane).

Supermultiplety utworzone z rodzin |E,0,1)"#=1 i |E,0,2)"=! oraz |E,0)""= znajduja sie
w czwartym wierszu tabeli 6.3, natomiast te utworzone z rodzin |E,1,1)"*=" i |E,0,2)" ="

oraz |E,0)"=2? znajduja si¢ w széstym wierszu tabeli 6.3.

Podsumowujac, w trzech powyzszych podrozdzialach pokazaliémy, ze mozliwe jest anali-
tyczne sprawdzenie struktury supersymetrycznej badanych modeli.

6.5.2 Rachunek perturbacyjny dla supersymetrycznego oscylatora
anharmonicznego

W tej czesci zastosujemy standardowy rachunek zaburzen Rayleigh’a-Schrodinger’a, aby otrzy-
mac¢ przyblizone wartosci wtasne w sektorze bozonowym supersymetrycznego oscylatora an-
harmonicznego. Zauwazmy, ze dla skonczonego obciecia swobodne stany wlasne maja skonczo-
ng norme. Dla danego N, ich postaé¢ zostata przedstawiona w podrozdziale 6.3.1. A zatem,
mozliwe jest rozwiniecie energii wtasnych modelu oscylatora anharmonicznego dla matych
wartosci statej sprzezenia, korzystajac ze swobodnych stanéw wtasnych. Potencjal oddziaty-
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Rysunek 6.6: Zaleznosé rozwiniecia perturbacyjnego najnizszej (lewy wykres) oraz pierwszej
wzbudzonej (prawy wykres) energii bozonowej supersymetrycznego oscylatora anharmon-
icznego od obciecia, dla obcie¢ z zakresu od N = 20 do N., = 140. Przerywang linig
zaznaczono przewidywanie teoretyczne dane relacja E(g) = ggE(l) z wartoscig energii dla
stalej sprzezenia g = 1 obliczonej numerycznie.

wania wyrazony za pomocg operatorow kreacji i anihilacji przyjmuje nastepujaca postaé

V= 2—14 ((aTaT)2 + (aa)* + 4((@%)(@@) — (a'a")(aa) + (aTaT)(aTa)) — 8((@%)2 — (aTa))

+10((a'a’) + (aa)) + 12(a'aa’a) + 24(a’a’aa) + 20). (6.107)

Usunelismy z V' wyrazy fermionowe, poniewaz ich wktad w sektorze bozonowym znika. Na-
jprosciej jest zastosowaé¢ rachunek zaburzen do rodziny fy. Zadne z rozwiazan nalezgce do
tej rodziny nie zawiera cegietek potrojnych. Dodatkowo, jesli oznaczymy podprzestrzen bazy
ztozong ze stanéw postaci (aTa’)”|0) jako Ho, mozna pokazaé, ze operator V nie wyprowadza
poza Hg. Z konstrukcji rozwiazan modelu SU(3) wynika, ze rozwiazania nalezace do innych
rodzin niz fy sa ortogonalne do Hy. Wobec tego, tylko pomiedzy rozwiazaniami z rodziny
fo elementy macierzowe potencjatu bedg niezerowe. Wyrazenie na taki element macierzowy
pomiedzy dwoma rozwigzaniami o energiach F; i Fy mozemy znalez¢ analitycznie i zapisac
w formie skonczonych szeregéw iloczynow wielomianow Laguerre’a dla obciecia N, Mi-
anowicie,

\_lNcutJ
B 1 ~ I'n+1)r@, 1 5 5
VEQ,Eﬁ(Ncut) = E.PIED g T(n+4) <12(n +1)(n + 2)£n+2(2Ea)£n(2Eg)
+ é(5 +Tn+2n°) L3, (2E,) L3 (2Eg) + %(10 +12n + 3n2)£i(2Ea)£i(2E5)) (6.108)
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przy czym |E,| i |Eg| oznaczaja odpowiednio norme stanu o energii £, i Eg, natomiast energie

E, i Es sa wyznaczone przez warunek kwantyzacji L?[% Newe |1 (2E) = 0. Wykorzystujac znane

wzory na poprawki do energii [63] mozemy znalezé przyblizona zaleznosé energii whasnych od
statej sprzezenia. Przyktadowo, dla najnizszego stanu bozonowego oraz obciecia N, = 20
otrzymujemy nastepujacy wzor,

2
|V, .|

En(g) = Eo+ 6%V 8 Y 5

a#0

Vo B0 VEa,E;VEs E Vo
+6< 0.Fa ' BaBg " Eg oy, 0,Ea )
g O;O (EO - Ea)(EO - Eﬂ) Hok azﬂ) (EO - Ea)2
870

— (.788363 + 53.6563¢% — 986.556¢* + 977.818¢°, (6.109)

przy czym zaréwno Ey(g) jak i Vi, g, zaleza od obcigcia. Poréwnanie tego wyniku z wyliczeni-
ami numerycznymi przedstawione jest na wykresie 6.5. Wykreslono zaréwno wyniki czysto
numeryczne, jak i przewidywania formuty (3.31). Przyblizenie perturbacyjne dobrze odw-
zorowuje wyniki numeryczne dla stalej sprzezenia g < 0.12. Na uwage zastuguje jednak fakt,
ze obszar zgodnosci zawiera region wartosci statej sprzezenia dla ktorej wyniki numeryczne
sa zgodne z dokladnymi przewidywaniami analitycznymi wzoru (3.31). A zatem, zaczynajac
od obcietego widma swobodnego, mozliwe jest stosujac rachunek perturbacyjny otrzymanie
przewidywan dla widma dyskretnego, ktorego energie wtasne zbiegly sie.

Na rysunku 6.6 przedstawiamy zaleznosci Fy(g) i Ei(g) od obciecia. Ei(g) jest pier-
wszg wzbudzong energia wlasna w rodzinie fy. Stosujac prymitywne oszacowanie punktu
dla ktérego przyblizenie perturbacyjne zgadza sie z doktadnymi wynikami numerycznymi,
jako punkt przegiecia krzywych Ey(g) i E1(g), mozemy odczytaé przyblizenie szukanej en-
ergii wlasnej supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego. Otrzymujemy, odpowiednio,
2.851+0.00115.117+0.002, gdzie podana niepewnos¢ jest niepewnosciag dopasowania, nato-
miast duzo wiekszy blad systematyczny jest trudny do oszacowana. Wartosci te zgadzajg sie
z dokladno$cia 2% z energiami przedstawionymi w tabeli 5.2.

6.6 Podsumowanie

W tym rozdziale przettumaczyliémy réwnanie wtasne Hamiltonianéw SYMQM H|E) = E|E)
na relacje rekurencyjna na wspotezynniki rozktadu stanu wlasnego | E) w bazie Focka. Wykaza-
liSmy, ze dwie dyskretyzacje prowadza do réznych rekurencji. Nastepnie, koncentrujac sie na
dyskretyzacji Hamiltonianu, rozwigzaliémy wyprowadzong rekurencje i otrzymalisSmy warunki
kwantyzacji energii oraz wzory na stany wtasne zaréwno dla skoniczonego jak i nieskonczonego
obciecia. Przedyskutowalismy wyniki takiego podejscia dla modeli z symetrig SU(2), SU(3)
oraz og6lnie SU(N) w sektorach bozonowych i fermionowych. W szczegélnosci wyprowa-
dzilidmy wszystkie wyniki numeryczne otrzymane w dyskretyzacji Hamiltonianu opisane w
poprzednim rozdziale. Jak przyktad dalszych zastosowan obliczyliSmy zalezno$é¢ widm od ob-
ciecia w sektorze bozonowym oraz z np = 1 dla modelu SU(10). Poprawno$é¢ wynikéw posred-
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nio sprawdziliSmy poréwnujac skalowanie otrzymanych energii wtasnych z przewidywaniem
ogblnego wzoru zaproponowanego w rozdziale 5.4. Na zakonczenie wykorzystaliSmy znalezione
stany wlasne do skonstruowania supermultipletéw w sektorach z ngp = 0, 1,2 modelu SU(3).
Wykazalismy, w granicy nieskoniczonego obciecia, petne odtworzenie reprezentacji algebry su-
persymetrii. Dodatkowo, uzyliSmy obcietych bozonowych stanéw wlasnych modelu SU(3) do
wyprowadzenia przyblizonego widma supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego w sek-
torze bozonowym dla grupy symetrii SU(3). Stosujac tradycyjny rachunek zaburzen zrekon-
struowaliSmy dwie najnizsze energie tego modelu z doktadnoscig 2%.
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Chromodynamika kwantowa od dlugiego czasu stanowi wyzwanie dla fizyki teoretycznej.
Zasadniczym problemem jest duza stala sprzezenia a wiec i konieczno$é skonstruowania
nieperturbacyjnych metod badania silnie sprzezonych teorii cechowania. Redukcja wymiarowa
jest jedna z takich metod. Zaproponowana przez Bjorkena miata w zatozeniu pozwoli¢ na
zrozumienie mechanizmu uwiezienia kwarkéw. Niestety, zagadnienie to okazato sie byé¢ duzo
bardziej skomplikowanym. Niemniej jednak metoda ciggle jest wykorzystywana i pozwala
otrzyma¢ wiele wartosciowych wynikéw. Kryterium indeksu Wittena w supersymetrycznych
mechanikach kwantowych do badania supersymetrii w teorii pola mozna uznaé¢ za jedno z
takich zastosowan.

W efekcie redukcji wymiarowej pierwotna kwantowa teoria pola jest zastepowana przez
odpowiadajacy jej uktad kwantowo-mechaniczny. Rozwiazanie tego ostatniego umozliwia otrzy-
manie przyblizonych wartosci mas stanéw obecnych w pelnej teorii. Warto podkredli¢, ze
podejscie zaproponowane przez Liischera, w ktorym systematycznie wycatkowuje sie mody o
niezerowym pedzie, pozwala na otrzymanie wynikéw ilosciowych. Poréwnanie ich z ekstra-
polacja rezultatow otrzymanych w obliczeniach na sieciach, jedynych wiarygodnych wynikdéw
dostepnych dla silnie sprzezonej kwantowej teorii pola, wykazuje zadowalajaca zgodnosc¢.

Celem niniejszej pracy byta systematyczna dyskusja dynamiki modeli supersymetrycznych
mechanik kwantowych. Analize skoncentrowaliémy na dwoch typach uktadéw: supersymetry-
cznych mechanikach kwantowych Yanga-Millsa, bedacych zredukowanymi do jednego punktu
w przestrzeni kwantowymi teoriami pola Yanga-Millsa zdefiniowanymi w D = 2, oraz super-
symetrycznym oscylatorze anharmonicznym.

Wspdélnym punktem numerycznej oraz analitycznej metody zastosowanej w pracy byto
wykorzystanie bazy Focka w celu systematycznego opisu fizycznej przestrzeni Hilberta. Nalezy
pamietaé, ze pomimo iz dwuwymiarowe modele SYMQM sa swobodne, konstrukcja ich roz-
wiazan jest nietrywialna z powodu wiezu w postaci prawa Gaussa. Podobnie jak w pelnej teorii
pola, warunek Gaussa jest narzucony na stany fizyczne. W efekcie redukeji wymiarowej lokalna
symetria cechowania staje sie globalng symetrig, a warunek wiezu jest réwnowazny zadaniu
aby stany fizyczne byly singletami wzgledem globalnych transformacji grupy SU(N). Prawo
Gaussa uwzgledniliémy konstruujac stany bazowe niezmiennicze ze wzgledu na transformacje
SU(N). W rozdziale 4 oméwilismy rekurencyjny sposéb budowy bazy poprzez wprowadzenie
operatoréw kreacji nazywanych cegietkami oraz opisaliémy ich posta¢ we réznych sektorach
modeli SYMQM. Dzieki takiemu zabiegowi wprowadzenie obciecia nie ztamato symetrii ce-
chowania. W rozdziale 4 wskazaliSmy réwniez charakterystyczne wlasnosci tak otrzymanej
bazy; na przyktad szczegolne zwigzki pomiedzy rozmiarami baz o zadanych liczbach kwantow
bozonowych i fermionowych.

Komplikacje spowodowane prawem Gaussa widoczne sg na przyktad w rozdziale 6, gdzie
omawialiSmy rozwigzania analityczne. Duza liczba niezaleznych cegietek, ktora rosnie wraz
ze wzrostem grupy symetrii SU(N) a takze z wzrastajaca liczba kwantéw fermionowych,
powoduje znaczne skomplikowanie rozwiazan. Niemniej jednak udato sie otrzymaé wiele in-
teresujacych rezultatow. Wiekszosé z tych rozwigzan bylo inspirowanych wynikami numery-
cznymi, stad tez Scisty zwigzek w tej pracy pomiedzy cze$cia numeryczng i analityczng.

Uzyta metoda numeryczna polegata na obliczeniu macierzy rozpatrywanego operatora, np.
Hamiltonianu, w bazie ztozonej ze standéw zawierajacych mniej niz N.,; kwantow bozonowych.
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Tak otrzymana macierz byla nastepnie diagonalizowana numerycznie. Metoda taka bardzo
dobrze sprawdza si¢ w analizie uktadéw kwantowo-mechanicznych o nieduzej liczbie stopni
swobody [64][65]. Faktycznie, w przypadku supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego,
ktorego widmo jest dyskretne, juz dla matych obcie¢ N,z ~ 5 zgodnosé¢ przyblizonych energii
wlasnych z wartosciami w kontinuum byta rzedu 1% (patrz podrozdzial 5.1). Wspomnijmy, ze
proponowang metode mozna stosowaé¢ do uktadéw z oddziatywaniami zaréwno bozonowymi
jak i fermionowymi, jak réowniez do uktadéw o widmach ciagtych i dyskretnych [54].

Uzupetnieniem dla rekurencyjnej budowy bazy Focka byto usprawnienie obliczen poprzez
rozszerzenie na wszystkie sektory fermionowe algorytmu rekurencyjnego opisanego pokrotce w
podrozdziale 4.2. Dzieki temu mozliwe byto efektywne obliczanie elementéw macierzowych w
bazach badanych modeli. Ograniczeniem metody numerycznej przestal by¢ problem otrzymy-
wania macierzy badanych operatoréw, natomiast stata sie nim diagonalizacja duzych macierzy.
Jedng z propozycji ominiecia tego zagadnienia mogtoby by¢ wykorzystanie dodatkowych
symetrii obecnych w analizowanym uktadzie. W szczego6lnosci, Hamiltoniany wyzej wymi-
arowych modeli SYMQM sa niezmiennicze ze wzgledu na symetrie obrotowa SO(d). Algo-
rytm rekurencyjny moze by¢ uogélniony w sposéb pozwalajacy otrzymacé widma w kanatach
o okreslonym krecie [51]. Zmniejsza to w znaczacy sposob wielkosé macierzy do diagonali-
zowania.

Alternatywnym podej$ciem numerycznym do modeli SYMQM jest metoda Monte Car-
lo. Pozwala osiggnac¢ bardzo interesujace wyniki dla grup symetrii o stosunkowo duzych N
[66][67][68][69][70]. W przypadku modeli D = 10, ograniczeniem tej metody jest jednak
problem wyznacznika fermionowego, ktory uniemozliwia probabilistyczng interpretacje cal-
ki statystycznej. Metoda obcietej przestrzeni Focka obchodzi te trudnosé traktujac bozonowe
i fermionowe stopnie swobody w identyczny sposéb. Dodatkowo, metoda Monte Carlo operu-
je wylacznie na wielkosciach srednich. Nie pozwala zatem tatwo otrzymac¢ doktadnej postaci
funkcji falowej dla dowolnego stanu. Wydaje sie zatem, ze wybrana metoda numeryczna bard-
zo dobrze nadaje si¢ do analizowanego problemu.

Dodatkowym atutem metody obcietej bazy Focka jest mozliwo$é¢ oszacowania niepew-
nosci otrzymanych rezultatow dzieki szybkiej zbieznosci warto$ci wtasnych odpowiadaja-
cych stanom zlokalizowanym. Potwierdza to analiza zbieznosci otrzymanych energii wlas-
nych dla supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego. A zatem wartosci wlasne otrzy-
mane dla wystarczajaco duzego obciecia odpowiadaja fizycznym energiom tego uktadu w
granicy nieskonczonego obciecia. W podrozdziale 5.2 zaprezentowaliSmy doktadne wartosci
liczbowe kilku najnizszych energii wtasnych we wszystkich sektorach fermionowych super-
symetrycznego oscylator anharmonicznego dla grupy SU(3). Analogiczna dyskusja dla modeli
SYMQM jest trudniejsza, poniewaz ich widma sg ciagle. W rezultacie zaleznos¢ energii wlas-
nych od obciecia dla tych uktadow jest wolna. Potwierdzaja to wykresy zamieszczone w po-
drozdziale 5.1 dla modeli SYMQM z réznymi grupami symetrii (SU(2),5U(3),5U(4),SU(5))
oraz réoznymi sektorami fermionowymi (np = 1,2,3,4 dla grupy SU(3)). A zatem, nie jest
mozliwe bezposrednie powigzanie wynikéw otrzymanych dla skoniczonego obciecia z rezultata-
mi w granicy kontinuum. Natomiast, z samego faktu wolnej zbiezno$ci mozemy stwierdzi¢, ze
stany odpowiadajace danym energiom wlasnym sg niezlokalizowane.
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Zaleta redukcji wymiarowej jest doktadne zachowanie symetrii badanego uktadu. W grani-
cy kontinuum oprocz symetrii cechowania oczekujemy odtworzenia supersymetrii, parzystosci,
czy symetrii skalowania. Okazuje sie jednak, ze poprzez odpowiedni dobdr obciecia mozliwe
jest zachowanie niektérych symetrii nawet dla skonczonej wartosci N.,;. Przyktadowo, jesli
N..: we wszystkich sektorach jest takie samo, widmo posiada degeneracje zwigzang z symetrig
czastka-dziura.

W tym kontekscie przestudiowaliSmy widmo supersymetrycznego oscylatora anharmoni-
cznego. Jego widmo jest dyskretne, a wiec jego energie wlasne sg szybko zbiezne przy wzroscie
obciecia. A zatem, dla warto$ci wtasnych, ktore sg juz zgodne z rezultatami fizycznymi, od-
tworzone sg wszystkie symetrie. Faktycznie, poprzez analize utamkoéw supersymetrycznych
przekonaliSmy sie, ze zdegenerowane pary energii faktycznie odpowiadaja degeneracji super-
symetrycznej. Z kolei dla modeli SYMQM supersymetria nie jest odtwarzana dla zadnego
skonczonego obciecia. W zwiazku z tym, w podrozdziale 5.3, zaproponowaliSmy inny sposob
wprowadzenia obciecia, ktory gwarantuje otrzymanie degeneracji supersymetrycznej w wid-
mie dla skonczonego obciecia. Operator Hamiltona wyliczany jest jako kwadrat obcietych
macierzy supertadunkéw. Dzieki temu, z konstrukeji, jego widmo jest zdegenerowane, a pary
energii powiazane sg dziataniem supertadunkéw. W granicy nieskonczonego obciecia rezul-
taty otrzymane dzigki takiej procedurze pokrywaja sie z wynikami otrzymanymi poprzednia
metoda.

Réwnolegle do wynikow numerycznych przedstawiliémy w rozdziale 6 szereg rozwiazan
analitycznych. W celu znalezienia rozwigzan dwuwymiarowych modeli SYMQM, przettu-
maczyliSmy problem wlasny Hamiltonianu dla r6znych grup symetrii SU(N) na relacje rekuren-
cyjne na wspotcezynniki rozwiniecia stanow wlasnych w bazie Focka. Otrzymane relacje rekuren-
cyjne okazaty sie by¢ uktadem wielu sprzezonych rekurencji na wielomiany Laguerre’a. Udato
nam sie je rozwigzaé i zrozumie¢ problem mieszania. Dzigki temu otrzymalismy zamkniete
wzory na widma modeli SYMQM z r6znymi grupami symetrii SU(N) we wszystkich sek-
torach fermionowych. Najwazniejszym, i zaskakujacym wnioskiem, jest obserwacja, ze dla
danego obciecia N i dla danej grupy symetrii SU(N) widmo zalezy wylacznie od liczb N,y
i N oraz liczb n% réwnych liczbie bozonowych operatoréw kreacji zawartych w cegietkach
fermionowych dla danego modelu.

Analizujac wyrazenia na stany wlasne wykazaliSmy szereg wtasnosci zaproponowanych roz-
wigzan. Pokazalismy, ze zar6wno dla skonczonego obciecia jak i w granicy kontinuum stanowia
zupelny i ortogonalny zbiér funkcji. Dodatkowo, sprawdziliSmy, ze mozliwe jest narzucenie
normalizacji zgodnej z normalizacja fal ptaskich. Innymi stowy, potwierdzilismy, ze znaleziony
zbiér rozwigzan stanowi uogoélnienie rozwiazan Claudsona-Halperna dla modeli z symetriami
SU(N > 2) oraz jest poprawny we wszystkich sektorach. Warto podkreglié, ze rozwiazania
modeli SYMQM byty juz analizowane w pracach Trzetrzelewskiego [29] i Samuela [71], jednak
znalezione przez nich rozwigzania nie byty jednak kompletne. Wydaje sie, ze zaproponowane
przez nas wyrazenia sa lepiej przystosowane do dalszej analizy.

Interesuja obserwacja jest podzial wyprowadzonych rozwigzan na roztaczne rodziny roz-
nigce sie maksymalna liczba cegietek. Zauwazyliémy, ze w sektorze bozonowym wszystkich
modeli najnizsza energie posiadaja najprostsze rozwigzania nalezace do rodziny fy. Na uwage
zastuguje fakt, ze jest to prawdziwe zarowno w przypadku swobodnym jak i z oddziatywaniem.
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Cechg charakterystyczna tych rozwigzan jest fakt, ze zawieraja jedynie cegietki podwdjne, a
zatem zaleza tylko od jednej zmiennej radialnej, tr(z?). W celu zidentyfikowania drugiej zmi-
ennej 'radialnej’ dla grupy SU(3) mozliwe jest wprowadzenie dodatkowego operatora tr(p?).
Operator ten komutuje z Hamiltonianem, a wiec mozliwe jest rownoczesne zdiagonalizowanie
operatoréw tr(p?) i tr(p?), nadajac indeksowi k numerujacemu wyprowadzone przez nas stany
wlasne znaczenie fizyczne. Wydaje sie, ze kontynuujac taka analize mozliwe bedzie znalezie-
nie ogdlnego zbioru zmiennych 'radialnych’ dla dowolnej grupy SU(N). Moze to byé pomocne
w analizie wyzej wymiarowych modeli, gdyz pozwolitoby to poszukiwac ich funkcji falowych
zalezacych od najwygodniejszych zmiennych.

Na techniczng uwage zastuguje fakt, ze otrzymane przez nas wyrazenia zaré6wno na stany
wtasne jak i widma modeli SYMQM sg poprawne dla skoniczonego i nieskoriczonego obciecia.
Dzigki temu, w kazdym podrozdziale, moglismy sprawdzi¢ poprawnos¢ wynikow analitycznych
konfrontujac je z odpowiednimi wynikami numerycznymi przedstawionymi w rozdziale 5. W
szczegbdlnosci, w podrozdziale 6.5.1 zrekonstruowaliémy supermultiplety w modelu SYMQM
z symetria SU(3) znalezione numerycznie w dyskretyzacji supertadunkéw. Oszacowanie zre-
dukowanego indeksu Wittena dla modelu SYMQM z symetria SU(3) moze by¢ podane jako
drugi przyktad nietrywialnego poréwnania wynikow numerycznych i analitycznych. Na za-
konczenie rozdziatu 5 przedstawiliSmy rezultat numeryczny réwny 0, ktory nastepnie potwier-
dziliSmy analitycznie w podrozdziale 6.3.3.2. Dla supersymetrycznego oscylatora anharmon-
icznego z symetria SU(3) otrzymaliSmy —2, w zgodno$ci z naszymi weze$niejszymi wnioskami
o istnieniu dwoch, powigzanych symetrig czgstka-dziura, prézni supersymetrycznych w sek-
torach z np =31 ngp =5.

Interesujacym rezultatem numerycznym opisanym w rozdziale 5 byto prawo skalowania
energii dla modeli SYMQM z dowolnag grupa symetrii SU(N), ktére zaproponowalismy jako
uogdlnienie wykazanej wezesniej [53] analogicznej relacji dla grupy SU(2). Prawo skalowa-
nia dla modeli SU(2) okazalo sie zaskakujaco uniwersalne. Zostalo wyprowadzone przez
Trzetrzelewskiego dla jednowymiarowego operatora pedu [53] oraz dwuwymiarowego modelu
SYMQM z grupa SU(2), natomiast Kotanski [60] wykazal, ze stosuje sie¢ réwniez w mod-
elu D =4 SYMQM z grupa SU(2). Przypuszczamy, ze postulowane prawo skalowania takze
bedzie prawdziwe dla wyzej wymiarowych uktadéw z odpowiednimi grupami symetrii.

Jednym z ciekawszych zastosowan wyprowadzonych rozwigzan byto obliczenie przyblizo-
nych bozonowych energii wlasnych supersymetrycznego oscylatora anharmonicznego. Poka-
zalidmy, ze stosujac standardowy rachunek zaburzen oraz stosujac obciete swobodne stany
wtlasne dla ¢ = 0 mozliwe byto znalezienie przyblizonej zaleznosci od ¢ dla malych wartosci
stalej sprzezenia. Zaskakujaco, okazato sie, ze znaleziona zalezno$¢ pozwala otrzymaé przy-
blizone energie wtasne, ktore pokrywaja sie z wynikami z kontinuum. Wzbudza to duze
nadzieje, ze podobna analiza dla wyzej wymiarowych modeli SYMQM jak na przyktad te
w D = 10 pozwoli otrzymac przyblizone funkcje falowe tych modeli.

Wyprowadzone dla dowolnej grupy SU(N) i w sektorze o dowolnym ng relacje rekuren-
cyjne przedstawione w niniejszej pracy moga zosta¢ wykorzystane do badania granicy duzego
N. Jak pokazaliSmy w rozdziale 2 granica taka jest wazna z fizycznego punktu widzenia,
jesli badane modele sg interpretowane jako opis dynamiki supermembran. Cho¢ dwuwymia-
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rowe modele SYMQM nie moga by¢ bezposrednio powigzane z membranami, stanowia dobry
model testowy do studiowania granicy N — oo. Powyzszy problem byl analizowany przez
Trzetrzelewskiego [72], ktéry zaproponowat fizyczna interpretacje granicy duzego N rozwiazan
swobodnych, jako opis dynamiki 'kolcow’ (ang. spikes) bedacych deformacjami membrany w
postaci bardzo cienkich i dtugich cylindréow. Wykorzystujac podejscie poprzez relacje rekuren-
cyjne mozliwe jest rozszerzenie takiej analizy na sektory fermionowe.

Podsumowujac, podejscie obcietej bazy Focka do modeli dwuwymiarowych SYMQM poz-
wolilo otrzymac wiele ciekawych wynikow, zaréwno analitycznych jak i numerycznych. W
szezegblnosei udalo sie znalezé nietrywialne rozwiazania modelu z symetria SU(3) i potwier-
dzi¢ ich poprawnos¢ poréwnujac z rezultatami numerycznymi. Mamy nadzieje, ze kontynu-
owanie i rozszerzenie takiego dwutorowego podejscia moze byé¢ przydatne w analizie wyzej
wymiarowych i fizycznie bardziej interesujacych modeli supersymetrycznych mechanik kwan-
towych Yanga-Millsa. W zasiegu opisanej metody moga by¢ miedzy innymi model w D =4 z
symetrig SU(3) czy model w D = 10 z symetria SU(2).
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W obecnym podrozdziale przypominamy podstawowe wtasnosci wielomiandéw Laguerre’a.
Wielomiany Laguerre’a £ (x) sa zdefiniowane jako rozwiazania réwnania rézniczkowego [73]
[74][75]

vy’ +(a+1—2)y +ny=0, (A1)

oraz warunku ortogonalnosci
[ee]
/ Lo (x)Lo(x)x“e™"dr = Sy (A.2)
0
Spetniaja trojcztonowa relacje rekurencyjna,

(n+a)ly_(x) = 2n+a+1—x)L(x)+ (n+ 1)Ly, (z) =0. (A.3)

Czesciej potrzebna okaze sie rekurencja dla przeskalowanych wielomianéw Laguerre’a L% (z),
nazywanych czasami w literaturze wielomianami Sonine’a, ktére sa zdefiniowane jako

Lo (x)

LY =—"r - A4
= et D) (A-4)

Relacja rekurencyjna (A.3) przyjmuje dla nich postac,
Ly ((x) —@2n+a+1—2)ly(z) +(n+1)(n+a+ 1)Ly, (x) =0. (A.5)

Réwnanie (A.5) bedziemy nazywaé réwnaniem dla uogdlnionych wielomianéw Laguerre’a,
gdy jest zapisane dla konkretnej wartosci indeksu n. Przeciwnie, jesli (A.5) zapisane jest
dla dowolnej wartosci indeksu n, tzn. rozumiemy przez nie zbiér réwnan dla uogdlnionych
wielomianéw Laguerre’a, bedziemy nazywaé ja relacjqg rekurencying dla uogodlnionych wielo-
mianéw Laguerre’a. Poprzez obcietg relacje rekurencyjng dla wielomianéw Laguerre’a rzedu
K, bedziemy rozumie¢ zbiér réwnan na wielomiany Laguerre’a z xk + 1 niewiadomymi ozna-
czonymi przez ao(z), ai(x), ..., ax(x).

Dla uproszczenia zapisu wprowadzamy nastepujaca, skrocong, notacje dla trojcztonowe;j
relacji rekurencyjnej (A.5),

S7(2) - aj(x) = a;1(2) — (25 + o+ 1= z)a;(x) + (7 + 1)(j + o + Daj (),
gdzie S§(x) oraz a;(r) oznaczaja 'wektory’,

aj_1(v)
(1, =(2j+a+1-2), (+DG+a+1l)), ajz)= aj(:(c))
@j1(T

¢ ()

Podczas dyskusji supermultipletéw w podrozdziale 6.5.1 przydatne okaza sie nastepujace,
znane relacje rekurencyjne dla wielomianéw Laguerre’a [74]:

Lo(x) = Lot (x) — LoF(2), (A.6)
nly(x) = (n+a)Ly_(x) — 2Ly* (x), (A7)
nLo(z) = (n — 2) Lo} (2) + (n + ) L2 (). (A.8)
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Wykorzystujac powyzsze rekurencje otrzymujemy kolejna, taczaca wielomiany o trzech réznych
indeksach
vL2 () + (n+a+a)L(x) — (a+ 1)L (2) =0 (A.9)

Oprocz relacji rekurencyjnych wykorzystamy réwniez wzory na szereg iloczynéw wielomi-
anéw Laguerre’a [74],

n

2 %EWW@) = DL Loy 0) - L0 @0230)|.

—~T(m+a+l (n+a+1)zy
(A.10)
- m! _ r+y —a/2, 2\/TYZ
— L o m=(1- ! — 1 A1l
n;)r(m+a+1)ﬁm(x)ﬁm(y)z (1=2)"exp (= 25— (wy2) " a(5—) (A1D)
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W tym dodatku wyprowadzamy relacje rekurencyjne odpowiadajace problemowi wtasne-
mu Hamiltonianu SYMQM dla nastepujacych przypadkow:

e modelu z symetrig SU(3) w sektorze bozonowym

~—_— ~—

e modelu z symetrig SU(3) w sektorze fermionowym

(
(
e modelu z symetria SU(N) w sektorze bozonowym

(

e modelu z symetrig SU(N) w sektorze fermionowym

B.1 Model swobodny z symetrig SU(3) - sektor bozonowy
Hamiltonian dla modelu z symetriag SU(3) jest dany w jezyku macierzowych operatoréw
kreacji i anihilacji nastepujacym wzorem,

H = (a'a) +2 - %(aa) - %(aTaT). (B.1)

Dowolny stan rozktadamy w bazie z nieznanymi wspoétczynnikami a; j,

Rozpatrujac dziatanie poszczegdlnych wyrazéw H na stany bazowe, tatwo mozna si¢ przekon-
ac, ze

(a'a)(a’al) (aTalal)?|0) = (i + gj)(aTaT)i(aTaTaT)jm), (B.3)
(aTa"(a'a")(a'a'al)?|0) = (aTa")™ (a'a’al)?|0), (B.4)

Aby wyliczy¢ dzialanie operatora (aa) potrzeba nieco wiecej pracy. Niezbedne jest wyliczenie
nastepujacych komutatorow:

[(aa), (a'a')'] = i(i + 3)(ala’)' ! + 2i(a’al) " (a'a), (B.5)
[(aa), (a'a'a")’] = %z(z — 1) (a'a'a’)?(a’a")? + 3i (a'a’a’) ! (a'a’a) (B.6)
[(a'a'a), (a'a'a)*] = ik(aTaTaT)kl(aTaT)Q. (B.7)

Zbierajac powyzsze wyniki otrzymujemy

(aa)(a'a’) (a'a'a™)|0) = i(i + 35 + 3)(a’a’) " (a'a’al)’|0) + gj(j — D(a'a’) 2 (aTaa)~20).
(B.8)
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Tak wiec, dziatanie operatora Hamiltona na dowolny stan z bazy dane jest wzorem

. 3. . 1. . L. . . . 3 . .
Hli,j) = (i4 55 +2)[i,5) = 5li+1,4) = 5i(i+ 37 +3)i = 1,5) = 76i(/ = Dli+2,5 - 2).
(B.9)
Zadajac, aby | E') byt stanem wtasnym operatora H do wartoéci wlasnej E, zbierajac wspotezyn-

niki stojace przy danych wartosciach poteg operatoréw kreacji (a'a') oraz (a'a'a') otrzymu-
jemy relacje rekurencyjng na wspoétezynniki a, j,

3
Qi—1,5 — (21 + 3] + 4— QE)CLZ‘J + (Z + 1) (Z + 3] + 4) Qi41,5 + g(] + 1)(] + 2)ai_27j+2 = 0. (BlO)

B.2 Model swobodny z symetrig SU(3) - sektory fermionowe

W tym podrozdziale uogolnimy relacje rekurencyjng wyprowadzong w poprzednim podrozdziale
dla sektora bozonowego do przypadku dowolnego sektora fermionowego modelu z symetria
SU(3).

B.2.1 Wa2z6r ogdlny

Baza modelu z symetria SU(3) w sektorze z np kwantami fermionowymi zlozona jest z
nastepujacych stanow,

7, k, o) = CT(n%, np, a) (a'a') (a'a’at)¥|0), (B.11)

gdzie CT(n%, np, a) oznacza a-ta ztozong cegietke fermionowa zawierajaca np fermionowych
operatorow kreacji. Indeks « przebiega zakres od 1 do caltkowitej liczby ztozonych cegietek
fermionowych o np fermionowych operatorach kreacji, oznaczong przez d™*. Tak wiec, ogdlny
stan z tego sektora moze by¢ roztozony w nastepujacy sposob,

d"F

E)y=>" Y a$ C'(n%,np,a) (ala’) (alala’)¥|0). (B.12)

=1 2j+3k<Neut—nS
Rownanie wtasne dla operatora Hamiltona do energii wtasnej £ ma postac
(H — EI)|E) = 0. (B.13)
Przepisujac je za pomoca af, otrzymujemy
dnF
(H — EI)|E) :Z Z aik<[H,CT(n‘§,nF,a)] + CT(n%, np, ) (H—E)>|j,k> =0.

a=1 2J+3k§Ncut7n%

(B.14)
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Komutator operatora Hamiltona ze ztozonymi cegietkami fermionowymi wynosi

[H,CT(n%, np,a)] = [(ala) — %(aa),CT(n%,np,a)} =
1

1
in%CT(n%,nF, a) — 5 [(aa), C’T(n%,np, oz)]

Otrzymujemy

d"F

Z Z ajy <CT(n%’nF,Oé) (H+ %n%) - [(aa),CT(n%,nF,a)D\j, k)y=0. (B.15)

a=1 2]+3k§Ncut*n%

Dziatanie operatora Hamiltona na bozonowe stany bazy zostato wyliczone w poprzednim po-
drozdziale (B.9). Pozostalo zatem jeszcze wyliczenie komutatoréw [(aa), CT(n%, np, @)]. Dla
poszczegblnych cegietek CT(n%, np, ) komutator taki bedzie réwny sumie n% wyrazow, kazdy
z nich réwny cegietce CT(n%, np, o) z jednym z bozonowych operatoréw kreacji zamienionym
na bozonowy operator anihilacji. Zapiszmy je jako G, gdzie indeks ¢ biegnie od 1 do n%,

[(aa),CM(n%,np, )] = ZGQ (B.16)

Chcac pozby¢ sie operatoréw anihilacji zawartych w operatorach G, chcemy przesunaé je

na prawo poprzez operatory kreacji (a'a')’(a’a’a’)* tak aby anihilowaly préznie Focka. Tak
wiec,

v, [GL, (a'al) (a'alal)] = (a'a') [GY, (alaa®)F] + [GL, (a'al) ] (aalal)” (B.17)

«

G!, zawiera dokladnie jeden bozonowy operator anihilacji, a wiec mozemy }atwo uproscié
powyzsze komutatory,

v, [GL, (aTaT)j} =j (a'a)™! (€% (aTaT)}, (B.18)
v, [GL, (a'a'a")*] = k (aTala")* ' [GL, (alalal)]. (B.19)

(e

Wynika z tego,

VY, [Gg, (aTaT)j(aTaTaT)k] =k [G;, (aTaTaT)] (ozTaT)j(ozTaTozT)k’1
+j [Gta,(aTaT)} (aTaT)j_l(aTaTaT)k (B.20)
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W koncu, zauwazajac, ze [Gg, (aTaT)] jest po prostu réwne cegietce CT(n%, np, o), mozemy
napisac

dnr

o) Clngnpa) (@ll,k - <2j +3k+44n% — QE)a;k

a=1 2J+3kSNcut_n%’

. . a) o 3 a .
+(j+1) <] +3k+4+ ”B)aj+1,k + g(k +1)(k + 2)@j2,k+2) |7, k)

dnF ng

+ Z Z Z a;?jk <k: [wa (aTaTaT)] kb —1) + (aTaT)j(aTaTaT)kaO)) —0

a=1 t=1 2j+3k<Ncut—n%

(B.21)

B.2.2 Sektor z np =1

Obecnie opiszemy zastosowanie ogolnej relacji rekurencyjnej wyprowadzonej powyzej do sek-
tora z np = 1. W tym sektorze istnieja nastepujace cegietki fermionowe,

(ffa') = Fi(1),  (flalal) = B(1). (B.22)
A zatem,
[(aa), (fla")] = (fla) = G1, [(aa), (fla'a")] = (flala) + (flaa’) = Gy + G5, (B.23)
Wobec czego,
; 3k . .
(G, (alal Y (afatal)] = S (flalal)(@lal P (alalal) ! + j (flaf)(alaly (alalal)t,  (B.24)
[G%, (aTaT)J (aTaTaT)k} — Z(fTaT)(aTaT)J-f—l(aTaTaT)k‘—l +j (fTaTaT)(aTaT)J—l(aTaTaT)k
= [G3, (d'a') (aTalal)¥] (B.25)
Dzigki temu mozemy zapisac relacje rekurencyjna w sektorze z np = 1 w postaci,

3 E+1
SPHajy Skt D)k +2) ) g+ 510 =0,

3(k+1)

3 (B.26)
S?k+5 -al, + g(k +1)(k+2) a5y 50+ 9 kT 0.

B.3 Model swobodny z symetrig SU(N) - sektor bozonowy

W tym podrozdziale uogélniamy bozonowa relacje rekurencyjna wyprowadzong dla mode-
lu z symetria SU(3) do modelu z symetria SU(N) dla dowolnego, skoniczonego N. Przy
wyprowadzaniu tej relacji nie stosujemy twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Relacja rekurencyjna
bedzie wiec zawiera¢ operatory z potegami operatorow kreacji wiekszymi od N. Redukcje
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mozna wykona¢ na koncowej relacji rekurencyjnej. Jesli chcemy analizowaé granice duzego
N, twierdzenie Cayleya-Hamiltona nie bedzie sie stosowac.

Ogo6lny operator Hamiltona dla uktadow SYMQM ma postaé
N?Z—-1 1 1

— —(a'a’) — =(aa). B.27

— - S(alah) - 5 (aa) (B.27)
Stany bazy sa teraz numerowane N — 1 liczbami, i moga by¢ otrzymane poprzez dziatanie
elementarnych cegietek bozonowych na stan prézni Focka wedtug wzoru

H = (a'a) +

N
‘p27p3ap4a"'7p]\7> = (H(GT k)pk>‘0> (B28)
k=2
Dowolny stan moze by¢ rozpisany w obcigtej bazie przy uzyciu wspotczynnikow ap, s . py
jako
‘E> - Z aP%PSwaN |p27p37 e 7pN>‘ (B.29)

2p2+3p3—+-+Npn <Ncut

Postepujac analogicznie do przypadku modelu z symetria SU(3), aby otrzymaé relacje rekuren-
cyjng na wspotezynniki ap, p, . p, musimy znalez¢ dziatanie operatora Hamiltona na dowolny
stan z bazy. Dla dwoch prostszych operatoréw zawartych w operatorze Hamiltona mamy

(aT&)|p2ap3ap4a"'>pN <kak) ’p27p37p4>"'apN>> (Bgo)

(CLT@T)‘anPBaPZLa s 7pN> = ‘pQ + 1ap3ap4a s apN) (Bgl)

Wyliczenie dziatania operatora (aa) jest bardziej skomplikowane. Celem bedzie przeniesienie
operatora (aa) poprzez wszystkie operatory kreacji zawarte w danym stanie bazy, az (aa)
bedzie dziata¢ na proznie Focka. Tak wiec

j—1 N
IR (IT™) [@a). @y [ ( TT @y)io) (832
j=2 =2 i=j+1
W kolejnych krokach nalezy wyliczy¢ nastepujace komutatory
2 2
(a&)7 (aTm)pm _ mzpm(pm _ 1)(aTm)pm72(aT2mfl) _ T_Npm(pm _ 1)(&Tm71)2(&Tm)pm72
+ mpy (a"™)Pm " (@™ ).
(B.33)

oraz dla dodatnich liczb catkowitych A i B,
B B
(&TAfla)’ (&Ti)pi — (aTi)pi (aTAfla)
@t (I )] = ( IATH )

{tpt (af ¥ty - %(QTA)(aTt—l)} (B.34)

t=A+1i=A+1
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gdzie wprowadziliSmy nastepujaca notacje,

f[ (?;2:1 = (ﬁ(cﬁi)pi) (&Tt)pt71< ﬁ (&Ti)pi)' (B.35)

1=t+1

Wracajac do pierwotnego zdania wyliczenia dzialania operatora (aa) na stan bazy, wstawiamy
otrzymane powyzej wyniki i mozemy napisac

(aa)|pa, ps, pay - -, PN) = P2{P2 e i”%}( ‘N Tizl;k)m”
+ g; ]Zpg (pj — 1){(6”2]'_1) - %(aﬁ_lf} <Zli ((aorj))zk ) 0) (B.36)
I ﬁ: (ﬁ ti) m) Tj)pj—l(aTj—la)< f[ (aTk)pk) 10).

Wykorzystujac réwnanie (B.34) do ostatniej linii wzoru (B.36) otrzymujemy

1+ Zzpl}<H a;z?;)m)

1=2

N?
(&a)‘anp3>p4> cee >pN> - p2{P2 +

N (ati)? (B.37)
+ ZZV(J,t,pj,pt, <H FOID )
gdzie dla czytelnosci wprowadzilismy funkcje v(j, ¢, pj, pr, N) dang wzorem
2
: j _ 1 ..
V(Jaupjapt;N) = 5t’jzpj(pj — 1){(CLT2] 1) — N(CLTJ 1)2}
it p; . 1 ,
+(1— 6t7j)#{(ah+t—1) _ N(ah)(&ml)} (B.38)

Wykorzystujac wyprowadzone powyzej dziatanie operatora Hamiltona na dowolny stan z bazy
dla dowolnego N, mozemy zapisa¢ réwnanie wtasne do wartosci wlasnej E/' w postaci relacji
rekurencyjnej na wspotczynniki ay,, p,

N
, 1
Z {ap217p3 ~~~~~ pN(E) - (2]72 + lei + §(N2 o 1) - 2E) (ps,ps, ..., pN(E)
=3

21]5\7:2 tpt <Necut

o
+(p2 + 1) <p2 + D ipi+ (V- 1)>ap2+1,p3 ..... o (E)

1=3
N N
+227(j7t7pj+17pt+17]\7)ap2 ~~~~~ pi+1,..,pt+1,..., pN(E)}|p27‘”7pj7“‘7pt7"'7pN>:07
=8 t=

(B.39)

Wstawiajac N = 3 oraz wykorzystujac twierdzenie Cayleya-Hamiltona otrzymujemy relacje
rekurencyjng otrzymana w rozdziale B.1.
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B.4 Model swobodny z symetrig SU(N) - sektory fermionowe

Wykorzystujac obliczenia z poprzednich podrozdziatow mozemy zapisac¢ relacje rekurencyjna
dla modelu z symetria SU(N) w dowolnym sektorze fermionowym. Stosujac notacje wprowad-
zona w poprzednim podrozdziale, przepisujemy réwnanie (B.15) w postaci

d"F o
n
Z Z &327;03 ~~~~~ PN CT(n%’nF>O‘) <H+7B> ‘anp3a"'>pN>
a=1 25:2 kpk<Ncut*n%
d”F
B _Z Z aleﬁDB 7777 PN [(aa/)70T(n%7nF7 Q)] |p27p37"')pN> — O- (B.40)

o= 1Zk Qkpk<Ncut*n%

Dziatanie operatora Hamiltona na stan bazowy zostalo wyprowadzone w poprzednim po-
drozdziale. Nalezy zatem wyliczy¢ komutatory [(aa), Ct(n%, nr, oz)} dla dowolnego N postepu-
jac w podobny sposéb jak w podrozdziale B.2.1. Analogicznie, dla poszczegdlnych cegietek
CT(n%, np, a), omawiany komutator bedzie réwny sumie n% wyrazéw, kazdy z nich réwny
cegietce CT(n%, np, a) z jednym z bozonowych operatoréw kreacji zamienionym na bozonowy
operator anihilacji. Mozemy je ponownie zapisa¢ jako G, gdzie indeks ¢ biegnie od 1 do n%,

[(aa), CT(n%, np, a)] = ZG& (B.41)

Operatory G% chcemy przesunaé na prawo poprzez operatory kreacji Hff:Q(aT F)Pe . A zatem,

w oI =3 (e @] ILa) e

G! zawiera doktadnie jeden bozonowy operator anihilacji, wiec mozemy napisaé¢ ogélnie,

v, (Gl (@) ] = py (V)P [GE (0] (B.43)
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Dla j = 2, w powyzszym wzorze mozemy zastgpié [Gg, (aTaT)] poprzez C1(n%, np, o). Zatem
ogoélna postac relacji rekurencyjnej wyglada nastepujaco,

> x|

a=1 Z]IgV:Q kkaNcut_n%

N
« « - ]' « «
Oy, {05, g () = (2024 D i b 5 (N = 1)y =2 ) ()
=3

N
. 1 « o
+ (p2 + 1)(]92 + ZZPi + §(N2 -+ nB)CLszrl,pB ,,,,, o (E)
i=3

N N

+ 0y ps.eon (E) i <§:pj [wa (aTj)] D2, p3, - 0j—1,. .. ,])J\;)—|—<1]_V[(aT k)p’f)GMO)) } = 0.

j=3 k=2

(B.44)
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W tym rozdziale przedstawiamy wyprowadzenie rozwiazan relacji rekurencyjnych wypro-
wadzonych w poprzednim rozdziale.

C.1 Twierdzenie 1

Zaczniemy od nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 1. Niech bedzie dany zbior k + 1 wogdlnionych rownan Laguerre’a na nieznane
wspotczynniki ag, . . ., ax,

aj_1(z) — (2j +a+1—2)a;(z)+ (j + 1)(j + a + L)aj(z) = 0. (C.1)
Istnieje k + 1 nietrywialnych rozwigzati, oznaczonych jako (a;), ..., (a;)", postaci
(a;)" = aol'(a + 1)L (xy), (C.2)
gdzie x; sq rozwigzaniamsi nastepujgcego rownania
Ly (z) =0, i=0,...,K. (C.3)

Dowaéd. Zapiszmy obciety zbior przeskalowanych, uogélnionych réwnan Laguerre’a w jawnej
postaci

—(a+1—x)ag+ (e +1)a; =0,
ao—(oz+3—a:)a1+2(a+2)a2:0,
—(a+5—1x)as + 3(a+ 3)ag = 0,
—(a+T7—2x)ag+4(a+4)ay =0,
a,€4—(oz+2/<a— —Z)ag-3+ (k —2)(a+ Kk —2)a,—2 =0,
a3 —(@+2k—3—2)ay—o+ (k—1)(a+r—1)a,_1 =0,
o — (@ +2k—1—2)a,_ 1+/§(a+/<a)a,{:0,
a1 — (@+2k+1—2)a, = (C.4)

Jasnym jest, ze a; moze by¢ wyrazone poprzez ay dzieki pierwszemu réwnaniu. Nastepnie,
korzystajac z drugiego réwnania, ay moze by¢ rowniez wyrazone wytacznie poprzez ag. Kon-
tynuujac, mozemy przepisa¢ wszystkie rownania oprocz ostatniego w nastepujacej postaci

a+1l—ux o

ay = T—l—l&o = Qo F(Oé -+ 1)L1 (.CL"),
((oz+3—x)az1 z—1) N

ay = ot 2;1 ag = ag I'(a+ 1)L (z),

as = ap I'(a+ 1)L5(x),
ay =ap N'a+1)L5(2),
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W przypadku ostatniego réwnania otrzymujemy
aoLly_(x) —apla+ 2k + 1 —x)L(x) = 0. (C.6)
Dzieki (A.5) powyzsza réwno$é moze by¢ uproszczona do postaci

aoLly  (x) = 0. (C.7)

K

Widac stad, ze jesli x jest pierwiastkiem wielomianu Lg ;, ap moze by¢ dowolne i caly uktad
rownan posiada nietrywialne rozwiazanie. W przeciwnym przypadku, jesli x nie jest pier-
wiastkiem wielomianu L¢,, réwnanie (C.7) wymusza ap = 0. Jest to rownowazne znikaniu
wszystkich wspotczynnikow a;.

Podsumowujac, poniewaz rownanie L¢,(x) = 0 posiada x + 1 réznych pierwiastkow, caly
uktad réwnan posiada x + 1 niezaleznych, nietrywialnych rozwigzan. Oznaczamy je poprzez

(a;)" - (a;)" (C.8)

gdzie 4
(aj)" = aol'(a + 1) L5 (). (C.9)
U

C.2 Zastosowanie twierdzenia 1 do sektorow z nyp = 0 oraz
np = 1 modelu swobodnego z symetrig SU(2)

W rozdziale B.2.2 wyprowadziliSmy rekurencje na wspétczynniki rozktadu stanéw wiasnych
modelu swobodnego z grupa symetrii SU(2). W sektorze bozonowym wspétczynniki a;(E) sa
powigzane rekurencja

.3 . .3
a;1(B) = (2j+ 5 = 2B)a;(E) + (G + 1) (j + 5)a;1(E) =0, (C.10)
natomiast w sektorze np = 1, wspétezynniki b;(E) spelniaja nastepujace réwnania
.5 . )

Po ograniczeniu bazy do stanéw z maksymalng liczbg N.,; kwantéw bozonowych, tylko am-
plitudy aq(F) oraz by (FE) sa dopuszczone, przy czym

= ENMJ i (C.12)

d = B(Nwt ~1)]+1,

Zatem réwnania (C.10) oraz (C.11) przyjmuja postaé¢ z twierdzenia 1, z k = d lub kK = d'
odpowiednio w sektorze bozonowym i fermionowym. Wobec tego mozemy napisac,

a;(E) = aor(g)Lf(w), 0<j<d (C.13)
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gdzie E musi spetnia¢ réwnanie

L2(2E) = 0. (C.14)
Analogicznie, w sektorze z jednym kwantem fermionowym otrzymujemy
5, 3
bj(E) = bolﬂ(i)Lj2 (2F), 0<j<d (C.15)
gdzie E spetnia réwnanie
3
L;(2FE) =0. (C.16)

State normalizacyjne ag i by sa dowolnymi statlymi niezaleznymi od j. Moga jednak za-
leze¢ od energii E. Poprawna normalizacja powyzszych rozwigzan zgodna z normalizacjg fal
ptaskich jest dyskutowana w rozdziale E.1.

C.3 Twierdzenie 2

Twierdzenia 2, 3 oraz 4 zawieraja rozwigzania niejednorodnych uktadéw uogoélnionych roéwnan
Laguerre’a. Rozwiazania takie sa potrzebne do wyprowadzenia stanéw wtasnych swobodnego
modelu z grupg symetrii SU(3) w sektorze bozonowym.

Twierdzenie 2. Niech bedzie dany zbior k + 1, niejednorodnych, wogélnionych réwnan La-
gquerre’a postaci
aj—1(z) — (2j+a+1—2)aj(z)+ (G +1)(j+ a+ Daj(z) = XLerq(a:), (C.17)
gdzie x # 0, a oraz B sq takie Ze %(B — ) jest dodatnia liczbg calkowitq, natomiast x nie jest
pierwiastkiem LY (x).
Wtedy, istniejqg szczegolne wartosci o, B, q oraz parametru x, dla ktorych uktad posiada
nietrywialne rozwigzania z a; niezerowymi.

Dowdd. Réwnania (C.17) stanowia zbiér k + 1 niejednorodnych réwnan z k + 1 nieznanymi
aj(x). Wyznacznik macierzy definiujacej ten uktad réwnan wynosi L¢ () i, z zalozenia, jest
rozny od zera. Tak wiec, istnieje doktadnie jedno, nietrywialne rozwigzanie. Skonstruujemy je
w nastepujacy sposob. Zatézmy, ze a;j(x) jest proporcjonalne do Lf-fp 7z, na razie nieznanym,
wspotezynnikiem proporcjonalnosci v # 0 oraz p pewng liczba catkowita,

aj(z) = vL] (). (C.18)

Rekurencja (C.17) przyjmuje postaé

. . . X
Li (@) = 2+ a+ =) LT (2) + G+ DU +a+ DL, (@) + 2L, (@) = 0.
(C.19)
Ogoélna relacja rekurencyjna dla uogélnionych wielomianéw Laguerre’a Lf ma postac
LY (x) = (2§ +B+1—2) L) () + (j + 1)(j + B+ 1LY, (z) = 0. (C.20)
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7, zatozenia %(ﬁ — a) = k, gdzie k jest dodatnia liczba catkowita, wiec dla j > k mozemy w
réwnaniu (C.19) przesuna¢ wskaznik j — j + k. Po wstawieniu p = k, otrzymujemy

L ((x) = (2§ +B+1—2)Ll(2)+ (j+k+1)(j+k+a+ 1)L, (z) + %Lﬁkﬂ(:p) =0.
(C.21)

Powyzsze réwnanie moze by¢ znaczaco uproszczone korzystajac z rekurencji (C.20), dajac

1
—(8 = )L}, () + %Likﬂ(x) = 0. (C.22)

Réwnanie (C.22) musi by¢ prawdziwe dla kazdej wartosci parametru z. To bedzie mozliwe
tylko gdy
1
q:l—kzl—é(ﬁ—a), (C.23)

4x
T= Bz _ o2

(C.24)

Z zatozen (C.18) wynika, ze wspétezynniki a;(x) musza znikaé dla j < k.
Podsumowujac, skonstruowaliémy nietrywialne rozwigzanie dla niejednorodnego uktadu
uogolnionych réwnan Laguerre’a réwne

aj(z;) =0, =0,...,k—1,
A 8 ’ : (C.25)
&j(xi) = 'YLj,k(IL’Z'), ] = k,... , K,

gdzie k = 1(8 — a). To rozwigzanie nie ma juz swobody przeskalowania przez dowolng stala.
U

C.4 Twierdzenie 3

Twierdzenie 3. Niech bedg dane dwie obciete, uogolnione relacje rekurencyjne Laguerre’a.
Niech jedna z nich bedzie rozszerzona o nastepujgcy wyraz mieszajgcy ze statq x,

aj1(z) = (27 +a+1—x)a;(x) + (G + 1D +a+1)aj(r) — xbje(r) =0, (C.26)

bj—1(x) = (2 + B+ 1 —2)bj(x) + (j +1)(j + B+ 1)bj1a(z) =0,

oraz niech x # 0, %(ﬁ —«a) =k, gdzie k jest dodatnig liczbg calkowitq oraz ¢ < 0.
Wtedy, dla pewnych wartosci parametru x uktad posiada nietrywialne rozwigzania z nieznika-

Jacymi wspotczynnikami a;(x) i bj(x).

Dowdd. Uktad k réwnan dla wspotezynnikéw b;(z) moze by¢ przedstawiony w postaci opisanej
w twierdzeniu 1. Zgodnie z tym twierdzeniem taki uktad dopuszcza w + 1 nietrywialnych
rozwigzan. Dla zgodnosci zaktadamy, ze wspétezynnikéw a;(x) jest k + 2 — g. Rozwazajac
mozliwe warto$ci parametru z, mozemy wyroznic¢ trzy przypadki:
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o L., ,(x)#0oraz L’g +1(z) # 0, wtedy pelny uktad réwnan nie dopuszcza rozwigzan z

a;(z) lub b;(x) réznymi od zera.

o L, (x) = 0 oraz L’g+1(x) # 0, wtedy b;(z) musi znika¢, dajac jednorodny uktad
rownan dla wspotezynnikow a;(x). Poniewaz Ly, , (7) = 0, a zatem uktad dopuszcza
k + 1 — ¢ nietrywialnych rozwigzan postaci,

(a;)' = al(+ 1)L (2),  j=0,....6—q+1, (C.27)
gdzie z; jest rozwiazaniem réwnania L7,  (v) = 0.

o Ly, ,(v)#0oraz L’ +1(x) = 0, wtedy uktad réwnan na wspétezynniki b;(x) dopuszcza
x + 1 nietrywialnych rozwigzan. Z powodu wyrazu mieszajacego a;(x) nie moze znikaé.
Jak zostalo pokazane w twierdzeniu 2, dla %(ﬁ — «a) = 1 — ¢ istnieje doktadnie jed-
no nietrywialne rozwiazanie pelnego uktadu réwnan z nieznikajacymi a;(z) oraz b;(x),

danym przez

bi(z) =bo T(B+1) Li(z;),  j=0,...,K, (C.28)
oraz

aj(xi):(), j:O,...,k—l, (029)
aj(x;) =7 b I'(B+ 1)L§_k(a:i), j=k,....k+k, (C.30)

gdzie x; jest rozwigzaniem réwnania Lf 11(z) =0, a takze,

4x

(e (C.31)
[

C.5 Twierdzenie 4

Nastepujace twierdzenie jest uogoélnieniem twierdzenia 3 do uktadu m sprzezonych uogdl-
nionych relacji rekurencyjnych Laguerre’a.

Twierdzenie 4. Niech bedzie dany uklad m—+1 obcietych wogdlnionych relacyi rekurencyjnych
Laguerre’a z wyrazam: niejednorodnymi w postaci,

(; (@)= (2 +ap+1— 95)@?(95) +(+ 1+ ao+ 1)a?+1(95) - XO@}+qO($)
@) = 2+ o+ 1 —a)aj(z) + (G + 1) + o1+ Dajy(z) — x107,,, (2)
(@) = (2 + aa+ 1= 2)a}(2) + (G + 1) + a2 + 1)a],(2) — x2a],, (2)

a 0
a 0,
a 0

Y

: (C.32)
a3 Hz) = (25 + a1 + 1 —x)al ™ (2)+

+(+ 1)+ amor + a5 (z) — Xmaaafy,, (2) =0,
aj’y(2) = (2§ + am + 1 = 2)af (@) + (5 + 1)(j + am + 1)afy, (x) =0,
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Dodatkowo zaktadamy, ze wspolczynnikow a;-”(x) jest k + 1, a takze ze dla wszystkich liczb
catkowitych t, 0 < t < m, prawdq jest, ze (k,, =0),

1
§(am - amft) = kmfta

(C.33)
G-t =1 — k¢ + km—t41-

Wtedy, istnieje k + 1 nietrywialnych rozwigzan dla parametru x speiniajgcego rownanie
ngl (.CE) = 0;

Dowdd. Dowdd zaczniemy od zastosowania twierdzenia 1 do obcietej relacji rekurencyjnej dla
wspotezynnikow af'(x). W zaleznosei od wartosci parametru x, mozliwe sa dwie sytuacje:

o z, dla ktérego Lyt () # 0

Skoro Lj7(w) # 0, zatem z twierdzenia 1 wynika, ze wszystkie wspotczynniki a7 ()
muszg znika¢. W tej sytuacji relacja rekurencyjna dla wspotezynnikow a;ﬁ’l(x) staje sie

jednorodna. Tak wiec, otrzymujemy zatozenia obecnego twierdzenia dla m — m — 1.

o 1z, dla ktérego Lyt (z) =0

Twierdzenie 1 przewiduje x 4 1 niezerowych rozwigzan na wspotczynniki a?l(x).

W nastepujacym rozumowaniu zaktadamy, bez straty ogélnosci, druga z powyzszych mozli-
wosci. Tak wiec, @ jest pierwiastkiem réwnania Ly7 () = 0. A zatem, uklady réwnan na

wspotezynniki a'(z) oraz a;ﬁ’l(x) spelniajg zalozenia twierdzenia 3, jesli tylko

1
5@ = Au-1) = k- dla kyoy bedacego nieujemna liczby calkowita, (C.34)

dm—-1 = 1-— km—l-

Zgodnie 7z twierdzeniem 3 potrzeba k + 2 — ¢,,_1 wspOtczynnikow a?’l(x). Rozwiazania dla
m—1

a;

(z) sa proporcjonalne do af'(z) ze stala proporcjonalnosci

, (C.35)

CO oZnacza,

4Xm—1

2 _ A2
Aoy A1

Doy, + L™, (2). (C.36)
W konsekwencji, biorac pod uwage uktad rownan na wspotczynniki a;ﬁ’Q(x), dostajemy

al’ P(x) = (2] + ama + 1 —2)al (2) + (j + 1)(J + am—z + 1)al % (@) + Xm—2a], (2) = 0.

(C.37)
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Rozwiazania powyzszego réwnania opisane sg w twierdzeniu 2. Zaktadamy, ze

Ay (@) = Yz @' Dam + Daly! (@) (C.38)
wiec, jesli tylko
1
5@ = Qn-2) = s dla ko bedacego nieujemna liczby calkowita, (C.39)
qm—-2 = 11— km—2 + km—la
znajdziemy nastepng stala mieszania,
4Xm—2
g = M2 C.40
Tm=2 a2 —ag, o ( )

Znéw, potrzebujemy kK + 3 — ¢n_1 — Gm—2 WspoOtczynnikow a;ﬁ’Q(x). W koncu, dostajemy

a;ﬁ_2($) = &z)nﬂymflﬁ)/mf?]:‘(gm + 1)L?:nkm_2 ([L’), (041)
co mozna przepisa¢ w postaci
a"2(2) = af Tt m—ol(Qm + 1) L5, (), (C.42)
gdzie
S (€43
t=y

Powtarzajac te kroki m — 2 razy znajdziemy postac¢ rozwigzan dla wszystkich wspotezynnikéw

as(z).

Podsumowujac, dla wszystkich k+1 pierwiastkow rownania L7 (x) = 0, ktére oznaczamy

jako x;, rozwazany uktad réwnan posiada nietrywialne rozwigzania postaci,
aj'(x;) = ag' T, + 1) L™ (),
gdzie 0<3<kK
CL;-n_l(I'Z‘) = CLgL Fm—l,m—l F(Oém + 1)L]O-l:nkm_1($i),
gdZie km—l S j S K+ km—l
a2 (z;) = af' Tp1m—2 T, + 1)L§”fkm71_km72(xi),

j
gdzie k1 +km <J <K+ kpo1 +kno

aj(z;) = af' D11 T(ou, + 1)L;“jm_11kt (3),

gdzie <Zkt)§j§ff+<zkt)

CL(J)(.TZ) = CLgI Fm—l,O F(Oém + 1)[/?1"27;61 ke (.’EZ),

m—1
gdzie <;kt)§j§/i+< kt).
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C.6 Zastosowanie twierdzenia 4 do sektora z ny = 0 modelu
swobodnego z symetrig SU(3)

Relacja rekurencyjna dla modelu z symetria SU(3) w sektorze bozonowym na wspétezynniki
a;j; ma postaé (6.18),

3
aj_1p— (2 +3k+4—2E)a;, + (G +1)(j + 3k + 4)ajpn + g(k: +1)(k 4+ 2)aj_2 k12 = 0.
(C.44)

Rekurencja ta rozpada si¢ na dwie niezalezne relacje rekurencyjne, jedna dla & parzystych
i druga dla k nieparzystych. Rozpisujac (C.44) osobno w obydwu tych przypadkach dla
poszczegblnych wartodcei indeksu &, otrzymamy uktad réwnan analogiczny do uktadu opisanego
w zalozeniach poprzedniego twierdzenia. Mamy dla k parzystych (zapisujac a;i(2E) jako
b (2E).

. . . 3
dj1 = (27 +4=2E)aj + (j+ 1)(f + 4)aj + 705, =0,

) . ) 9
051 = (27 +6+4=2E)aj + (j+ 1)(7 + 6+ 4)aj,, + a5 =0,

. . . 45
aj_ = (2/+12+4—-2E)a; + (j+ 1)(j + 12+ 4)aj, + —a>_

7 %2 =

(C.45)

K— : K— ; : K 3 K
a?? = (2j + 65 —2—2E)a" 7 + (j+1)(j + 6k — 2)ali* + 72— ka3t , =0,

a2y — (2j + 6k +4—2E)a? + (j + 1)(j + 65 + 4)a2;, = 0.

Analogicznie, dla k nieparzystych,
. , , 9
aj_y— (2/+34+4—2E)aj + (j+1)(j +3+4)a;, + Za?_Q =0,

15
@iy — (2j+9+4-2E)al+ G+ 1) +9+4)al, + 7@,2 =0,

‘ _ ) 63
a3y — (25 +15+4—2E)ad+ (j+ 1)(j + 15 + 4)a’,, + Zaj-_g =0, (C.46)

. 3
a? = (2 4+ 6k +1—-2E)aX" '+ (j+1)(j + 6k + 1)a §i11—|—4,‘€(2/€—|—1) az"it =0,

a? it = (2) + 6K +7—2E) a2 + (j+1)(j + 6k + 7)aii] = 0.
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Utozsamiajac wielkosci z twierdzenia 4 w przypadku parzystym mamy

y = 6t + 3,
3(t+1)(2t+1)
Xt = — )
. 4 (C.47)
ke = 5(0& - Oétfl) =3,
qy = —2=1- kt.
Zatem,
1 (t+1)(2t+1)
= —— C.48
T TR k12— (2t + 1) (C48)
oraz ,
T _ +1)!
even _ (ogyn EEDL C.49
k—1,t H rYP ( ) (li B t)'(Qt)' ( )
p=t
Warunek kwantyzacji przyjmuje postaé
LYH(2E) =0, (C.50)
gdzie liczby catkowite d,, zostaly wprowadzone w rozdziale 6.3.1 i wynosza
1
e = | 5 (New = 65) | +1. (C.51)

Natomiast, odpowiadajace dostepnym wartosciom energii stany wtasne sg dane nastepujacym
wzorem,

di—1 K
|E, K) even = aol'(6K + 4) ZLgmrS(gE) <]n, 2K) + Z LRl _¢ln + 3, 2k — 2t)> ,  (C.52)
n=0 t=1

gdzie I'(z) oznacza funkcje Gamma Eulera, I'(z) = (z — 1)! dla x calkowitego i dodatniego.
Podobnie w przypadku nieparzystym mozemy utozsamic,

ap = 6t + 6,
\ 3(t+1)(2t +3)
t— — )
. 4 (C.53)
ke = §(Oét - Oétfl) =3,
qy = —2=1- kt.
A zatem,
1 (t+1)(+32)
= —— C.54
T k12— (t+ 1) (C54)
oraz .
dd  TT. _ tn (K+t+ 1)
Pty = tH% = 2 T o (C-55)
=p

128



DODATEK C. REKURENCJE I UOGOLNIONE WIELOMIANY LAGUERRE’A

Tym razem warunek kwantyzacji wynosi,

Lyt (2E) =0, (C.56)

7z d, = E (Newt — 65 — S)J + 1, a odpowiadajace stany wlasne wynosza,

d.—1 K
|E, K)oda = aol' (65 +7) Y L¥*°(2E) <|n, 2+ 1)+ To™ [n+3t2k -2t + 1)) .
n=0 t=1

(C.57)

Podobnie jak w modelu SU(2), stale normalizacyjne ag i by pozostaja dowolnymi statymi i
moga zaleze¢ od energii E. Poprawna normalizacja powyzszych rozwigzan zgodna z normal-
izacjg fal ptaskich jest dyskutowana w rozdziale E.2.

C.7 Twierdzenie 5

Aby otrzymaé¢ wzory na stany wtasne dla modelu z symetria SU(3) w sektorze z jednym
kwantem fermionowym, potrzebujemy znaé rozwigzania uktadu podwojnie sprzezonych relacji
rekurencyjnych Laguerre’a. Podajemy je w postaci ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 5. Niech bedzie dany ukiad m + 1 obcietych relacyi rekurencyjnych Laguerre’a
uzupetnionych o wyrazy sprzegajgce w postaci jak ponizes,

S5° - a?(x) — Xo a}+qo(a:) —Ho a§+p0(x) =0

it ajl-(x) X1 a§+q1($) M a§+p1 (z) =0,

0

S5° - a?(x) X2 a§+q2($) M2 a?+p2(x) -

i a (@) = Xy @y (%) = poms af,, (2) =0, o
S;‘,“m—? a?_z(x) — Xm—2 aj”rq}n_Q(%) Hom—2 ajn:me—2(x) =0,
S(J)'Zmil ) a;'nil(x) — Xm-—1 a;ﬁqm_l(!ﬁ) 0,

S - aj(z) =0,

Niech dodatkowo x bedzie jednym z k + 1 pierwiastkéw réwnania L7 (x) = 0.

Wtedy, istnieje jedno nietrywialne rozwigzanie ze wszystkimi wspdlezynnikami o} (x) czes-
ciowo niezerowymi (dla kazdego p dla co najmniej jednej wartosci indeksu t af (x) #0), jesli
tylko dla wszystkich liczb calkowitych 0 < i < m spelnione sq nastepujgce warunki, (k; =0,
dlat > m)

1
§(Oém — Oém,i) = km,i,

Pm—i = 1-—- km—i + km—i+2, (059)

Gm—i = 1 = K + kg1

129



DODATEK C. REKURENCJE I UOGOLNIONE WIELOMIANY LAGUERRE’A

Dowdd. Dowdd przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia 4. Zaczynamy od rozwiazania
uktadu réwnai dla wspotezynnikéw af* uzywajac twierdzenia 1. Z zatozenia mamy L7, (v) =

0. Uktad réwnan dla a7 (x) i '~ (x) spetnia zalozenia twierdzenia 3. Nietrywialne rozwigzanie
bedzie istnie¢ pod warunkiem, ze

1
5(@n — A1) = ki dla ko bedacego nieujenng liczby catkowita, (C.60)

dm—1 = I —FKm1.

m—1

W takim razie, twierdzenie 3 podaje posta¢ rozwigzan, w ktorych a’ (x) sa proporcjonalne

do af*(x) ze stala proporcjonalnosci,

4Xm71
1= C.61
et g, — Oy ( )
Kontynuujac, dla rownan na wspotczynniki a;-”_Q(x) mamy,
77 a0 (0) = X 20} (@) = s 2, (0) = 0, (C62)
gdzie
m—1 m o
a’ x) =ay Ym-1l(am + 1)L x),
P ) = 6 el + DL, (@) .

ai'(r) = ag' (o + 1)L (7).
A wiec, rbwnowaznie mozemy napisaé

Sj""’2 . a?”‘*Q(a:) — Xm—2Ym—1a0 T (v, + 1)L§‘Tkm71+qm72(x) — fm—2a5' T (o, + 1)L§‘rpm72 (x) =0.
(C.64)

Jesli tylko,

N | —

(o — Qm_2) = ko dla k,,_5 bedacego nieujemna liczbg catkowita,

DPm—2 = 1 — kp_o, (C.65)

gm—2 = 1— kme + kmfla

mozemy ponownie uzy¢ twierdzenia 2, aby otrzymac rozwigzanie dla wspotczynnikéw a;ﬁ’Q(x)
jako proporcjonalnych do af'(x) z nastepng stata proporcjonalnosci

4(Xm—27m—1 + Mm—Q)

Analogicznie, rownania na wspotezynniki a;ﬁ’g(x) majg postac
S?m_B : a;@_g (z) — Xm—3aﬁ_qi_3 () — Mm—3aﬁ_p}n—3 (z) =0, (C.67)
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gdzie o' '(x) 1 a]'”

2
;'"*(r) sa dane poprzez

aj' ™ (x) = ag’ Ym-o Dlam + LG, (@), (C.68)
a?ﬁb*l(%) = ay Ym-1 I'(am + 1)L(J)’[Tkm71(‘r)'
Stad,
S;"m‘3 . a;”_?’(x) — ag' Xm—3Ym—20' (o + 1) LG, L (2) (C.69)
- agblu’m—?)'%n—lr(am + 1)L?Tkm—1+pm—3 ([L‘) =0.
Znowu, jesli tylko
1
§(am — Qpy_3) = ky_3 dla k,,_3 bedacego nieujemng liczba catkowita,
Pm—3 = 1-— km_g + km—la (070)

Gm-3 = 1-— km—?) + km—?a

mozemy ponownie uzy¢ twierdzenia 2, ktére podaje rozwigzania dla wspotezynniki a;ﬁ_?’(x)
jako proporcjonalne do af* () z nastepna stala mieszania,

4(me3ﬁ)/m72 + ,Umfi')ﬁ)/mfl)

2 _ A2 :
(&) O3

(C.71)

Ym—-3 =

Powtarzajac powyzsze kroki m—a3 razy otrzymamy postac rozwigzan dla wszystkich wspotczyn-

nikéw a? )

Podsumowujac, dla wszystkich pierwiastkéw = réwnania Ly7 (z) = 0 otrzymujemy nietry-
wialne rozwigzania, ktérych postaé¢ mozemy zapisaé jako,
aj'(r) = ag' Ty, + 1) L™ (),
gdzie 0<53<kK
al N(z) = af' Tom—1me1 D(ogm +1)L57 (),
gdzie k1 <7 < Kk+kyp
am72(aj) =ay' Um—1m—2 [(am + 1)L?Tkm,1—km,2 (),

j
gdzie k1 +km <j <K+ kpo1+kno

(C.72)

ajl- () =af’ D11 Do, + 1)L?TZ;’;‘11kt (x),

gdzie <Zkt)§j§ff+<zkt)

a?(x) =ay Tp1o T(am + 1)L§‘:’LZ;Z)1 N (x),

gdzie ( kt) <Jj<kKk+ < kt)a
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przy czym na sile wprowadziliémy notacje uzyta w poprzednim twierdzeniu, mianowicie,

Loy = (C.73)
gdzie vy, jest zdefiniowana rekursywnie
_l’_
= 4Xy'7y+21 :U/y;/y-i—Q7 (074)
a, — a;
oraz Yy>m = 1. 0

C.8 Zastosowanie twierdzenia 5 do sektora z ny = 1 modelu
swobodnego z symetrig SU(3)

W tym podrozdziale uzyjemy wykazanego powyzej twierdzenia do znalezienia stanow wtas-
nych modelu z symetrig SU(3) w sektorze z jednym kwantem fermionowym. Relacja rekuren-
cyjna na wspotczynniki rozktadu stanu wlasnego operatora Hamiltona w bazie w sektorze
nr = 1 dana jest nastepujacym wzorem,

3 kE+1
S¥+t.al, + gD+ 2) G5 g pint 5 @51 pt1 =0,
(C.75)

3
SR+ 1)k +2) @y s+ =g @by = 0.

Analogicznie, jak w przypadku bozonowym, rozdzielamy réwnania opisujace wspotczynniki z
parzysta ilodcig kwantow od rownan opisujacych wspotezynniki z nieparzysta iloscig kwantow.
Przypominamy, ze wspotczynniki a;k sg proporcjonalne do fermionowej cegietki (fTa') zawier-
ajacej jeden kwant bozonowy, natomiast wspétczynniki aik sg proporcjonalne do fermionowe;j

3k+5 2
S] * éljJ€ +

cegietki (fTa’a') zawierajacej dwa kwanty bozonowe.
Mamy wobec tego, dla przypadku parzystego,

. : (C.76)

3
SO a4 ka2 + T2k +1) 6] 241 — 0,

3(2k + 1) 3
S?k+5 . aJQkZ + 2 a?ﬁ-f—l (2k + 1)(k + 1) 2]€+2 — 07
Sﬁk—l—? X 2k+1 (k 4 1) 2k+2

a;

Z(k +1)(2k 4 3) a2*5 = 0,

132



DODATEK C. REKURENCJE I UOGOLNIONE WIELOMIANY LAGUERRE’A

. Tid : 2 2% 2k+1 : .2 :
przy czym uzylismy zapisu ajo, — aj" 1 aj k41— @, poniewaz aj,, zawsze wystepuje z

parzystym indeksem 2k, natomiast ai% 41 Zawsze wyst(gpuje z nieparzystym indeksem 2k + 1.
Dla przypadku nieparzystego mamy,

1 3
Si-a)+ 3 aj_y + B ai_y =0,
9
8 1 2 3 _
3 9
S}O a? + 5 a?,l + 5 a;172 = O,

(C.77)

3
SFT @it 3k af + Tk(2k + 1) af =0,

2k +1 3
6k+4 2k 2ht1 | o 2k+2

SHAREE:¥ + 5 altt + 4(2k+1)(k+1) F2=0

3
6k+8 2k k k

Sj+ . 2+1+3(k+1) 2+2 Z(k+1)(2k+3) 2+3 O7
gdzie znéw zmieniliSmy zapis na al,, — a2* i a2, — a**!, poniewaz tym razem al,, za-
wsze wystepuje z parzystym indeksem 2k, natomiast ai% 41 zawsze wystepuje z nieparzystym
indeksem 2k + 1. Latwo teraz utozsami¢ wielkosci podane w twierdzeniu 5 z parametrami
relacji rekurencyjnej. Zaréwno w przypadku parzystym jak i nieparzystym, musimy rozroznic¢
dwa podprzypadki, w zaleznosci czy ostatnia rekurencja dotyczy wspoétczynnikow a” z indek-
sem K parzystym lub nieparzystym.

A zatem, dla réwnan (C.76) z ostatnia rekurencja o parzystym indeksie mamy

o — 3t +4, t nieparzyste,
P70 3t+5, t parzyste,

. H1 t nieparzyste, (C.78)
g(t + 1), t parzyste,

g = g(t+1)(t+2).

Rozwigzania tego typu nazywamy rozwigzaniami z rodziny f2. Dla danego obciecia Ny

rodzina f2 liczy d2,(Newt) = |5(New — 6m — 2)] rozwigzan postaci

dz,
|E,m, 2)even = aol' (6m +6) > LI (2E) ((fT a'a®)n, 2m)

n=0
+ Z <ngfgm 2p+1(fTaT)‘n + 3p - 17 2m — 2]) + ]-> Fg%gm 2p(fTaTaT)|n + 3p7 2m — 2p>)> )

p=1

(C.79)
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przy czym state I'y’S" sa okreslone rekurencyjnym wzorem (C.73). Dla réwnai (C.76) z ostat-

nig rekurencja o nieparzystym indeksie mamy

o — 3t +4, t nieparzyste,
P70 3t+5, tparzyste,

t+1 ;
. 3%’ t nieparzyste, (C.80)
E(t + 1), t parzyste,

g — %(t+1)(t+2).

Rozwiazania tego typu nazywamy rozwigzaniami z rodziny fl. Dla danego obcigcia Ny
rodzina f, liczy d},(Neut) = [ 5(Newt — 6m — 4)| rozwigzan postaci
dy,
|E,m, Deven = aol'(6m + 8) > L™ (2E) ((ﬂawn, 2m + 1)

n=0
m

+Z (Fgfneﬁlvgm_Qp(fTaTaT) In+3p+1,2m—2p) —f-F;};ﬁl,Qm_QpH(fTaT) |n+3p, 2m—2p+ 1>>> ,
p=1

(C.81)

przy czym state I's’" sa okreslone rekurencyjnym wzorem (C.73).
Analogicznie, utozsamiajgc wielkosci podane w twierdzeniu 5 z parametrami relacji rekuren-
cyjnej mozemy napisa¢ dla réwnan (C.77) z ostatnia rekurencja o parzystym indeksie

{ 3t +5, t nieparzyste,

A= 3t 4 4, t parzyste,
[ 2(t+1), ¢ nieparzyste, (C.82)
Xt = H t parzyste,

e = g(t+ )(t+2),

Rozwiazania tego typu nazywamy rozwiazaniami z rodziny ¢! . Dla danego obciecia Ny
rodzina g}, liczy d/},(Newt) = |5(Newt — 6m — 1) | rozwigzan postaci

a,
|E,m, 1)oad = aol (6m +5) > LI™(2E) ((fT a')[n, 2m)

n=0

+ Z <F§Zf72m,2p+1(fTaTaT)|n +3p—2,2m—2p+1)+ Fgc,gf,meQp(fTaT)m +3p,2m — 2p>)> ,
p=1

(C.83)

odd

o7y sa okreslone rekurencyjnym wzorem (C.73). Dla réwnan (C.77) z ostatnig

przy czym state I’
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rekurencja o nieparzystym indeksie mamy

_ { 3t + 5, t nieparzyste,
;=

@ 3t +4, t parzyste,
B %(t + 1), t nieparzyste, (C.84)
Xt = =®, t parzyste,

pe= 2+ 1) +2),

Rozwiazania tego typu nazywamy rozwigzaniami z rodziny g¢2,. Dla danego obcigcia Ny
rodzina g2, liczy d2(New) = | 5(New — 6m — 5)] rozwigzan postaci
d7
1,1, 2) a0 = aol'(6m +9) Y LS"*5(2E) ((f*a*awn, 2m -+ 1)
n=0
m+1
+Z <Fgg’cf+l,2m72p+2(f-r&-r) ’n+3p—17 2m_2p+2>+rgg’cf+l,2m72p+l(fTaT&T) ’n+3p7 2m_2p+1>)) 9
p=1

(C.85)

odd

2% 53 okreslone rekurencyjnym wzorem (C.73).

przy czym state I"

C.9 Whniosek 1

Whniosek 1. Zbior wszystkich dopuszczalnych wartosci parametru x, dla ktorych istnieje
nietrywialne rozwigzanie obcietych relacji rekurencynych Laguerre’a nie zaleZg od postaci
wspotczynnikow mieszania x @ p jesl tylko wspotczynniki te nie zalezg od indeksu j.

Dowdéd. Posta¢ m+1 obcietych relacji rekurencyjnych Laguerre’a, takich jak na przyktad po-
dane w zalozeniach twierdzen 4 lub 5, ma szczegdlna ceche, mianowicie, i-ta relacja rekurencyj-
na zawiera wyrazy mieszajace proporcjonalne tylko do wspétczynnikow j-tej relacji rekuren-
cyjnej, gdzie j > 1. Zatézmy ze Vj > i wszystkie wspolczynniki opisane j-ta relacje rekuren-
cyjna znikaja. Wtedy, i-ta relacja rekurencyjna staje sie jednorodna i moze by¢ rozwigzana
przy uzyciu twierdzenia 1. Jak wynika z tego twierdzenia, mozliwe wartos$ci parametru x sa
dane réwnaniem

Ly (z) =0, (C.86)
z pewnym odpowiednim k;. Zatézmy teraz ze x nie jest rozwigzaniem powyzszego roOwnania.
Wtedy, wspotezynniki opisane relacja rekurencyjna, w mysl powyzszych twierdzen, musza
znika¢. W takim przypadku, (i — 1)-ta relacja rekurencyjna staje sie jednorodna i moze byé
rozwigzana z pomoca twierdzenia 1. Tak wiec, zbioér mozliwych warto$ci parametru x bedzie
dany poprzez sume mnogosciowa zer dwoch rownan,

Ly () =0, (C.87)
L2 (@) = 0 (.58)
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Powtarzajac indukcyjnie powyzsze kroki, mozemy wnioskowaé ze zbiér wszystkich wartosci
parametru z dla ktorych istnieje nietrywialne rozwigzanie dla uktadu m + 1 relacji rekuren-
cyjnych Laguerre’a jest dany poprzez zera ponizszego réwnania

(ﬁ L‘;‘;’H(x)) = 0. (C.89)

Na koniec zauwazmy, ze w obcietym uktadzie relacji rekurencyjnych Laguerre’a z zatoze-
nia istnieje jedna jednorodna relacja rekurencyjna, ktéra moze byé¢ rozwigzana przy uzyciu
twierdzenia 1. O
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DODATEK D. ROZWIAZANIA ANALITYCZNE W DYSKRETYZACJI
SUPERLADUNKOW

Na poczatku rozdziatu 5 zaproponowane zostaly dwie mozliwe dyskretyzacje. Roznia sie
one sposobem wprowadzenia obciecia. W pierwszej z nich obcinana jest macierz Hamiltonianu,
natomiast w drugiej obcinane sg macierze supertadunkéw, a z nich nastepnie wyliczana jest
macierz Hamiltonianu. W rozdziale 6 zostaly omoéwione analityczne rozwiagzania otrzymane
przy pomocy dyskretyzacji Hamiltonianu. W tym dodatku, chcemy przedyskutowaé anality-
czne rozwigzania otrzymane przy zastosowaniu dyskretyzacji supertadunkéw. Zaczniemy od
modelu z symetria SU(2), a nastepnie oméwimy model z symetria SU(3) koncentrujac sie na
przyktadzie dwéch najprostszych rodzin rozwiazan w sektorach z np = 0 i np = 1. Naszym
celem bedzie zademonstrowanie mechanizméw odpowiedzialnych za powstanie degeneracji
supersymetrycznej w dyskretyzacji supertadunkéw, a nie wyliczenie pelnego rozwigzania za-
gadnienia wtasnego.

D.1 Model z symetrig SU(2)

Ogoélne stany z sektora bozonowego oraz z jednym fermionem moga by¢ zapisane jako

Ynp—0 = Zak (a™)¥)0), Ynp—1 = Zbk‘ ) tr (ffa’) tr (a™)*)0), (D.1)

7 réwnan
QT‘E>HF=0 = a’E>nF:17 Q’E>nF:1 = 5‘E>HF=0’ (D2)

mozemy wyprowadzi¢ relacje rekurencyjne na wspétezynniki ay(E) oraz by(E), przy czym po
zmianie zmiennych

a— —iv2a, B— —ifV2, af=F (D.3)
otrzymujemy
Qp — (k -+ 1)CLk+1 = Ebk, k Z 0, (D4)
1 3
§(bk 1 — (k? + )bk> ag, k Z 0, b_1 = 0, (D5)

Dla skonczonego obciecia Ng; tylko wspétezynniki ay, dla kb < d(Neyw) 10 dla k < d'(Newt) sa
dopuszczalne, przy czym state d i d’ sg dane wzorami

d= BNMJ +1,  d = B(Nwt ~1)]+1. (D.6)

Wartosci stalych d i d dla przykladowych N, ilustruje tabelka D.1. Dla N, nieparzystego
mamy taka samag ilos¢ stanéw w obydwu sektorach, natomiast dla N,.,; parzystego w sektorze
bozonowym jest o jeden stan wiecej niz w sektorze z nrp = 1. Obciete relacje rekurencyjne
(D.4) oraz (D.5) otrzymujemy poprzez ograniczenie si¢ do pierwszych d wspélezynnikow ay
oraz pierwszych d’ wspélczynnikow b,. W celu otrzymania rekurencji wytacznie na a; lub by
usuwamy zmienne jednego typu za pomoca réwnan (D.4) lub (D.5).
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np ag bk np ag bk Ncut np=0|np=1
0 a |- 0 a | - 0 ] 0
1 - | bo 1 - b 1 1 1
2 a | - 2 o | - 2 2 1
3 -l by 3 -l b 3 2 2
4 a9 - 4 a9 -
5 - | 10 6 5
: 11 6 6
nieparzyste || - | by, parzyste ap, || -
parzyste Qg - nieparzyste - by,

Tabela D.1: llosé stanéw w bazie Focka dla grupy symetrii SU(2).

W przypadku gdy N, jest parzyste wszystkie réwnania ze zbioru (D.4) pozostaja nie-
zmienione. Ostatnie réwnanie ma zatem postaé
1
7 (ag—2 — (d—1) ag_1) = aby_1. (D.7)

Whprowadzenie obciecia zmienito forme ostatniego réwnania ze zbioru (D.5), ktore otrzymuje
postaé
l

— bd’—l = Bad_l. D.8

2v/2 (D)
Pozostale rownania nie zmieniaja sie. Po wyrugowaniu wspoétczynnikéow jednego typu otrzy-
mujemy niezalezne relacje rekurencyjne na wspotczynniki a, oraz b, w dyskretyzacji su-
pertadunkéw. Okazuje sie, ze relacja rekurencyjna na wspotezynniki by ma taka samag forme
jak w dyskretyzacji Hamiltonianu opisanej w rozdziale 6. A zatem, w sektorze fermionowym
mozemy przepisa¢ zaréwno rozwiazania jak i warunek kwantyzacji

L3(2E) = 0. (D.9)

Modyfikacja (D.8) powoduje natomiast zmiane relacji rekurencyjnej na wspétezynniki ay,.
W poréwnaniu z réwnaniami obliczonymi w dyskretyzacji Hamiltonianu, réznica pojawia sie
w ostatnim réwnaniu, ktore jest jednoczesnie warunkiem kwantyzacji w sektorze bozonowym.
Otrzymujemy

3
EL? [(2E) =0. (D.10)
Dodatkowy czynnik F powoduje, ze widmo w sektorze bozonowym zawiera energie 0. Stan
wlasny odpowiadajacy zerowej energii wlasnej jest doktadnie postaci wyprowadzonej w [50].

Dla parzystego obciecia d—1 = d’, wobec czego widma w obydwu sektorach sg takie same,
z dodatkowa zerowa energig wlasna w sektorze bozonowym. Wzory na stany wtasne pozostaja
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niezmienione w poréwnaniu z dyskretyzacja Hamiltonianu, a zatem
3,1 .
w(B) = al(C)LHEE),  0<j<d-1,
5 s (D.11)
2

bi(E) =b(2)L(2E), 0<j<d.

Dla N, nieparzystego, ilos¢ stanéw w obydwu sektorach jest taka sama. Wprowadzenie
obciecia modyfikuje ostatnie réwnanie ze zbioru réwnan (D.4), natomiast wszystkie réwnania
(D.5) pozostaja niezmienione. W konsekwencji, relacje rekurencyjne na wspotezynniki ay, beda
identyczne jak w przypadku relacji otrzymanych przy uzyciu dyskretyzacji Hamiltonianu.
Zatem, warunek kwantyzacji w sektorze bozonowym przyjmie postac

L3(2E) = 0. (D.12)

Modyfikacja réwnan rekurencyjnych na wspotezynniki by, zmieni warunek kwantyzacji w sek-
torze fermionowym, ktore przyjmie postaé

L3(2E) = 0. (D.13)

Dla nieparzystego obciecia, d = d’', dlatego tez widma w obydwu sektorach sg identyczne.
Stany wlasne sg dane wzorami

3.1
a(B) =al(5)L; 2E),  0<j<d,
(D.14)
(2E), 0<5< d.

Tym razem ilo$¢ stanow w obydwu sektorach nie pozwala na zmieszczenie sie niezdegen-
erowanego stanu.

Podsumowujac, pokazalismy, ze w dyskretyzacji supertadunkéw otrzymujemy doktadng
degeneracje supersymetryczna dla kazdego skonczonego obciecia. Rozszerzymy teraz powyzsze
rozumowanie dla modelu z symetria SU(3).

D.2 Model z symetrig SU(3) - sektory z np =0 oraz np =1

Ogolny stan |E),,.—o w sektorze bozonowym i |E), -1 w sektorze z np = 1 rozkladamy w
bazie jako

[Edne=o = Y a(E)|j,k),

E)ner = Y. b tr (ffaDli k) + > ul®E) o (flatal)]s k).
2]+3kSNcut_1 2j+3k§N(zut—2
7 rownan dla supertadunkow
QT‘E>7ZF:0 - a|E>nF:17 Q|E>HF:1 = /B‘E>nF:07 (D16)
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otrzymujemy czeSciowe relacje rekurencyjne, ktore po zmianie zmiennych
a— —iv2a,  B— —ifV2, — af=E, (D.17)
przyjmuja posta¢ (dla j > 01k > 0)

ajp— (J+1aje= E by,

3
—5k+Dajpe = E cjp, (D.18)
1 1. 3 1, . 1
5 (bimak+ i) = (57 + 7R+ 2)bie = 50+ Dejuap — g B+ 121 = ajp,

Podczas analizy modelu z grupa symetrii SU(2) przekonalismy sie, ze dyskretyzacja super-
tadunkéw nie wplywa na postaé stanoéw wlasnych. Modyfikacji ulegaja natomiast warunki
kwantyzacji, a zatem uwage nalezy skoncentrowa¢ na réwnaniach brzegowych.

Rozwiazania otrzymane przy uzyciu dyskretyzacji Hamiltonianu grupuja sie w rodziny
numerowane maksymalng liczba cegietek potréjnych. Analize w dyskretyzacji supertadunkow
przeprowadzimy ustalajac maksymalng wartos¢ indeksu k (niezaleznie od obciecia), a nastep-
nie badajgc wplyw obciecia na brzegowe rownania rekurencyjne w zmiennej j.

Rozpoczniemy od najprostszego przypadku z k = 0. Liczbe wspotczynnikéw ay ¢ oznacza-
my jako 7,(Neut), natomiast liczbe wspotezynnikow by o jako 1,(Neyt). Mamy,

na(Ncut> = 1 + L%NcutJa nb(Ncut) = 1 + L%(Ncut - 1” (Dlg)

Dla danego obcigcia liczby wspotczynnikow ay o 1 by sa réwne analogicznym liczbom dla
modelu SU(2), a zatem sa przedstawione w tabeli D.1. Rekurencje (D.18) redukuja sie do
postaci,

ajo— (j+Dajr10= FE bjo, (D.20)

1 :
B (bj—10 — (7 +4)bj0) = a 0, (D.21)

bedacej minimalna modyfikacja rekurencji dla modelu SU(2). Mozemy zatem powtérzy¢ rozu-
mowanie przedstawione w poprzednim podrozdziale.
Dla parzystego obciecia brzegowe réwnanie (D.20) jest niezaburzone i ma postaé

p—20 — (Na — 1)@y, —10 = Eby,—10, (D.22)
natomiast ostatnia réwnosé (D.21) po modyfikacji jest réwna

1
Sm-10 = ay.-10- (D.23)

A zatem, warunki kwantyzacji przyjmuja postac

EL, _,(2E) = 0 w sektorze bozonowym oraz L, (2E) = 0 w sektorze z np = 1. (D.24)
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Wrzory na stany wtasne pozostaja niezmienione w poréwnaniu z dyskretyzacja Hamiltonianu,
a wiec
ajo(E) = al'(4)LI(2E), 0<j<mn,—1,

; , (D.25)
bjo(E) = bol'(5)L;(2E), 0< 7 <m,

Tak wiec, dla parzystego N., widma w obydwu sektorach sg takie same z wyjatkiem do-
datkowej zerowej energii w sektorze bozonowym.

Identycznie jak dla modelu SU(2), dla N, nieparzystego, w obydwu sektorach otrzymu-
jemy takie same warunki kwantyzacji, tzn.

EL} (2E) = 0 w sektorze bozonowym oraz L} (2E) =0 w sektorze z np =1,  (D.26)

natomiast stany wtasne sg dane wzorami,

a;o(E)
b],O(E)

aol'(4)L3(2E), 0<7 <N,

: D.27
WIGILA2E),  0<j<m, (D-21)

A zatem, otrzymujemy degeneracje supersymetryczng, lecz brak jest niezdegenerowanego
stanu o zerowej energii.

Rozwazmy teraz sytuacje gdy k < 1. Rekurencje (D.18) redukuja sie do postaci,

aji— (j+1ajn= Ebj,

1 1. 3 1.
5 (i1 +¢i0) = (57 + 7 +2)bio = 50 + Dejino = ajn,
3

ajo— (J +Dajr0= E bjp,
1 .
5 (bj—LO — (] + 4)bj70) = aj70.
Ostatnie dwa rownania odsprzegaja sie, gdyz maja inna parzystosé. A zatem wystarczy

rozwazy¢ uktad réwnan,

aji— (j+1Dajn= Ebj,

1 .3 1 .
5 (b F¢jo) = (57 + 3 +2)bi0 = 50+ Dejno = @, (D.29)
3
—§Gj71 = K Cj0-

Zanim jednak przyjrzymy sie modyfikacji tych réwnan poprzez wprowadzenie obciecia zna-
jdziemy ich rozwigzania w granicy nieskonczonego obciecia. Zatem, wyrugowujac zmienne
bj1 1 ¢jo otrzymujemy réwnania rekurencyjne na wspotczynniki a1, ktére mozna rozwigzac
otrzymujac,

ap1 = aog D(T)LY(2E). (D.30)
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ng || ax1 || be1 | Cko ng || ag2 || br2 | cka
0 - - - 0 - - -
1 - - - :
2 - - | coo 4 - - -
3 CL071 - - 5 _ _ Con
4 - bO,l C1,0 6 ao.2 _ _
o 411 ) ) 7 - 50,2 C1,1
6 - bl,l €20 8 a2 _ _
7 92,1 ) ) 9 - 51,2 C21
3 - b2,1 3.0 10 || asgs _ _
9 a3’1 - h 11 - b272 C31
12 as 2 - -

Tabela D.2: Tlosé stanéw w bazie dla k = 1 (lewa tabela) i k = 2 (prawa tabela).

Rozwigzujac uktad (D.29) ze wzgledu na zmienne by ; i ¢ ¢ otrzymujemy,

by = boaD(T)LL(2E),  cppo = 007021“(7)L2(2E). (D.31)

Zauwazmy, ze rozwiazanie bozonowe (D.30) jest réwne rozwiazaniu | E, 0)"2=" wyprowadzone-

mu w dyskretyzacji Hamiltonianu. Z kolei, rozwiazanie fermionowe (D.31) odpowiada doklad-

nie kombinacji liniowej rozwigzan =|E,0,1)rr=t — 3| E,0,2)20-1 przedstawionej w rozdziale

6.5.1. A zatem, mozemy stwierdzi¢, ze w dyskretyzacji supertadunkow znajdujemy bezposrednio
stany tworzgce supermultiplety.

Zbadamy teraz jaki wptyw na te dyskusje ma wprowadzenie obciecia. Liczby wspotcezyn-

nikéw a1, b1 1 cxo oznaczamy odpowiednio, jako 7 (Newt), M(Newt) 1 Me(Newe). Mamy,

1 1 1
na(Ncut) = 1 + Lﬁ(Ncut - 3)Ja nb(Ncut) = 1 + |_§(Ncut - 4”7 nc(Ncut) = 1 + Lﬁ(Ncut - 2” .
(D.32)
Dla przykladowego obcigcia obecne wspotczynniki ay 1, bg1 1 o sa przedstawione w tabeli
D.2.
Whprowadzajac nastepnie parzyste obciecie N, brzegowe réwnania maja postac

Ape—1,1 — Nalp, 1 = Ebnb,b

3
_ianavl = Echvo’ (D33)

1
i(bmnl + Cnc,O) = Qpg,1-

Dwa pierwsze rownania nie zostaty zmodyfikowane poprzez wprowadzenie obciecia, natomiast
ostatnie rownanie zostalo zmienione. Analogicznie jak w poprzednich przypadkach, prowadzi
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to do zmiany w warunku kwantyzacji, tym razem jednak w obydwu sektorach. W sektorze
bozonowym otrzymamy mianowicie warunek,

1
5Lga_l(2E) - (Z + gna — E)LY (2E) = 0. (D.34)
Nie mozna go sprowadzi¢ do prostszej postaci wykorzystujac jedng z relacji rekurencyjnych
na wielomiany Laguerre’a, tak jak to miato miejsce w przypadku rozwiazan z k£ = 0. Wynika
z tego, ze dla rodziny rozwigzan k = 1 nie istniejg rozwiazania o zerowej energii.

W sektorze fermionowym otrzymamy warunek kwantyzacji identyczny z (D.34). A zatem,
pokazalidmy, ze dla rodziny rozwigzan z £k = 1 widma w obydwu sektorach sa identyczne.
Wrzory na stany wlasne pozostaja niezmienione w stosunku do wzoréow wyprowadzonych przy
uzyciu pierwszej dyskretyzacji. A zatem w mocy pozostaje dyskusja supermultipletéw 6.5.1.
7 ta réznicy, ze w sektorze fermionowym otrzymujemy bezposrednio wzory na superpartnerow
stanow bozonowych, bez koniecznosci szukania odpowiednich kombinacji liniowych.

Analogiczna sytuacja zaistnieje dla rozwiazan z k£ > 1. A zatem w dyskretyzacji su-
pertadunkéw dla skoriczonego obciecia nie pojawia rozwigzania o zerowej energii inne niz
nalezace do rodziny fy. Jest to zgodne z konkluzjami otrzymanymi podczas analizy normali-
zacji rozwigzan dyskretyzacji Hamiltonianu w granicy kontinuum przedstawionej w dodatku

E.

Powyzsze wyprowadzenie mozna uogélni¢ zaréwno dla rozwigzan z wyzszych rodzin roz-
wigzan, jak i w wyzszych sektorach fermionowych. Z powodu wigkszej liczby cegietek fer-
mionowych obliczenia staja sie bardziej zmudne, jednak nie pojawiaja sie zadne jakosciowe
zmiany w strukturze i w mechanizmie dziatania dyskretyzacji supertadunkow.
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E.1 Wrtasnosci rozwigzan modelu SU(2)

Obecnie pokazemy, ze rozwiazania modelu SU(2) spelniaja warunek ortogonalnosci, sa unor-
mowane zgodnie z normalizacjg fal ptaskich oraz ze zbior rozwigzan {|E>} jest poprawng baza
przestrzeni Hilberta. Dodatkowo wyprowadzimy funkcje falowe odpowiadajace tym rozwigzan-
iom w reprezentacji potozen.

E.1.1 Ortogonalnos¢ i normalizacja

Rozwiazania z sektora bozonowego |E),,.—o oraz |E’),,.—o maja postaé

d—1 d—1
1 3
|E)np—o =€ P LZ(2E)n),  |E)n,—1 = "V2EY Li(2E)(f1a")[n). (E.1)
n=0 n=0
lloczyny skalarne tych stanéw zapisujemy jako
b bl L)
E|E", —o = e E+E) LI2F)LEL(2E)=——2" E.2
(EIE ) pp=0 =€ n;:o (2E)La( )1 Mm+3) (n|m), (E.2)

natomiast dla stanéw |E),, -1 oraz |E'), -1z sektora z np = 1,

(ELE s = VIEF ) S hE)CARE) o sl m), (B3)

gdzie d = BN,MJ +1id = B (Ncut — 1)J + 1. Nastepnie obliczamy iloczyny skalarne stanéw
bazowych,

(mlm) = T(m + )T (m + 3) = (A=),
(E.4)

(ml(fa)(7a")m) = Dlm + 1T (m + 7) = (W=

Zgodnie ze wzorem (A.10) mozemy obliczyé¢ skoriczong sume w powyzszych wzorach otrzy-
mujac

/ d' 1 1 1 1 1
E|\E", .—o = e F+HE) 2 (2E)L2(2E') — L2(2E)L2 (2E' E.
< | > =0 € F(d+ %) 2(E—E/) Ed*l( )Ed( ) Ed( )Edfl( ) ) ( 5)
’ _ i d/' EE/ g % , % g y
(E|EY ey = e (E+E)F(d/—|— NE & £ (2E)L%(2E") — LZ(2E)LE _(2E)|. (E.6)
2

Wobec tego, biorac pod uwage warunki kwantowania, £2(2E') =01 L2(2E) = 0, w sektorze
3 3
bozonowym oraz, L3 (2E') =01 L3 (2E) = 0, w sektorze z np = 1,
(B|E"Ypp0 =0, dla E # E,

E.7
(B|E')ppe1 =0, dla B # E. (E.7)
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Analiza ortogonalnosci rozwigzan w granicy kontinuum jest bardziej skomplikowana. Rozwigza-
nia w granicy nieskonczonego obciecia maja postac

[ee] 1 3
|E)npmo =€ %Y LEQ2E)|n),  |E)np=1 = —E¢2EZ L:2E)(flal)n),  (E8)
n=0

gdzie E moze by¢ dowolna dodatnia liczba catkowita. Korzystajac ze wzoru (A.11) dostajemy

(BB = e EEIGER)E lim (1= ) exp (= 225D oy (WEER) -

Wprowadzajac nowa zmienng € = +(1 — z) oraz wykorzystujac asymptotyczna forme funkcji

Bessela dla duzego argumentu,

=

x

e
I,(x) = , dla duzego =, E.10
(@)= 72— g (E.10)
otrzymujemy
1 1 1 (V2E—V2E")?
(B|E"Y,, = 5(A_fEE’) 2 ['(o +1)? 15(% N e (E.11)
Dzigki znanej parametryzacji dystrybucji delty Diraca,
lim e % = B
i T = A2
egtr)}r 2\/7‘(‘66 ' (), ( )
(E.11) redukuje sie do postaci
1
(BE|E",, = 3 k2 6(k—K), (E.13)

gdzie wprowadzilismy pedy k oraz k' i ich moduly k, k' réwne 2F = \E|2 = k? oraz 2F' =
| k/‘Q k/Q

Pokazalismy zatem, ze stany wtasne o roéznej energii sa do siebie ortogonalne zaréwno dla
skonczonego obciecia jak i w granicy kontinuum. W obydwoéch sektorach stany maja taka sama
normalizacje. Jej poprawno$¢ mozemy sprawdzi¢ poprzez ustalenie energii £’ i wycatkowanie
po E. Uwzgledniajac jakobian zmiany zmiennych do zmiennych sferycznych, otrzymujemy
wynik 27.

E.1.2 Funkcje falowe

W przypadku modelu SU(2) mozemy jawnie obliczy¢ transformate Fouriera stanéw o energii
|E), tzn. dla funkcji falowej (n|E) definiujemy

(n|R) = nl(27) 2 / / i (k?)e™ 2¥ eitkarathyrythars) g dk dk,, (E.14)
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przy czym 2R = |7]? = r%. W wyniku otrzymujemy stany o okreslonym potozeniu | R). Zgodnie
z oczekiwaniem, postaé funkcjonalna |R) jest taka sama jak stanow |E),

o0

Rypeo = S (—1)" L2 (2R)e™ 2" |n), (B.15)

n=0

gdzie czynnik (—1)" pochodzi z transformaty Fouriera. Sugerujac sie tym wynikiem postulu-
jemy stan odpowiadajacy |E), =1,

[ \/_Z Y L2 (2R)e 37 (flat)|n). (E.16)

Operator jedynki w sektorach bozonowym i z jednym kwantem fermionowym mozna za-
pisaé jako
o o

1 1
Lnp=o = mz:O WV”) (ml, Lyp=1 = ;:O W(ﬁa*)w) (m|(fa), (E.17)

gdzie stala normalizacji (NF)? jest dana wzorami (E.4). Chcac obliczy¢ funkcje falowa w
reprezentacji potozen zapisujemy

nF:0<R|E>nF:0 - Z nF:O(R’m> <7nu?>nz«“=07

m=0 (N =0)2
o (Rl (mlEoes (E.18)
L A

Podstawiajac jawne wyrazenia na rozwiniecia stanéw wtasnych w bazie otrzymujemy po wyko-
naniu sumy

sin kr
nF:0<R|E>nF:0 - NO ]{ b
T
(R|E) N (sm kr _cos kr) (E.19)

Sa to rozwigzania Claudsona i Halperna. Ay i N} sg nieistotnymi czynnikami normalizacyjny-
mi. Zgodnos¢ uzyskaliSmy dzieki poprawnemu uwzglednieniu dodatkowego czynnika normal-
izacyjnego k = v/2E w sektorze z np = 1.

Bezposrednig konsekwencja tego faktu jest brak fermionowego stanu o zerowej energii,
gdyz jego norma wynosi zero.

E.1.3 Zupetnosé

Zupelos¢ pokazemy wykazujac, ze macierz transformacji zbioru stanéw bazowy w zbidér
rozwiazan jest nieosobliwa. We wstepie przekonalidémy, ze stany ba jest poprawng baza w
przestrzeni Hilberta, wynika z powyzszego ze zbior rozwigzan réwniez jest poprawng baza.
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Dla skonczonego obcigcia macierz przejscia z bazy Focka do bazy tworzonej przez rozwigza-
nia opisane powyzej jest postaci

|Ev) L§(2Ey)  LY(2Ey) Ly, 1 (2Ey) 0)
[E2) | | L6(2E2) LY(2E,) Ly, 1 (2E,) 1)
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gdzie a = % dla rozwigzan z sektora bozonowego natomiast o = % dla rozwigzan z sektora
np = 1. Energie E; sy dane poprzez warunek kwantyzacji £2,(E) = 0. Zbiér rozwiazan {|E)}
bedzie poprawna bazg jesli macierz przejscia od bazy Focka bedzie nieosobliwa. Mozna pokazac
ze wyznacznik tej macierzy jest rowny wyznacznikowi Vandermonde’a wzgledem energii F;.
Kazdy wielomian £%(FE) mozna zapisa¢ jako

L2(E) = —E” + ch WLE(E (E.20)

gdzie ¢, j sa pewnymi stalymi. Tak wiec, dodajac do kazdej kolumny odpowiednig kombinacje
liniowa poprzedzajacych ja kolumn, zaczynajac od ostatniej, a konczac na drugiej, otrzymamy
rownowazny wyznacznik postaci
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Poniewaz E; sa zerami wielomianu L (F), z definicji sa rézne, a wiec i odpowiadajacy
wyznacznik Vandermonde’a jest niezerowy.

Aby otrzymaé¢ analogiczny wynik w granicy kontinuum, nalezy pokazaé¢ ze w granicy
nieskonczonego stopnia, wielomiany Laguerre’a posiadajg wytacznie pojedyncze zera. Moz-
na to tatwo zobaczy¢ wykorzystujac nastepujacy zwigzek

lim n L2 (2) = 275 J.(2v/2). (E.22)
n—o0 n

Funkcja Bessela J,(24/z) posiada przeliczalnie wiele, pojedynczych miejsc zerowych. Wynika
z tego ze w granicy kontinuum zera wielomianéw Laguerre’a pozostaja zerami pojedynczymi,
wobec czego odpowiadajacy, nieskonczony wyznacznik Vandermonde’a bedzie niezerowy. Oz-
nacza to ze macierz przejscia od bazy Focka do bazy rozwigzan jest nieosobliwa, rowniez w
granicy kontinuum.
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E.2 Wriasnosci rozwigzan modelu SU(3)

Obecnie uogélnimy rachunki przedstawione dla modelu SU(2) do przypadku modelu SU(3).

E.2.1 Ortogonalnos¢ i normalizacja

W celu sprawdzenia ortogonalnosci rozwigzan konieczne jest obliczenie iloczynow skalarnych
stanow bazowych. Niestety nie ma ogdélnego wzoru podajacego wartosci takich iloczynéw
skalarnych. Ponizej podajemy przyktadowe rezultaty,

1
(n,0|m,0) = (5mn6F(n + DI'(n+4),

1
(n,2|m,2) = 5mnﬁr(n + 1)(n+ 7)(n* + 150 + 101n + 255),
1
4lm, 4) = Opp———=T nr 1 6 4 25505 + 4087n*
(n,4|m,4) 6’”"995328 (n+ 1)I'(n 4 10)(7n® 4+ 255n° + 4087n
+ 38157n” + 2367101 + 960192n + 1838880), (E.23)
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Rozwiazania analityczne sugeruja sposob konstrukeji ortogonalnych stanéow bazowych
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t=1
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Najprostsze podzbiory to,
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Faktycznie, dzieki wzorom (E.23) mozemy sprawdzi¢, ze (dla &, x = 0,2,4)
(m, &[0, X) = Oy OmnNp,, (E.25)
gdzie
11
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W jezyku standw |m, 2k) parzyste rozwiazania bozonowe modelu SU(3) przyjmuja wyjatkowo

prosta postac
d—1
B, )10 = e P(E) Y LU (2E) m, 21). (E:27)
m=0

Ogolny iloczyn skalarny stanéw |E, «) oraz |E’, §) ma postaé

da 1d5 1
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Ortogonalnosé¢ standéw bazowych pozwala wykona¢ jedng z sum, natomiast druga suma w
wyrazeniu (E.28) moze by¢ obliczona korzystajac ze wzoru (A.10). Otrzymujemy

(do)! (2E)%

E E/ _ (5a 7(E+E/)
(E,a|E', ) = dape T(d, + 6a + 4) 2(E — E')
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gdzie znikanie wynika z warunkoéw kwantyzacji, L***(2E’) = 0 oraz L (2E) = 0.
Rozwiazania w granicy kontinuum maja postac
[e.e]

B, k)20 = e P(2E)* Y LY (2E)|n, 2x), (E.30)

even
n=0

gdzie E moze by¢ dowolna dodatnia liczba catkowita. Wykorzystujac wzér (A.11) dostajemy

2(FE + FE' " 4V EE
(B, K|E', B) = dun(AEE)H lim(1 — )~ exp (= 22 L )y oo ]6K+3<7VZ)
z—1 1—2 1— 2
(E.31)
Podobnie jak w rachunkach dla modelu SU(2) wprowadzamy nowa zmienna e = (1 — z),

korzystamy z asymptotyki funkcji Bessela dla duzych wartosci argumentu (E.10) oraz parame-
tryzacji delty Diraca (E.12) i w rezultacie dostajemy

(B, | E', B) = M%k?a(k — ). (F.32)

Tym samym, pokazalismy, ze rozwigzania sa do siebie ortogonalne. Uwzglednienie odpowied-
nich czynnikéw normalizacyjnych (2F)°, § > 0 dla rodzin rozwigzan f,., £ > 0 spowodowalo,
ze otrzymana normalizacja jest taka sama dla wszystkich rodzin. Warto zauwazy¢, ze czyn-
nik k=7 uprodcitby sie z jakobianem zmiany zmiennych do 8-wymiarowych zmiennych sfer-
ycznych, gdyby takie zmienne poprawnie opisywaly rozmaito$¢ grupy SU(3). Dla modelu
SU(2) mozliwe byto wprowadzenie 3-wymiarowych zmiennych sferycznych i jakobian uproscit
sie z poprawnym czynnikiem k2.

Bezposredniag konsekwencjg tego jest znikanie wszystkich rozwigzan o zerowej energii,
oprocz rozwigzania nalezacego do rodziny fo.
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E.2.2 Zupetnos$c

Podczas dyskusji zupelnosci rozwiazan modelu SU (2) wykazaliSmy, ze dla rozwiazan opisanych
wielomianami Laguerre’a z indeksem o wyznacznik odpowiedniej macierzy transformacji bazy
Focka w baze rozwigzan modelu jest wyznacznikiem Vandermonde’a V* i wynosi

m—1

Ve - < 11 o Jlr — i)) [T @B -2E). (E.33)

i=0 1<i<j<m

gdzie F; sa dostepnymi energiami wtasnymi wyznaczonymi przez odpowiedni warunek kwan-
tyzacji.

PokazaliSmy réwniez, ze rozwiazania modelu SU(3) grupuja sie w rodziny i wyrazaja
sie poprzez wielomianami Laguerre’a z takimi samymi indeksami dla wszystkich rozwigzan
nalezacych do danej rodziny. Wykazemy teraz, ze wyznacznik pelnej macierzy transformacji
bazy Focka w baze rozwigzan jest dany poprzez iloczyn wyznacznikow Vandermonde’a dla
wszystkich rodzin.

Rozwigzania zapiszmy uzywajac zortogonalizowanej bazy Focka, {|m,x)}. Dla kazdej

rodziny rozwigzan wyznacznik transformacji od bazy danej przez {|m, /i)} do bazy rozwigzan

{\E , /i)} jest dany przez wyznacznik Vandermonde’a. Poniewaz rozwigzania nalezgce do réznych
rodzin rozprzegaja sie pelny wyznacznik transformacji od zortogonalizowanej bazy do bazy
rozwiazan jest rowny iloczynowi wyznacznikéow Vandermonde’a od wszystkich rodzin. Latwo
sie przekonaé, ze macierz transformacji bazy {|m, n)} do zortogonalizowanej bazy Focka jest
macierza trojkatng z elementami na diagonali rownymi 1, wobec czego jej wyznacznik jest
rowny 1. Tak wiec,

5]

det(pelnej macierzy transformacji) = H V3kt3, (E.34)
k=0

Dla kazdej rodziny wyznacznik V3#+3 jest rézny od zera, a zatem pelny wyznacznik tez bedzie
rézny od zera. Wynika z tego, ze rozwiazania modelu SU(3) stanowia poprawna baze dla
skonczonego obciecia.

Wykazalismy, ze w granicy nieskonczonego stopnia zera wielomianéw Laguerre’a pozostaja
zerami pojedynczymi, a zatem odpowiedni wyznacznik Vandermonde’a pozostaje niezerowy.
Oznacza to, ze zbior rozwiazan stanowi poprawna baze réwniez w granicy kontinuum.
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