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Rozdziaª 1Wst�pWe wspóª
zesnym ±wie
ie ilo±
i gromadzony
h, przetwarzany
h i przesyªany
h da-ny
h rosn¡ w ogromnym tempie. Dane prze
howywane s¡ w posta
i bloków du-»y
h ma
ierzy, i
h przesyªanie odbywa si� poprzez transmitowanie 
aªy
h wektorówsygnaªu, sie
i komunika
yjne zapewniaj¡ równo
zesny dost�p wielu u»ytkownikomzarówno po stronie nadaw
zej jak te» odbior
zej, na dodatek sam pro
es przesyªudany
h odbywa si� z 
oraz wi�ksz¡ pr�dko±
i¡. Klu
zow¡ kwesti¡ staje si� mak-symalnie skute
zne wykorzystanie dost�pny
h zasobów w posta
i mediów po±redni-
z¡
y
h, jak te» poszukiwanie szybko i równie» skute
znie dziaªaj¡
y
h algorytmówwykonuj¡
y
h niezb�dne do pra
y systemów komunika
yjny
h obli
zenia. Wszystkoto skutkuje 
oraz wy»szymi wymaganiami stawianymi nowym te
hnologiom, któreaby mó
 w efek
ie ko«
owym zapewni¢ i
h u»ytkownikom zadowalaj¡
e rezultatymusz¡ tym wymaganiom sprosta¢.Niezwykle atrak
yjn¡ metod¡ przekazywania informa
ji jest komunika
ja za pomo
¡medium w posta
i fal elektromagnety
zny
h, które w ªatwy sposób mog¡ dotrze¢prakty
znie wsz�dzie, zapewniaj¡
 przy tym u»ytkownikom swobod� w posta
i mo-bilno±
i. Te podstawowe wªasno±i fal E-M de
yduj¡ o atrak
yjno±
i telekomunika
jii sprawiaj¡, »e jest ona obe
nie jednym z najbardziej po»¡dany
h sposobów prze-kazywania informa
ji. Z drugiej strony ogromnym problemem s¡ ograni
zone za-soby w posta
i pasma, którym wraz z rosn¡
ym zapotrzebowaniem na przesyª 
orazwi�kszy
h ilo±
i dany
h zmuszeni jeste±my osz
z�dnie gospodarowa¢. W tej sytua
jiprzedmiotem »ywego zainteresowania staªo si� poszukiwanie nowy
h te
hnologii, 
e-
huj¡
y
h si� mniejszym zapotrzebowaniem na zajmowane pasmo przy zadanej pr�d-ko±
i transmisji. Dost�pny
h jest wiele pozy
ji literaturowy
h doty
z¡
y
h transmisjibezprzewodowej, po
z¡wszy od podstaw telekomunika
ji [1℄ po bardziej wspóª
zesnepodr�
zniki doty
z¡
e teorii informa
ji, przetwarzania i przesyªania sygnaªów 
yfro-wy
h [2℄.Na uwag� w sposób sz
zególny zasªuguje komunika
ja wielowymiarowa realizowanaprzez kanaª typu MIMO (z ang. �Multiple-Input Multiple-Output�), a wi�
 kanaªkomunika
yjny o wielu wej±
ia
h oraz wielu wyj±
ia
h. W przypadku komunika
jibezprzewodowej wyj±
iami kanaªu s¡ sygnaªy nadawane przez ukªad wielu anten,oraz analogi
znie wej±
iami s¡ sygnaªy odbierane przez ukªad wielu anten. Pierwszepionierskie pra
e w tym zakresie [3, 4℄ ukazaªy si� w lata
h 1998-1999, a wi�
 dopierokilkana±
ie lat temu. Atrak
yjno±¢ kanaªu typu MIMO polegaªa na tym, »e jak wyni-kaªo z obli
ze«, pojemno±
i¡ kanaªu (z ang. �Capa
ity�) rozumiana jako maksymalnamo»liwa do osi¡gni�
ia pr�dko±¢ transmisji pozbawionej jesz
ze bª�dów, byªa wi�k-sza ni» w przypadku telekomunika
ji klasy
znej, przy zaªo»eniu wykorzystania tego



8 Wst�psamego pasma w obydwu przypadka
h. Wynikaj¡
y z ra
hunków wzrost pojemno±
ibyª tym wi�kszy, im wi�
ej anten posiadaª rozpatrywany kanaª. Byªy to o
zywi-±
ie przesªanki niezwykle obie
uj¡
e, tematyka kanaªów MIMO staªa si� wi�
 szybkobardzo atrak
yjna. Prakty
znie naty
hmiast nast¡piª okres dynami
znego rozwoju[5, 6, 7, 8, 9℄, przy 
zym wiele uwagi po±wi�
ono projektowaniu oraz analizie modelikomunika
ji pod k¡tem i
h wªasno±
i grani
zny
h [10, 11, 12℄.Wa»nym aspektem staªa si� prakty
zna umiej�tno±¢ wykorzystania mo»liwo±
i ja-kie kryje w sobie komunika
ja MIMO. Konstruowano wi�
 
oraz skute
zniejsze al-gorytmy detek
ji sygnaªu, które pozwalaªy uzyska¢ 
oraz wi�ksze pr�dko±
i trans-misji. Ostate
znym 
elem byªo o
zywi±
ie zbli»enie si� do fundamentalnej gra-ni
y opisywanej przez pojemno±¢ informa
yjn¡ kanaªu. Wymieniaj¡
 gªówne me-tody detek
ji sygnaªu MIMO nale»y przde wszystkim wspomnie¢ o detektora
h typuZF-DF (Zero-For
ing with De
ision Feedba
k) [13℄, SD (Sphere De
oding) [14℄, SDR(Semide�nite-Relaxation) [15, 16℄, LR (Latti
e Redu
tion) [17℄, oraz o najbardziejte
hnologi
znie zaawansowany
h algorytma
h detek
ji SD (Soft De
ision) [18, 19℄,pozwalaj¡
y
h realnie uzyska¢ pr�dko±
i transmisji zbli»one do limitu Capa
ity.Komunika
ja poprzez kanaª typu MIMO zostaªa s
hematy
znie pokazana na Ry-sunku 1.1, przy 
zym w ogólno±
i li
zba wej±¢ oraz wyj±¢ nie musz¡ by¢ takie same.Istotnym faktem jest za
hodz¡
a w kanale transmisyjnym interferen
ja pomi�dzyposz
zególnymi sygnaªami nadawanymi (z tego wzgl�du kanaª tego typu nazywanyjest te» �kanaªem interferen
yjnym�). Ozna
za to, »e sygnaªy oddziaªuja mi�dzy sob¡w pewien sposób. Dodatkowo sygnaª jest zakªó
any przez szum addytywny. Wartozauwa»y¢, »e badania nad ukªadami, gdzie obe
ny
h jest wiele 
z¡stek oddziaªu-j¡
y
h wzajemnie rozpo
z�to w �zy
e ju» dawno - potra�my statysty
znie opisa¢za
howanie gazów 
zy 
ie
zy. Istniej¡
e analogie pomi�dzy za
howaniem sygnaªóww komunika
ji a za
howaniem 
z¡stek w �zy
e statysty
znej pozwalaj¡ zastosowa¢niektóre narz�dzia wywodz¡
e si� z �zyki do telekomunika
ji, dzi�ki 
zemu mi�dzyinnymi rozwój w tej dziedzinie nast�puje tak szybko.
Rysunek 1.1. Kanaª komunika
yjny MIMO, sygnaªy wej±
iowe interferuj¡ ze sob¡ pod
zaspro
esu przesyªu.Ze wzgl�dów prakty
zny
h systemy telekomunika
yjne projektowane i analizowanes¡ 
z�sto w zna
znie uprosz
zony sposób, mianowi
ie pro
es komunika
ji podzielonyjest na kolejne etapy, tak jak to pokazano na Rysunku 1.2. W takim modelu sygnaªpo
hodz¡
y z wielu ¹ródeª tra�a do kanaªu MISO (Multiple-Input Single-Output,wiele wej±¢, jedno wyj±
ie) a nast�pnie za po±redni
twem sie
i przekazywany jest



9do kanaªu SIMO (Single-Input Multiple-Output, jedno wej±
ie, wiele wyj±¢). Kanaªwej±
iowy nazywamy kanaªem wielodost�pu (Multiple-A

ess 
hannel), natomiastkanaª wyj±
iowy to kanaª rozgªoszeniowy (Broad
ast 
hannel). Nale»y podkre±li¢, »etego typu system jest 
o prawda systemem MIMO (posiada bowiem wiele wej±¢ orazwiele wyj±¢), ale nie jest realizowany poprzez kanaª MIMO.
Rysunek 1.2. Uprosz
zony model kanaªu komunika
yjnego, sygnaªy nadawane tra�aj¡ naj-pierw do wielodost�powego kanaªu MISO, nast�pnie przez sie¢ przekazywane s¡ do kanaªurozgªoszeniowego SIMO.Powró¢my do modelu komunika
ji przez kanaª MIMO, pokazanego na Rysunku 1.1.Je±li przez x ozna
zymy wektor sygnaªu nadanego, przez n ozna
zymy wektor szumu,natomiast przez H ozna
zymy ma
ierz kanaªow¡, to wektor y sygnaªu odebranegomo»emy zapisa¢ w posta
i

y = Hx+ n, (1.1)lub te» w równowa»nej posta
i mo»emy zapisa¢
r = H†y = H†Hx+H†n, (1.2)gdzie sygnaªem odebranym jest r. W rezulta
ie ka»de z wyj±¢ (ka»da ze skªadowy
h

y lub r) zawiera informa
je po
hodz¡
e z ka»dego z wej±¢ (skªadowe wektora x), orazdodatkowo odbierany sygnaª zakªó
ony jest szumem addytywnym. Co wa»ne [20℄,wektor r zawiera dokªadnie takie same informa
je na temat x 
o wektor y. Ozna
zato w prakty
e, »e interesuj¡
a nas informa
ja na temat sygnaªu nadanego x mo»e by¢dokªadnie w takim samym stopniu odtworzona na podstawie y lub r, a wi�
 istotniekanaªy 1.1 oraz 1.2 s¡ równowa»ne.W zale»no±
i od konkretnego systemu zna
zenie skªadowy
h posz
zególny
h wekto-rów oraz samej ma
ierzy H jest ró»ne. Wymie«my kilka podstawowy
h zastosowa«,skupiaj¡
 uwag� na systema
h bezprzewodowy
h:� Systemy wieloantenowe MIMO - skªadowe wektorów x oraz y reprezentuj¡ sy-gnaªy nadawane oraz odbierane przez sie¢ K anten nadaw
zy
h oraz N antenodbior
zy
h. Ma
ierz H opisuje interferen
j� pomi�dzy sygnaªami za
hodz¡
¡ wprzestrzeni (nakªadanie sygnaªów, odbi
ia itp.). W prakty
e tego typu systemystosowane s¡ do poprawy pr�dko±
i transmisji pomi�dzy nadajnikiem a odbior-nikiem, a wi�
 kanaª MIMO 1.1 sªu»y w isto
ie do realiza
ji systemu typu SISO(Sinle-Input Single-Output, jedno wej±
ie, jedno wyj±
ie).� Systemy CDMA (Code-Division Multiple-A

ess) - maj¡ na 
elu zapewni¢ dost�pdo sie
i wielu u»ytkownikom zarówno po stronie nadaw
zej jak te» odbior
zej.



10 Wst�pKonstruk
ja tego typu systemu oparta jest o ide� wielodost�pu oraz rozgªasza-nia, które realizowane s¡ w prakty
e za pomo
¡ tzw. te
hniki rozproszonegowidma (z ang. �spread spe
trum�). W kanale wielodost�pu (reverse link, uplink)skªadowe wektora x ozna
zaj¡ dane wej±
iowe po
hodz¡
e od K u»ytkowników,natomiast wektor y stanowi pojedyn
ze wyj±
ie wielowymiarowego sygnaªu, któryjest nadawany. Po stronie rozgªoszeniowej (forward link) skªadowe wektora r tosygnaª odbierany przez K u»ytkowników, pod
zas gdy wektor y jest traktowanyjako pojedyn
zy wielowymiarowy sygnaª wej±
iowy. W obydwu przypadka
h ma-
ierz H zawiera sekwen
je rozpraszaj¡
e dla ka»dego z K u»ytkowników (nada-j¡
y
h, odbieraj¡
y
h), zapisane w kolejny
h kolumna
h. System CDMA jestwi�
 formalnie systemem typu MIMO, realizowanym za pomo
¡ wspóªpra
uj¡-
y
h ze sob¡ kanaªów typu MISO oraz SIMO. (taki systemMIMO nie jest kanaªemMIMO, który rozumie¢ nale»y w sensie obe
nej w kanale interferen
ji sygnaªów).� System OFDM (Orthogonal Frequen
y-Division Multiple-A

ess) - oparty jesto podziaª �no±nika� informa
ji (z ang. �
arrier�) na wiele �sub-
arriers� (polskietªuma
zenie jest w tym przypadku maªo zgrabne: pod-no±niki). Skªadowe wek-torów x oraz y reprezentuj¡ sygnaª przesyªany za po±redni
twem posz
zególny
h�sub-
arriers� po stronie nadaw
zej oraz odbior
zej, natomiast ma
ierz H opisujeinterferen
j� pomi�dzy posz
zególnymi �sub-
arriers�. System tego typu w zale»-no±
i od implementa
ji mo»e zawiera¢ jedno lub wiele wej±¢ oraz jedno lub wielewyj±¢.Klu
zow¡ kwesti¡ jest, »e w 
elu analizy wªasno±
i statysty
zny
h kanaªu 1.1 lub 1.2mo»emy posªu»y¢ si� jego modelem, w którym za ma
ierz kanaªow¡ H we¹miemyma
ierz losow¡ z rozkªadu o okre±lony
h wªasno±
ia
h, w mo»liwie najbardziej wiernysposób oddaj¡
y
h wªasno±
i rze
zywistego systemu. W ten wªa±nie sposób w ko-munika
ji wielowymiarowej pojawiaj¡ si� ma
ierze losowe [3, 4℄.Warto zwró
i¢ uwag� na pewien istotny fakt, mianowi
ie kiedy w lata
h 1998-1999u±wiadomiono sobie mo»liwo±¢ modelowania kanaªu MIMO za pomo
¡ ma
ierzy loso-wy
h, matematyka i �zyka dyposponowaªy ju» gotowym narz�dziem w posta
i TeoriiMa
ierzy Przypadkowy
h [21, 22, 23℄, idealnie pasuj¡
ym do opisu rozwa»anego za-gadnienia. Co wi�
ej, na tamt¡ 
hwil� od okoªo dziesi�
u lat istniaªa zasªuguj¡
a nasz
zególn¡ uwag� kon
ep
ja swobodny
h zmienny
h przypadkowy
h (w skró
ie FRV -z ang. �Free Random Variables�), która pojawiªa si� po raz pierwszy w roku 1985 [24℄a nast�pnie w lata
h 90-ty
h byªa ju» suk
esywnie rozwijana [25, 26℄. Przy zaªo»e-niu, »e dla rozwa»any
h ma
ierzy speªniony jest jej podstawowy warunek nazywany�freeness� dysponujemy narz�dziami w posta
i transforma
ji R oraz S [27℄. Z i
hpomo
¡ mo»liwe jest sprawne przeprowadzanie wielu ra
hunków trudny
h lub wr�
zniewykonalny
h innymi metodami. Narz�dzia te w zastosowaniu do telekomunika
jiwielowymiarowej okazaªy si� bardzo przydatne.Szybki rozwój telekomunika
ji w zakresie analizy wªasno±
i kanaªów MIMO nast¡-piª wi�
 w zna
znym stopniu dzi�ki zastosowaniu gotowego narz�dzia na grun
ienowy
h problemów, do który
h jak wspomniano teoria pasowaªa wr�
z idealnie. Wsz
zególno±
i mo»liwe staªo si� modelowanie kanaªów komunika
yjny
h, zarówno ty
hznany
h jak te» zupeªnie nowy
h. Ponadto mo»na byªo udzieli¢ odpowiedzi na szereg



11wa»y
h pyta« zwi¡zany
h z wªasno±
iami statysty
znymi kanaªu, 
zego przykªademjest obli
zenie wspomnianej ju» pojemno±
i informa
yjnej kanaªu, b�d¡
ej jednym zjego najwa»niejszy
h parametrów [3, 4, 10, 6, 28℄.Co 
iekawe dokªadnie ten sam opis matematy
zny, podobne z formalnego punktuwidzenia modele itd., pojawiaj¡ si� tak»e w inny
h dziedzina
h. Wymienimy dwaprzykªady, 
ho¢ nie s¡ one z pewno±
i¡ jedyne. Pierwszym jest opis za
howanianotowa« 
en ak
ji na gieªda
h papierów warto±
iowy
h. Pierwsze pionierskie pra
ew tym zakresie ukazaªy si� ju» w lata
h 50-ty
h [29℄. W isto
ie gieªda jest niezwy-kle zªo»onym i skomplikowanym systemem. Je±li pomin¡¢ dokªadne me
hanizmyni¡ rz¡dz¡
e, zwra
aj¡
 jedynie uwag� na 
eny ak
ji w kolejny
h 
hwila
h 
zasu,to za
howanie gieªdy mo»na zapisa¢ w posta
i du»ej ma
ierzy, a dokªadniej rze
zujmuj¡
 interesuj¡ nas wzgl�dne zmiany 
en ak
ji. Podobnie jak w przypadku tele-komunika
ji za
howanie gieªdy z powodzeniem mo»na modelowa¢ przyjmuj¡
 pewnezaªo»enia za temat ma
ierzy notowa«. Okazuje si�, »e 
eny ak
ji posz
zególny
hspóªek nie s¡ niezale»ne, ale wyst�puj¡ mi�dzy nimi pewne korela
je. Analizuj¡
ma
ierz z danymi gieªdowymi mo»emy na przykªad odtworzy¢ sektory gospodar
zeoraz wysz
zególni¢ konkretne spóªki powi¡zane gospodar
zo. Interesuj¡
e jest tak»ezjawisko wyst�powania tzw. korela
ji 
zasowy
h, b�d¡
y
h z o
zywisty
h wzgl�dówprzedmiotem niezwykle »ywego zainteresowania inwestorów. Popularnymi przykªa-dami zastosowania Teorii Ma
ierzy Przypadkowy
h do gieªdy s¡ na przykªad problemstworzenia tzw. �optymalnego portfela inwesty
yjnego� 
zy obli
zenie �Value-at-Risk�oraz wiele podobny
h zagadnie«, b�d¡
y
h przedmiotem zainteresowania ekono�zyki[30, 31, 32, 33, 34, 35℄.Innym, dosy¢ zaskakuj¡
ym, przykªadem zastosowania Teorii Ma
ierzy Przypadko-wy
h jest analiza dany
h neurobiologi
zny
h. W tym przypadku sygnaª po
hodzibezpo±rednio z mózgu pa
jenta, przy 
zym aktywno±¢ posz
zególny
h jego obsza-rów rejestrowana jest dzi�ki wykorzystaniu te
hniki EEG (elektroen
efalogra�a).Pierwsze pra
e pionierskie doty
z¡
e obserwa
ji aktywno±
i mózgu za pomo
¡ EEGukazaªy si� w lata
h 70-ty
h [36, 37℄, kiedy to zaobserwowano, »e w rejestrowany
hsygnaªa
h pojawiaj¡ si� pewne 
harakterysty
zne 
z�stotliwo±
i. Dalszy rozwój w tejdziedzinie polegaª na doskonaleniu instrumentów pomiarowy
h, poszukiwaniu ogól-ny
h prawidªowo±
i rejestronwanego sygnaªu 
zy te» jego korela
ji z ró»nego rodzajubod¹
ami. Natomiast nie
aªe dziesi�¢ lat temu zauwa»ono, »e sygnaª EEG zapisanyw posta
i ma
ierzy mo»na w pewny
h warunka
h modelowa¢ za pomo
¡ ma
ierzyprzypadkowy
h [38℄. Badania dany
h neurobiologi
zny
h z u»y
iem Teorii Ma
ierzyPrzypadkowy
h s¡ jednak na 
hwil� obe
n¡ w dosy¢ po
z¡tkowej fazie.Warto wspomnie¢, »e rozwa»aj¡
 dany model (kanaª MIMO, notowania gieªdoweitd.), pojawiaj¡
e si� w nim ma
ierze naj
z�±
iej traktujemy jako Gaussowskie, awi�
 ma
ierz kowarian
ji jest ma
ierz¡ Wisharta (
ho¢ nie zawsze takie zaªo»eniejest 
aªkiem dobre, np. w �nansa
h rozwa»a si� te» modele zbudowane w opar
iu oma
ierze okre±lane mianem ma
ierzy z �
i�»kimi ogonami�, jak na przykªad ma
ierzeLévy'ego [33℄, 
zy te» inne zespoªy o podobny
h wªasno±
ia
h). Z punktu widzeniaanalizy wªasno±
i systemów MIMO, ale tak»e tak»e konstruk
ji konkretny
h algoryt-mów detek
ji, niezwykle wa»nym zagadnieniem jest znalezienie aktualnego widma



ma
ierzy kowarian
ji (aktualnego dlatego, »e kanaª zwykle zmienia si� w 
zasie).Z tego wzgl�du w literaturze wiele uwagi po±wi�
ono wªa±nie temu zagadnieniu.Dokªadniej rze
z ujmuj¡
 interesuje nas mo»liwo±¢ wnioskowania na temat widmama
ierzy kowarian
ji na podstawie mo»liwego do zmierzenia w wyniku przeprowa-dzony
h obserwa
ji (pomiarów) widma tzw. do±wiad
zalnej ma
ierzy kowarian
ji.Zagadnienie to obe
ne jest w matematy
e od dªu»szego 
zasu, przy 
zym obe
ny stanwiedzy na jego temat zawieraj¡ pra
e [39, 40, 41, 42, 43℄. Co wa»ne, w prakty
zny
hzastosowania
h istotne jest zarówno mo»liwie wierne odtworzenie widma ma
ierzykowarian
ji jak te» wykonanie tego zadania mo»liwie szybko, bowiem naj
z�±
iejsystemy telekomunika
ji musz¡ dziaªa¢ w 
zasie rze
zywistym.Prezentowana pra
a doktorska wpisuje si� w zarysowany powy»ej nurt. Poruszanew niej zagadnienia doty
z¡ metod i narz�dzi przydatny
h pod
zas przetwarzania iobróbki dany
h ma
ierzowy
h. Sz
zególny na
isk poªo»ony zostaª na wykorzysta-nie w obli
zenia
h metod diagramaty
zny
h, wykorzystaniu kon
ep
ji swobodny
hzmienny
h przypadkowy
h oraz na zagadnieniu estyma
ji widma zaszumionej ma-
ierzy kowarian
ji. Zaproponowana w pra
y nowa, nie prezentowana dot¡d metodaodtwarzania widma (nazwana robo
zo �anality
znym estymatorem widma�) wydajesi� by¢ atrak
yjn¡ alternatyw¡ dla metod obe
nie stosowany
h, zwªasz
za ze wzgl�duna brak konie
zno±
i okre±lenia na wst�pie �multipli
ity� dla posz
zególny
h warto±
iwªasny
h, ale tak»e ze wzgl�du na du»¡ szybko±¢ jej dziaªania. Ponadto zapropono-wana zostaªa prosta i przy tym przejrzysta metoda badania zakresu stosowalno±
ibadanego estymatora widma (zakres rozumiany w sensie wymiarów ma
ierzy ob-serwa
ji), która przy okazji mo»e sªu»y¢ jako wygodne narz�dzie porównaw
ze dlaró»ny
h estymatorów. Z tego punktu widzenia spora 
z�±¢ pra
y doty
zy rozwojuskute
znie i niezawodnie dziaªaj¡
y
h metod sªu»¡
y
h przetwarzaniu dany
h ma-
ierzowy
h. Poruszono tak»e wa»ne zagadnienie jakim jest pojemno±¢ systemówkomunika
yjny
h oparty
h o kanaª typu MIMO.



Rozdziaª 2Organiza
ja pra
yWRozdziale 3 umiesz
zone zostaªy de�ni
je podstawowy
h poj�¢, którymi b�dziemysi� posªugiwa¢ w dalszej 
z�±
i pra
y. Mi�dzy innymi zostaªa wyja±niona kon
ep
jaswobodny
h zespoªów ma
ierzowy
h oraz przedstawiono kilka przykªadów jej zasto-sowania. Przybli»ono tak»e podstawowe narz�dzia obli
zeniowe z zakresu ra
hunkuswobodny
h ma
ierzy przypadkowy
h w posta
i transforma
ji R oraz S.Rozdziaª 4 przedstawia diagramatyk� Feynmana jako bardzo wygodne podej±
ieuprasz
zaj¡
e w zna
z¡
y sposób ra
hunki, w który
h pojawia si� rozwini�
ie funk-
ji Greena. W sz
zególno±
i przeprowadzone zostaªo wyprowadzenie funk
ji Greena1-punktowej w przypadka
h zespoªów Gaussa oraz Wisharta, 
zego wynikami s¡odpowiednio póªkole Wignera oraz rozkªad Mar
̆henko-Pastura. Nast�pnie, równie»z u»y
iem metod diagramaty
zny
h, zostaªy obli
zone funk
je Greena 2-punktowew przypadka
h zespoªu Gaussa oraz Wisharta, oraz pokazano wyprowadzenie wzorude�niuj¡
ego wolne kumulanty.Kolejny Rozdziaª 5 przedstawia ra
hunek, którego wynikiem s¡ wzory pozwalaj¡
eobli
zy¢ 1-punktow¡ oraz 2-punktow¡ funk
j� Greena dla odwrotno±
i danego ze-spoªu ma
ierzowego, przy 
zym odwrotno±¢ zespoªu rozumiana jest jako zespóª zªo-»ony z odwrotno±
i ma
ierzy tworz¡
y
h zespóª wyj±
iowy.W Rozdziale 6 pokazany zostaª sposób uzyskania rela
ji wyra»aj¡
y
h kolejne mo-menty ma
ierzowe 1-rz�du do±wiad
zalnej ma
ierzy kowarian
ji S (gdzie S to ma
ierzkowarian
ji ma
ierzy obserwa
ji X o wymiarze N×M) za pomo
¡ momentów ma
ie-rzy kowarian
ji Σ, oraz rela
ji do ni
h odwrotny
h. Pokazano tak»e jak na podstawiewyniku ra
hunku przedstawionego w Rozdziale 4 mo»na wyrazi¢ momenty ma
ie-rzowe 2-rz�du za pomo
¡ momentów ma
ierzowy
h 1-rz�du. Wszystkie wspomnianera
hunki zostaªy przeprowadzone tak»e dla ma
ierzy odwrotny
h. Na konie
 obydwawzory (w wersji podstawowej oraz w wersji dla ma
ierzy odwrotny
h) wi¡»¡
e mo-menty ma
ierzowe 2-rz�du z momentami 1-rz�du zostaªy numery
znie sprawdzonedla ró»ny
h wymiarów ma
ierzy obserwa
ji X.Kolejny Rozdziaª 7 przybli»a problem estyma
ji widma ma
ierzy kowarian
ji Σ napodstawie znajomo±
i do±wiad
zalnej ma
ierzy kowarian
ji. Przedstawiono sz
ze-góªowo konstruk
j� dwó
h estymatorów, anality
znego oraz statysty
znego, którereprezentuj¡ zupeªnie odmienne podej±
ia do zagadnienia. Rozwa»ony zostaª wpªywli
zby ró»ny
h warto±
i wªasny
h w
hodz¡
y
h w skªad widma na dziaªanie esty-matora anality
znego. Dodatkowo pokazany zostaª sposób konstruk
ji dodatkowy
hestymatorów, dualny
h do anality
znego oraz statysty
znego, bazuj¡
y
h na znajo-



mo±
i rela
ji doty
z¡
y
h momentów ma
ierzowy
h dla ma
ierzy odwrotny
h.Rozdziaª 8 doty
zy implementa
ji oraz wzajemnego porównania rozwa»any
h es-tymatorów widma. W rama
h przygotowania do przeprowadzenia zaplanowany
hsymula
ji rozwa»one zostaªy zagadnienia takie jak: ustalenie parametrów istotny
hz punktu widzenia dziaªania estymatorów, na tej podstawie zaproponowano miar�pozwalaj¡
¡ w sposób ilo±
iowy opisa¢ niedokªadno±¢ uzyskany
h estyma
ji (dla da-nego estymatora, na podstawie ma
ierzy obserwa
ji o dany
h wymiara
h), wpro-wadzono poj�
ie mapy niedokªadno±
i oraz podj�ta zostaªa próba osza
owania mi-nimalnej statystyki konie
znej dla uzyskania wyników o rozs¡dnej wiarygodno±
i.Nast�pnie wykonany zostaª 'Eksperyment 1', maj¡
y na 
elu porównanie dziaªaniaestymatora anality
znego oraz statysty
znego. Kolejny 'Eksperyment 2' sªu»yª po-równaniu dziaªania estymatora anality
znego w wersji podstawowej oraz dualnej,przy 
zym zbadano tak»e jak zmienia si� ró»ni
a pomi�dzy badanymi estymatoramiwraz z przeskalowaniem warto±
i wªasny
h w
hodz¡
y
h w skªad widma. Zgodniez kon
ep
j¡ prezenta
ji wyników symula
ji na mapa
h niedokªadno±
i wszystkie sy-mula
je zostaªy wykonane w szerokim zakresie wymiarów ma
ierzy obserwa
ji X. Wnast�pnej kolejno±
i podj�to prób� analizy przekrojów przez powierz
hni� uzyskan¡jako wynik' Eksperymentu 1' oraz zbadano orienta
j� wektorów wªasny
h. Pokazanyzostaª przykªad dziaªania estymatora anality
znego dla wi�kszej li
zby stopni swo-body. W Rozdziale 8.12 wykonano kilka symula
ji sªu»¡
y
h porównaniu estymatoraanality
znego do estymatora Girko (tzw. �G-estymator�).Ostatni Rozdziaª 9 zawiera podsumowanie pra
y oraz krótkie omówienie gªówny
hjej wyników.Dodatek A stanowi pewnego rodzaju �sªownik� pomi�dzy de�ni
jami i nazewni
twemstosowanymi przez ±rodowiska �zyków, matematyków oraz in»ynierów np. teleko-munika
ji. Pokazano na 
zym konkretnie polegaj¡ ró»ni
e wynikaj¡
e z u»ywaniaró»ny
h de�ni
ji do ty
h samy
h lub analogi
zny
h obiektów. Jednym z przykªadówjest obli
zenie pojemno±
i informa
yjnej dla kanaªu MIMO.W Dodatku B pokazano przykªady ra
hunków wykonany
h z u»y
iem transforma
jiR oraz S, a wi�
 narz�dzi wywodz¡
y
h si� z kon
ep
ji swobodny
h zmienny
h przy-padkowy
h.Dodatek C zawiera tabele rela
ji pomi�dzy kolejnymi momentami ma
ierzowymi,które ze wzgl�du na du»¡ obj�to±¢ nie zostaªy umiesz
zone w Rozdziale 6.W Dodatku D przedstawiona zostaªa topologi
zna interpreta
ja diagramów Feyn-mana. Rozwa»ano 
harakterystyk� Eulera �grafów bez ko«
ów�. Pokazano zwi¡zekty
h grafów z grafami stanowi¡
ymi elementy rozwini�
ia funk
ji Greena, ze sz
ze-gólnym uwzgl�dnieniem grafów planarny
h.



Rozdziaª 3Podstawowe zagadnienia i de�ni
jeDla utrzymania przejrzysto±
i dalszej 
z�±
i pra
y, a tak»e pewnego rodzaju wygody,wszelkie de�ni
je oraz podstawowe narz�dzia doty
z¡
e ma
ierzy przypadkowy
hzostaªy umiesz
zone w tym rozdziale.3.1. De�ni
jeDe�ni
ja 1 (Momenty oraz kumulanty klasy
zne) Rozwa»my zmienn¡ lo-sow¡ x o rozkªadzie prawdopodobie«stwa p(x), dla której zde�niujemy funk
j� Fx(q)generuj¡
¡ momenty oraz funk
j� Cx(q) generuj¡
¡ kumulanty
Fx(q) =

∫
eqxp(x)dx,

Cx(q) = log Fx(q).Momentami zmiennej losowej x nazywamy wspóª
zynniki mn rozwini�
ia funk
jigeneruj¡
ej momenty w posta
i
Fx(q) =

∞∑

n=0

qn

n!

∫
xnp(x)dx =

∞∑

n=0

qn

n!
mn,natomiast kumulantami b�dziemy nazywa¢ wspóª
zynniki κk rozwini�
ia funk
ji ge-neruj¡
ej kumulanty, 
o mo»emy zapisa¢ w posta
i

Fx(q) =
∞∑

n=0

qn

n!
mn = exp

[ ∞∑

k=0

qk

k!
κk

]Powy»sza de�ni
ja kumulant pozwala w sposób rekuren
yjny wyrazi¢ moment mnza pomo
¡ kumulant κk, gdzie k = 1, . . . , n. Kilka pierwszy
h rela
ji wygl¡da nast�-puj¡
o
m1 = κ1

m2 = κ3 + κ21

m3 = κ3 + 3κ2κ1 + κ31De�ni
ja 2 (�rednia ma
ierzowa) Rozwa»my zespóª ma
ierzy M o wymiara
h
N ×N wraz z miar¡ ma
ierzow¡ dM oraz pewnym poten
jaªem V (M) de�niuj¡
ymrozkªad prawdopodobie«stwa dla tego zespoªu jako P (M) = exp[−NTrV (M)]. Dla
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jefunk
ji F (M) mo»emy zde�niowa¢ ±redni¡ 〈F (M)〉 po zespole ma
ierzowym M jako
aªk�
〈F (M)〉 =

∫
dMP (M)F (M) =

∫
dM exp[−NTrV (M)].De�ni
ja 3 (�rednia ma
ierzowa �
onne
ted�) Rozwa»my zespoªy ma
ierzy Aoraz B o wymiara
h N × N oraz przyjmijmy, »e speªnione s¡ zaªo»enia De�ni
ji2. Wów
zas dla zespoªów ma
ierzy A oraz B mo»emy zde�niowa¢ ±redni¡ ma
ie-rzow¡ �
onne
ted� w posta
i

〈AB〉c = 〈AB〉 − 〈A〉 〈B〉De�ni
ja 4 (Funk
ja Greena) Dla zespoªu ma
ierzowego H zde�niujemy funk
j�Greena (rezolwent�) w posta
i
G(z) =

〈
1

N
Tr 11N z −H

〉
.De�ni
ja 5 (Momenty ma
ierzowe) Nie
h A = (AN )N∈N ozna
za zespóª ma-
ierzowy o rze
zywisty
h warto±
ia
h wªasny
h. Wów
zas zde�niujemy momentyma
ierzowe pierwszego rz�du w posta
i

αA
j = lim

N→∞

〈
1

N
Tr(Aj

N

)〉oraz momenty ma
ierzowe drugiego rz�du jako
αA
i,j = lim

N→∞

〈Tr (Ai
N

)
,Tr (Aj

N

)〉
on ,przy 
zym < AB >
on=< AB > − < A >< B >.De�ni
ja 6 (Szeregi pot�gowe) Rozwa»my zespóª ma
ierzowy A o rze
zywisty
hwarto±
ia
h wªasny
h, posiadaj¡
y momenty ma
ierzowe pierwszego oraz drugiegorz�du. Zde�niujemy szereg pot�gowy pierwszego rz�du jako
MA(x) = 1 +

∑

j≥1

αA
j xj (3.1)oraz szereg pot�gowy drugiego rz�du w posta
i

MA(x, y) =
∑

i,j≥1

αA
i,j x

i yj. (3.2)De�ni
ja 7 (Swobodne kumulanty) Swobodne kumulanty zgodnie z terminologi¡wprowadzon¡ przez Voi
ules
u [25℄ de�niujemy w sposób po±redni poprzez i
h funk
j�tworz¡
¡ R(x) oraz funk
j� Greena G(x) jako
R(x) =

∑

n≥1

κnx
n−1 , gdzie 1

G(x)
+R (G(x)) = x.



3.2 Podstawowe narz�dzia ra
hunkowe 17W zale»no±
i od stosowanej konwen
ji de�ni
ja kumulant mo»e przybiera¢ tak»e inn¡posta¢, 
o zostaªo przybli»one w Dodatku A.4.De�ni
ja 8 (Rozkªad grani
zny momentów 2-go rz�du) Zespóª ma
ierzowy
(AN )N∈N posiada rozkªad grani
zny momentów 2-go rz�du pod warunkiem, »ejego momenty αA

j and αA
i,j istniej¡ i maj¡ sko«
zone warto±
i oraz warunek

lim
N→∞

κr

[Tr(Ai(1)
N

)
, . . . ,Tr(Ai(r)

N

)]
= 0jest speªniony dla wszystki
h j ≥ 3 oraz wszystki
h i(1), . . . , i(r) ∈ N, gdzie κr ozna-
za r-t¡ kumulant� klasy
zn¡.De�ni
ja 9 (Wektor �uktua
ji momentów ma
ierzowy
h) Nie
h zespóª ma-
ierzowy AN posiada grani
zny rozkªad momentów 2-go rz�du. Fluktua
je momen-tów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du zapiszemy w posta
i wektora o niesko«
zonymwymiarze w posta
i

(v)j = TrAj −
〈TrAj

〉
.3.2. Podstawowe narz�dzia ra
hunkoweRa
hunki w bazie diagonalnejZapisuj¡
 rozwa»any problem w bazie diagonalnej pojawiaj¡ si� takie poj�
ia jakspektralna g�sto±¢ prawdopodobie«stwa ρ(λ)dλ oraz równowa»ne z De�ni
j¡ 5 mo-menty spektralne wyra»one jako

mk =

〈
1

N
Tr(Ak

N

)〉
=

∫
ρ(λ)λkdλ.W przypadku kiedy widmo jest dyskretne zapiszemy odpowiednio prawdopodobie«-stwo pi pojawienia si� w widmie warto±
i wªasnej λi, natomiast momenty spektralnewynosi¢ b�d¡ mk =

∑
i(λi)

kpi.Ponadto mamy mo»liwo±¢ skorzystania rela
ji w posta
i
lim
ǫ→0

1

λ± ǫ
= P( 1

λ

)
∓ iπδ(λ),oraz ze zwi¡zku ª¡
z¡
ego g�sto±¢ prawdopodobie«stwa ρ(λ) z funk
j¡ Greena

ρ(λ) = − 1

π
lim
ǫ→0

ℑG(z)|z=λ+iǫ.Mo»emy te» o
zywi±
ie wyrazi¢ funk
j� Greena za pomo
¡ warto±
i wªasny
h wposta
i
G(z) =

〈
1

N
Tr 11N z −H

〉
=

∞∑

k=0

1

zk+1

〈
1

N
TrHk

〉
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je
=

∞∑

k=0

1

zk+1
mk =

∞∑

k=0

1

zk+1

∫
ρ(λ)λkdλ.FreenessKon
ep
ja �Swobodny
h zmienny
h przypadkowy
h� (z ang. �Free Random Varia-bles�, w skró
ie �FRV�) doty
z¡
a ra
hunku ma
ierzy przypadkowy
h jest odpowied-nikiem niezale»no±
i zmienny
h losowy
h w klasy
znej teorii prawdopodobie«stwa.Termin ten pojawia si� zamiennie z równowa»nym okre±leniem �Swobodne ma
ierzeprzypadkowe�. W ±rodowisku matematyków mo»na spotyka¢ si� te» z okre±leniem�Wolne ma
ierze przypadkowe�.Termin �Freeness� po raz pierwszy zostaª u»yty przez Voi
ules
u [24℄, [25℄ a pre
yzujego nast�puj¡
aDe�ni
ja 10 (Swobodne zespoªy ma
ierzowe - warunek �Freness�) Nie
hb�d¡ dane zespoªy ma
ierzowe H1,H2, . . . ,Hm oraz wielomiany P jednej zmiennejzde�niowane dla ka»dego z zespoªów, przy 
zym zmienn¡ ka»dego z wielomianów jestinny zespóª ma
ierzowy

P1(Hi(1)), . . . , Pk(Hi(k)),

i(1) 6= i(2) 6= . . . 6= i(k).Zakªadamy ponadto, »e ±rednia ma
ierzowa dla ka»dego z wielomianów wynosi zero
∀j=1,...,k < Pj(Hi(j)) >= 0.Mówimy, »e zespoªy ma
ierzy H1,H2, . . . ,Hm s¡ swobodne (lub te» równowa»nie, »ezespoªy te speªniaj¡ warunek �Freeness�), je±li za
hodzi

< P1(Hi(1)) · · ·Pk(Hi(k)) >= 0Przykªady obli
zenia momentów mieszany
hZ te
hni
znego punktu widzenia warunek Freeness jest sposobem na poli
zenie mo-mentów mieszany
h zespoªów H1, H2, . . ., Hm o ile tylko znane s¡ kolejne momenty
Hi. Ide� przeprowadzania ra
hunków zaprezentujemy na kilku prosty
h przypadka
h.Przykªad 1Dane s¡ dwa zespoªy ma
ierzowe A oraz B, przy 
zym zaªo»enia De�ni
ji 10 speª-nione s¡ przez zespoªy Ã = A − 1 < A > oraz B̃ = B − 1 < B > (dla wygodyra
hunku b�dziemy pomija¢ w zapisie ma
ierzow¡ jedynk�). Ch
¡
 obli
zy¢ moment
< AB > zapiszemy

0 =< ÃB̃ >=< (A− < A >)(B− < B >) >=< AB > − < A >< B >,a wi�
 < AB >=< A >< B >.Przykªad 2Dla ty
h samy
h zespoªów 
o w powy»szym przykªadzie 
h
emy poli
zy¢ moment
< AB2 >. Rozwa»my wyra»enie

0 =< ÃB̃B̃ >=< (A− < A >)(B− < B >)(B− < B >) >,



3.3 Transforma
je R,S (lub B, N) 19przy 
zym wszystkie skªadniki posta
i < A < B > B >, < AB < B >>, < A <
B >< B >>, << A >< B >< B >>, zgodnie z wynikiem Przykªadu 1 wynosz¡
< B >< AB >=< B >< A >< B >=< A >< B >2. Ostate
znie otrzymujemy

< AB2 >=< A >< B2 > .Przykªad 3Ch
¡
 obli
zy¢ moment < ABA > rozwa»amy wyra»enie
0 =< (A− < A >)(B− < B >)(A− < A >) >,które po wymno»eniu wszystki
h skªadników i skorzystaniu z wyniku Przykªadu 1zapiszemy w posta
i

< ABA >=< A2 >< B > .Przykªad 4Post�puj¡
 w podobny sposób, 
zyli mno»¡
 wszystkie skªadniki odpowiedniego wy-ra»enia oraz posªuguj¡
 si� wynikiem Przykªadu 1, otrzymujemy moment < A2B2 >w posta
i
< A2B2 >=< A2 >< B2 > .Przykªad 5Obli
zmy moment typu < ABAB >. W tym 
elu nale»y zapisa¢ wyra»enie

0 =< ÃB̃ÃB̃ >=< (A− < A >)(B− < B >)(A− < A >)(B− < B >) >,które po krótkim ra
hunku przeksztaª
amy do posta
i
< ABAB >= − < A >2< B >2 + < AB2 >< A > + < ABA >< B >

+ < A >< BAB > − < A >2< B2 > + < A2B >< B > − < A2 >< B >2 .Skorzystamy nast�pnie z rezultatów przedstawiony
h w Przykªadzie 2 oraz Przykªa-dzie 3. Otrzymujemy
< ABAB >=< A2 >< B >2 + < A >2< B2 > − < A >2< B >2 .

3.3. Transforma
je R,S (lub B, N)Transforma
ja R - funk
ja BlueDane s¡ zespoªy swobodny
h ma
ierzy hermitowski
h H1 oraz H2, dla który
h mo-»emy zapisa¢ funk
je Greena GH1
(z) oraz GH2

(z). Interesuje nas obli
zenie momen-tów dla rozkªadu b�d¡
ego sum¡ H1 oraz H2, 
zyli innymi sªowy 
h
ieli by±my zna¢posta¢ funk
ji Greena GH1+H2
(z). Zauwa»my, »e funk
ja Greena nie jest w prostysposób addytywna, przez 
o zadanie jest nietrywialne. Sposobem na obli
zenie po-szukiwanej funk
ji Greena jest zastosowanie transforma
ji R [25℄. Dla ma
ierzy H1oraz H2 zapiszmy funk
j� Blue speªniaj¡
¡
BHi

(GHi
(z)) = z,



20 Podstawowe zagadnienia i de�ni
jektóra zwi¡zana jest z transforma
j¡ R zale»no±
i¡
RHi

(z) = BHi
(z)− 1

z
.Tak obli
zona funk
ja RHi

(z), nosz¡
a miano transformaty R, jest addytywna i za-
hodzi RH1+H2
(z) = RH1

(z) + RH2
(z). Jej zastosowanie pozwala w prosty sposóbobli
zy¢ poszukiwan¡ funk
j� Greena GH1+H2

(z). Wi�
ej informa
ji na temat funk
jiBlue oraz funk
ji R znajduje si� w Dodatku A.4.Transforma
ja S - transforma
ja NRozpatrujemy ponownie przypadek dwó
h swobodny
h zespoªów ma
ierzy hermitow-ski
h H1 oraz H2, dla który
h mo»emy zapisa¢ funk
je Greena GH1
(z) oraz GH2

(z).Tym razem interesuje nas obli
zenie momentów dla rozkªadu b�d¡
ego ilo
zynem
H = H1 · H2, a wi�
 poszukiwa¢ b�dziemy funk
ji Greena GH1·H2

(z). Zauwa»my,»e ma
ierz H nie jest w ogólno±
i hermitowska, tym samym jej widmo nie musi by¢rze
zywiste. Rozwi¡zaniem tak postawionego problemu jest transforma
ja S [25℄.Znaj¡
 funk
je GHi
(z) wyli
zamy najpierw funk
je pomo
ni
ze χi(z) rozwi¡zuj¡
równania

1

χi(z)
GHi

(
1

χi(z)

)
= z + 1. (3.3)Wów
zas transforma
ja S zadana jest wzorem

Si(z) =
1 + z

z
χi(z), (3.4)która jest obiektem multiplikatywnym, a wi�
 za
hodzi SH1·H2

(z) = SH1
(z) ·SH2

(z).Tak wi�
 
h
¡
 uzyska¢ funk
j� Greena GH2·H2
(z) nale»y najpierw obli
zy¢ funk-
je GH1

(z) oraz GH2
(z), nast�pnie na i
h podstawie funk
j� SH1·H2

(z) a nast�pniepost�puj¡
 w kolejno±
i odwrotnej do powy»szej otrzymujemy poszukiwana funk
j�Greena GH2·H2
(z).Warto wspomnie¢, »e zast¡pienie zaprezentowanej powy»ej funk
ji χ(z) jej odwrotno-±
i¡ N(z) = 1

χ(z) [44℄ niesie pewne wymierne korzy±
i, wobe
 
zego jej wprowadzeniejest uzasadnione. Mianowi
ie z jednej strony podstawienie takie uprasz
za nie
ora
hunki, z drugiej strony zwi¡zek funk
ji N(z) z funk
j� generuj¡
¡ momenty jestzna
znie bardziej intui
yjny ni» w przypadku pierwotnej funk
ji χ(z). Zapiszemyzatem de�ni
j� transforma
ji N jako
NH(z)GH(NH(z)) − 1 = z, (3.5)przy 
zym wynikaj¡
e z wªasno±
i multiplikatywno±
i transforma
ji S prawo mno»e-nia dla transforma
ji N przyjmie posta¢

NH1·H2
=

z

z + 1
NH1

(z)NH2
(z). (3.6)Jak wspomniano, transforma
ja N jest w bardzo przejrzysty sposób zwi¡zana z funk-
j¡ generuj¡
¡ momenty, która jest zde�niowana jako

zGH(z)− 1 = MH(z) =
∑

n≥1

mn
H

zn
. (3.7)



Porównuj¡
 (3.5) oraz (3.7) widzimy, »e funk
ja generuj¡
a momenty MH(z) jestfunk
jonaln¡ odwrotno±
i¡ transforma
ji N , 
o zapiszemy jako
NH(MH(z)) = MH(NH(z)) = z. (3.8)W prakty
e maj¡
 dan¡ posta¢ transforma
ji N funk
j� generuj¡
¡ momenty otrzy-mujemy podstawiaj¡
 N → z oraz z → M .Pomimo faktu, »e zespoªy ma
ierzy niehermitowski
h wykra
zaj¡ poza zakres te-matyki niniejszej pra
y, warto jednak wspomnie¢, »e na 
hwil� obe
n¡ dysponujemynarz�dziami [45, 46℄ b�d¡
ymi uogólnieniem transforma
ji R oraz S tak»e dla ma
ie-rzy niehermitowski
h.



Rozdziaª 4Funk
ja Greena, wolne kumulanty -diagramatykaPodej±
ie diagramaty
zne pozwala na stosunkowo szybkie i przejrzyste wyprowa-dzenie wielu przydatny
h w dalszej 
z�±
i pra
y rela
ji. W poni»szym rozdzialew pierwszej kolejno±
i zostan¡ przybli»one ogólne reguªy zwi¡zane z posªugiwaniemsi� diagramami Feynmana. Nast�pnie pokazane zostan¡ wyprowadzenia 1-punktowejoraz 2-punktowej funk
ji Greena bazuj¡
e wªa±nie na metodzie diagramaty
znej, przy
zym rozwa»one zostan¡ osobno przypadki zespoªu Gaussa oraz Wisharta. Pokazanazostanie tak»e diagramaty
zna konstruk
ja wolny
h kumulant.4.1. Diagramy Feynmana - podstawowe informa
jeAby posªugiwa¢ si� sprawnie diagramami Feynmana przybli»ymy najpierw reguªy znimi zwi¡zane (patrz np. [23℄ rozdziaª 3). Na Rysunku 4.1 pokazano podstawoweelementy skªadowe z który
h b�d¡ budowane grafy. Reguªy budowania grafów wprzypadku zespoªów Gaussa oraz Wisharta zostan¡ omówione osobno.Rozwa»ymy najpierw najprostszy przypadek zespoªu Gaussa, kiedy to podstawowymskªadnikiem rozwa»any
h funk
ji Greena s¡ fragmenty typu H2, a wi�
 propagatory.Ma
ierze H s¡ kwadratowe o wymiarze N ×N . Reguªy budowania grafów s¡ nast�-puj¡
e:� Ka»demu propagatorowi odpowiada 
zynnik 1
N
,� Ka»dej utworzonej p�tli odpowiada 
zynnik N .� Istotny wkªad po
hodzi tylko od grafów planarny
h (bez prze
i�¢, komentarzponi»ej).� Je»eli rozpatrujemy funk
j� od dwó
h zmienny
h, wów
zas ka»dej zmiennej od-powiadaj¡ osobne linie, który
h nie mo»na ze sob¡ miesza¢ (komentarz poni»ej).W przypadku zespoªu Wisharta reguªy ulegaj¡ pewnej mody�ka
ji. Przede wszyst-kim dla rozkªadu Wisharta podstawowy skªadnik z którego b�d¡ budowane grafywygl¡da ina
zej, mamy bowiem ma
ierze V wyst�puj¡
e w para
h jako H = V †V , azatem podstawowym skªadnikiem b�dzie w tym przypadku nie propagator ale ra
zejwerteks, przy 
zym wymiar V to N × M oraz M/N = m. Dodatkowo w tymprzypadku nale»y rozró»nia¢ linie nios¡
e N oraz M skªadników, 
o jest zwi¡zane ztym, po której kraw�dzi ma
ierzy V li
zymy. W prakty
e rysujemy linie nios¡
e Mskªadników lini¡ kreskowan¡, linie nis¡
e N skªadników lini¡ 
i¡gª¡.Wymie«my reguªy budowania grafów dla zespoªu Wisharta� Ka»demu werteksowi odpowiada 
zynnik √ 1

N
.
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Rysunek 4.1. Reguªy dla grafów Feynmana - przypadek rozkªadu Gaussa oraz Wisharta� Linie odpowiadaj¡
e kraw�dzi ma
ierzy V o wymiarze N rysujemy lini¡ 
i¡gª¡,dla kraw�dzi o wymiarze M lini¡ przerywan¡.� Ka»dej p�tli utworzonej z linii 
i¡gªej odpowiada 
zynnik N , p�tli utworzonej zlinii przerywanej 
zynnik wynosi M .� Istotny wkªad maj¡ tylko grafy planarne (bez prze
i�¢, komentarz poni»ej).� Je»eli rozpatrujemy funk
j� od dwó
h zmienny
h, wów
zas ka»dej zmiennej od-powiadaj¡ osobne linie, który
h nie mo»na ze sob¡ miesza¢. Doty
zy to zarównolinii 
i¡gªy
h jak równie» przerywany
h (komentarz poni»ej).Grafy planarneWyja±nijmy dla
zego bierzemy pod uwag� tylko grafy planarne. Nale»y pami�ta¢,»e rozwini�
ie funk
ji Greena rozpatrujemy w grani
y du»y
h N . Jak zostaªo wspo-mniane ka»dy propagator / werteks daje 
zynnik 1
N

/ √ 1
N lub M

, natomiast ka»dap�tla to 
zynnik N lub M . Je±li zatem w rozpatrywanym gra�e li
zba utworzony
hp�tli jest zbyt maªa w stosunku do li
zby propagatorów / werteksów, wów
zas w gra-ni
y du»y
h N taki graf b�dzie dawaª wkªad d¡»¡
y do zera. Jak ªatwo si� przekona¢,w prakty
e s¡ to to grafy, w który
h po narysowaniu linie prze
inaj¡ si�, nazywamyje �grafami nieplanarnymi�. Grafy tego typu po prostu pomijamy jako nie daj¡
ew grani
y du»y
h N istotnego wkªadu do rozpatrywanego wyra»enia, rozwa»amytylko grafy planarne a wi�
 bez prze
i�¢. Rysunek 4.2 pokazuje kilka najprostszy
hprzykªadów grafów planarny
h oraz nieplanarny
h. Dodatkowe informa
je na tematinterpreta
ji topologi
znej diagramów Feynmana znajduj¡ si� w Dodatku D.
Rysunek 4.2. Przykªady grafów: grafy a) oraz b) planarne, graf 
) nieplanarnyGrafy funk
ji dwó
h zmienny
hNa konie
 nale»y jesz
ze wspomnie¢ o tym jak rysowa¢ grafy je±li rozpatrujemy funk-
je od dwó
h zmienny
h. W takim przypadku nale»y pami�ta¢ o rozró»nieniu liniidla zmienny
h z oraz w, rysuj¡
 je na przykªad innym kolorem lub te» zastosowa¢



24 Funk
ja Greena, wolne kumulanty - diagramatykajaki± inny wyró»nik. W naszym przypadku grafy b�dziemy rysowa¢ na pier±
ienia
ho dwó
h kraw�dzia
h, przy 
zym ka»dej kraw�dzi b�dzie odpowiada¢ jedna zmienna.Na przykªad mo»na ustali¢, »e zewn�trznej kraw�dzi pier±
ienia odpowiadaj¡ linie 1
z
,natomiast wewn�trznej kraw�dzi odpowiadaj¡ linie 1

w
.4.2. Funk
ja Greena 1-punktowa - rozkªad GaussaRozwa»my równanie 1-punktowej funk
ji Greena w posta
i

G(z) =

〈
1

N
Tr 11N z −H

〉
,gdzie 1N ozna
za ma
ierz jednostkow¡ o wymiarze N × N . W dalszej 
z�±
i pra
yzgodnie z powsze
hna praktyk¡ w zapisie funk
ji Greena b�dziemy zwykle pomija¢ je-dynk� 1N , 
o uprasz
za nie
o nota
j� nie prowadz¡
 równo
ze±nie do nieporozumie«.Powy»sze równanie funk
ji Greena rozwiniemy w szereg wokóª z = ∞ otrzymuj¡


G(z) =
1

z
+

1

z2

〈
1

N
TrH〉+

1

z3

〈
1

N
TrH2

〉
+

1

z4

〈
1

N
TrH3

〉
+ . . . . (4.1)W j�zyku grafów Feynmana funk
j� Greena b�dziemy rysowa¢ w posta
i zakreskowa-nego sko±nie koªa. Zgodnie z reguªami przedstawionymi w Rozdziale 4.1 Równianie(4.1) wygl¡da¢ b�dzie tak jak to pokazano na Rysunku 4.3.

Rysunek 4.3. Funk
ja Greena w przypadku zespoªu Gaussa. Niektóre z tworz¡
y
h j¡ grafóws¡ typu 1PI, natomiast inne nie.Zauwa»my nast�pnie, »e w zapisie funk
ji Greena pojawiaj¡ si� zasadni
zo dwa ro-dzaje diagramów, mianowi
ie niektóre z grafów nie daj¡ si� rozdzieli¢ po prze
i�
iudowolnej z linii wewn�trzny
h. S¡ to tzw. grafy 1-
z¡stkowo nieredukowalne (dia-gramy t�
zowe), które w skró
ie nazywane s¡ te» 1PI (z ang. 1PI = 1 parti
leirredu
ible). Zgrupujmy ze sob¡ wszystkie grafy 1-
z¡stkowo nieredukowalne nazy-waj¡
 i
h sum� Σ, tak jak to pokazano na Rysunku 4.4. Tak zde�niowany szereg Σ

Rysunek 4.4. Suma grafów 1PI w przypadku rozkªadu Gaussapozwala zapisa¢ funk
j� Greena w nowy sposób. �atwo bowiem zauwa»y¢, »e jedyniepoza pierwszym skªadnikiem wynosz¡
ym 1
z
, ka»dy z grafów w
hodz¡
y
h w skªadfunk
ji Greena jest albo jednym ze skªadników szeregu Σ, albo jest poª¡
zeniem kilkuskªadników Σ. Mo»emy zatem zapisa¢ funk
j� Greena w posta
i przedstawionej naRysunku 4.5,
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ja Greena 1-punktowa - rozkªad Gaussa 25Rysunek 4.5. Funk
ja Greena jako szereg geometry
zny Σ
o odpowiada równaniu
G(z) =

1

z
+

1

z
Σ
1

z
+

1

z
Σ
1

z
Σ
1

z
+

1

z
Σ
1

z
Σ
1

z
Σ
1

z
+ . . . =

=
1

z

∞∑

n=0

(
Σ

z

)n

=
1

z

1

1− Σ
z

,które zapiszemy ostate
znie w posta
i
G(z) =

1

z − Σ(z)
. (4.2)Warto w tym momen
ie wspomnie¢, »e symbol Σ pojawia si� w niniejszej pra
y wdwó
h konteksta
h. W odniesieniu do grafów Feynmana ozna
za on sum� wszyst-ki
h grafów 1-
z¡stkowo nieredukowalny
h, tak jak to zostaªo pokazane powy»ej. Zdrugiej strony w odniesieniu do widma ma
ierzy ma
ierzy przypadkowy
h (Rozdziaª6 oraz kolejne) ozna
za¢ b�dzie prawdziw¡ ma
ierz kowarian
ji. Stosowanie tego sa-mego symbolu nie jest wbrew pozorom myl¡
e i tym samym nie prowadzi do »adny
hproblemów 
zy pomyªek, gdy» w konkretnym przypadku zawsze dokªadnie wiadomoo które zna
zenie 
hodzi. W tej sytua
ji zde
ydowano, »e nie ma wi�kszego sensuzmienia¢ ogólnie przyj�tej terminologii i pozostawiono wspólny symbol Σ w obydwuprzypadka
h.Póªkole WigneraRozpatrujemy przypadek, kiedy poten
jaª w mierze < ... > wynosi V (H) = H2, awi�
 przypadek Gaussowski. Funk
je Greena oraz Σ zostaªy ju» 
o prawda pokazanena Rysunka
h 4.3 oraz 4.4, jednak dopiero i
h zestawienie bezpo±rednio obok siebie,tak jak to pokazano na Rysunku 4.6, pozwala zauwa»y¢ pewn¡ zale»no±¢.

Rysunek 4.6. Funk
ja Σ w przypadku Gaussa, ªatwo zauwa»y¢ du»e podobie«stwo do funk
jiGreenaWidzimy teraz wyra¹nie, »e ka»dy z diagramów skªadowy
h funk
ji Σ utworzony jestz jednego z diagramów tworz¡
y
h funk
j� Green'a przez dodanie propagatora ª¡
z¡-
ego ko«
e tego diagramu, przy 
zym wykorzystane w ten sposób zostan¡ wszystkiediagramy skªadowe tworz¡
e funk
j� Greena. Wniosek z tego jest taki, »e funk
ja
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ja Greena, wolne kumulanty - diagramatyka
Rysunek 4.7. Równanie S
hwingera-Dysona

Σ to ni
 innego jak funk
ja Greena �obªo»ona� jednym dodatkowym propagatorem(równanie S
hwingera-Dysona). Fakt ten mo»na zapisa¢ za pomo
a diagramów Feyn-mana tak jak to pokazano na Rysunku 4.7, 
o ozna
za, »e mo»emy zapisa¢
Σ =

1

N
TrG1N =

1

N
GN = G,a zatem Równanie S
hwingera-Dysona (4.2) w rozwa»anym przypadku rozkªaduGaussa przyjmuje ostate
znie posta¢

G =
1

z −G
, (4.3)którego rozwi¡zaniem jest

G(z) =
1

2
[z ±

√
z2 − 4],przy 
zym dla odtworzenia poprawnego za
howania funk
ji Greena dla argumentów

z → ∞ nale»y wybiera¢ rozwi¡zanie ze znakiem �-�. Istotnie mo»emy sprawdzi¢, »e
G(z) =

1

2
[z −

√
z2 − 4] =

1

2

(z −
√
z2 − 4)(z +

√
z2 − 4)

z +
√
z2 − 4

=
1

2

4

z +
√
z2 − 4

z→∞−→ 1

z
,tak wi�
 zapiszemy ostate
znie

G(z) =
1

2
[z −

√
z2 − 4]. (4.4)Znaj¡
 posta¢ funk
ji Greena jeste±my w stanie wyli
zy¢ rozkªad warto±
i wªasny
hw widmie. Zapiszemy zatem równanie

ρ(λ) = − 1

π
lim
ǫ→0

ℑG(z)|z=λ+iǫ = ℑ1

2
[z −

√
z2 − 4]|z=λ+iǫ,którego rozwi¡zaniem dla x2 − 4 ≥ 0 jest 0, natomiast dla x2 − 4 < 0 otrzymujemy

ρ(λ) =
1

2
(z −

√
z2 − 4). (4.5)Jest to znany wynik nazywany póªkolem Wignera, który przedstawiono na Rysunku4.8.
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Rysunek 4.8. Rozkªad warto±
i wªasny
h dla zespoªu Gaussa - póªkole Wignera.4.3. Funk
ja Greena 1-punktowa - rozkªad WishartaRozpatrzmy ponownie 1-punktow¡ funk
j� Greena

G(z) =

〈
1

N
Tr 1

z −H

〉
,któr¡ rozwiniemy w szereg wokóª z = ∞, przy 
zym dla rozkªadu Wisharta mamy

H = V †V , zapiszemy zatem
G(z) =

1

z
+

1

z2

〈
1

N
TrV †V

〉
+

1

z3

〈
1

N
Tr(V †V )2

〉
+

1

z4

〈
1

N
Tr(V †V )3

〉
+ . . . .Podstawowym elementem w powy»szym równaniu s¡ werteksy H = V †V , który
hsposób rysowania zgodny z nomenklatur¡ diagramów Feynmana zostaª pokazanygra�
znie na Rysunku 4.1. Nale»y pami�ta¢, »e prostok¡tne ma
ierze V w prakty
eozna
zaj¡, »e sumowanie po p�tli utworzonej z linii 
i¡gªej daje 
zynnik N , natomiastdla sumowania po linii przerywanej mamy 
zynnikM . Równanie 1-punktowej funk
jiGreena zapisane za pomo
¡ diagramów Feynmana pokazano na Rysunku 4.9.

Rysunek 4.9. Funk
ja Green'a dla zespoªu Wisharta.Zgrupujmy nast�pnie ze sob¡ wszystkie grafy 1-
z¡stkowo nieredukowanle, który
hsum� ozna
zymy symbolem Σ. Post�puj¡
 analogi
znie jak w przypadku Gaussow-skim, funk
j� Greena mo»na wyrazi¢ w posta
i niesko«
zonego szeregu geometry
z-nego w którym pojawi¡ si� kolejne pot�gi Σ, 
o zapiszemy w posta
i
G(z) =

1

z

∞∑

n=0

(
1

z
Σ

)n

=
1

z − Σ(z)
. (4.6)Zastanówmy si� teraz jak w rozwa»anym przypadku zespoªu Wisharta wygl¡da Σ.Odpowiednie diagramy dla wyrazów najni»szy
h rz�dów jak H1, H2 
zy H3 bar-dzo ªatwo narysowa¢, tak jak pokazano w górnej 
z�±
i Rysunku 4.10. Rysuj¡
 grafywy»szy
h rz�dów mo»emy zauwa»y¢ dwie reguªy. Po pierwsze kiedy kolejny fragment



28 Funk
ja Greena, wolne kumulanty - diagramatykagrafu wy»szego rz�du narysujemy wewn¡trz mniejszej t�
zy, wów
zas obserwujemy,»e wewn¡trz wspomnianej mniejszej t�
zy za
zynaj¡ pojawia¢ si� kolejne fragmentyfunk
ji Greena, a wi�
 po zsumowaniu przy
zynków od wszystki
h rz�dów ostate
zniepojawia si� tam 
aªa funk
ja Greena. Pro
es ten nazywamy �ubieraniem� poziomejlinii 
i¡gªej. Z drugiej strony, rysuj¡
 grafy w innej kon�gura
ji, wewn¡trz zewn�trz-nej podwójnej t�
zy ale równo
ze±nie na zewn¡trz mniejszy
h, wów
zas otrzymujemykolejne mniejsze t�
ze uªo»one jedna za drug¡. Zgodnie z pierwsz¡ obserwa
j¡ we-wn�trzna linia 
i¡gªa dla ka»dej z wewn�trzny
h t�
zy jest zawsze ubrana do peªnejfunk
ji Greena, tak jak to pokazano w dolnej 
z�±
i Rysunku 4.10.

Rysunek 4.10. Szereg Σ dla zespoªu Wisharta, pokazano pro
es �ubierania� linii wewn¡trzmniejszy
h t�
zy.Dla poprawienia przejrzysto±
i dalszego ra
hunku wprowadzamy dwa pomo
ni
zeozna
zenia. Wyobra¹my sobie najpierw, »e ze wszystki
h grafów w
hodz¡
y
h wskªad Σ usuwamy zewn�trzn¡ lini� 
i¡gª¡ oraz prze
inamy domykaj¡
¡ je od górylini� przerywan¡. Otrzymujemy szereg skªadaj¡
y si� z grafów, które za
zynaj¡ iko«
z¡ si� lini¡ przerywan¡. Sum� wszystki
h taki
h grafów ozna
zymy za pomo
¡pogrubionej linii poziomej. Po drugie szereg Σ z prze
i�t¡ zewn�trzn¡ podwójn¡t�
z¡ ozna
zymy liter¡ F , tak jak pokazano na Rysunku 4.11.
Rysunek 4.11. U góry ozna
zenie pomo
ni
ze �F�, z doªu równanie S
hwingera-Dysona wprzypadku zespoªu Wisharta.Warto zauwa»y¢, »e dorysowanie do F brakuj¡
ej do Σ zewn�trznej podwójnej t�
zyozna
za uzupeªnienie linii 
i¡gªej oraz domkni�
ie p�tli utworzonej z linii przerywa-nej, a wi�
 otrzymujemy rela
j�

Σ =
M

N
F = mF. (4.7)



4.3 Funk
ja Greena 1-punktowa - rozkªad Wisharta 29Zapis szeregu Σ z u»y
iem tak zde�niowany
h ozna
ze« pomo
ni
zy
h pozwala za-uwa»y¢, »e niesko«
zony szereg Σ daje si� w isto
ie zapisa¢ w bardziej zwartej posta
i.Staje si� to jasne, kiedy zapiszemy w sposób jawny jak wygl¡daj¡ kolejne skªadnikiszeregu F , 
o pokazano na Rysunku 4.12.
Rysunek 4.12. Równanie S
hwingera-Dysona dla zespoªu Wisharta, w wyniku zwini�
ia sze-regu F otrzymujemy rela
j� F = 1 + FG.Zwró¢my uwag� na fakt, »e obserwujemy tu pewn¡ analogi� otrzymany
h grafówdo równania B = 1 + A + AA + AAA + . . ., które mo»na zapisa¢ w posta
i B =
1 + A(1 + A + AA + AAA + . . .) = 1 + AB. W podobny sposób post�pujemy zrozwa»anymi grafami, 
o pozwala nam na wyra»enie szeregu F w posta
i sko«
zo-nego wyra»enia. Rezultatem otrzymanego równania w posta
i grafów Feynmana jestrela
ja

F = 1 + FG. (4.8)Z (4.6), (4.7) oraz (4.8) otrzymujemy naty
hmiast równanie
zG2(z) +G(z)(m − z − 1) + 1 = 0,którego rozwi¡zaniem jest

G(z) =
1

2z

[
z −m+ 1±

√
(m− z − 1)2 − 4z

]
,przy 
zym dla poprawnego odtworzenia za
howania funk
ji Greena dla z → ∞ nale»ywybra¢ rozwi¡zanie ze znakiem �-�. Mo»emy szybko sprawdzi¢, »e jest to poprawnywybór. Wprowad¹my ozna
zenie pomo
ni
ze w posta
i z + 1 − m = k, zapiszemywów
zas

G(z) =
1

2z

[
k −

√
k2 − 4z

]
=

(k −
√
k2 − 4z)(k +

√
k2 − 4z)

2z(k +
√
k2 − 4z)

=
k2 − k2 + 4z

2z(k +
√
k2 − 4z)

=
2

(k +
√

k2(1− 4z
k2
))
,przy 
zym dla z → ∞ za
hodzi k → ∞ oraz 4z

k2
→ 0, a wi�
 otrzymujemy

G(z)
z→∞−→ 1

z
.A zatem ostate
znym rozwi¡zaniem wynikaj¡
ym z równa« (4.6), (4.7) oraz (4.8) opoprawnym za
howaniu asymptoty
znym jest funk
ja

G(z) =
1

2z

[
z −m+ 1−

√
(m− z − 1)2 − 4z

]
. (4.9)



30 Funk
ja Greena, wolne kumulanty - diagramatykaObli
zmy jesz
ze rozkªad warto±
i wªasny
h w widmie, zapiszemy
ρ(λ) = − 1

π
lim
ǫ→0

ℑG(z)|z=λ+iǫ =

= − 1

2π
lim
ǫ→0

ℑ
[
1 +

1−m

z
−
√

(m− z − 1)2 − 4z

z

] ∣∣∣∣∣
z=λ+iǫ

=

=
1

2π
lim
ǫ→0

ℑ
√
(m− z − 1)2 − 4z

z

∣∣∣∣∣
z=λ+iǫ

.Wyra»enie pod pierwiastkiem przeksztaª
imy do posta
i
(m− z − 1)2 − 4z = z2 − 2z(m+ 1) + (m− 1)2.Jego miejs
a zerowe to

z± = m+ 1± 2
√
m = (

√
m± 1)2,zapiszemy zatem

ρMP (λ) =
1

2π
lim
ǫ→0

ℑ
√

(z − z+)(z − z−)

z

∣∣∣∣∣
z=λ+iǫ

,tak wi�
 ostate
znie rozkªad warto±
i wªasny
h w przypadku zespoªu Wisharta opi-sany b�dzie wzorem
ρMP (λ) =

1

2π

√
(λ− − λ)(λ− λ+)

λ
, (4.10)gdzie m = M

N
oraz λ± = (

√
m ± 1)2, przy 
zym dla λ /∈< λ−, λ+ > za
hodzi

ρMP (λ) = 0. Równanie (4.10) to wynik znany jako wzór Mar
̆henko-Pastura [47℄.Na Rysunku 4.13 zostaª pokazany wykres ilustruj¡
y rozwa»any rozkªad warto±
iwªasny
h dla kilku przykªadowy
h warto±
i parametru m.Warto wspomnie¢, »e wzór Mar
̆henko-Pastura pojawia si� 
z�sto w literaturze tak»ew nie
o odmiennej ni» (4.10) posta
i, 
o wynika z posªugiwania si� parametrem
r = N

M
zamiast m = M

N
. Ró»ni
a jest 
o prawda banalna, jednak warto pokaza¢na 
zym polega. Rozwa»my prawdopodobie«stwo ρMP (λ)dλ, które zapiszemy wzmienny
h Λ = rλ, gdzie r = 1

m
. Otrzymujemy wów
zas

λ± = (
√
m± 1)2 =

(1±√
r)2

r
=

Λ±
roraz dλ = 1

r
dΛ. Interesowa¢ nas b�dzie prawdopodobie«stwo ρ′MP (Λ)dΛ, o
zywi±
iemusi za
hodzi¢ ρMP (λ)dλ = ρ′MP (Λ)dΛ, mo»emy zatem zapisa¢
ρMP (λ)dλ =

1

2π

√
(λ−

r
− Λ

r
)(Λ

r
− λ+

r
)

Λ
r

1

r
dΛ = ρ′MP (Λ)dΛ.
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Rysunek 4.13. Ilustra
ja wzoru Mar
̆henko-Pastura, rozkªad warto±
i wªasny
h dla zespoªuWisharta w zaleno±
i od warto±
i m = M

N
.Ostate
znie wzór Mar
̆henko-Pastura przyjmie posta¢

ρ′MP (Λ) =
1

2π

√
(Λ− − Λ)(Λ− Λ+)

Λr
, (4.11)gdzie r = N

M
oraz Λ± = (1 ± √

r)2, przy 
zym dla Λ /∈< Λ−,Λ+ > za
hodzi
ρ′MP (Λ) = 0. Wzory (4.10) oraz (4.11) s¡ o
zywi±
ie równowa»ne.Na konie
 rozwa»a« doty
z¡
y
h rozkªadu Mar
̆henko-Pastura warto u±wiadomi¢ so-bie, »e g�sto±¢ prawdopodobie«stwa ρMP (Λ) opisana wzorem (4.10) doty
zy sytua
ji,kiedy ma
ierz V †V jest wymiaru N ×N i tym samym nie zawiera modów zerowy
h.Mo»na jednak równie dobrze rozwa»a¢ ma
ierze V V †, które b�d¡ miaªy wymiar
M ×M , a wi�
 b�d¡ to ma
ierze wi�ksze, przy 
zym zwi�kszenie wymiaru wi¡za¢ si�b�dzie z pojawieniem si� modów zerowy
h. Dokªadnie rze
z ujmuj¡
 w widmie taki
hma
ierzy pojawi si� N warto±
i wªasny
h niezerowy
h oraz M−N modów zerowy
h.I
h obe
no±¢ nie wnosi 
o prawda »adny
h dodatkowy
h informa
ji, które wpªywaªyby w istotny sposób na ksztaªt funk
ji g�sto±
i prawdopodobie«stwa, jednak nale»ypami�ta¢, »e po wy
aªkowaniu daj¡ one niezerowy wkªad do normy. Tak wi�
 zewzgl�du na konie
zno±¢ utrzymania prawidªowej normaliza
ji w obe
no±
i modówzerowy
h rozwa»ana funk
ja musi ule
 mody�ka
ji do posta
i

ρ0MP (λ) =
M −N

M
δ(0) +

N

M
ρMP (λ),która po wy
aªkowaniu daje prawidªow¡ norm� równ¡ jedno±
i.4.4. Funk
ja Greena 2-punktowaPrzedstawiony poni»ej ra
hunek, maj¡
y na 
elu zapis fun
ji Greena 2-punktowej zapomo
¡ funk
ji Greena 1-punktowej, opiera si� na metodzie diagramaty
znej. Wynik



32 Funk
ja Greena, wolne kumulanty - diagramatykaobowi¡zuj¡
y dla zespoªu Gaussa otrzymany przez [48℄ zostaª uogólniony [49℄ tak»edla przypadku zespoªu Wisharta. Zapiszmy najpierw ogóln¡ de�ni
j� 2-punktowejfunk
ji Green'a
G(z, w) =

1

N2

〈Tr 1

z −H
Tr 1

w −H

〉

c

,któr¡ mo»emy przeksztaª
i¢ do równowa»nej posta
i
G(z, w) =

1

N2

1

z

1

w

〈Tr 1

1− H
z

Tr 1

1− H
w

〉

c

,przy 
zym nale»y zwró
i¢ uwag�, »e funk
ja Greena 2-punktowa zde�niowana jestpoprzez ±rednia ma
ierzow¡ �
onne
ted�, zgodnie De�ni
j¡ 3. Wyra»enie powy»szerozwijamy do posta
i szeregu geometry
znego
G(z, w) =

1

N2

1

z

1

w

〈Tr ∞∑

n=0

(
H

z

)nTr ∞∑

k=0

(
H

w

)k
〉

c

=

=
∞∑

n=0

∞∑

k=0

1

zn+1

1

wk+1

〈
1

N
TrHn 1

N
TrHk

〉

c

,mo»emy je tak»e zapisa¢ w równowa»nej posta
i
G(z, w) = ∂z∂w

∞∑

n=0

∞∑

k=0

1

zn
1

wk

〈
1

Nn
TrHn 1

Nk
TrHk

〉

c

. (4.12)Wyra»enie funk
ji Greena w tej formie pozwala na posªu»enie si� zapisem za pomo
¡diagramów Feynmana. Zgodnie z ogólnymi reguªami wymienionymi w Rozdziale4.1 grafy b�dziemy rysowa¢ na pier±
ienia
h o dwó
h kraw�dzia
h. Dalsza 
z�±¢ ra-
hunku przebiega¢ b�dzie ina
zej w zale»no±
i o rozwa»anego rozkªadu ma
ierzowego,rozpatrzymy osobno rozkªad Gaussa oraz rozkªad Wisharta.4.4.1. Funk
ja Greena 2-punktowa, rozkªad GaussaRozwa»my najpierw fragment wyra»enia (4.12) po
hodz¡
y od 
zªonów dla n = k,które mo»na w pewnym sensie nazwa¢ '
zªonami diagonalnymi'. Odpowiadaj¡
etakim przypadkom grafy Feynmana mo»na narysowa¢ w posta
i pier±
ienia, tak jakto pokazano na Rysunku 4.14 po lewej stronie.Otrzymany graf rozdziela si� na n rozª¡
zny
h p�tli, przy 
zym li
zba propagato-rów oraz li
zba utworzony
h p�tli jest w tym przypadku równa i wynosi n, zatem
〈TrHnTrHn〉c = n. Zapiszemy

G(z, w)|diag =
1

N2
∂z∂w

∞∑

n=0

(
1

zw

)n 1

n
, (4.13)przy 
zym skªadnik sumy dla n = 0 wynosi 1

n

o sprawia, »e znika on po wykonaniuró»ni
zkowania. Wyra»enie przyjmuje posta¢

G(z, w)|diag =
1

N2
∂z∂w

∞∑

n=1

(
1

zw

)n 1

n
.
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Rysunek 4.14. Dwupunktowa funk
ja Green'a dla rozkªadu Gaussa, po lewej 
zªon diago-nalny dla n = k = 6, po prawej pokazano �ubieranie� liniiPomnó»my nast�pnie wszystkie skªadniki szeregu przez jedno±¢ w posta
i (−1n)(−1n)otrzymuj¡

G(z, w)|diag = − 1

N2
∂z∂w

∞∑

n=1

(−1)n+1

(
− 1

zw

)n 1

n
,
o pozwoli na bezpo±rednie zastosowanie rozwini�
ia Ma
laurina logarytmu log(1 +

x) =
∑∞

n=1
(−1)n+1

n
xn obowi¡zuj¡
ego dla −1 < x ≤ +1 i zapisanie wyra»enia wposta
i

G(z, w)|diag = − 1

N2
∂z∂w ln

(
1− 1

zw

)
. (4.14)Pozostaje zastanowi¢ si� 
o si� dzieje w przypadka
h kiedy n 6= k. W takiej sy-tua
ji nie jest mo»liwe narysowanie grafów z u»y
iem tej samej li
zby elementówjak dla n = k i z tego powodu grafy b�d¡ wygl¡daªy ina
zej, pojawi¡ si� pewnemody�ka
je. W ty
h fragmenta
h grafów, gdzie uprzednio wyst�powaªy linie 1

z
oraz

1
w
pojawi¡ si� ró»nego rodzaju rozgaª�zienia, przy 
zym nale»y o
zywi±
ie pami�ta¢o uwzgl�dnieniu wszystki
h mo»liwy
h kombina
ji dla dany
h n oraz k. W efek
ieko«
owym prowadzi to do tego, »e zamiast ka»dej z linii pojawi¡ si� 1-punktowefunk
je Greena G(z) oraz G(w). Pro
es ten nazywamy �ubieraniem� linii. Skut-kuje on w prakty
e zast¡pieniem linii 1

z
funk
jami Greena G(z) oraz analogi
znielinie 1

w
zast�powane s¡ funk
jami Greena G(w). Drugim efektem wynikaj¡
ym z

n 6= k b�d¡ mody�ka
je doty
z¡
e samego propagatora, który w ogólno±
i b�dzienale»aªo zast¡pi¢ 2-
z¡stkowo nieredukowalnym j¡drem Γ(z, w). Przykªadowy grafFeynmana opisuj¡
y ten przypadek pokazano na Rysunku 4.14 po prawej stronie.Funk
j� Greena zapiszemy
G(z, w) = − 1

N2
∂z∂w ln [1−G(z)G(w)Γ(z, w)] .W przypadku rozkªadu Gaussa, kiedy poten
jaª V (H) jest kwadratowy, a wi�
 niezawiera oddziaªywa« o stopniu wy»szym ni» 2, j¡dro Γ(z, w) mo»na zapisa¢ jako

Γabcd = 1
N
δcbδad, a zatem ostate
znie wyra»enie na funk
j� Green'a przyjmie posta¢

G(z, w) = − 1

N2
∂z∂w ln [1−G(z)G(w)] . (4.15)



34 Funk
ja Greena, wolne kumulanty - diagramatykaPrzeksztaª¢my jesz
ze powy»szy wzór (4.15) do nie
o innej posta
i. Skorzystamy wtym 
elu z równania S
hwingera-Dysona dla zespoªu Gaussa (4.3) zapisanego jako
1

G(x) = x−G(x), gdzie x jest równe z lub w. Rozwa»my nast�pnie to»samo±¢
1

G(z)
− 1

G(w)
=

G(w) −G(z)

G(w)G(z)
,któr¡ po skorzystaniu z równania S
hwingera-Dysona mo»emy zapisa¢ w posta
i

G(z)G(w) =
1

z−w
G(w)−G(z) + 1

.Zatem argument logarytmu ze wzoru (4.15) mo»emy zapisa¢ jako
1−G(z)G(w) =

z − w

G(z)−G(w)
G(z)G(w),natomiast 
aªy logarytm wyniesie

ln[1−G(z)G(w)] = ln[G(z)] + ln[G(w)] + ln

[
z − w

G(w) −G(z)

]
.Wkolejny
h kroku wykonamy podwójne ró»ni
zkowanie powy»szego wzoru, z któregojako niezerowy pozostanie tylko ostatni skªadnik. Mo»emy zatem zapisa¢ funk
j�Greena w posta
i

G(z, w) =
1

N2
∂z∂w ln

[
G(w) −G(z)

z − w

]
, (4.16)która jak si� niedªugo przekonamy (patrz ra
hunek pokazany w Rozdziale 4.4.2)jest posta
i¡ uniwersaln¡. Na konie
 wykonajmy jesz
ze w sposób jawny podwójneró»ni
zkowanie po ∂z∂w, 
o pozwala zapisa¢ 2-punktow¡ funk
j� Greena dla zespoªuGaussa w posta
i

G(z, w) =
1

N2

[
G′(z)G′(w)

[G(z) −G(w)]2
− 1

(z − w)2

]
, (4.17)przy 
zym dla wygody zapisu G′(x) ozna
za ∂xG(x), gdzie x to z lub w.4.4.2. Funk
ja Greena 2-punktowa, rozkªad WishartaPo
z¡tkowa 
z�±¢ ra
hunku przebiega analogi
znie jak w przypadku zespoªu Gaussa- wy
hodzimy z de�ni
ji funk
ji Greena 2-punktowej przeksztaª
aj¡
 j¡ do posta
i(4.12). W tym momen
ie dokªadamy informa
j� o zespole Wisharta zapisuj¡
 ma-
ierze H jako H = V †V , rozwa»ane równanie przyjmuje zatem posta¢

G(z, w) = ∂z∂w

∞∑

n=0

∞∑

k=0

1

zn
1

wk

〈
1

Nn
Tr(V †V )n

1

Nk
Tr(V †V )k

〉

c

. (4.18)Rozpatrzmy najpierw jak wygl¡daj¡ 
zªony dla n = k, które ponownie nazwiemyumownie '
zªonami diagonalnymi'. Graf Feynmana ilustruj¡
y ten przypadek poka-zano na Rysunku 4.15 po lewej stronie.
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Rysunek 4.15. Dwupunktowa funk
ja Green'a dla rozkªadu Wisharta, po lewej 
zªon diago-nalny dla n = k = 4, po prawej pokazano �ubieranie� linii.Graf rozdziela si� na n powtarzaj¡
y
h si� fragmentów, przy 
zym ka»dy z ni
htworz¡ 2 werteksy, 1 p�tla kreskowana oraz 1 p�tla 
i¡gªa. Poli
zenie takiego grafudaje < Tr(V †V )nTr(V †V )n >c= n 1√
NM

1√
NM

NM = n. Wynik dla 
zªonów dia-gonalny
h b�dzie wi�
 taki sam jak równanie (4.13) doty
z¡
e przypadku zespoªuGaussa. Z tego powodu dalsza 
z�±¢ ra
hunku dla 
zªonów diagonalny
h równie»przebiega identy
znie, otrzymujemy ponownie równanie (4.14) w posta
i
G(z, w)|diag = − 1

N2
∂z∂w ln

(
1− 1

zw

)
.Od tego momentu ra
hunek przebiega ju» nie
o ina
zej. Pojawienie si� 
zªonów po-zadiagonalny
h niesie ze sob¡ dwa skutki. Po pierwsze linie 1

z
oraz 1

w
b�d¡ mody�ko-wane na ró»ne sposoby, 
o sprawi, »e na i
h miejs
a
h pojawi¡ si� peªne 1-punktowefunk
je Greena dla zespoªu Wisharta. Po drugie b�dziemy mie¢ do 
zynienia z mo-dy�ka
j¡ par werteksów, w który
h miejs
u pojawi¡ si� 2-
z¡stkowe nieredukowalnej¡dra Γ(z, w), zapiszemy zatem

G(z, w) = − 1

N2
∂z∂w ln [1−G(z)G(w)Γ(z, w)] .Istotne jest, »e rozwa»ane j¡dro Γ(z, w) tym razem przyjmuje inn¡ ni» w poprzed-nim przypadku posta¢, 
o zostaªo dokªadniej pokazane na Rysunku 4.16. Wykona-nie ra
hunku odpowiadaj¡
ego przedstawionemu zapisowi gra�
znemu prowadzi dorównania Γ(z, w) = mF (z)F (w), przy 
zym zgodnie z równaniem (4.8) funk
je Fwynosz¡ F (x) = 1

1−G(x) , gdzie x równe jest z lub w.
Rysunek 4.16. Dwu-
z¡stkowe nieredukowalne j¡dro w przypadku zespoªu Wisharta.Funk
j� Greena w przypadku zespoªu Wisharta mo»na zatem zapisa¢ za pomo
¡wzoru

G(z, w) = − 1

N2
∂z∂w ln

[
1−m

G(z)

1−G(z)

G(w)

1−G(w)

]
, (4.19)



36 Funk
ja Greena, wolne kumulanty - diagramatykaktóry b�dziemy 
h
ieli przeksztaª
i¢ i zapisa¢ w innej posta
i. Podobnie jak w po-przednim przypadku skorzystamy z równania S
hwingera-Dysona dla zespoªu Wi-sharta, a wi�
 przywoªamy wzory (4.6), (4.7) oraz (4.8) z który
h w sposób bezpo-±redni wynika rela
ja 1
G(x) = x− m

1−G(x) , gdzie w roli zmiennej x wyst�puje z lub w.Nast�pnie rozwa»my to»samo±¢
G(w) −G(z) = G(z)G(w)

[
1

G(z)
− 1

G(w)

]
,któr¡ po skorzystaniu z wynikaj¡
ej z równania S
hwingera-Dysona rela
ji mo»emyzapisa¢ w posta
i

G(w) −G(z) = G(w)G(z)

[
z − w +m

1−G(z)− [1−G(w)]

[1−G(w)][1 −G(z)]

]
.Dziel¡
 obie strony powy»szej równo±
i przez wyra»enie G(w) − G(z) a nast�pniewy
i¡gaj¡
 logarytm otrzymujemy

ln

[
1−m

G(z)

1−G(z)

G(w)

1−G(w)

]
= lnG(w) + lnG(z) + ln

z − w

G(w) −G(z)
.Powy»sze równanie jest ju» bliskie funk
ji Greena (4.19), któr¡ postanowili±my wyra-zi¢ w innej posta
i. Z dokªadno±
i¡ do staªej brakuje jedynie podwójnego ró»ni
zko-wania po obydwu zmienny
h, w wyniku którego po prawej stronie równo±
i zostanietylko ostatni skªadnik. Ostate
znie zatem 2-punktow¡ funk
j� Greena dla zespoªuWisharta mo»emy zapisa¢ w posta
i

G(z, w) =
1

N2
∂z∂w ln

[
G(w) −G(z)

z − w

]
, (4.20)natomiast po wykonaniu ró»ni
zkowania otrzymujemy wzór

G(z, w) =
1

N2

[
G′(z)G′(w)

[G(z) −G(w)]2
− 1

(z − w)2

]
. (4.21)Zauwa»my, »e powy»sze wzory (4.20) oraz (4.21) s¡ identy
zne z uzyskanymi po-przednio wzorami (4.16) oraz (4.17). Ozna
za to, »e 2-punktowa funk
ja Greenaw przypadku zespoªu Gaussa oraz zespoªu Wisharta wyra»aj¡ si� przez 1-punktowefunk
je Greena w taki sam sposób. W przypadku zespoªu GOE obserwa
ja jestzgodna z wynikiem pra
y [50℄, natomiast w gólniejszym przypadku jest potwierdze-niem pewnej gª�bszej uniwersalno±
i zaobserwowanej przez [51℄.4.5. Wolne kumulantyInteresuj¡
e jest wyprowadzenie wzoru de�niuj¡
ego wolne kumulanty posªuguj¡
esi� diagramami Feynmana. Do tej pory rozwa»ali±my dosy¢ sz
zególne przypadkibardzo prosty
h poten
jaªów, ale zastanówmy si� 
zym w bardziej ogólnym przy-padku jest Σ. Interesowa¢ nas b�dzie jak¡ ogóln¡ posta¢ przyjmuje Σ. Przypo-mnijmy, »e zgodnie z podstawowym zaªo»eniem szereg Σ to suma wszystki
h grafów1-
z¡stkowo nieredukowalny
h. Jak ju» wspomniano w ogólnym przypadku poten-
jaª w mierze < ... > mo»e by¢ inny ni» Gaussowski V = H2, 
o jest najprostszym



rozwa»anym przypadkiem. Je±li na przykªad b�dzie on zawieraª 
zªon H3, wów
zasw diagrama
h pojawi¡ si� potrójne rozgaª�zienia. Poten
jaª mo»e równie» zawiera¢ró»ne inne skªadniki, które b�d¡ w ró»ny sposób komplikowaªy grafy. Pozostajejednak faktem, »e funk
j� Σ zawsze mo»na zde�niowa¢ jako sum� wszystki
h grafów1PI, oraz »e funk
j� Greena zawsze mo»na b�dzie wyrazi¢ za pomo
¡ Σ w posta
iszeregu geometry
znego w zmiennej Σ, którego warto±¢ po wysumowaniu wyniesie
G(z) =

1

z − Σ(z)
. (4.22)W przypadku kiedy bierzemy pod uwag� wszelkie mo»liwe posta
i poten
jaªu Vnajbardziej ogólna posta¢ Σ b�dzie wygl¡da¢ tak jak to przedstawiono na Rysunku4.17.

Rysunek 4.17. Ogólna posta¢ funk
ji ΣNa marginesie mo»na w tym momen
ie poda¢ przykªad doty
z¡
y równania S
hwin-gera-Dysona dla przypadku Gaussa, które zostaªo przedstawione gra�
znie na Ry-sunku 4.7. Otó» w j�zyku omawianego wªa±nie uogólnionego zapisu funk
ji Σ z u»y-
iem kumulant powiedzieli by±my, »e w przypadku Gaussowskim kumulanta κ2 = 1natomiast pozostaªe kumulanty wynosz¡ zero.Wra
aj¡
 do tematu, grafy przedstawione na Rysunku 4.17 mo»emy zapisa¢ w posta
irównania
Σ(z) = κ1 + κ2G(z) + κ3G(z)2 + κ4G(z)3 + . . .

Σ(z) =

∞∑

k=1

κkG(z)k−1 = R (G(z)) , (4.23)które stanowi w isto
ie szereg de�niuj¡
y kumulanty ma
ierzowe κk poprzez funk
j�
R(G) Voi
ules
u. Po skorzystaniu z równania (4.22) zapiszemy

z − 1

G(z)
=

∞∑

k=1

κkG(z)k−1 = R (G(z)) , (4.24)natomiast po wprowadzeniu funk
ji Blue B(G) = R(G)+ 1
G
okazuje si�, »e powy»szeRównanie (4.24) mo»emy zapisa¢ w równowa»nej posta
i B(G(z)) = z.



Rozdziaª 5Funk
ja Greena dla momentów odwrotny
hCelem ra
hunku przedstawionego w niniejszym rozdziale jest wyra»enie dwupunkto-wej funk
ji Greena GH−1(
1
z
, 1
w
) za pomo
¡ 1-punktowy
h funk
ji Greena GH−1(

1
z
).Ma
ierz H musi by¢ o
zywi±
ie odwra
alna. Ponadto zakªadamy, »e istniej¡ wszyst-kie momenty ma
ierzowe αH−1

i . Najpierw jednak rozpatrzymy funk
j� Greena 1-pun-ktow¡. Zapiszmy jej de�ni
j� dla ma
ierzy H−1 posªuguj¡
 si� zmiennymi 1
z

GH−1

(
1

z

)
=

〈
1

N
Tr 1

1
z
−H−1

〉
,przy 
zym po przej±
iu do diagonalnej bazy ma
ierzy H−1 za
hodzi H−1 = 1

H
,wów
zas wyra»enie mo»emy przeksztaª
i¢ do posta
i

GH−1

(
1

z

)
=

〈
1

N
Tr Hz

H − z

〉
= z

〈
1

N
TrH − z + z

H − z

〉
=

z

〈
1

N
Tr(1− z

z −H

)〉
.Otrzymujemy zatem wzór

GH−1

(
1

z

)
= z (1− zGH(z)) , (5.1)oraz po prostym przeksztaª
eniu analogi
zny wzór w posta
i

GH(z) =
1

z
− 1

z2
GH−1

(
1

z

)
. (5.2)Nast�pnie przypomnijmy de�ni
j� dwupunktowej funk
ji Greena

Gc
H(z, w) = GH(z, w) −GH(z)GH(w),gdzie

GH (z, w) =

〈
1

N
Tr 1

z −H

1

N
Tr 1

w −H

〉
.Rozwa»my zatem dwupunktow¡ funk
j� Greena zapisan¡ dla odwrotno±
i ma
ierzykowarian
ji

Gc
H−1

(
1

z
,
1

w

)
= GH−1

(
1

z
,
1

w

)
−GH−1

(
1

z

)
GH−1

(
1

w

)
,



39gdzie skªadnik sumy GH−1

(
1
z
, 1
w

) ozna
zymy jako S1 natomiast pozostaª¡ 
z�±¢ pra-wej strony równo±
i ozna
zymy jako S2. Obli
zmy najpierw S1, otrzymujemy
S1 =

〈
1

N2
Tr 1

1
z
−H−1

Tr 1
1
w
−H−1

〉
=

〈
zw

N2
Tr −H

z −H
Tr −H

w −H

〉
=

〈
zw

N2
Tr(1− z

1

z −H

)Tr(1− w
1

w −H

)〉
=

〈
zw

(
1− z

1

N
Tr 1

z −H

)(
1− w

1

N
Tr 1

w −H

)〉
,zatem skªadnik S1 wynosi

S1 = zw + z2w2GH(z, w) − z2wGH(z)− zw2GH(w). (5.3)Obli
zmy nast�pnie skªadnik S2 wynosz¡
y
S2 = GH−1

(
1

z

)
GH−1

(
1

w

)
,po skorzystaniu ze wzoru (5.2) otrzymujemy

S2 = z (1− zGH(z)) (w(1− wGH(w)) =

S2 = zw − zw2GH(w) − z2wGH(z) + z2w2GH(z)GH (w). (5.4)Korzystaj¡
 z (5.3) oraz (5.4) mo»emy ostate
znie obli
zy¢ Gc
H−1

(
1
z
, 1
w

)
= S1 − S2,gdzie jak ªatwo si� przekona¢ wi�kszo±¢ wyrazów ulega skró
eniu, pozostawiaj¡
krótkie wyra»enie

Gc
H−1

(
1

z
,
1

w

)
= z2w2 [GH(z, w) −GH(z)GH(w)] = z2w2Gc

H(z, w). (5.5)Skorzystamy nast�pnie z omawianego w dalszej 
z�±
i pra
y wzoru (A.9) wyra»a-j¡
ego 2-punktow¡ funk
j� Greena Gc
H(z, w) poprzez 1-punktow¡ funk
j� Greena

GH(z) i tym samym zapiszemy równanie (5.5) w posta
i
Gc

H−1

(
1

z
,
1

w

)
= z2w2

[
d
dz
GH(z) d

dw
GH(w)

(GH(z)−GH(w))2
− 1

(z − w)2

]
. (5.6)Jak ªatwo sprawdzi¢ zmiana zmienny
h ró»ni
zkowania na 1

x
likwiduje 
zynnik z2w2w pierwszej 
z�±
i wyra»enia, gdy» d

dx
= − 1

x2

d

d 1

x

. Wzór (5.6) mo»emy wi�
 zapisa¢w posta
i
Gc

H−1

(
1

z
,
1

w

)
=

d

d 1

z

GH (z) d

d 1

w

GH (w)

(GH (z)−GH (w))2
− 1
(
1
z
− 1

w

)2 . (5.7)Pozostaje skorzysta¢ ze wzoru (5.2) zgodnie z którym GH(z) = 1
z
− 1

z2
GH−1

(
1
z

) izapisa¢ praw¡ stron� równo±
i w 
aªo±
i w zmienny
h 1
x
jako

Gc
H−1

(
1

z
,
1

w

)
=

d

d 1

z

[
1
z
− 1

z2
GH−1

(
1
z

)]
d

d 1

w

[
1
w
− 1

w2GH−1

(
1
w

)]

[[
1
z
− 1

z2
GH−1

(
1
z

)]
−
[
1
w
− 1

w2GH−1

(
1
w

)]]2 − 1
(
1
z
− 1

w

)2 . (5.8)



Przeksztaª¢my jesz
ze powy»szy wzór zapisuj¡
 go w j�zyku szeregów pot�gowy
h,zgodnie z De�ni
j¡ 6. Skorzystamy w tym 
elu z de�ni
ji transformat Cau
hy'ego1-punktowej (A.5) oraz 2-punktowej (A.8), które s¡ równowa»ne funk
ji Greena 1oraz 2-punktowej. Wspomniane wzory zapiszemy od razu w zmienny
h 1
x

GH−1

(
1

x

)
= xMH−1(x) , gdzie MH−1(x) = 1 +

∑

n≥1

αH−1

n xn, (5.9)
GH−1

(
1

x
,
1

y

)
= xyMH−1(x, y), gdzie MH−1(x, y) =

∑

i,j≥1

αH−1

i,j xiyj. (5.10)Korzystaj¡
 z (5.9) rozwa»my powtarzaj¡
y si� we wzorze (5.8) fragment 1
x
− 1

x2GH−1

(
1
x

),przy 
zym wynik dla poprawienia przejrzysto±
i dalszy
h ra
hunków ozna
zymy no-wym symbolem
1

x
− 1

x2
GH−1

(
1

x

)
=

1

x
[1−MH−1(x)] =

−
∑

n≥1

αH−1

n xn−1 = −M̃H−1(x). (5.11)Nast�pnie korzystaj¡
 z (5.10), (5.11) oraz zmieniaj¡
 zmienne z powrotem na xrównanie (5.8) mo»emy ostate
znie zapisa¢ jako
MH−1(z, w) = zw




d
dz
M̃H−1(z) d

dw
M̃H−1(w)

[
M̃H−1(z)− M̃H−1(w)

]2 − 1

(z − w)2


 (5.12)gdzie

M̃H−1(x) =
∑

n≥1

αH−1

n xn−1 = −1

x
[1−MH−1(x)] .Otrzymane rela
je (5.12) oraz (5.8) s¡ o
zywi±
ie równowa»ne, niemniej wzór (5.12)w sposób bardziej bezpo±redni wyra»a zwi¡zek pomi�dzy momentami ma
ierzowymidrugiego oraz pierwszego rz�du dla odwrotno±
i ma
ierzy kowarian
ji. Tym samymz punktu widzenia implementa
ji algorytmu generuj¡
ego kolejne rela
je pomi�dzymomentami 2-go oraz 1-go rz�du dla rozwa»any
h ma
ierzy wzór (5.12) b�dzie bar-dziej prakty
zny.



Rozdziaª 6Zwi¡zki pomi�dzy momentami ma
ierzowymiW Rozdziale 7 b�dziemy rozwa»a¢ widmo ma
ierzy kowarian
ji S powstaªej w nast�-puj¡
y sposób. Dany
h jest M pomiarów xm, z który
h ka»dy jest N -wymiarowymwektorem opisany
h rozkªadem Gaussa o zerowej ±redniej oraz dodatnio zde�niowa-nej ma
ierzy kowarian
ji Σ, przy 
zymM > N . Wektory pomiarów mo»na zapisa¢ wposta
i ma
ierzy X = [x1, . . . , xM ], na podstawie której de�niujemy do±wiad
zaln¡ma
ierz kowarian
ji S = 1
M
XX†.Zagadnieniem, na którym skupimy nasz¡ uwag� w sposób sz
zególny, jest mo»liwo±¢wnioskowania na temat widma ma
ierzy Σ na podstawie znajomo±
i do±wiad
zalnejma
ierzy kowarian
ji S oraz wymiarów N orazM . Taki zabieg nazywany jest estyma-
j¡ widma ma
ierzy kowarian
ji. Do skonstruowania kolejny
h estymatorów widmama
ierzy kowarian
ji potrzebna b�dzie znajomo±¢ rela
ji wi¡»¡
y
h momenty ma-
ierzowe 1-rz�du ma
ierzy S oraz ma
ierzy Σ, oraz mo»liwo±¢ wyra»enia momentówma
ierzowy
h 2-go rz�du danej ma
ierzy przez jej momenty ma
ierzowe 1-go rz�du.Ponadto do konstruk
ji pewnej grupy estymatorów (estymatory dualne) niezb�dnaoka»e si� znajomo±¢ analogi
zny
h do wspomniany
h rela
ji, jednak obowi¡zuj¡
y
hdla odwrotno±
i rozpatrywany
h ma
ierzy. Wszystkie wspomniane powy»ej rela
jeistniej¡, natomiast sposób i
h uzyskania zostanie pokazany w niniejszym rozdziale.Przypomnijmy jesz
ze, »e symbol Σ pojawiª si� ju» w Rozdziale 4 przy okazji dia-gramaty
znego zapisu funk
ji Greena jako suma wszystki
h grafów 1-
z¡stkowo nie-redukowalny
h, a wi�
 w zupeªnie innej roli ni» ma
ierz kowarian
ji Σ. Tak jakju» wspomniano, stosowanie w ty
h dwó
h przypadka
h tego samego symbolu jestpowsze
hn¡ praktyk¡, która nie prowadzi do »adny
h nieporozumie« ze wzgl�du nawynikaj¡
e zawsze jasno z kontekstu zna
zenie pojawiaj¡
ego si� Σ.6.1. Zwi¡zek momentów grani
zny
h z obserwowanymiInteresuje nas zale»no±¢ pomi�dzy widmem ma
ierzy kowarian
ji Σ oraz widmemma
ierzy S b�d¡
ej pewnym estymatorem ma
ierzy Σ. Rozwa»my zatem te ma
ierzeoraz i
h momenty ma
ierzowe pierwszego rz�du zde�niowane jako

αΣ
k =

1

N
TrΣk,

αS
k =

1

N
TrSk.Zgodnie z ogólnie przyj�tym »argonem dla wygody momenty αΣ

k b�dziemy nazywa¢�momentami prawdziwymi� lub �momentami grani
znymi� (z ang. �true moments�),



42 Zwi¡zki pomi�dzy momentami ma
ierzowyminatomiast momenty αS
k b�dziemy nazywa¢ �momentami obserwowanymi� lub �mo-mentami do±wiad
zalnymi� (z ang. �sample moments�). Interesuj¡
a nas zale»no±¢mi�dzy widmem ma
ierzy Σ oraz ma
ierzy S wyra»a si� wªa±nie poprzez rela
j�mi�dzy momentami obserwowanymi a prawdziwymi, która zostaªa wyprowadzona wpra
y [52℄ (patrz tak»e [53, 54℄) i przyjmuje posta¢

∞∑

k=1

αS
k

zk
=

∞∑

k=1

αΣ
k

zk

(
1 + r

∞∑

l=1

αS
l

zl

)k

. (6.1)Warto podkre±li¢ obe
no±¢ i zna
zenie parametru r = n
k
, gdzie n oraz k to wymiaryma
ierzy obserwa
ji X. Je±li obserwa
je s¡ dªugie, wów
zas mamy do 
zynieniaz ma
ierzami o du»ym wydªu»eniu, 
zyli parametr r jest maªy. W takiej sytua
jipoprawka zawieraj¡
a r po prawej stronie równo±
i ma niewielkie zna
zenie, mo-menty obserwowane s¡ bliskie prawdziwym. Zupeªnie ina
zej jest kiedy obserwa
jetrwaj¡ krótko i parametr r przyjmuje wi�ksz¡ warto±¢, w prakty
e mo»e on nierazby¢ nawet bliski jedno±
i. Wów
zas poprawka zawieraj¡
a r za
zyna mie¢ istotnywkªad w warto±¢ wyra»enia.Po ustaleniu rz�duKmax momentów jakie nas interesuj¡ oraz rozwi¡zaniu powy»szegorównania jeste±my w stanie uzyska¢ dwa komplety wzorów, wyra»aj¡
e momenty ob-serwowane w funk
ji momentów prawdziwy
h oraz w rela
j� stron� prze
iwn¡. Dlawygody ozna
zmy lew¡ stron� równania jako f(1

z
) a nast�pnie wykonajmy podsta-wienie 1

z
= x, wów
zas mo»emy przepisa¢ równanie (6.1) do wygodniejszej posta
i

f(x) =

Kmax∑

k=1

xkαS
k =

Kmax∑

k=1

xkαΣ
k

(
1 + r

Kmax∑

l=1

xlαS
l

)k

. (6.2)Jak wida¢ momenty obserwowane αS
k s¡ kolejnymi wyrazami rozwini�
ia Taylorafunk
ji f(x) w zmiennej x. Wida¢ tak»e, »e momenty αS

k uzyskane bezpo±rednioz wyrazów rozwini�
ia Taylora b�d¡ si� wyra»aªy nie tylko przez kolejne momenty
αΣ
k ale tak»e przez momenty αS

k ni»szy
h rz�dów. Dlatego te» aby uzyska¢ kom-plet wzorów dla momentów do rz�du Kmax nale»y rozwi¡za¢ najpierw równanie dlawszystki
h ni»szy
h rz�dów K ≤ Kmax, ruguj¡
 systematy
znie αS
k pojawiaj¡
e si�we kolejny
h wzora
h wzora
h na αS

K , gdzie k < K. Ostate
znie uzyskujemy zestawwzorów wyra»aj¡
y αS
k przez αΣ

l , gdzie l = 1, . . . , k

αS
1 = αΣ

1

αS
2 = αΣ

2 + r (αΣ
1 )

2

αS
3 = αΣ

3 + 3r αΣ
1 α

Σ
2 + r2 (αΣ

1 )
3...oraz zestaw wzorów dla rela
ji w stron� prze
iwn¡, wyra»aj¡
y
h αΣ

k przez αS
l , gdzie

l = 1, . . . , k

αΣ
1 = αS

1

αΣ
2 = αS

2 − r (αS
1 )

2

αΣ
3 = αS

3 − 3r αS
1α

S
2 + 2r2 (αS

1 )
3...



6.1 Zwi¡zek momentów grani
zny
h z obserwowanymi 43Interesowa¢ nas b�dzie tak»e zwi¡zek pomi�dzy widmem odwrotno±
i ma
ierzy ko-warian
ji Σ oraz widmem odwrotno±
i ma
ierzy S. Odpowiednia rela
ja pomi�dzymomentami αΣ
−k oraz αS

−k równie» zostaªa wyprowadzona w pra
y [52℄ i przyjmujeposta¢
∞∑

k=1

αΣ
−kZ

k =

∞∑

k=1

αS
−kZ

k

(
1− r − r

∞∑

l=1

αΣ
−lZ

l

)k

. (6.3)Sposób post�powania jest podobny jak w poprzednim przypadku. Interesuje nasrozwini�
ie Taylora prawej strony równo±
i w zmiennej z. Analogi
znie jak w po-przednim przypadku uzyskane w ten sposób wzory na momenty αΣ
−K b�d¡ zawieraªymomenty ni»szy
h rz�dów αΣ

−k, gdzie k < K, które nale»y wyrugowa¢ wykonuj¡
 ko-lejne podstawienia. Ostate
znie uzyskujemy komplet wzorów wyra»aj¡
y αΣ
−k przez

αS
−l, gdzie l = 1, . . . , k

αΣ
−1 = (1− r)αS

−1

αΣ
−2 = (1− r)2αS

−2 − r(1− r) (αS
−1)

2

αΣ
−3 = αS

−3 − 3r αS
−1α

S
−2 + 2r2 (αS

−1)
3...oraz odpowiadaj¡
y im komplet wzorów dla rela
ji w stron� prze
iwn¡

αS
−1 =

1

1− r
αΣ
−1

αS
−2 =

1

(1− r)2
αΣ
−2 +

r

(1− r)3
(αΣ

−1)
2

αS
−3 =

1

(1− r)3
αΣ
−3 +

3r

(1− r)4
αΣ
−1α

Σ
−2 +

2r2

(1− r)5
αΣ
−1...

Rysunek 6.1. Czas obli
zania kompletu wzorów na momenty ma
ierzowe grani
zne pierw-szego rz�du. Po lewej stronie przypadek dla ma
ierzy kowarian
ji, po prawej dla jej odwrot-no±
i. Podstawowa spe
y�ka
ja komputera: pro
esor Intel Core 2 Duo 6400 (2× 2.0GHz),pami�¢ RAM 4GB, system Windows 7, program Mathemati
a 7.Rysunek 6.1 pokazuje 
zas obli
ze« potrzebny na uzyskanie kompletu wzorów w



44 Zwi¡zki pomi�dzy momentami ma
ierzowymizale»no±
i od rz�du obli
ze«. Po lewej stronie pokazano 
zas obli
zania wzorów napodstawie rela
ji danej wzorem (6.2), natomiast po prawej stronie pokazano 
zasobli
ze« wzorów na podstawie rela
ji danej wzorem (6.3). Dla pionowej osi obra-zuj¡
ej 
zas zastosowano skal� logarytmi
zn¡. Dzi�ki zastosowaniu takiego sposobuobrazowania mo»emy mi�dzy innymi stwierdzi¢, »e zapotrzebowanie na 
zas obli
ze«wraz ze wzrostem rz�du obli
ze« ro±nie z dobrym przybli»eniem eksponen
jalnie wprzypadku wykresu po lewej stronie, oraz wyra¹nie szyb
iej ni» eksponen
jalnie wprzypadku wykresu po prawej stronie.6.2. Zwi¡zek ma
ierzy dyspersji z momentami 1-rz�duW dalszej 
z�±
i pra
y pod
zas konstruk
ji estymatorów statysty
znego oraz staty-sty
znego dualnego (patrz Rozdziaª 7) pojawi¡ si� we wzora
h ma
ierze dyspersjiodpowiednio dla zespoªu ma
ierzy S oraz zespoªu ma
ierzy S−1, zapisane w wyra»e-nia
h typu log detQ. Ma
ierz dyspersji Q z de�ni
ji wyra»ona jest przez momentyma
ierzowe drugiego rz�du αi,j , który
h niestety nie potra�my w sposób bezpo-±redni obli
zy¢. W obydwu wspomniany
h przypadka
h istniej¡ natomiast ±
isªerela
je wi¡»¡
e momenty ma
ierzowe drugiego rz�du z momentami ma
ierzowymipierwszego rz�du, dzi�ki 
zemu zagadnienie jest mo»liwe do rozwi¡zania.Ma
ierz dyspersji dla ma
ierzy SRozwa»my najpierw zespóª ma
ierzowy S wraz z jego szeregami pot�gowymi pierw-szego oraz drugiego rz�du MS(y), MS(x, y). Interesuje nas posta¢ ma
ierzy dyspersjidla rozwa»anego zespoªu, zadanej z de�ni
ji poprzez momenty ma
ierzowe drugiegorz�du αS
i,j . Jak si� okazuje [55℄, [49℄, [40℄ pomi�dzy szeregami pierwszego oraz dru-giego rz�du istnieje rela
ja, która pozwala wyrazi¢ momenty ma
ierzowe drugiegorz�du αS
i,j za pomo
¡ momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du αS

i . Warto zauwa-»y¢, »e pra
e [49℄ oraz [40℄ pojawiªy si� prakty
znie równo
ze±nie.Interesuj¡
a nas rela
ja wyra»ona w j�zyku 2-punktowy
h funk
ji Greena [49℄ przyj-muje zwart¡ i elegan
k¡ posta¢
G(x, y) =

1

N2
[∂x∂y ln (1−G(x)G(y))] , (6.4)natomiast w [40℄ pojawia si� obszerniejszy wzór, za to od razu zapisany za pomo
¡szeregów ma
ierzowy
h w posta
i

MS(x, y) =
2

β
xy

(
d
dx

(xMS(x)) · d
dy

(yMS(y))

xMS(x)− yMS(y)
− 1

(x− y)2

)
, (6.5)gdzie β wynosi 1 lub 2 w zale»no±
i 
zy rozwa»ane ma
ierze S s¡ rze
zywiste 
zyzespolone. Jak ju» wspomniano mo»na pokaza¢, »e wzory (6.5) oraz (6.4) s¡ to»same,
o zostaªo wykazane w Dodatku A.3.Bezpo±rednio z de�ni
ji 6 szeregów pot�gowy
h wynika, »e prawa strona równania(6.5) wyra»ona jest przez momenty ma
ierzowe pierwszego rz�du, natomiast lew¡stron� równo±
i stanowi¡ momenty ma
ierzowe drugiego rz�du, a wi�
 rze
zywi±
ie



6.2 Zwi¡zek ma
ierzy dyspersji z momentami 1-rz�du 45istnieje pomi�dzy nimi ±
isªa rela
ja.Równanie (6.5) przyjmuje wygodniejsz¡ do przeprowadzenia obli
ze« numery
zny
hposta¢ po wprowadzeniu pomo
ni
zej funk
ji HS(x) = x MS(x) oraz HS(y) =
y MS(y), mo»emy wów
zas zapisa¢

MS(x, y) =
∑

i,j≥1

αS
i,j x

iyj = xy

[
d
dx
H(x) d

dy
H(y)

(H(x)−H(y))2
− 1

(x− y)2

]
, (6.6)gdzie HS(x) = x

(
1 +

∑
j≥1 α

S
j x

j
).Wyli
zenie αS

i,j b�dzie zatem polegaªo na obli
zeniu kolejny
h wyrazów i, j rozwi-ni�
ia Taylora drugiego rz�du prawej strony równania (6.6). W 
elu numery
znegowyli
zenia kompletu wzorów do ustalonego rz�du Kmax nale»y najpierw w (6.6) ury-wa¢ niesko«
zone szeregi przy i, j ≤ Kmax a nast�pnie dla ka»dej pary i, j obli
zy¢rozwini�
ie Taylora prawej strony (6.6). Warto zauwa»y¢, »e rozwa»ane równanie(6.6) jest symetry
zne ze wzgl�du na zamian� indeksów i, j, zatem αS
i,j = αS

j,i. Wy-star
zy zatem obli
zy¢ αS
j,i tylko dla i ≤ j. Obli
zenia zostaªy wykonane przy u»y
iuprogramu Mathemati
a 6. Ze wzgl�du na szybko rosn¡
¡ wraz z rz�dem obli
ze«zªo»ono±¢ wyniku poni»ej zostaªy wypisane tylko elementy ma
ierzy dyspersji o wy-miarze 2x2. Wzory dla ma
ierzy 5x5 zamiesz
zone zostaªy w Tabeli C.6 znajduj¡
ejsi� w Dodatku C. Dla poprawienia przejrzysto±
i pomini�to indeks S wskazuj¡
y nazespóª ma
ierzowy.

α1,1 = −α2
1 + α2

α1,2 = 2(α3
1 − 2α1α2 + α3)

α2,2 = −6α4
1 + 16α2

1α2 − 6α2
2 − 8α1α3 + 4α4

Rysunek 6.2. Czas obli
zania kompletu wzorów na momenty ma
ierzowe drugiego rz�du.Podstawowa spe
y�ka
ja komputera: pro
esor Intel Core 2 Duo 6400 (2× 2.0GHz), pami�¢RAM 4GB, system Windows 7, program Mathemati
a 7.Rysunek 6.2 pokazuje 
zas obli
ze« potrzebny na uzyskanie kompletu wzorów namomenty drugiego rz�du w funk
ji momentów pierwszego rz�du w zale»no±
i odrz�du obli
ze«. Dla pionowej osi obrazuj¡
ej 
zas zastosowano skal� logarytmi
zn¡.Obserwujemy wyra¹nie szybszy ni» eksponen
jalny wzrost zapotrzebowania na mo
obli
zeniow¡ wraz z rz�dem przeprowadzany
h obli
ze«.



46 Zwi¡zki pomi�dzy momentami ma
ierzowymiMa
ierz dyspersji dla ma
ierzy S−1W tym przypadku rozwa»amy zespóª ma
ierzy S−1 wraz z jego szeregami pot�go-wymi pierwszego oraz drugiego rz�du MS−1(y), MS−1(x, y). Interesuje nas posta¢ma
ierzy dyspersji dla zespoªu S−1, której elementy zadane s¡ poprzez momentyma
ierzowe drugiego rz�du αS−1

i,j . Punktem wyj±
ia dla skonstruowania algorytmugeneruj¡
ego rela
je wyra»aj¡
e momenty ma
ierzowe drugiego rz�du ma
ierzy od-wrotny
h αS−1

i,j w funk
ji momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du αS−1

k b�dziewzór (5.12). Przypomnijmy, »e przyjmuje on posta¢
MS−1(x, y) = xy




d
dx
M̃S−1(x) d

dy
M̃S−1(y)

[
M̃S−1(x)− M̃S−1(y)

]2 − 1

(x− y)2


 , (6.7)gdzie

MS−1(x, y) =
∑

i,j≥1

αS−1

i,j xiyj,oraz
M̃S−1(x) =

∑

n≥1

αS−1

n xn−1 = −1

x
[1−MS−1(x)] .Analogi
znie jak w poprzednim przypadku rozwi¡zanie zagadnienia polega na obli-
zeniu kolejny
h wyrazów i, j rozwini�
ia Taylora prawej strony równania (6.7). W
elu uzyskania wzorów do pewnego ustalonego rz�du Kmax nale»y najpierw ob
i¡¢wszystkie pojawiaj¡
e si� w równaniu szeregi do wyrazów i, j ≤ Kmax. Ponadto,tak samo jak w poprzednim przypadku, zauwa»amy, »e (6.7) jest symetry
zne zewzgl�du na zamian� indeksów wyst�puj¡
y
h w de�ni
ji momentów ma
ierzowy
h,a zatem αS−1

i,j = αS−1

j,i , 
o w prakty
e ozna
za, »e wystar
zy ograni
zy¢ si� do ob-li
zenia momentów αS−1

i,j dla i ≤ j. Ra
hunek zostaª wykonany numery
znie przyu»y
iu programu Mathemati
a 6. Ze wzgl�du na szybko rosn¡
¡ wraz z rz�demobli
ze« obj�to±¢ uzyskany
h wzorów poni»ej zamiesz
zono tylko elementy ma
ierzydyspersji o wymiarze 2x2.
α̃1,1 = (−α̃2

3 + α̃2α̃4)/α̃
2
2

α̃1,2 = (2(α̃3
3 − 2α̃2α̃3α̃4 + α̃2

2α̃5))/α̃
3
2

α̃2,2 = (2(−3α̃4
3 + 8α̃2α̃

2
3α̃4 − 4α̃2

2α̃3α̃5 + α̃2
2(−3α̃2

4 + 2α̃2α̃6)))/α̃
4
2Symbol˜ ozna
za, »e ozna
zone nim momenty ma
ierzowe odnosz¡ si� do odwortno±
ima
ierzy kowarian
ji Σ−1. Wzory dla ma
ierzy 5x5 zamiesz
zone zostaªy w TabeliC.7 znajduj¡
ej si� w Dodatku C. Ponownie, dla utrzymania przejrzysto±
i zapisu,indeks S zostaª pomini�ty.Numery
zne sprawdzenie wzorówIstnieje prosta metoda pozwalaj¡
a na sprawdzenie poprawno±
i uzyskany
h wzorówna momenty 2-go rz�du. Mamy bowiem dwie metody i
h wyzna
zenia, bezpo±rednioz de�ni
ji oraz za pomo
¡ wyprowadzony
h wzorów. Symula
ja sªu»¡
a takiemuwªa±nie sprawdzeniu zostaªa wykonana dla ma
ierzy obserwa
ji X o wymiara
h

N ∈< 2, 30 > oraz r = N
M

∈< 0.05, 0.75 >. Dla ka»dego z wymiarów próba li
zyªa100 ma
ierzy, przy 
zym byªy one losowane z rozkªadu zawieraj¡
ego jedn¡ warto±¢



6.2 Zwi¡zek ma
ierzy dyspersji z momentami 1-rz�du 47wªasn¡ równ¡ 1. Dla ka»dego z wylosowany
h w ten sposób zespoªów obli
zone zo-staªy kolejne momenty ma
ierzowe 1-rz�du do rz�du 6 wª¡
znie, na który
h podstawieza pomo
¡ wyprowadzony
h rela
ji obli
zono momenty ma
ierzowe 2-rz�du do rz�du
(3, 3) wª¡
znie. Nast�pnie bezpo±rednio z De�ni
ji 5 obli
zono momenty ma
ierzowe

Rysunek 6.3. �rednie kwadratowe od
hylenie warto±
i momentów 2-rz�du wyli
zony
h zewzorów z warto±
i¡ otrzyman¡ bezpo±rednio z de�ni
ji. Obli
zenia wykonane na podstawiestatystyki li
z¡
ej 100 powtórze« (maªa statystyka mo»e tªuma
zy¢ wido
zne na wykresa
hdosy¢ mo
ne �uktua
je).2-rz�du, równie» do rz�du (3, 3) wª¡
znie. Za miar� odstepstwa warto±
i momentów
αDe�n.
l,m wyli
zony
h z de�
inji od momentów αWzór

l,m wyli
zony
h za pomo
¡ wzoruprzyj�to
η =

1

6

√√√√
3∑

l=1

3∑

m=l

(αDe�n.
l,m − αWzór

l,m )2.Parametr η obli
zony zostaª dla kolejny
h wymiarów (N, r). W ten sposób spraw-dzona zostaªa poprawno±¢ dziaªania wzorów w dosy¢ szerokim zakresie wymiarówma
ierzy obserwa
ji X. Rezultat przeprowadzony
h symula
ji pokazany zostaª naRysunku 6.3. Jak widzimy dla najmniejszy
h z badany
h wymiarów ma
ierzy Xparametr η utrzymuje si� dosy¢ niskim poziomie poni»ej 0.2 dla przypadku ma
ierzy
SCM oraz poni»ej 0.3 dla przypadku ma
ierzy SCM−1, przy 
zym dla wi�kszy
hwymiarów ma
ierzy warto±
i te szybko spadaj¡ i nie przekra
zaj¡ warto±
i rz�dukilku pro
ent. Ozna
za to, »e odst�pstwa warto±
i momentów 2-go rz�du wyli
zoneza pomo
¡ wzorów s¡ bliskie warto±
iom obli
zonym bezpo±rednio z de�ni
ji. Tymsamym przeprowadzony eksperyment mo»na uzna¢ za dostate
znie potwierdzenieprawidªowego dziaªania rela
ji ª¡
z¡
y
h momenty ma
ierzowe 2-rz�du z momentami1-rz�du.Na konie
 wyja±nijmy, »e statystyka li
z¡
a w naszym przypadku tylko 100 powtó-rze« jest tak naprawd� z punktu widzenia spe
y�ki obli
ze« pojawiaj¡
y
h si� wprzeprowadzonej symula
ji zde
ydowanie maªa, 
o skutkuje pojawieniem si� niepo-»¡dany
h �uktua
ji, które mo»emy obserwowa¢ na przedstawiony
h wykresa
h. Po-nadto obli
zenia 
o prawda wykonano dla ma
ierzy X o ró»ny
h wymiara
h, jednakwszystkie one byªy stosunkowo maªe. Ze wzgl�du na bardzo du»e zapotrzebowa-



nie na mo
 obli
zeniow¡ przeprowadzonej symula
ji wprowadzenie taki
h ograni
ze«byªo konie
zno±
i¡. Na przykªad obli
zenia dla jednego tylko punktu na wykresieodpowiadaj¡
ego wymiarowi dimX = 30 × 600 trwaªy okoªo 15 godzin dla kompu-tera z pro
esorem 2× 2GHz, pami�¢ RAM 4GB, przy 
zym obli
zenia wykonano wprogramie Mathemati
a 7.



Rozdziaª 7Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówTypowym zagadnieniem doty
z¡
ym analizy zespoªów ma
ierzowy
h jest badanie i
hma
ierzy kowarian
ji, w sz
zególno±
i za± nale»y podkre±li¢ du»e zna
zenie zespoªówWisharta [56℄. Obli
zenie warto±
i wªasny
h do±wiad
zalnej ma
ierzy kowarian
jitylko w przypadku gdy wymiary ma
ierzy obserwa
ji s¡ bardzo du»e (N → ∞) pro-wadzi do wªa±
iwy
h wyników, natomiast w przypadku N sko«
zonego otrzymanewidmo jest przesuni�te w stosunku do widma ma
ierzy kowarian
ji rozwa»anegozespoªu. Powsze
hnie posªugujemy si� wygodnymi terminami: widmo �prawdzi-wej� ma
ierzy kowarian
ji, widmo �do±wiad
zalnej� ma
ierzy kowarian
ji, estymatorwidma (rozumiany jako metoda estyma
ji widma prawdziwej ma
ierzy kowarian
jina podstawie obserwa
ji widma do±wiad
zalnej ma
ierzy kowarian
ji). W prakty
z-ny
h zastosowania
h ma
ierz obserwa
ji zwykle jest utworzona z szeregów 
zasowy
hotrzymany
h poprzez rejestra
j� warto±
i posz
zególny
h zmienny
h w kolejny
h
hwila
h 
zasu. Wykonanie pomiaru o niesko«
zonej dªugo±
i jest z o
zywisty
hwzgl�dów niemo»liwe. Co gorsza 
z�sto bywa tak, »e dªugo±¢ otrzymanej ma
ierzyobserwa
ji jest porównywalna z li
zb¡ zmienny
h. Za
z�to wi�
 poszukiwa¢ sku-te
zny
h estymatorów widma. Obserwowane przesuni�
ia pomi�dzy wspomnianymiwidmami sugerowaªy intui
yjnie, »e najprawdopodobniej poªo»enie obserwowany
hwarto±
i wªasny
h nale»y skorygowa¢. W ten sposób powstaªy pierwsze estyma-tory widma [57, 58, 59℄. Dziaªanie inny
h estymatorów polegaªo na analizie pewnejkwadratowej �funk
ji straty� [60, 61℄. Nast�pnie, ju» nie
o bardziej wspóª
ze±nie, po-jawiª si� pomysª opieraj¡
y si� na estyma
ji widma na podstawie wykonania dªu»szejobserwa
ji [62℄, 
zy te» metoda estyma
ji oparta o analiz� wielomianów 
haraktery-sty
zny
h [63℄.W roku 2007 pojawiª si� dosy¢ atrak
yjny pomysª [39℄ konstruk
ji estymatora w opar-
iu o statysty
zne wªasno±
i zespoªu, który wkrót
e zyskaª spor¡ popularno±¢ [40℄.Mniej wi�
ej w tym samym 
zasie (rok 2006) pojawiª si� pomysª tzw. �G-estymatora�[42, 43℄, b�d¡
ego aktualnie jednym z najnowszy
h stosowany
h rozwi¡za«.Przedmiotem niniejszego rozdziaªu jest przedstawienie konstruk
ji kilku estymato-rów widma, które po zaimplementowaniu zostaªy sprawdzone numery
znie (wyniki idokªadny opis przeprowadzony
h symula
ji znajduj¡ si� w Rozdziale 8). Pierwszym zni
h jest nowy estymator nazwany robo
zo �estymatorem anality
znym�, którego ideaoparta jest o rozwini�
ie 1-punktowej funk
ji Greena oraz o rozwi¡zanie tak otrzyma-nego równania z u»y
iem transforma
ji Padé. Metoda ta odkryta zostaªa przez [64℄,przy 
zym nie byªa dot¡d publikowana. Jeden z fragmentów konstruk
ji omawianegoestymatora anality
znego korzysta bezpo±rednio z wyników opublikowany
h w [52℄.Kolejny estymator, który w obr�bie pra
y nazywamy �estymatorem statysty
znym�,



50 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówzaproponowano w pra
a
h [39, 40℄. Jego konstruk
ja zostaªa odtworzona zgodnie zewskazówkami autorów. Nast�pnie do obydwu wspomniany
h estymatorów zostan¡przedstawione nowe konstruk
je nazwane �estymatorami dualnymi�, opieraj¡
e si�na analizie momentów ma
ierzony
h dla odwrotno±
i ma
ierzy kowarian
ji.7.1. Estyma
ja widma - zaªo»enia ogólneRozwa»my M niezale»ny
h pomiarów xm, z który
h ka»dy opisany jest N -wymia-rowym rozkªadem Gaussa o zerowej ±redniej oraz dodatnio zde�niowanej ma
ierzykowarian
ji Σ. Ka»dy z pomiarów traktowa¢ b�dziemy jako N -wymiarowy wektorpomiaru. Zakªadamy, »e M > N , 
o ozna
za »e li
zba pomiarów jest wi�ksza ni»li
zba skªadowy
h posz
zególny
h obserwa
ji. Zapiszmy teraz wszystkieM wektoróww posta
i ma
ierzy X = [x1, . . . , xM ], której wymiar b�dzie równy M × N . Zde�-niujemy do±wiad
zaln¡ ma
ierz kowarian
ji (z ang. �Sample Covarian
e Matrix�)jako
S =

1

M
XX†,o wymiarze N x N . Mo»na równie» posªugiwa¢ si� analogi
znym do S obiektemmody�kuj¡
 powy»sz¡ de�ni
j� do posta
i S̃ = 1

N
X†X, 
o da w efek
ie ma
ierz owymiarze M x M , a wi�
 wi�kszym ni» w poprzednim przypadku. Zabieg taki niewniesie jednak do rozwa»a« »adnej dodatkowej informa
ji, ma
ierze S oraz S̃ ró»ni¡si� bowiem mi�dzy sob¡ jedynie li
zb¡ modów zerowy
h. Fakt ten staje si� jasnykiedy rozwa»ymy równanie wªasne dla ma
ierzy S w posta
i

Sϕn = XX†ϕn = λnϕn,gdzie ϕn to wektor wªasny do warto±
i wªasnej λn. Pomnó»my powy»sze równanieod lewej strony przez X†, otrzymujemy
X†XX†ϕn = λnX

†ϕn,które w bazie przetransformowany
h wektorów wªasny
hX†ϕn = ϕ̃n mo»emy zapisa¢w posta
i
X†Xϕ̃n = S̃ϕ̃n = λnϕ̃n.Tak wi�
 równania wªasne dla ma
ierzy S̃ oraz dla ma
ierzy S zawieraj¡ w sobie do-kªadnie te same warto±
i wªasne λn. Mo»na zatem powiedzie¢, »e z punktu widzeniailo±
i zawartej informa
ji nie ma »adnego zna
zenia któr¡ ma
ierz¡ si� posªugujemy.W takiej sytua
ji wybieramy ma
ierz S, jako wygodniejsz¡ ze wzgl�du na brak ni
nie wnosz¡
y
h modów zerowy
h i posiadaj¡
¡ tym samym mniejszy wymiar.Gªównym 
elem dalszej 
z�±
i pra
y b�dzie próba odtworzenia widma �prawdziwej�ma
ierzy kowarian
ji Σ na podstawie do±wiad
zalnej ma
ierzy kowarian
ji S, po
ho-dz¡
ej od ma
ierzy obserwa
ji X o sko«
zony
h wymiara
h. B�dziemy zatem po-



7.2 Estymator anality
zny 51szukiwa¢ ma
ierzy Λ b�d¡
ej diagonaln¡ posta
i¡ ma
ierzy kowarian
ji Σ = UΛU †,któr¡ zapiszemy w posta
i
Λ =




λ1In1

λ2In2 . . .
λImax

InImax


.Zakªadamy, »e w widmie ma
ierzy kowarian
ji Σ znajduje si� Imax ró»ny
h warto±
iwªasny
h, przy 
zym ka»da z ni
h pojawia si� ni razy, a zatem∑Imax

i=1 ni = N . Ka»dejz warto±
i wªasny
h λi mo»na przyporz¡dkowa¢ prawdopodobie«stwo jej wyst¡pieniaw widmie ma
ierzy Λ, które wynosi ti = ni/N . Ponadto zakªadamy, »e warto±
i wªa-sne λi uªo»one s¡ w kolejno±
i rosn¡
ej. Posªuguj¡
 si� t¡ nota
j¡ mo»na zde�niowa¢wektor parametrów widma
Θ = (λ1, . . . , λImax

, t1, . . . , tImax−1) ,opisuj¡
y w sposób jednozna
zny widmo ma
ierzy Λ. Problem rekonstruk
ji widmagrani
znego na podstawie ma
ierzy obserwa
ji o sko«
zony
h wymiara
h mo»na za-tem sformuªowa¢ w posta
i równowa»nej jako poszukiwanie osza
owania dla wektora
Θ, dzi�ki 
zemu zadanie przybiera bardziej zwart¡ posta¢. Algorytm wyzna
zeniaprzybli»enia widma grani
znego w posta
i wektora Θ nazywa¢ b�dziemy w skró
ieestymatorem wektora Θ, natomiast wynik jego zastosowania nazywany b�dzie wskró
ie estyma
j¡ widma b¡d¹ te» estyma
j¡ wektora Θ. Warto w tym momen
iepodkre±li¢, »e nie istnieje jedyna wªa±
iwa metoda konstruk
ji estymatora Θ. Wkolejny
h fragmenta
h pra
y przedstawiona zostanie konstruk
ja kilku mo»liwy
hrealiza
ji estymatora widma, które nast�pnie zostan¡ przetestowane i porównane zesob¡.Nale»y pami�ta¢, »e warunki w jaki
h opisywane estymatory wektora Θ maj¡ do-
elowo pra
owa¢ podyktowane s¡ natur¡ ró»nego rodzaju zastosowa« prakty
zny
h,wraz ze wszystkimi ograni
zeniami doty
z¡
ymi zbierania informa
ji jakie z niej wy-nikaj¡. W sz
zególno±
i w dalszej 
z�±
i pra
y we¹miemy pod uwag� przypadek,gdy jeste±my ograni
zeni do zarejestrowania tylko pojedyn
zej ma
ierzy obserwa
ji
X. Sytua
ja taka jakkolwiek niekorzystna 
z�sto ma miejs
e, 
ho¢by na przykªad wprzypadku rynków �nansowy
h, gdzie powtórzenie eksperymentu ozna
zaªo by 
of-ni�
ie 
zasu. Zakªadamy zatem, »e dysponujemy pojedyn
z¡ ma
ierz¡ S. Estyma
j�wektora Θ w taki
h warunka
h nazywa¢ b�dziemy wnioskowaniem na podstawiepojedyn
zej obserwa
ji.7.2. Estymator anality
znyZ ra
ji swojej prostoty oraz pewnego rodzaju matematy
znej elegan
ji jako pierwszyestymator wektora Θ zostanie przedstawiony estymator anality
zny. Jego konstruk-
ja bazuje na triku w posta
i zastosowania estymaty Padé do ob
i�tego rozwini�
ia1-punktowej funk
ji Greena, 
o w efek
ie pozwala zapisa¢ przybli»enie funk
ji Greena



52 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatoróww posta
i funk
ji wymiernej. Od tego momentu pozostaje ju» tylko krok do osta-te
znego rozwi¡zania problemu. Prze±led¹my zatem gªówne etapy wyprowadzeniawspomnianego estymatora.Zapiszmy de�ni
j� 1-punktowej funk
ji Greena
G(z) =

〈
1

N
Tr 11z −H

〉
,któr¡ zapiszemy w posta
i

G(z) =

〈
1

N

1

z
Tr 11− H

z

〉
.Nast�pnie rozwa»my jej rozwini�
ie w szereg wokóª z = ∞

G(z) =
1

z

1

N

〈Tr(1+
1

z
H +

(
1

z
H

)2

+ . . .

)〉

=
1

z
+

1

z2

〈
1

N
TrH〉+

1

z3

〈
1

N
TrH2

〉
+ . . . .Rozwa»my powy»szy wzór w przypadku grani
znym, kiedy wymiary ma
ierzy Hd¡»¡ do niesko«
zono±
i. Wów
zas zgodnie z de�ni
j¡ 5 momentów ma
ierzowy
h1-rz�du α mo»emy zapisa¢

zG0(z) = 1 +
1

z
αH
1 +

1

z2
αH
2 + . . . = 1 +

∞∑

k=1

(
1

z

)k

αH
k .Ma
ierz¡ H w naszym przypadku jest ma
ierz kowarian
ji Σ, zapiszemy zatem

zG0(z) = 1 +
1

z
αΣ
1 +

1

z2
αΣ
2 + . . . = 1 +

∞∑

k=1

(
1

z

)k

αΣ
k , (7.1)a wi�
 funk
ja Greena okre±lona jest przez szereg zawieraj¡
y wszystkie momentyma
ierzowe 1-go rz�du αΣ

k . Funk
j� Greena mo»emy wyrazi¢ tak»e nie
o ina
zej.Przejd¹my w tym 
elu do diagonalnej posta
i ma
ierzy Σ, wów
zas momenty ma
ie-rzowe αΣ
k mo»emy zapisa¢ w wygodnej posta
i

αΣ
k =

〈
1

N
TrΣk

〉
=

〈
1

N
Tr(UΛΘU

†
)k〉

=

〈
1

N
Tr (ΛΘ)

k

〉
=

1

N

Imax∑

i

(
λΣ
i

)k
pΣi .Dla utrzymania przejrzysto±
i ra
hunku przyj�to, »e indeks i numerowa¢ b�dzie ko-lejne warto±
i wªasne wraz z i
h prawdopodobie«stwami, natomiast indeks k zare-zerwowany b�dzie do numerowania kolejny
h momentów ma
ierzowy
h. Mo»emyprzepisa¢ (7.1) do posta
i

zG0(z) = 1 +
∞∑

k=1

(
1

z

)k 1

N

Imax∑

i

(λΣ
i )

kpΣi . (7.2)



7.2 Estymator anality
zny 53Z równa« (7.1) oraz (7.2) wynika rela
ja wi¡»¡
a momenty αΣ
k z parametrami widma

λΣ
i oraz pΣi

zG0(z) = 1 +

∞∑

k=1

(
1

z

)k

αΣ
k = 1 +

∞∑

k=1

(
1

z

)k 1

N

Imax∑

i

(λΣ
i )

kpΣi . (7.3)Warto podkre±li¢, »e kolejne momenty pojawiaj¡
e si� w powy»szym równaniu ozna-
zone s¡ symbolem Σ 
o ozna
za, »e s¡ to tzw. �momenty prawdziwe� (lub te»�momenty grani
zne�) zwi¡zane z ma
ierz¡ kowarian
ji Σ. Wów
zas kolejne λΣ
i oraz

pΣi po prawej stronie równo±
i to interesuj¡
e nas skªadowe wektora Θ. Niestety wzór(7.3) nie jest dla nas w sposób bezpo±redni u»yte
zny, na 
o skªada si� kilka przy
zyn.Powa»nym problemem jest zaªo»enie o niesko«
zonym rozmiarze ma
ierzy H, gdy»przeprowadzaj¡
 obserwa
je w sko«
zonym 
zasie dysponujemy jedynie ma
ierzamio sko«
zony
h wymiara
h. Ponadto zgodnie z de�ni
j¡ funk
ji Greena powinni-±my przeprowadzi¢ u±rednianie po 
aªym niesko«
zonym zespole ma
ierzowym, 
ow przypadku próby wykonania osza
owania na podstawie kilku pomiarów lub nawetpojedyn
zego pomiaru jest absolutnie nieosi¡galne. Niestety z takimi wªa±nie danymimamy w prakty
e do 
zynienia. Z ty
h powodów tak naprawd� nie ma mo»liwo±
ibezpo±redniego obli
zenia momentów αΣ
i , a wr�
z mo»na powiedzie¢, »e nawet i
hosza
owanie jest spraw¡ trudn¡. Kolejnym istotnym problemem jest niesko«
zonali
zba momentów w
hodz¡
y
h w skªad szeregu. Tak wi�
 dalsze wyprowadzenieb�dzie polegaªo na wprowadzeniu kolejny
h przybli»e« i osza
owa«.Rozwa»my najpierw wzór (7.3) w posta
i przybli»onej, urywaj¡
 szereg na Kmaxskªadnika
h. Nale»y zauwa»y¢, »e urywaj¡
 szereg zmieniamy warto±¢ obydwu stronrówno±
i, a wi�
 zamiast λΣ

i oraz pΣi pojawi¡ si� tam λ̄i oraz p̄i, b�d¡
e przybli»eniamioryginalny
h parametrów widma. Zapiszmy zatem
zG0(z) ∼= 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k

αΣ
k = 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k 1

N

Imax∑

i=1

(λ̄i)
kp̄i. (7.4)Jak ju» wspomniano, obli
zenie lewej strony równania stanowi pewien problem. Wtym momen
ie z pomo
¡ przy
hodz¡ nam rela
je wyprowadzone w pra
y [52℄ wyra»a-j¡
e momenty ma
ierzowe αΣ

k (tzw. �momenty grani
zne�) za pomo
¡ momentów ma-
ierzowy
h αS
k (tzw. �momenty eksperymentalne�, 
zyli momenty eksperymentalnejma
ierzy kowarian
ji S) przy zadanym wspóª
zynniku prostok¡tno±
i r = N

M
(ang.re
tangularity) i sko«
zony
h wymiara
h N oraz M . Zaªó»my zatem, »e znane nams¡ rela
je αΣ

k = f
({

αS
l

}l=k

l=1
, r
). Nie mamy jednak mo»liwo±
i prawidªowego obli
ze-nia αS

l , do 
zego potrzebne by byªo wykonanie ±redniej po 
aªym zespole ma
ierzo-wym. W prakty
e mamy do 
zynienia z pewn¡ skrajno±
i¡, mianowi
ie w przypadkuosza
owania bazuj¡
ego na pojedyn
zym pomiarze dysponujemy tylko jedn¡ ma
ie-rz¡ obserwa
ji. W tej sytua
ji zmuszeni jeste±my przyj¡¢ przybli»enie momentóweksperymentalny
h pierwszego rz�du w posta
i < 1
N
TrSk >= αS

k
∼= α̃S

k = 1
N
TrSk.Warto mie¢ ±wiadomo±¢, »e jest to przybli»enie mog¡
e w niektóry
h przypadka
hmo
no mija¢ si� z prawd¡, gdy» odzwier
iedla wszystkie �uktua
je zespoªu ma
ierzo-wego. W tej sytua
ji rela
je wi¡»¡
e momenty eksperymentalne i grani
zne równie»dadz¡ przybli»ony i �uktuuj¡
y wynik

αΣ
k
∼= α̃Σ

k = f
({

α̃S
l

}l=k

l=1

)
.



54 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówWstawiaj¡
 tak otrzymane α̃Σ
k do lewej strony wzoru (7.4) b�dzie on od tej poryzale»ny od reprezentanta zespoªu ma
ierzowego, którego akurat bardziej lub mniejsz
z�±liwie wybierzemy do eksperymentu. Ina
zej mówi¡
 wszystkie skªadniki sze-regu b�d¡ podatne na �uktua
je. Nie mamy ju» zatem λ̄i oraz p̄k, zamiast ni
hpojawi¡ si� i
h �uktuuj¡
e przybli»enia, które ozna
zymy jako α̂i oraz p̂k. Ostate
z-nie wzór wynikaj¡
y z zastosowania kolejny
h przybli»e« dla funk
ji Greena przyjmieposta¢

zG0(z) ∼= 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k

α̃Σ
k = 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k 1

N

Imax∑

i=1

(λ̂i)
kp̂i. (7.5)Pozostaje kwestia jego rozwi¡zania, 
o nie jest trywialne, gdy» jak wida¢ jest tow isto
ie ukªad Kmax równa« nieliniowy
h w zmienny
h 1

z
zawieraj¡
y parametry

λ̂i oraz p̂i. Prawdopodobie«stwa p̂i musz¡ si� sumowa¢ do jedno±
i, zatem ukªadrówna« posiada 2Imax − 1 stopni swobody. Parametry λ̂i oraz p̂i nazywa¢ b�dziemyestymatorami posz
zególny
h parametrów widma ma
ierzy kowarian
ji Σ, lub te» wskró
ie 
aªy zbiór λ̂i oraz p̂i nazywa¢ b�dziemy estymatorem widma Σ.Zaprezentujemy teraz metod� pozwalaj¡
¡ w ªatwy sposób rozwi¡za¢ równanie (7.5).Zapiszmy najpierw jego praw¡ stron� w nie
o innej posta
i. Jesz
ze raz wyjdziemyod ogólnej posta
i funk
ji Greena, któr¡ zapiszemy w bazie diagonalnej jako
zG0(z) = z

〈
1

N
Tr 11z −H

〉
∼= z

Imax∑

i=1

pi
z − λi

=

Imax∑

i=1

pi

1− 1
z
λi

,gdzie Imax ozna
za li
zb� ró»ny
h warto±
i wªasny
h. Zauwa»my, »e we wszystki
hskªadnika
h szeregu wyra»enie 1
z
pojawia si� tylko w mianowniku kolejno dodawa-ny
h uªamków. Zatem po wykonaniu sumowania otrzymamy funk
j� wymiern¡ wzmienny
h 1

z
, której li
znik b�dzie rz�du Imax−1 natomiast mianownik b�dzie rz�du

Imax. Li
znik oraz mianownik mo»na tak jak wspomniano zapisa¢ bezpo±rednio wzmienny
h 1
z
, lub te» po trywialnym podstawieniu w nie
o wygodniejszy
h zmienny
h

x = 1
z

zG0(z) =
Imax∑

i=1

pi

1− 1
z
λi

=
AImax−1(

1
z
)

BImax
(1
z
)

=
Ainv

Imax−1(x)

Binv
Imax

(x)
. (7.6)Klu
zow¡ kwesti¡ jest zaªo»enie, »e znamy lub te» potra�my w jakikolwiek sposóbprawidªowo okre±li¢ li
zb� ró»ny
h warto±
i wªasny
h w estymowanym widmie równ¡

Imax, 
o jest równozna
zne z okre±leniem rz�dów li
znika oraz mianownika A oraz B.Posiadaj¡
 te informa
je oraz znaj¡
 warto±¢ lewej strony równania mo»emy uzyska¢numery
zn¡ warto±¢ li
znika i mianownika, stosuj¡
 aproksyma
j� Padé [65℄. Jestto algorytm pozwalaj¡
y zapisa¢ dowoln¡ funk
j� w posta
i funk
ji wymiernej ozadany
h rz�da
h li
znika oraz mianownika, a wi�
 idealnie pasuj¡
y do problemuktóry mamy do rozwi¡zania. Aktualnie aproskyma
ja Padé jest 
z�±
i¡ pakietu Ma-themati
a, dzi�ki 
zemu jest stosunkowo ªatwa do implementa
ji.Nale»y pami�ta¢, »e w prakty
e nigdy nie znamy prawdziwej warto±
i zG0(z), mu-simy zatem zgodne ze lew¡ stron¡ równania (7.5) skorzysta¢ z osza
owania w posta
i
zG0(z) ∼= zĜ0(z) = 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k

α̃Σ
k , gdzie α̃S

k =
1

N
TrSk. (7.7)
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zny 55W konsekwen
ji zastosowania przybli»enia (7.7) w równaniu (7.6) zamiast prawdzi-wy
h λi oraz pi pojawi¡ si� i
h estymatory λ̂i oraz p̂i, zapiszemy
zĜ0(z) =

Imax∑

i=1

p̂i

1− 1
z
λ̂i

=
ÂImax−1(

1
z
)

B̂Imax
(1
z
)

=
Âinv

Imax−1(x)

B̂inv
Imax

(x)
. (7.8)Zaªó»my zatem, »e znamy wªa±
iw¡ warto±¢ Imax, oraz »e stosuj¡
 aproksymat�Padé uzyskali±my posta¢ funk
yjn¡ li
znika oraz mianownika. �atwo zauwa»y¢, »eestymatory kolejny
h warto±
i wªasny
h λ̂i równe s¡ odwrotno±
iom kolejny
h miejs
zerowy
h mianownika B̂Imax

(1
z
). Ponadto mo»na wykaza¢, »e prawdopodobie«stwa

p̂i odpowiadaj¡
e kolejnym warto±
iom wªasnym mo»na obli
zy¢ jako
p̂i =

1

z

Â(1
z
)

d
dz

[
B̂(1

z
)
]

∣∣∣∣∣∣
z=λ̂i

. (7.9)Zapis li
znika oraz mianownika rozwa»anej funk
ji wymiernej w zmienny
h x = 1
zmo»e by¢ z prakty
znego punktu widzenia nie
o wygodniejszy. Krótki ra
hunekprowadzi do wzoru na kolejne pi zapisanego w zmienny
h x w posta
i

p̂i = −1

x

Âinv(x)
d
dx

[
B̂inv(x)] ∣∣∣∣∣∣

x= 1

λ̂i

. (7.10)Podsumujmy zatem krótko gªówne kroki konstruk
ji estymatora anality
znego.� wykonujemy pomiar otrzymuj¡
 ma
ierz obserwa
ji X,� obli
zamy S = 1
N
XX† oraz momenty α̃S

k ,� stosujemy wzory wyra»aj¡
e momenty α̃Σ
k za pomo
¡ parametru r orazzbioru momentów α̃S

j gdzie j = 1, . . . , k,� obli
zamy zG̃0(
1
z
) = 1 +

∑Kmax

k=1

(
1
z

)k
α̃Σ
k ,� znaj¡
 warto±¢ Imax (lub robi¡
 zaªo»enie na ten temat) obli
zamy aprok-symat� Padé funk
ji Greena zG̃0(

1
z
) =

ÂImax−1(
1

z
)

B̂Imax (
1

z
)
,� kolejne λ̂i to odwrotno±
i miejs
 zerowy
h funk
ji B̂Imax

(1
z
), natomiast od-powiadaj¡
e im p̂i obli
zamy ze wzoru (7.9) lub (7.10).7.2.1. Warto±¢ Imax w estymatorze anality
znymTak jak ju» wspomniano, li
zba ró»ny
h warto±
i wªasny
h Imax to zaªo»enie. Przy-j�
ie warto±
i Imax niezgodnej z natur¡ badanego modelu prowadzi do uzyskanianieprawidªowego wyniku aproksyma
ji Padé. Zbyt maªa warto±¢ Imax w o
zywistysposób spowoduje pomini�
ie niektóry
h warto±
i wªasny
h widma, przez 
o uzyskanewyniki estyma
ji mog¡ by¢ mo
no przesuniete w stosunku do wªa±
iwy
h warto±
iwªasny
h. Z drugiej strony przyj�
ie zbyt du»ej warto±¢ Imax równie» jest bª�demi nale»y spodziewa¢ si� zwi¡zany
h z tym nieprawidªowo±
i doty
z¡
y
h wynikówestyma
ji.



56 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówDla zilustrowania tego zagadnienia wykonany
h zostaªo kilka przykªadowy
h esty-ma
ji, zgodnie z opisana powy»ej pro
edur¡. Ma
ierze obserwa
ji miaªy wymiar
dimX = 320×1000, wylosowane zostaªy z rozkªadu zawieraj¡
ego 3 warto±
i wªasnerówne λ1 = 1, λ2 = 2 oraz λ3 = 5 z prawdopodobie«stwami odpowiednio p1 = 0.5oraz p2 = p3 = 0.25. Wyniki estyma
ji zaplanowano przedstawi¢ w posta
i tabeli, 
oprakty
znie wyklu
za sensowno±¢ wykonania du»ej li
zby powtórze« ze wzgl�du nazupeªn¡ utrat� 
zytelno±
i w takim przypadku. Dlatego te» wylosowany
h zostaªotylko 6 ma
ierzy obserwa
ji X. Kolejne estyma
je wykonane zostaªy przy zaªo»eniuwarto±
i Imax w zakresie od 1 do 5. Estymowane warto±
i wªasne oraz i
h praw-dopodobie«stwa zostaªy odpowiednio pogrupowane. Wynik wykonany
h symula
jiprzedstawia Rysunek 7.1.

Rysunek 7.1. Wpªyw warto±
i parametru Imax na wynik estyma
ji. Przykªad pokazany napodstawie 6 ma
ierzy obserwa
ji o wymiarze dimX = 320 × 1000, wygenerowany
h dla
Θtrue = (1, 2, 5, 0.5, 0.25).W przypadku przyj�
ia zbyt maªej warto±
i Imax obserwujemy zna
zne przesuni�
ieestymowany
h parametrów w stosunku do poªo»enia wªa±
iwy
h warto±
i wªasny
h



7.3 Estymator statysty
zny 57widma. W przypadku kiedy przyj�to zbyt du»¡ warto±¢ Imax zaobserwowa¢ mo»nakilka 
iekawy
h za
howa«:� Pierwsze trzy warto±
i wªasne maj¡ warto±
i bliskie wªa±
iwym. Dodatkowe (nie-prawidªowe) warto±
i wªasne s¡ rze
zywiste albo urojone, przy 
zym urojonewarto±
i wªasne pojawiaj¡ si� dopiero dla Imax = 5.� Pierwsze trzy (prawidªowe) warto±
i wªasne oraz i
h prawdopodobie«stwa prak-ty
znie nie ulegaj¡ zmianie.� Prawdopodobie«stwa dodatkowy
h (nieprawidªowy
h) warto±
i wªasny
h s¡ bar-dzo maªe.O
zywiste jest, »e ostatnia obserwa
ja jest wªa±
iwie wnioskiem z drugiej. Wartojednak wspomnie¢, »e mo»liwe jest i
h konstruktywne wykorzystanie. Mianowi
iemo»liwe jest skonstruowanie dosy¢ prostego i przy tym, jak si� wydaje, dosy¢ sku-te
znego narz�dzia sªu»¡
ego okre±leniu li
zby ró»ny
h warto±
i wªasny
h zawarty
hw widmie otrzymanej ma
ierzy obserwa
ji X.Intui
ja podpowiada tak»e jesz
ze inn¡ mo»liwo±¢ reak
ji na zbyt du»¡ warto±¢ Imax,polegaj¡
¡ na pojawieniu si� w wynika
h estyma
ji zdublowany
h albo bardzo bli-ski
h sobie warto±
i wªasny
h, przy 
zym odpowiadaj¡
e im prawdopodobie«stwadawaªyby ª¡
znie warto±¢ prawdopodobie«stwa otrzymanego dla estyma
ji kiedyprzyj�to prawidªow¡ warto±¢ Imax. Jednak w wyniku przeprowadzony
h krótki
hsymula
ji nie zaobserwowano w sposób bezpo±redni podobnego zjawiska.7.3. Estymator statysty
znyPrzedstawimy teraz zupeªne inne podej±
ie do estyma
ji wektora Θ, bazuj¡
e natwierdzeniu o Gaussowskim 
harakterze �uktua
ji momentów ma
ierzowy
h. Nie-zb�dne oka»¡ si� tak»e wzory wyra»aj¡
e momenty ma
ierzowe drugiego rz�du wfunk
ji momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du. Metoda ta zostaªa zapropono-wana w pra
y doktorskiej [39℄ a nast�pnie w [40℄. W porównaniu do estymatoraanality
znego konstruk
ja estymatora statysty
znego jest bardziej skomplikowana ajego implementa
ja wymaga zapewnienia zna
znie wi�kszej mo
y obli
zeniowej.Rozwa»my zatem �uktua
je kolejny
h momentów ma
ierzowy
h oraz zde�niujmyna tej podstawie niesko«
zony wektor �uktua
ji.De�ni
ja 11 (Wektor �uktua
ji momentów ma
ierzowy
h) Nie
h zespóª ma-
ierzowy AN posiada grani
zny rozkªad momentów 2-go rz�du. Fluktua
je momen-tów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du zapiszemy w posta
i wektora o niesko«
zonymwymiarze w posta
i
(v)j = TrAj −

〈TrAj
〉
.Rozkªad rozwa»any
h �uktua
ji momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du przyj-muje dosy¢ sz
zególn¡ posta¢. Okazuje si�, »e w przypadku du»y
h ma
ierzy �uktu-a
je te dadz¡ si� opisa¢ wielowymiarowym rozkªadem Gaussa. Zapiszemy t� wªasno±¢w posta
i twierdzenia, którego oryginaln¡ posta¢ oraz dowód znale¹¢ mo»na w pra-
a
h [40, 39℄.



58 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówTwierdzenie 1 (O �uktua
ja
h momentów ma
ierzowy
h) We¹my pod uwag�zespóª ma
ierzy H o du»y
h wymiara
h, posiadaj¡
y grani
zny rozkªad momentów2-go rz�du. Rozwa»my niesko«
zony wektor �uktua
ji dla tego zespoªu
(vΘ)j = TrHj− < TrHj >,który mo»emy równie» zapisa¢ w posta
i

(vΘ)j = TrHj −NαH
j .Wów
zas rozkªad wektora vΘ opisany jest wielowymiarowym rozkªadem Gaussa, przy
zym ma
ierz dyspersji tego rozkªadu tworz¡ momenty ma
ierzowe drugiego rz�du

(vΘ)j ∝ N(µΘ, QΘ), gdzie [QΘ]l,m = αH
l,m.Indeksy Θ ozna
zaj¡ zale»no±¢ wektora v oraz ma
ierzy Q od rozkªadu widma gra-ni
znego b�d¡
ego przedmiotem naszego zainteresowania. Równo
ze±nie zauwa»my,»e Twierdzenie 1 jest wa»ne dla ma
ierzy o du»y
h rozmiara
h, ale niekonie
znie wgrani
y r → 0. W prakty
e ozna
za to, »e mo»emy je z powodzeniem zapisa¢ dlama
ierzy H, a wi�
 dla ma
ierzy po
hodz¡
ej od sko«
zonego wektora obserwa
ji X.Powy»sze twierdzenie peªni z punktu widzenia naszy
h rozwa»a« niezwykle wa»n¡rol�, stanowi bowiem punkt wyj±
ia dla konstruk
ji estymatora statysty
znego. Najego podstawie funk
j� g�sto±
i prawdopodobie«stwa wektora vΘ zapiszemy w posta
i

f(vΘ) = µθ +
1

(2π)
n

2 |detQΘ|
1

2

exp

[
−1

2
v†ΘQ

−1
Θ vΘ

]
.Kieruj¡
 si� zasad¡ maksymalnej wiarygodno±
i b�dziemy poszukiwa¢ takiego wek-tora Θ, który maksymalizuje g�sto±¢ prawdopodobie«stwa f(vΘ). Zadanie staje si�zna
znie ªatwiejsze po zlogarytmowaniu wyra»enia, 
o jest formalnie poprawne, gdy»logarytm jest funk
j¡ monotoni
zn¡ natomiast g�sto±¢ prawdopodobie«stwa przyj-muje warto±
i nieujemne. B�dziemy zatem rozwa»a¢ pewn¡ funk
j� pomo
ni
z¡ g(Θ)zde�niowan¡ jako

g(Θ) = v†ΘQ
−1
Θ vΘ + log detQΘ.Tak wi�
 estymator Θ̂ parametrów widma grani
znego zde�niowany b�dzie jako pa-rametr Θ ekstremalizuj¡
y zapisan¡ powy»ej funk
j� pomo
ni
z¡ g(Θ), 
o zapiszemyjako

Θ̂ = Θ taki, »e: g(Θ) = v†ΘQ
−1
Θ vΘ + log detQΘ osi¡ga minimum. (7.11)Zgodnie z tre±
i¡ Twierdzenia 1 ma
ierz dyspersji QΘ zde�niowana jest poprzez mo-menty ma
ierzowe drugiego rz�du αH

l,m, natomiast wektor vΘ zde�niowany jest zapomo
¡ momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du αH
k oraz obserwa
ji zwi¡zanej zkonkretn¡ warto±
i¡ Θ w posta
i eksperymentalnej ma
ierzy kowarian
ji H. Zarównowektor vΘ oraz ma
ierz QΘ maja niesko«
zony wymiar.



7.3 Estymator statysty
zny 59Przyst�puj¡
 do konstruk
ji estymatora statysty
znego najpierw za ma
ierze H we¹-miemy do±wiad
zalne ma
ierze kowarian
ji S obli
zone na podstawie kolejny
h ma-
ierzy obserwa
ji X o wymiarze dimX = N × M . Ponadto w prakty
zny
h za-stosowania
h b�dziemy musieli ograni
zy¢ wymiary obiektów w
hodz¡
y
h w skªadfunk
ji g(Θ). Zaªó»my zatem, »e wektor vΘ jest wymiaru 1×Kmax, natomiast ma
ierz
Q jest wymiaru Kmax ×Kmax, wów
zas mo»emy zapisa¢

gΘ = gΘ

(
{αl,m}Kmax

l,m=1 , {αk}2·Kmax

k=1 , S
)Gªównym problemem s¡ pojawiaj¡
e si� momenty ma
ierzowe drugiego rz�du, którenie s¡ w bezpo±redni sposób mierzalne. Istotnie, wyra»enie (7.11) b�dzie stanowiªopodstaw� konstruk
ji u»yte
znego narz�dzia w momen
ie kiedy zdoªamy zapisa¢ jew posta
i zawieraj¡
ej wielko±
i bezpo±rednio mierzalne, 
zyli ma
ierz S, parametr

r oraz poszukiwane parametry widma, 
zyli warto±
i wªasne λi wraz z odpowia-daj¡
ymi im prawdopodobie«stwami pi. Jak ju» wspomniano istniej¡ ±
isªe wzorypozwalaj¡
e zapisa¢ momenty ma
ierzowe drugiego rz�du za pomo
¡ momentów ma-
ierzowy
h pierwszego rz�du, dziaªaj¡
e zarówno w przypadku ma
ierzy Σ jak te»
S. Sposób generowania wzorów zostaª wyja±niony w Rozdziale 6.2, natomiast wDodatku C zostaªy one wypisane do rz�du α5,5.Mo»emy wi�
 przyj¡¢, »e rela
je αS

l,m = f
({

αS
k

}2·max{l,m}
k=1

) s¡ znane do takiego rz�dudo którego b�dzie to potrzebne, przy 
zym 
zas potrzebny na i
h wygenerowanie jestw tym momen
ie kwesti¡ drugorz�dn¡. Przy ustalonej warto±
i Kmax wyra»enie na
gΘ mo»emy zapisa¢ w posta
i

gΘ = gΘ

({
αS
k

}2·Kmax

k=1
, S
)
.Pozostaje przej±¢ od zapisu zawieraj¡
ego momenty αS do zapisu zawieraj¡
egomomenty αΣ. Jest to zabieg podobny do wykonanego przy wyprowadzeniu me-tody anality
znej, jednak zauwa»my, »e tym razem potrzebne b�d¡ zwi¡zki αS

k =

f
({

αΣ
m

}k
m=1

, r
), a wi�
 w stron� odwrotn¡ ni» poprzednio. Zakªadamy, »e rela
jete s¡ znane. Po skorzystaniu z ni
h wyra»enie na gΘ przyjmuje posta¢

gΘ = gΘ

({
αΣ
i

}2·Kmax

i=1
, S, r

)
.Kolejny krok polega na zaobserwowaniu, »e je±li znamy wymiar wektora Θ wów
zasmomenty grani
zne αΣ

i mo»na zapisa¢ za pomo
¡ skªadowy
h wektora Θ, gdy»
αΣ
k =

1

N

〈Tr(Σ̃)k〉 =
1

N

〈Tr (ΛΘ)
k
〉
=

1

N

∑

i

(
λΣ
i

)k
pΣi .W ogólnym przypadku nie wszystkie skªadowe wektora Θmusz¡ by¢ niezale»ne. Je±liposiadamy dodatkow¡ wiedz� na temat wi�zów ª¡
z¡
y
h niektóre parametry widma,to stosuj¡
 powy»sz¡ nota
j� wi�zy te mo»na w niezwykle prosty i przejrzysty sposóbzaimplementowa¢.Ostate
znie rozwa»an¡ funk
j� gΘ jeste±my w stanie zapisa¢ expli
ite w interesu-j¡
y
h nas zmienny
h

gΘ = gΘ

({
λΣ
i , p

Σ
i

}Imax

i=1
, S, r

)
. (7.12)



60 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówEstyma
ja wektora Θ polega¢ wi�
 b�dzie na zapisaniu funk
ji gΘ w powy»szej po-sta
i a nast�pnie odszukaniu warto±
i skªadowy
h wektora Θ, który j¡ minimalizuje.Warto w tym momen
ie zauwa»y¢, »e poszukiwanie ekstremum funk
ji wielu zmien-ny
h niesie ze sob¡ pewn¡ u
i¡»liwo±¢, mianowi
ie konie
zno±¢ wystartowania algo-rytmu z jakiego± punktu, którego poªo»enie niestety z rozwa»anej metody nie wynika.Na domiar zªego w wielu sytua
ja
h jego wybór mo»e by¢ de
yduj¡
y dla uzyska-nego wyniku, gdy» funk
ja pomo
ni
za mo»e nie posiada¢ ekstremum globalnego alewi�
ej ekstremów lokalny
h. �eby nasze post�powanie miaªo w takim przypadkuw ogóle sens punkt startowy musi by¢ poªo»ony wystar
zaj¡
o blisko 'wªa±
iwego'ekstremum, to zna
zy ogólnie mówi¡
 na tyle blisko, »eby pro
edura poszukiwaniaekstremum nie tra�aªa do s¡siedniego ekstremum. Jest to o
zywi±
ie problem wa»nyju» przez sam fakt zaistnienia. Ponadto im wi�ksza li
zba zmienny
h w funk
ji gΘtym wi�
ej ekstremów lokalny
h mo»e si� pojawi¢. W prakty
e punkt startowy dlametody statysty
znej jest bardzo wa»ny i tym samym musi by¢ starannie wybrany.Mo»na na przykªad za punkt startowy przyj¡¢ wynik ko«
owy estyma
ji wykonanejinn¡ metod¡, na przykªad opisan¡ w poprzednim rozdziale metod¡ anality
zn¡, lubte» skorzysta¢ z dodatkowy
h informa
ji, o ile takie o
zywi±
ie posiadamy.Z powodu nietrywialnego problemu wyboru punktu startowego w prakty
e w wi�k-szo±
i przypadków estymator statysty
zny nale»y traktowa¢ jako korekt� innego esty-matora, od którego po
hodzi punkt startowy. Dokªadnie taka sytua
ja ma miejs
e wnaszym przypadku, estymator statysty
zny sªu»y do obli
zenia poprawki dla wynikuuzyskanego za pomo
¡ estymatora anality
znego.Z o
zywisty
h wzgl�dów li
zba niezale»ny
h zmienny
h w rozwa»anym modelu niemo»e by¢ wi�ksza od li
zby równa« które jeste±my w stanie zapisa¢, st¡d speªnionymusi by¢ warunek dim(vΘ) ≥ dim(Θ). Zgodnie z sugestiami autorów metody [40℄w prakty
zny
h zastosowania
h najlepiej »eby wymiar wektora vΘ byª równy li
zbieniezale»ny
h zmienny
h.Podsumujmy zatem krótko gªówne kroki konstruk
ji estymatora statysty
z-nego.� wykonujemy pomiar otrzymuj¡
 ma
ierz obserwa
ji X,� obli
zamy S oraz momenty α̃S
k ,� zapisujemy funk
j� gΘ zgodnie ze wzorem (7.11);� stosujemy wzory wyra»aj¡
e momenty αS

l,m przez {αS
k

}2·max{l,m}
k=1� a nast�pnie wzory wyra»aj¡
e αS

k przez {αΣ
m

}k
m=1

,� momenty αΣ
k zapisujemy za pomo
¡ λi oraz pi, uzyskuj¡
 zapis funk
ji gΘw posta
i (7.12),� ustalamy punkt startowy Θ0, w pobli»u którego spodziewamy si� odnale¹¢minimum funk
ji gΘ,� szukamy minimum funk
ji gΘ w zmienny
h Θ uzyskuj¡
 estyma
j� para-metrów widma Θ̂.



7.4 Estymatory dualne 61Wst�pne porównianie estymatorów:� W metodzie estymatora statysty
znego stosunkowo ªatwo wprowadzi¢ wi�zy po-mi�dzy parametrami widma w przypadku posiadania wiedzy o i
h istnieniu.W przypadku estymatora anality
znego nie ma takiej mo»liwo±
i.� Estymator statysty
zny wymaga wystartowania ze starannie wybranego punktustartowego, 
o sprowadza si� do konie
zno±
i posiadania dodatkowej wiedzy naten temat, w prakty
e wi�
 ograni
za to jego mo»liwo±
i. Estymator anality
znyjest w tym sensie samodzielny i nie wymaga »adnej dodatkowej wiedzy.� Implementa
ja estymatora statysty
znego wydaje si� by¢ zde
ydowanie bardziejskomplikowana. W efek
ie nale»y si� spodziewa¢, »e obli
zenia numery
zne b�d¡wymagaªy du»ej mo
y obli
zeniowej. Estymator anality
zny najprawdopodob-niej jest zna
znie mniej wymagaj¡
y pod tym wzgl�dem. Przypusz
zenia te wsposób zde
ydowany potwierdziªy si� pod
zas wykonywania symula
ji opisany
hw dalszej 
z�±
i pra
y.7.4. Estymatory dualneZauwa»my, »e w rozwa»anym przez nas modelu ma
ierz obserwa
ji X jest prosto-k¡tna, 
zyli o wspóª
zynniku wydªu»enia opisywanym przez parametr r mniejszymod jedno±
i, 
o w prakty
e ozna
za, »e li
zba zarejestrowany
h próbek jest wi�ksza odli
zby zmienny
h. Wów
zas dla ma
ierzy kowarian
ji S nie wyst�puje tzw. 'mod ze-rowy' skupiaj¡
y 
z�±¢ widma w punk
ie zero, a zatem jej wszystkie warto±
i wªasnerozªo»one s¡ na dodatniej 
z�±
i osi X. Wynika st¡d, »e je±li rozwa»y¢ odwrotno±¢ma
ierzy kowarian
ji S−1, wów
zas jej warto±
i wªasne na pewno nie b�d¡ skupionew niesko«
zono±
i. Je±li zatem dla ma
ierzy S−1 zapiszemy funk
j� Greena GS−1(z),wów
zas mo»liwe b�dzie jej rozwini�
ie wokóª niesko«
zono±
i. Rozumowanie to sta-nowi punkt wyj±
ia dla konstruk
ji kolejny
h estymatorów, które nazywa¢ b�dziemydualnymi do i
h podstawowy
h posta
i.Motywa
j¡ dla wprowadzenia estymatorów dualny
h jest podejrzenie, »e by¢ mo»e wniektóry
h przypadka
h uda si� uzyska¢ lepsz¡ skute
zno±¢ i
h dziaªania w porówna-niu do form podstawowy
h. W sposób sz
zególny nale»y skupi¢ uwag� na przypad-ka
h, gdzie widmo skªada si� gªównie z warto±
i wªasny
h wi�kszy
h od jedno±
i, gdy»w takim przypadku kolejne momenty ma
ierzowe ma
ierzy S rosn¡ eksponen
jalnie,pod
zas gdy momenty ma
ierzowe ma
ierzy S−1 malej¡. Przesªanka ta nakazujesprawdzi¢, 
zy estymatory bazuj¡
e na kolejny
h momenta
h ma
ierzy S−1 oka»¡ si�rze
zywi±
ie w pewny
h przypadka
h skute
zne.7.4.1. Estymator anality
zny dualnyWyprowadzenie estymatora anality
znego dualnego przebiega analogi
znie do wypro-wadzenia jego podstawowej posta
i, dlatego poka»emy tylko gªówne kroki z pomini�-
iem 
z�±
i komentarzy, które pozostaj¡ bez zmian. Rozwa»my ma
ierz hermitowsk¡



62 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorów
H nie posiadaj¡
¡ modów zerowy
h oraz jej odwrotno±¢ H−1, dla której mo»emyzapisa¢ funk
j� Green'a w posta
i

GH−1(z) =

〈
1

N
Tr 11z −H−1

〉
.Nast�pnie dzi�ki zaªo»eniu o braku modów zerowy
h ma
ierzy H mo»emy rozwa»y¢rozwini�
ie funk
ji Green'a ma
ierzy H−1 w szereg wokóª z = ∞

GH−1(z) =
1

z

1

N

〈Tr(1+
1

z
H−1 +

(
1

z
H−1

)2

+ . . .

)〉

=
1

z
+

1

z2

〈
1

N
TrH−1

〉
+

1

z3

〈
1

N
Tr(H−1)2

〉
+ . . . .W przypadku grani
znym kiedy wymiary ma
ierzy H−1 d¡»¡ do niesko«
zono±
ipowy»szy wzór mo»emy wyrazi¢ poprzez momenty ma
ierzowe pierwszego rz�du αjako

zGH−1(z) = 1 +
1

z
αH−1

1 +
1

z2
αH−1

2 + . . . = 1 +

∞∑

k=1

(
1

z

)k

αH−1

k .Ma
ierz¡ H−1 w naszym przypadku jest odwrotno±¢ ma
ierzy kowarian
ji Σ−1, za-piszemy zatem
zGΣ−1(z) = 1 +

1

z
αΣ−1

1 +
1

z2
αΣ−1

2 + . . . = 1 +
∞∑

k=1

(
1

z

)k

αΣ−1

k . (7.13)W kolejnym kroku wykonujemy przybli»enie polegaj¡
e na urywaniu szeregu naskªadniku Kmax otrzymuj¡

zGΣ−1(z) ∼= 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k

αΣ−1

k .Nale»y zauwa»y¢, »e momenty αΣ−1

k nie s¡ w bezpo±redni sposób mierzalne, mo»emyjednak skorzysta¢ ze wzorów wyra»aj¡
y
h je za pomo
¡ momentów eksperymental-ny
h αS−1

i . Metoda po
hodzi z pra
y [52℄, zostaªa ona omówiona w Rozdziale 6.1,natomiast wzory o który
h mowa wypisane zostaªy w Tabli
y C.3 w Dodatku C.Przyjmujemy zatem, »e rela
je
αΣ−1

k = f

({
αS−1

i

}i=k

i=1
, r

)s¡ znane. W prakty
e prawidªowe obli
zenie αS−1

i równie» nie b�dzie mo»liwe zewzgl�du na fakt, »e dysponujemy tylko pojedyn
zym pomiarem X. Zatem ko-lejne przybli»enie jakie stosujemy b�dzie posta
i < 1
p
Tr(S−1)j >= αS−1

i
∼= α̃S−1

i =
1
p
Tr(S−1)i, ostate
znie rela
je mi�dzy momentami grani
znymi a obserwowanymiprzyjm¡ posta¢

αΣ−1

k
∼= α̃Σ−1

k = f

({
α̃S−1

i

}i=k

i=1
, r

)
.
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ie na podstawie przeprowadzonego eksperymentu jeste±my w stanie obli
zy¢przybli»on¡ warto±¢ funk
ji Green'a
zGΣ−1(z) ∼= zG̃Σ−1(z) = 1 +

Kmax∑

k=1

(
1

z

)k

α̃Σ−1

k . (7.14)Nast�pnie zauwa»my, »e funk
j� Green'a GΣ−1(z) po przej±
iu do diagonalnej bazyma
ierzy Σ−1 oraz przy zaªo»eniu, »e znamy li
zb� ró»ny
h warto±
i wªasny
h two-rz¡
y
h jej widmo mo»na wyrazi¢ za pomo
¡ poszukiwany
h parametrów widma wposta
i funk
ji wymiernej w zmiennej 1
z
lub równowa»nie w zmiennej x = 1

z

zGΣ−1(z) ∼=
Kmax∑

k=1

p∗k
1− 1

z
λ∗
k

=
A∗

Kmax−1(
1
z
)

B∗
Kmax

(1
z
)

=
Ã∗

Kmax−1(x)

B̃∗
Kmax

(x)
. (7.15)Symbol ∗ w powy»szym zapisie ozna
za powi¡zanie z ma
ierz¡ Σ−1. Warto±
iKmax−

1 orazKmax ozna
zaj¡ rz�dy wielomianów A∗ oraz B∗. Znaj¡
 zadan¡ wzorem (7.14)przybli»on¡ posta¢ funk
ji zGΣ−1(z), któr¡ wstawiamy do wzoru (7.15) oraz zakªa-daj¡
 prawidªowo warto±¢ Kmax jeste±my w stanie uzyska¢ funk
yjn¡ posta¢ A∗ oraz
B∗ poprzez wykonanie pro
edury aproksyma
ji Padé.Na podstawie tak otrzymany
h wielomianów A∗ oraz B∗ mo»emy ju» obli
zy¢ pa-rametry widma p∗k oraz λ∗

k . Zauwa»amy, »e zera mianownika B∗(1
z
) wyzna
zaj¡odwrotno±
i warto±
i wªasny
h λ∗

k, natomiast odpowiadaj¡
e im prawdopodobie«-stwa p∗k obli
zamy korzystaj¡
 ze wzoru
p∗k =

1

z

A∗(1
z
)

d
dz

[
B∗(1

z
)
]
∣∣∣∣∣
z=λ∗

k

, (7.16)lub z równowa»nego wzoru zapisanego w zmiennej x w posta
i
p∗k = −1

x

Ã∗(x)
d
dx

[
B̃∗(x)

]

∣∣∣∣∣∣
x= 1

λ∗
k

. (7.17)Ostate
znie interesuje nas widmo ma
ierzy Σ nie za± jej odwrotno±
i Σ−1. Widma teze sob¡ w trywialny sposób powi¡zane, 
o staje si� jasne kiedy rozpatrzymy równaniewªasne ma
ierzy Σ w posta
i
Σϕk = λkϕk,gdzie ϕk to wektor wªasny do warto±
i wªasnej λk. Pomno»enie równania od lewejstrony przez Σ−1 daje

Σ−1Σϕk = ϕk = Σ−1λkϕk,a wi�

Σ−1ϕk =

1

λk

ϕk = λ∗
kϕk,
zyli jak widzimy warto±
i wªasne ma
ierzy Σ oraz Σ−1 s¡ swoimi odwrotno±
iami

λk = (λ∗
k)

−1, prawdopodobie«stwa natomiast s¡ sobie równe pk = p∗k.



64 Rekonstruk
ja widma - konstruk
ja estymatorówPoni»ej przedstawiono krótkie podsumowanie konstruk
ji estymatora anali-ty
znego dualnego.� wykonujemy pomiar otrzymuj¡
 ma
ierz obserwa
ji X,� obli
zamy S−1 =
(
1
n
XX†)−1 oraz momenty α̃S−1

j ,� stosujemy wzory wyra»aj¡
e momenty α̃Σ−1

k za pomo
¡ momentów{
α̃S−1

j

}j=k

j=1
oraz parametru r,� obli
zamy zG̃Σ−1(1z ) = 1 +

∑Kmax

k=1

(
1
z

)k
α̃Σ−1

k ,� znaj¡
 warto±¢ li
zby Kmax obli
zamy aproksymat� Padé funk
ji Greena
zG̃Σ−1(1z ) =

A∗

Kmax−1
( 1
z
)

B∗

Kmax
( 1
z
)
,� kolejne λi to miejs
a zerowe funk
ji B∗(1

z
), natomiast odpowiadaj¡
e im

pk = p∗i obli
zamy ze wzoru (7.16) lub (7.17).7.4.2. Estymator statysty
zny dualnyRozpatrzmy zespóª ma
ierzy hermitowski
h H nie posiadaj¡
y
h modów zerowy
h.Interesowa¢ nas b�dzie zespóª H−1 skªadaj¡
y si� z odwrotno±
i ma
ierzy H, przy
zym zakªadamy, »e zespóª H−1 speªnia zaªo»enia Twierdzenia 1. Wów
zas zgod-nie z tez¡ Twierdzenia 1 rozkªad wekorów �uktua
ji zde�niowany
h jako (vΘ)j =Tr(H−1)j− < Tr(H−1)j > opisany b�dzie rozkªadem normalnym N(µH−1

Θ , QH−1

Θ ) odyspersji, której posz
zególne elementy równe s¡ kolejnym momentom ma
ierzowym2-go rz�du (QH−1

Θ )i,j = αH−1

i,j .Analogi
znie jak pod
zas wyprowadzenia podstawowej wersji estymatora, na pod-stawie funk
ji g�sto±
i prawdopodobie«stwa dla (vΘ) zapiszemy funk
j� pomo
ni
z¡
g(Θ) = v†Θ(Q

H−1

Θ )−1vΘ + log detQH−1

Θ ,która jak si� spodziewamy b�dzie miaªa ekstremum dla pewnego argumentu Θ. Za-tem zgodnie z zasad¡ maksymalnego prawdopodobie«stwa estymator Θ̂ parametrówwidma grani
znego dla zespoªu ma
ierzy H−1 zde�niowany b�dzie jako parametr Θekstremalizuj¡
y funk
j� pomo
ni
z¡ g(Θ)

Θ̂ = Θ taki, »e: g(Θ) osi¡ga minimum. (7.18)Ostate
znym 
elem jest wyzna
zenie estyma
ji dla parametrów widma grani
znegoma
ierzy Σ−1, a wi�
 w powy»szym wzorze (7.18) nale»y odpowiednio zde�niowa¢funk
j� g(Θ), tak by zbudowana byªa wªa±nie z parametrów widma grani
znego 
zylikolejny
h λΣ−1

i oraz pΣ
−1

i . W tym 
elu za ma
ierze H−1 we¹miemy odwrotno±
ima
ierzy kowarian
ji S−1, przy 
zym ma
ierze kowarian
ji S po
hodz¡ z obserwa
ji
X i zbudowane s¡ sposób zapewniaj¡
y brak modów zerowy
h. Je±li wi�
 ma
ierzeobserwa
ji X maj¡ wymiar dimX = N × M , gdzie N < M , wów
zas ma
ierz Spowinna mie¢ wymiar dimS = N ×N . Ponadto niesko«
zony
h rozmiarów obiektyw
hodz¡
e w skªad de�ni
ji funk
ji g(Θ) obetniemy do zaªo»onego rz�du, 
zyli do
Kmax dla momentów 2-go rz�du oraz do 2×Kmax dla momentów 1-go rz�du.



Nast�pnie elementy ma
ierzy dyspersji αS−1

l,m zapiszemy za pomo
¡ momentów ma-
ierzowy
h pierwszego rz�du αS−1

k . Zakªadamy w tym momen
ie, »e rela
je αS−1

l,m =

f

({
αS−1

k

}k=2·Kmax

k=1

) s¡ znane do takiego rz�du, do jakiego tego potrzebujemy. I
hwyprowadzenie znajduje si� w Rozdziale 6.2, natomiast wzory do rz�du Kmax = 5(dla ma
ierzy αS−1

5,5 wª¡
znie) zostaªy wypisane w Tabeli C.7 znajduj¡
ej si� w Do-datku C. Na konie
 nale»y skorzysta¢ z rela
ji wyra»aj¡
y
h momenty ma
ierzowe
αS−1

k za pomo
¡ momentów grani
zny
h αΣ−1

k , przy 
zym ponownie zakªadamy, »es¡ one znane. Rela
je te wyprowadzone zostaªy w pra
y [52℄, na potrzeby niniejszejpra
y algorytm i
h generowania zostaª powtórzony a wyniki dla kilku po
z¡tkowy
hrz�dów zostaªy zamiesz
zone w Tabeli C.5 w Dodatku C.W obe
nej posta
i funk
ja g(Θ) zde�niowana jest za pomo
¡ momentów αΣ−1

k , Pozo-staje wi�
 ju» tylko wyrazi¢ je za pomo
¡ kolejny
h λΣ−1

i oraz pΣ−1

i . W tym momen
iemusimy zrobi¢ zaªo»enie na temat znajomo±
i li
zby Imax ró»ny
h warto±
i wªasny
hw
hodz¡
y
h w skªad widma ma
ierzy Σ−1. Wów
zas po przej±
iu do diagonalnejposta
i ma
ierzy Σ−1 zapiszemy
αΣ−1

k =
1

N

〈Tr(Σ−1)k
〉
=

1

N

〈Tr (Λ−1
)k〉

=
1

N

Imax∑

i=1

(
λΣ−1

i

)k
pΣ

−1

i .Ostate
znie funk
ja g(Θ) przyjmie posta¢ wyra»on¡ przez parametry λΣ−1

i oraz pΣ−1

i ,nale»y odszuka¢ jej ekstremum w przestrzeni ty
h parametrów otrzymuj¡
 w tensposób estymatory parametrów widma grani
znego λ̂Σ−1

i oraz p̂Σ
−1

i . Interesuj¡
enas do
elowo estymatory parametrów widma ma
ierzy Σ zwi¡zane s¡ z nimi prost¡rela
j¡
λ̂Σ
i = (λ̂Σ−1

i )−1 oraz p̂Σi = p̂Σ
−1

i . (7.19)



Rozdziaª 8Rekonstruk
ja widma - symula
jePostaramy si� teraz zbada¢ w prakty
e przedstawione w poprzednim rozdziale esty-matory widma. Gªównym 
elem tej 
z�±
i pra
y jest okre±lenie zakresu stosowalno±
iposz
zególny
h estymatorów a nast�pnie wzajemne porównanie skute
zno±
i i
h dzia-ªania pod k¡tem taki
h 
e
h jak pre
yzja estyma
ji oraz 
zas obli
ze«. Konie
zneokazaªo si� podzielenie pra
y na kilka etapów. Najpierw nale»y zastanowi¢ si� którez parametrów estyma
ji maj¡ istotny wpªyw na jej wynik. W ten sposób zostaniezde�niowana przestrze« parametrów w której b�d¡ one badane i b�dzie mo»na wkonkretny sposób okre±li¢ zakres przeprowadzany
h symula
ji. Nast�pnie potrzebab�dzie w jaki± sposób wybra¢ miar� adekwatn¡ do spe
y�ki badany
h estymatorów,która w sposób ilo±
iowy pozwoli okre±li¢ jako±¢ uzyskiwanego wyniku. Wprowa-dzenie takiej miary umo»liwi porównanie estymatorów mi�dzy sob¡ w wybranymw
ze±niej zakresie istotny
h parametrów.8.1. Eksperyment wst�pnyJak dot¡d wiemy jak wygl¡da od strony teorety
znej konstruk
ja kilku metod esty-ma
ji widma. Zanim przejdziemy do dalszej 
z�±
i pra
y sprawdzimy najpierw w spo-sób pobie»ny dziaªanie estymatorów na kilku wybrany
h przykªada
h. W tym 
eluustalono parametry widma grani
znego równe Θtrue = (2, 3, 0.5), mniejszy wymiarma
ierzy obserwa
ji równy 40 oraz wybrano kilka ró»ny
h wspóª
zynników prosto-k¡tno±
i ma
ierzy, »eby zaobserwowa¢ zmienno±¢ pra
y estymatorów ze wzgl�du naten parametr. Ma
ierze X w kolejny
h eksperymenta
h wst�pny
h miaªy wymiarykolejno 40×640, 40×320, 40×160, 40×80 oraz 40×40. W eksperymen
ie do obli
ze«wzi�ty
h zostaªo 6 kolejny
h momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du. Symula
jew ka»dej z 5 kombina
ji wykonano równolegle z u»y
iem estymatora anality
znegooraz statysty
znego, aby zaobserwowa¢ ewentualne ró»ni
e z skute
zno±
i i
h dzia-ªania. Dla ka»dego z estymatorów w ka»dej z kombina
ji eksperyment skªadaª si�z 500 powtórze«. Warto podkre±li¢, »e wybór »adnej z wymieniony
h li
zb nie byªni
zym konkretnym podyktowany, 
hodziªo jedynie o wykonanie wst�pnego testu, napodstawie którego miaª zosta¢ zaprojektowany eksperyment wªa±
iwy.Rezultat eksperymentu zapisano w posta
i ma
ierzy wyników o wymiarze 3 × 500,gdzie kolejne wiersze to wyniki pojedyn
zej estyma
ji w posta
i trójki li
zb (λ1, λ2, p1).Pierwszym pomysªem analizy uzyskany
h wyników byªo przedstawienie i
h na wykre-sie w zmienny
h p(λ). Rze
zywi±
ie ªatwo zauwa»y¢, »e wynik pojedyn
zej estyma
ji
(λ1, λ2, p1) mo»na zobrazowa¢ na takim wykresie w posta
i 2 punktów o wspóªrz�d-ny
h (λ1, p1) oraz (λ2, p2) = (λ2, 1 − p1). Intui
yjnie spodziewamy si�, »e je±li λ1nie le»y zbyt blisko λ2, wów
zas wyniki estyma
ji powinny tworzy¢ dwa rozª¡
zne
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Rysunek 8.1. Estyma
ja dla Θtrue = (2, 3, 0.5), seria 500 powtórze«. Obserwujemy wyra¹n¡separa
j� estymowany
h parametrów wraz z wydªu»eniem ma
ierzy obserwa
ji X .obszary skupione wokóª punktów o wspóªrz�dny
h (2,0.5) oraz (3,0.5), które odpowia-daj¡ Θtrue = (2, 3, 0.5). Trzeba pami�ta¢, »e post�puj¡
 w ten sposób tak naprawd�na jednym wykresie zamiesz
zamy dwa wykresy naªo»one na siebie. Jest to w naszymprzypadku uzasadnione, gdy» spodziewamy si�, »e punkty po
hodz¡
e od pierwszeji drugiej warto±
i wªasnej powinny le»e¢ w inny
h miejs
a
h na wykresie. Rezultatywykonany
h symula
ji zostaªy zebrane i przedstawione zbior
zo na rysunku 8.1. Polewej stronie zamiesz
zono wyniki estyma
ji metod¡ anality
zn¡, po prawej stronie



68 Rekonstruk
ja widma - symula
jemetod¡ statysty
zn¡.Przede wszystkim nale»y zwró
i¢ uwag� na fakt, »e przy odpowiednio du»y
h ma-
ierza
h obserwa
ji rozwa»ane estymatory w ogólno±
i dziaªaj¡. Im wi�ksza dªugo±¢ma
ierzy X tym lepsze s¡ uzyskiwane rezultaty i obserwujemy zgodne z przewi-dywaniem rozdzielenie punktów na dwie rozª¡
zne wyspy skupione wokóª punktówo spodziewany
h wspóªrz�dny
h. Przy 
oraz mniejszy
h ma
ierza
h wyspy staj¡si� 
oraz bardziej rozlegªe 
o odpowiada 
oraz wi�kszemu rozrzutowi estymowany
hparametrów, a» w ko«
u przestaj¡ by¢ wyra¹nie rozró»nialne. W przypadku bar-dzo maªy
h ma
ierzy wyniki estyma
ji za
zynaj¡ by¢ mo
no przekªamane, 
z�stopojawiaj¡ si� li
zby nie maj¡
e sensu �zy
znego. Porównuj¡
 wzajemnie dziaªaniemetod w przypadku maªy
h ma
ierzy nale»y stwierdzi¢, »e przy u»y
iu metody sta-tysty
znej pojawia si� zde
ydowanie mniej ujemny
h warto±
i wªasny
h. Mimo towiarygodno±¢ wyników estyma
ji w przypadku maªy
h ma
ierzy pozostawia wieledo »y
zenia, nale»y ra
zej uzna¢ »e obydwa estymatory w tym zakresie wymiarówma
ierzy obserwa
ji po prostu nie nadaj¡ si� do u»y
ia. Natomiast w przypadkuwi�kszy
h ma
ierzy (40 × 320 oraz 40× 640) obserwujemy zgodne z przewidywanierozdzielenie punktów na dwa rozª¡
zne obszary skupione wokóª punktów o wspóª-rz�dny
h (2,0.5) oraz (3,0.5), oraz bardzo du»e podobie«stwo wykresów uzyskany
hdla obydwu metod. Sugeruje to podobne dziaªanie estymatorów w warunka
h gdziewyniki estyma
ji s¡ zadowalaj¡
e. Spostrze»enie to wymaga dokªadniejszego spraw-dzenia, 
o zostaªo zrobione i opisane w dalszej 
z�±
i pra
y.

Rysunek 8.2. Histogramy dla estyma
ji przy Θtrue = (2, 3, 0.5), dimX = 40 × 320, 500powtórze«.Kolejnym pomysªem byªo wykonanie histogramów z tak uzyskany
h wykresów po-przez i
h zrzutowanie na poziom¡ o±. Rezultat zostaª pokazany na rysunku 8.2. Wi-dzimy wyra¹ne rozseparowanie estymowany
h warto±
i wªasny
h, które s¡ skupionewokóª warto±
i 2 oraz 3, 
zyli wokóª taki
h warto±
i jak nale»aªo si� spodziewa¢. Hi-stogramy uzyskane dla obydwu metod nie s¡ 
o prawda w 100% identy
zne, jednakna pewno nale»y podkre±li¢ bardzo du»e wzajemne podobie«stwo. Mo»na równie»pokusi¢ si� o bezpo±rednie wykre±lenie histogramu 3-wymiarowego. Przykªad dlaestymatora anality
znego zostaª zaprezentowany na rysunku 8.3. Analogi
zny histo-gram 3-wymiarowy dla estymatora statysty
znego jest prakty
znie taki sam, dlategonie zostaª ju» zamiesz
zony.
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Rysunek 8.3. Histogram 3-D dla estymatora anality
znego, Θtrue = (2, 3, 0.5), dimX =
40× 320, 500 powtórze«.8.2. Istotne parametryRozwa»my ma
ierz obserwa
ji M o wymiara
h k × n, gdzie k > n po
hodz¡
¡ zzespoªu ma
ierzowego okre±lonego przez wektor parametrów widma Θtrue. Zakªa-damy, »e li
zba poszukiwany
h warto±
i wªasny
h oraz odpowiadaj¡
y
h im praw-dopodobie«stw jest znana. Mo»emy zatem uru
homi¢ wybran¡ pro
edur� estyma
jiotrzymuj¡
 w ten sposób estyma
j� parametrów widma Θ. Nast�pnie powtarzamypro
edur� wielokrotnie, za ka»dym razem wybieraj¡
 z tego samego zespoªu ma-
ierzowego kolejnego reprezentanta. W efek
ie uzyskamy pewien wielowymiarowyrozkªad estymowany
h parametrów.Na rysunku 8.4 pokazany zostaª przykªad dla zespoªu ma
ierzowego opisanego przez

Θtrue = (1, 1.5, 0.5). Wymiary ma
ierzy obserwa
ji M wynosiª 70× 1400, natomiaststatystyka li
zyªa 500 powtórze«. Wykres z lewej strony przedstawia histogram war-to±
i wªasny
h obli
zany
h bezpo±rednio z kolejny
h ma
ierzy obserwa
ji. Kolejne2 rysunki przedstawiaj¡ histogramy warto±
i wªasny
h uzyskany
h jako wynik esty-ma
ji kolejno estymatora anality
znego (±rodkowy rysunek) oraz estymatora anali-ty
znego dualnego (rysunek po prawej stronie).Ju» pobie»na o
ena pozwala stwierdzi¢, »e zastosowanie estymatora daje w porówna-niu do bezpo±redniego obli
zania warto±
i wªasny
h zna
znie lepszy rezultat. Uzy-skane widmo jest w¡skie, 
o ozna
za, »e kolejne estyma
je daj¡ zbli»one wyniki,ponadto wyniki te s¡ skupione wokóª wªa±
iwy
h warto±
i. Ogólnie rze
z bior¡
wydaje si�, »e efekt jest bardzo zadowalaj¡
y. Nale»y jednak by¢ ostro»nym przywy
i¡ganiu tego typu wniosków, gdy» te same metody u»yte dla ma
ierzy obserwa
jio inny
h wymiara
h lub innej warto±
i Θ0 mog¡ dawa¢ wyniki odbiegaj¡
e od wªa-±
iwy
h warto±
i albo na przykªad bardzo mo
no rozrzu
one. W takim przypadkudany estymator w ogóle nie b�dzie speªniaª swojego zadania. Odpowiedni przykªad



70 Rekonstruk
ja widma - symula
je
Rysunek 8.4. Przykªad estyma
ji dla Θtrue = (1, 1.5, 0.5), wybrano ma
ierzeX o wymiara
h
n = 70, r = 0.05. Estymowane warto±
i wªasne skupiaj¡ si� wokóª prawidªowy
h warto±
i,du»a powtarzalno±¢ estyma
ji.zostaª pokazany na rysunku 8.5, gdzie wida¢ siln¡ zale»no±¢ szeroko±
i uzyskiwanegowidma w zale»no±
i od wi�kszego wymiaru ma
ierzy obserwa
ji.

Rysunek 8.5. Zmiana niedokªadno±
i estyma
ji wraz ze wzrostem r. Skra
anie ma
ierzyobserwa
ji powoduje wyra¹ne rozmy
ie estymowany
h parametrów.Jeden z 
elów jakie sobie stawiamy w tej pra
y polega na zbadaniu jak zmieniasi� pre
yzja estyma
ji danego estymatora w funk
ji parametrów, które mog¡ na t�pre
yzj� wpªywa¢. Parametry te b�dziemy okre±la¢ mianem istotny
h. Zakªadamyzatem, »e parametrami istotnymi w tym kontek±
ie s¡: mniejszy wymiar ma
ierzyobserwa
ji n, 'prostok¡tno±¢' r ma
ierzy obserwa
ji wyra»ona jako stosunek jej dªu-go±
i do szeroko±
i oraz 
aªy wektor parametrów Θtrue okre±laj¡
y zespóª ma
ierzowyz którego losowane s¡ ma
ierze obserwa
ji. Rozwa»an¡ niedokªadno±¢ estyma
ji za-



8.3 Miara niedokªadno±
i estyma
ji 71pisywa¢ b�dziemy jako
ηestym = ηestym(r, n,Θtrue), (8.1)gdzie indeks 'estym' numerowa¢ b�dzie kolejno rozwa»ane estymatory.Jak pami�tamy od po
z¡tku zakªadamy, »e ma
ierze obserwa
ji s¡ du»e a obser-wa
je trwaj¡ dªugo, 
o ozna
za du»¡ warto±¢ n oraz maª¡ warto±¢ r. Odpowiada towymiarom ma
ierzy, dla który
h spodziewamy si� najlepszego dziaªania estymato-rów. Ponadto mo»na wysun¡¢ pewne intui
yjne przypusz
zenie na temat zale»no±
iniedokªadno±
i estyma
ji od wektora Θtrue, mianowi
ie je±li warto±
i wªasne b�d¡od siebie wystar
zaj¡
o oddalone wów
zas estymator powinien dziaªa¢ lepiej ni» wprzypadku kiedy warto±
i wªasne b�d¡ le»e¢ blisko siebie. Jako±
iowe okre±lenia typudu»a ma
ierz obserwa
ji, dªugie obserwa
je, warto±
i wªasne le»¡
e blisko lub dalekood siebie oraz lepsza lub gorsza estyma
ja s¡ o
zywi±
ie bardzo ogólne i niepre
y-zyjne. Posªugujemy si� nimi w tym momen
ie jedynie w 
elu wst�pnego, intui
yjnegoprzybli»enia si� do badanego zagadnienia. I
h pre
yzyjne, ilo±
iowe odpowiednikipojawi¡ si� w kolejny
h fragmenta
h pra
y.8.3. Miara niedokªadno±
i estyma
jiPowtarzaj¡
 wielokrotnie pro
edur� rekonstruk
ji widma grani
znego b�dziemy otrzy-mywa¢ kolejne estyma
je Θ. Spodziewamy si�, »e b�d¡ one w pewien sposób roz-ªo»one wokóª pewnego punktu w przestrzeni parametrów Θ. Pojawiaj¡ si� w tymmomen
ie dwa wa»ne pytania, mianowi
ie jak bardzo wyniki kolejny
h estyma
ji s¡wzgl�dem siebie rozrzu
one oraz 
zy punktem i
h skupienia jest tak jak si� spodzie-wamy Θtrue, 
zy te» rozkªad estyma
ji skupiony jest w innym jakim± innym punk
ie.Odpowiedzi na te pytania prowadz¡ do taki
h poj�¢ jak dobrze pra
uj¡
y estymator,
zy te» estymator daj¡
y przewa»nie wyniki bliskie prawdy. Estymator dobrze pra-
uj¡
y to po prostu taki, którego statystyka jest mo
no skupiona wokóª wªa±
iwegopunktu Θtrue. Poj�
ia takie dobrze rozumiemy intui
yjnie, jednak zna
znie lepiejbyªo by mie¢ do dyspozy
ji jak¡± miar� ilo±
iow¡, która za pomo
¡ jednej li
zby wsposób konkretny opisywaªa by ten aspekt dziaªania rozwa»anej metody estyma
jiwidma. Wów
zas mo»liwe stanie si� porównanie efektywno±
i dziaªania danej metodytestowanej w ró»ny
h warunka
h okre±lony
h przez zbiór istotny
h parametrów, 
zyte» porównanie ró»ny
h metod w 
aªym zakresie rozwa»any
h parametrów istotny
h.

Rysunek 8.6. Miara niedokªadno±
i η, kilka przykªadów dla Θtrue = (1, 1.5, 0.5).



72 Rekonstruk
ja widma - symula
jeOstate
zna posta¢ miary niedokªadno±
i estyma
ji nie jest w
ale o
zywista ze wzgl�duna fakt, »e wynik estyma
ji Θ jest f-wymiarowym wektorem. Wykonuj¡
 m powtó-rze« otrzymujemy ma
ierz wyników estyma
ji o wymiarze k×m. Kolejne wyniki s¡zatem pewnego rodzaju 
hmur¡ w f-wymiarowej przestrzeni. Miar¡ niedokªadno±
irozwa»anego estymatora mo»e by¢ zatem wielko±¢ mówi¡
a na przykªad o obj�to-±
i tej 
hmury, lub te» w nie
o uprosz
zonej wersji o jej maksymalnej szeroko±
i.Ozna
zmy wspomnian¡ ma
ierz wyników estyma
ji przez Eestym
r,n,Θtrue. Wów
zas kolejnewarto±
i wªasne ma
ierzy kowarian
ji Cov[Eestym

r,n,Θtrue] dadz¡ nam informa
je na tematkwadratu szeroko±
i rozkªadu wyników estyma
ji w kolejny
h kierunka
h wªasny
h.Wystar
zy wybra¢ kierunek wªasny w którym rozkªad jest najszerszy. Przyjeta przeznas miara niedokªadno±
i estyma
ji przyjmie zatem posta¢
ηestym(r, n,Θtrue) = [Max{Eig[Cov[Eestym

r,n,Θtrue]]}] 1

2

. (8.2)Na rysunku 8.6 zostaª pokazany przykªad zastosowania tak zde�niowanej miary nie-dokªadno±
i estyma
ji w kilku przypadka
h. Jak wida¢ w sytua
ji gdy mamy do 
zy-nienia z powtarzalnymi estyma
jami, które s¡ skupione wokóª wªa±
iwy
h warto±
i
Θtrue nasza miara niedokªadno±
i η przyjmuje maªe warto±
i, natomiast w przypadkuestyma
ji mo
no rozrzu
ony
h η ma du»¡ warto±¢, 
o jest zgodne z przyj�tymi zaªo-»eniami.Warto na konie
 wspomnie¢, »e zaproponowana miara niedokªadno±
i jest miar¡absolutn¡, 
zyli informuje nas o bezwzgl�dnej warto±
i szeroko±
i rozkªadu wynikówestyma
ji (bª¡d bezwzgl�dny). Wydaje si�, »e w niektóry
h przypadka
h informa
jataka mo»e by¢ myl¡
a, na przykªad gdy 
aªe estymowane widmo zawiera wszyst-kie warto±
i wªasne o du»y
h warto±
ia
h. Mo»liwe zatem, »e w ogólno±
i lepiejsprawdziªa by si� inna miara, uwzgl�dniaj¡
a poªo»enie warto±
i wªasny
h w
hodz¡-
y
h w skªad estymowanego widma. Problem jednak w tym, »e w sytua
ji kiedywarto±
i wªasny
h w widmie jest wiele zaproponowanie sensownej wzgl�dnej miaryniedokªadno±
i w
ale nie jest spraw¡ trywialn¡ i w rama
h tej pra
y nie b�dziemysi� tym zagadnieniem dokªadniej zajmowa¢.8.4. Wnioskowanie z pojedyn
zego pomiaru, mapa niedokªadno±
iOpisana powy»ej miara niedokªadno±
i estyma
ji jest bardzo po»yte
znym narz�-dziem, gdy» dostar
za informa
ji na temat skali rozrzutu estymowany
h parame-trów. Im mniejsza jest jej warto±¢ tym lepiej, gdy» estyma
je daj¡
e wynik daleki odprawdy zdarzaj¡ si� rzadko i tym samym zde
ydowana wi�kszo±¢ estyma
ji jest sku-piona wokóª prawidªowy
h warto±
i. Mo»na powiedzie¢, »e wynik taki
h estyma
jijest wiarygodny. Jej obli
zenie wymaga jednak dysponowania statystyk¡, 
zyli wie-lokrotnego powtórzenia eksperymentu. Sprawia to, »e w przypadku wykonania po-jedyn
zego pomiaru jest ona bezu»yte
zna. Niestety w zastosowania
h prakty
zny
hsytua
ja gdzie nie ma mo»liwo±
i powtórzenia pomiaru jest dosy¢ 
z�sta. Obli
zeniemiary niedokªadno±
i w taki
h warunka
h jest o
zywi±
ie niemo»liwe, ale pojawia si�pytanie 
zy jeste±my wtedy 
aªkowi
ie pozbawieni wiedzy na temat wiarygodno±
itakiego pomiaru i 
zy rze
zywi±
ie ni
 ju» wi�
ej nie mo»na zrobi¢?



8.5 Minimalna li
zba powtórze« 73Pomysª na poradzenie sobie z tym problemem polega na tym, »eby wiedz� na te-mat skute
zno±
i dziaªania danej metody estyma
ji zdoby¢ w
ze±niej, jesz
ze zanimwªa±
iwy pomiar zostanie wykonany. W tym 
elu nale»y przeprowadzi¢ symula
j�wielokrotnego pomiaru przy zaªo»eniu, »e wszystkie parametry istotne pod
zas tejsymula
ji s¡ takie same jak pod
zas do
elowego pojedyn
zego pomiaru. O
zywi±
ieaby taki sposób post�powania byª sensowny zbiór brany
h pod uwag� parametrówistotny
h musi by¢ kompletny. Ch
emy bowiem unikn¡¢ sytua
ji w której przez nie-wiedz� nie wzi�li by±my 
zego± wa»nego pod uwag� i z tego powodu niedokªadno±¢estyma
ji pod
zas do
elowego pomiaru okazaªa by si� inna ni» w
ze±niej osza
owali-±my. Mogªo by to prowadzi¢ do bª�dnej interpreta
ji uzyskanego wyniku. Zakªadamyzatem, »e ustalony zbiór parametrów istotny
h dla dziaªania rozwa»any
h metodokre±lony wzorem(8.1) zostaª wybrany w sposób wªa±
iwy i rze
zywi±
ie jest kom-pletny.W naturalny sposób nasuwa si� kolejny pomysª polegaj¡
y na wielokrotnym wyko-naniu opisanego powy»ej osza
owania, jednak za ka»dym razem dla inny
h warto±
iparametrów istotny
h. W ten sposób jeste±my w stanie odtworzy¢ wielowymiarow¡funk
j� niedokªadno±
i dziaªania danej metody, której argumentami b�d¡ wªa±nieparametry istotne. Tak zde�niowan¡ funk
j� b�dziemy nazywa¢ map¡ niedokªadno-±
i danej metody estyma
ji.Odtworzenie mapy niedokªadno±
i metody daje zupeªnie now¡ mo»liwo±¢ spojrzeniana problem globalnie. W posta
i jednej funk
ji mamy bowiem zawart¡ informa
j� oskute
zno±
i dziaªania metody w 
aªym rozwa»anym zakresie parametrów istotny
h.Mo»na na przykªad zakªadaj¡
 jaki± ak
eptowalny poziom niedokªadno±
i estyma-
ji pokusi¢ si� o prób� zbadania zakresu stosowalno±
i danej metody. Zakres tenpowinien by¢ wido
zny w posta
i pewnego obszaru, gdzie uzyskana funk
ja b�dzieprzyjmowaªa maªe warto±
i, 
o odpowiada dobrej powtarzalno±
i uzyskiwany
h es-tyma
ji bliski
h warto±
iom prawdziwym, tak jak w przykªadzie zilustrowanym narysunku 8.4. Ostate
znie tak»e wzajemne porównanie skute
zno±
i dziaªania kilkumetod estyma
ji widma powinno by¢ w takim podej±
iu stosunkowo ªatwe.8.5. Minimalna li
zba powtórze«Zaproponowana miara niedokªadno±
i estyma
ji jest obli
zana na podstawie wynikówestyma
ji uzyskany
h za jej pomo
¡ i przyjmuje posta¢
ηestym(r, n,Θtrue) = [Max{Eig[Cov[Eestym

r,n,Θtrue]]}] 1

2

,gdzie ma
ierz Eestym
r,n,Θtrue zawiera estymowane parametry uzyskane z kolejny
h po-wtórze«. Ch
ieliby±my o
zywi±
ie, »eby uzyskana w ten sposób li
zba dostar
zaªasensownej informa
ji na temat rozwa»anej metody. W sz
zególno±
i niedokªadno±¢

η przy powtórnym jej obli
zeniu powinna za ka»dym razem przyjmowa¢ tak¡ sam¡warto±¢ oraz nie mo»e si� ona zmienia¢ w zale»no±
i od li
zebno±
i branej pod uwag�statystyki. Najprostszym sposobem wydaje si� po prostu wykonanie bardzo du»ejli
zby powtórze« dla ka»dego zbioru parametrów istotny
h. Naty
hmiast pojawia si�jednak pytanie 
zy ta bardzo du»a li
zba powtórze« jest rze
zywi±
ie a» tak du»a,
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ja widma - symula
je»eby funk
ja η speªniaªa powy»sze warunki? Je±li tak to z kolei 
zy nie zmarnujemyprzypadkiem zbyt du»o mo
y obli
zeniowej pod
zas symula
ji, by¢ mo»e mniejszastatystyka byªa by w zupeªno±
i wystar
zaj¡
a?Aby odpowiedzie¢ na te pytania rozwa»my najpierw pomo
ni
z¡ funk
j� η(x), gdzie
x jest li
zebno±
i¡ statystyki branej pod uwag�. Dla uprosz
zenia zapisu pomi-ni�te zostaªy pozostaªe argumenty funk
ji η. Spodziewamy si�, »e η(x) oka»e si�pewn¡ �uktuuj¡
¡ funk
j¡, której �uktua
je wraz ze wzrostem argumentu b�d¡ ma-le¢, a» w ko«
u jej warto±¢ si� ustabilizuje. Naszym 
elem b�dzie sprawdzenie jakprzedstawiaj¡ si� wspomniane �uktua
je i ustalenie minimalnej li
zebno±
i staty-styki x = xstab, która zapewnia zadowalaj¡
¡ stabilno±¢ funk
ji η(x). W ten sposóbzostanie ustalony pewien kompromis pozwalaj¡
y w sposób w miar� optymalny za-projektowa¢ pó¹niejsze symula
je.Eksperyment pomo
ni
zy wykonany zostaª w kilku wersja
h, przy warunka
h Θtrue =
(2, 3, 0.5) oraz mniejszym wymiarze n ma
ierzy X równym kolejno 200, 100, 50 oraz25. Wspóª
zynnik prostok¡tno±
i w ka»dym z przypadków byª równy r = n

m
= 0.2.Warunki te ustalono w taki wªa±nie sposób dlatego, »e pó¹niejsze symula
je maj¡zosta¢ wykonane równie» w podobnym zakresie. Funk
ja η(x) badana byªa w zakresie

x ∈< 10, 2200 >, który to zakres jak si� okazaªo byª wystar
zaj¡
y aby zaobserwowa¢spodziewane wªasno±
i. Rezultat przeprowadzonego eksperymentu pomo
ni
zego zo-staª pokazany na Rysunku 8.7.

Rysunek 8.7. Zale»no±¢ η2 od li
zby powtórze«Linia znajduj¡
a si� najni»ej odpowiada przypadkowi n = 200, nast�pnie po±rodkujest n = 100 oraz n = 50 na górze. Mo»na zaobserwowa¢, »e stabiliza
ja funk
ji η(x)nast�puje przy ró»nej wielko±
i statystyki w zale»no±
i od wymiarów ma
ierzy, jednakli
zebno±¢ równa 500 wydaje si� wystar
zaj¡
a w ka»dym z przypadków. Przy okazjimo»na zauwa»y¢ pewn¡ 
iekaw¡ zale»no±¢, mianowi
ie wydaje si�, »e speªniony jestwarunek w posta
i limx→∞ λmax · n2 = 
onst, gdzie λmax ozna
za stabiln¡ warto±¢badanej najwi�kszej warto±
i wªasnej dla danego n. Warunek ten mo»na zapisa¢ wrównowa»nej posta
i jako limx→∞ n · η(x) = 
onst.



8.5 Minimalna li
zba powtórze« 75Jak wida¢ na Rysunku 8.7 nie zostaª uj�ty przypadek dla n = 25, który wymagaosobnego komentarza. Zostaª on rozwa»ony osobno i pokazany po lewej stronie Ry-sunku 8.8. Widzimy, »e w pewnym momen
ie, okoªo powtórzenia 600-nego, rozwa-»ana funk
ja ro±nie bardzo gwaªtownie, a nast�pnie stopniowo opada, jednak warto±
ifunk
ji od momentu skoku s¡ zaskakuj¡
o du»e. Ponadto wªasno±¢ grani
zna wspo-mniana powy»ej nie jest speªniona. Mo»emy tak»e zauwa»y¢ zna
znie mniejsze skokiwarto±
i funk
ji okoªo powtórzenia 1000 oraz 1300.

Rysunek 8.8. Zale»no±¢ η2 od li
zby powtórze« w przypadku maªy
h ma
ierzy - wpªywskrajnie nieprawidªowy
h estyma
ji na miar� niedokªadno±
i oraz ilustra
ja prostej �ltra
jidany
hPojawia si� podejrzenie, »e by¢ mo»e od 
zasu do 
zasu wynik kolejnej estyma
ji jestbardzo mo
no oddalony od pozostaªy
h, wów
zas pami�taj¡
 o posta
i rozwa»anejfunk
ji nale»aªo by si� spodziewa¢ dokªadnie takiego jej za
howania. Wystar
zyªoprzejrze¢ wyniki kolejny
h estyma
ji w miejs
u pojawienia si� nagªego skoku aby si�przekona¢, »e dokªadnie takie byªo jego ¹ródªo. Ponadto mo»na si� byªo przekona¢,»e podobny
h przypadków estyma
ji bardzo mo
no odbiegaja
y
h od spodziewany
hwarto±
i (2,3,0.5) jest wi�
ej. Mówimy tutaj o estyma
ja
h zawieraj¡
y
h li
zbyrz�du kilkadziesi¡t, 
zasem powy»ej 100 lub te» ujemne, które w ewidentny sposóbs¡ niewªa±
iwe. Ten przypadek, który si� przydarzyª okoªo 600-nego powtórzeniastanowiª akurat najwi�ksze odst�pstwo, dlatego najwyra¹niej zazna
zyª si� na wykre-sie. Nale»y podkre±li¢, »e przypadki skrajnie niewªa±
iwy
h estyma
ji wyst�powaªyrówno
ze±nie w metoda
h anality
znej oraz statysty
znej. Zatem mo»na wysnu¢wniosek, »e w przypadku ma
ierzy o maªy
h wymiara
h obydwie metody estyma
jiza
zynaj¡ mo
no szwankowa¢ produkuj¡
 od 
zasu do 
zasu wyniki bardzo mo
nooddalone od wªa±
iwy
h i tym samym przestaj¡ by¢ wiarygodne.Ciekawo±¢ nakazuje sprawdzi¢ 
o by zmieniªo usuni�
ie ze zbioru wykonany
h esty-ma
ji wyników ewidentnie niewªa±
iwy
h. �eby tak mó
 zrobi¢ w prakty
e potrzebnajest o
zywi±
ie dodatkowa wiedza na temat zakresu warto±
i wªasny
h, spoza któ-rego wynik na pewno jest zªy. Inna sprawa to li
zby ujemne, które mo»na odrzu
i¢od razu. Dla testu ustanowiono warunek dla ak
eptowalny
h warto±
i wªasny
h wposta
i przedziaªu λ ∈< 0, 10 >. Wynik dla tak prze�ltrowany
h dany
h pokazany
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ja widma - symula
jezostaª po prawej stronie rysunku 8.8. Co 
iekawe okazuje si�, »e wspomniana ju»wªasno±¢ limx→∞ n · η(x) = 
onst znowu jest speªniona.8.6. Eksperyment 1 - estymatory anality
zny i statysty
znyPosiadamy ju» miar� niedokªadno±
i estyma
ji, za pomo
¡ której mo»emy bada¢rozwa»any estymator. Sprawdzili±my te» jak du»o powtórze« potrzebujemy, abyu»ywana przez nas miara staªa si� u»yte
znym i wiarygodnym narz�dziem. Ponadtozaproponowana zostaªa idea mapy niedokªadno±
i, gdzie maj¡ zosta¢ zebrane warto-±
i niedokªadno±
i estyma
ji zmierzone przy ró»ny
h wymiara
h ma
ierzy obserwa
ji
X, 
o umo»liwi przejrzyste przedstawienie uzyskany
h wyników i zna
znie uªatwi i
hanaliz�. Przyst¡pmy zatem do przeprowadzenia symula
ji numery
zny
h, który
h
elem b�dzie sprawdzenie dziaªania estymatorów anality
znego oraz statysty
znego.Sz
zegóªy eksperymentuSymula
je przeprowadzono z udziaªem ma
ierzy X o wymiara
h z zakresu n ∈<
20, 300 > oraz r ∈< 0.05, 0.74 > o widmie grani
znym Θtrue = (2, 3, 0.5). Zostaªau»yta skala logarytmi
zna zde�niowana jako n = 20 · (1, 4)ni oraz r = 0, 05 · (1, 4)ri ,gdzie ni ∈< 0, 8 > oraz ri ∈< 0, 8 >. Ostate
znie zatem na wykresie znalazªo si� 81punktów. W ka»dym z punktów pomiar powtórzony zostaª 900 razy, aby uzyskanafunk
ja nie byªa obar
zona szkodliwymi �uktua
jami tak»e w rejonie mniejszy
hwymiarów ma
ierzy. Obli
zenia trwaj¡
e ostate
znie 4 tygodnie bez przerwy wy-konano w programie Mathemati
a 6, który uru
homiono na komputerze Pentium 42000MHz. Uzyskane wyniki zebrane zostaªy w posta
i map niedokªadno±
i, którepokazano na Rysunku 8.9.

Rysunek 8.9. Mapy niedokªadno±
i dla estymatorów anality
znego oraz statysty
znego,
Θtrue = (2, 3, 0.5)Przypomnijmy, »e maªe warto±
i na wykresie ozna
zaj¡ wiarygodne estyma
je, gdzieestymowane parametry skupione s¡ wokóª prawdziwy
h warto±
i oraz rozrzut esty-ma
ji z kolejny
h powtórze« jest maªy. Zatem krótko mówi¡
 - im mniejsze warto±
ina mapie niedokªadno±
i tym lepiej. Rezultat symula
ji przedstawiony na rysunku8.9 pozwala na sformuªowanie kilku wst�pny
h wniosków:



8.7 Porównanie estymatorów 77� Najlepsze wyniki obserwujemy w rejonie maªy
h warto±
i r przy równo
ze±niedu»y
h warto±
ia
h n. Jest to wynik, którego nale»aªo si� spodziewa¢, gdy» tenrejon odpowiada du»ym ma
ierzom o du»ym wydªu»eniu.� Niedokªadno±¢ pozostaje na niskim poziomie tak»e w przypadku bardzo maªy
hma
ierzy ale o du»ym wydªu»eniu (maªe n oraz maªe r). Jest to ra
zej zaskaku-j¡
y rezultat, gdy» z zaªo»enia rozwa»ania doty
zy¢ miaªy du»y
h ma
ierzy.� Nawet w przypadku du»y
h ma
ierzy (du»e n) wraz ze wzrostem r powierz
hniawykresu wyra¹nie podnosi si�, 
o ozna
za »e estyma
je staj¡ si� 
oraz mniejdokªadne. Rosn¡
y parametr r ozna
za 
oraz mniej wydªu»one ma
ierze i tymsamym 
oraz krótsze obserwa
je. Parametr r bliski jedno±
i ozna
za, »e ma
ierzobserwa
ji jest ju» prawie kwadratowa, 
zyli dysponujemy bardzo krótkimi ob-serwa
jami, gdzie li
zba zarejestrowany
h próbek zbli»a si� do li
zby zmienny
h.Wobe
 tego nale»y si� spodziewa¢ pogorszenia dokªadno±
i estyma
ji, 
o wªa±nieobserwujemy.� W obszarze maªy
h ma
ierzy o maªym wydªu»eniu (maªe n oraz du»e r) niedo-kªadno±¢ estyma
ji jest bardzo du»a. Estyma
je daj¡ wyniki bardzo nieprawi-dªowe, 
zyli krótko mówi¡
 estymatory w tym rejonie po prostu nie dziaªaj¡.� Wida¢ wyra¹nie, »e nie jest prawd¡, »e niedokªadno±¢ estyma
ji zale»y tylko odwydªu»enia ma
ierzy r lub tylko od jej wielko±
i zde�niowanej przez n. Cieka-wym zagadnieniem wydaje si� zatem próba odpowiedzi na pytanie od 
zego taknaprawd� zale»y niedokªadno±¢ estyma
ji, 
zyli zbadanie rejonu na mapie niedo-kªadno±
i gdzie warto±
i gwaªtownie rosn¡. Zagadnienie to jest interesuj¡
e, gdy»tak zde�niowany obszar mo»na interpretowa¢ jaki grani
� stosowalno±
i metod.Z tego wzgl�du powró
imy do niego jesz
ze.� Rzu
a si� w o
zy bardzo du»e podobie«stwo obydwu wykresów, które wr�
zwydaj¡ si� by¢ takie same. W rze
zywisto±
i nie s¡ one identy
zne, 
o ªatwopotwierdzi¢ porównuj¡
 parami li
zby dla losowo wybrany
h punktów na wykre-sa
h. Podobie«stwo jednak jest bardzo du»e. W dalszej 
z�±
i pra
y zostaniesprawdzone, 
zy pomi�dzy mapami niedokªadno±
i uzyskanymi dla posz
zegól-ny
h estymatorów istniej¡ statysty
znie istotne ró»ni
e.8.7. Porównanie estymatorówJak ju» zostaªo wspomniane mapy niedokªadno±
i uzyskane dla obydwu estymatoróws¡ do siebie niezwykle podobne. Ch
ieliby±my sprawdzi¢ jakie ró»ni
e wyst�puj¡ po-mi�dzy nimi, w sz
zególno±
i 
zy który± z estymatorów okazuje si� by¢ skute
zniejszyod drugiego. Jednym z prostszy
h sposobów, daj¡
y
h szybk¡ i 
zyteln¡ odpowied¹na tak postawione pytanie, jest obli
zenie ró»ni
y wykresów lub te» obli
zenie i
hilorazu. W przypadku obli
zenia ró»ni
y warto±
i na wykresie wi�ksze od zera ozna-
zaªy by wi�ksze bª�dy pierwszej metody, podobnie jak warto±
i wi�ksze od jedno±
iw przypadku obli
zenia ilorazu. Zde
ydowano si� obli
zy¢ ró»ni
� wykresów, odmapy niedokªadno±
i estymatora statysty
znego odj�to map� estymatora anality
z-nego, wynik pokazany zostaª na Rysunku 8.10. Obserwowane ró»ni
e s¡ bardzo maªe,
o uzmysªawia zakres warto±
i na pionowej skali. Ponadto w niektóry
h miejs
a
hwarto±
i na wykresie s¡ dodatnie, w inny
h natomiast ujemne. W tej sytua
ji roz-s¡dne wydaje si� postawienie oraz przetestowanie hipotezy o braku istotny
h ró»ni
pomi�dzy obydwoma wykresami. Posªu»ymy si� w tym 
elu standardow¡ metod¡
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jestatysty
zn¡ w posta
i testu Pearsona.

Rysunek 8.10. Ró»ni
a niedokªadno±
i estymatorów anality
znego i statysty
znegoWspóªrz�dne na wykresa
h ozna
zymy przez ni, rj , natomiast warto±
i na mapa
hdla estymatora anality
znego oraz statysty
znego ozna
zymy odpowiednio jako Ai,joraz Si,j . Nale»y w tym momen
ie podkre±li¢, »e porównywanie uzyskany
h po-wierz
hni ma �zy
zne uzasadnienie jedynie w ty
h rejona
h, gdzie obydwie metodyw ogóle dziaªaj¡. Zatem z porównywany
h map niedokªadno±
i pozostawimy jedyniete rejony gdzie warto±
i s¡ stosunkowo maªe równo
ze±nie dla obydwu metod. Pozo-staªe rejony odrzu
amy. Za warto±¢ grani
zn¡ niedokªadno±
i przyjmiemy 0.6, gdy»wydaje si�, »e jest to mniej wi�
ej warto±¢ grani
zna powy»ej której wyniki estyma
jiprzestaj¡ by¢ wiarygodne. Rze
zywi±
ie analizuj¡
 wnikliwiej kilka przypadków dlaktóry
h miara η przyjmuje warto±
i poni»ej 0.6 mo»na stwierdzi¢, »e wyniki esty-ma
ji przedstawione na wykresie p(Λ) tworz¡ jesz
ze rozª¡
zne wyspy, natomiast wpozostaªy
h przypadka
h wyspy za
zynaj¡ si� ju» zlewa¢.Kolejn¡ wa»n¡ spraw¡ jest normaliza
ja ob
i�ty
h funk
ji, która zostaªa wykonanaw zmienny
h ni, rj , 
zyli ka»demu z punktów na mapie niedokªadno±
i odpowiadaªajednostkowa powierz
hnia podstawy. Tak ob
i�te a nast�pnie znormalizowane funk-
je zapisywa¢ b�dziemy jako Ăi,j oraz S̆i,j . Zatem warto±¢ statystyki testowej nale»yobli
zy¢ ze wzoru
test =

∑

i,j

(Ăi,j − S̆i,j)
2

Ăi,j

,który po wykonaniu obli
ze« daje wynik 0.022. Li
zba stopni swobody w naszymprzypadku wynosi 2 oraz ustalamy poziom istotno±
i standardowo równy 0.05, 
o po-zwala od
zyta¢ z tabli
 warto±¢ grani
zn¡ dla obszaru kryty
znego równ¡ 5.99. Niema zatem podstaw dla odrzu
enia testowanej hipotezy zerowej, któr¡ wobe
 tegoprzyjmujemy jako prawdziw¡. W zwi¡zku z tym od tej pory uwa»a¢ b�dziemy, »emapy niedokªadno±
i uzyskane dla metod statysty
znej oraz anality
znej nie ró»ni¡



8.7 Porównanie estymatorów 79si� mi�dzy sob¡ w sposób istotny.Podsumujmy zatem jak przedstawiaj¡ si� od strony prakty
znej estymatory ana-lity
zny oraz statysty
zny. Informa
je zostaªy przedstawione w posta
i zbior
zej wTabeli 8.1.Tabli
a 8.1. Porównanie dziaªania estymatorów anality
znego oraz statysty
znegoEstymatorstatysty
zny Estymatoranality
znyAlgorytm dosy¢ skomplikowany zewzgl�du na rozbudo-wan¡ konstruk
j� orazzawarte w nim mo-menty ma
ierzowe dru-giego rz�du
prosty i przejrzysty

Li
zba wymagany
h momen-tów pierwszego rz�du przy fstopnia
h swobody 2f fDodatkowe informa
je po-trzebne do uru
homieniaestymatora potrzebny jest punktstartowy dla pro
e-dury poszukiwaniaekstremum, estymatormo»e by¢ 
zuªy naodpowiedni wybór tegopunktu
brak

Obli
zenia numery
zne 
zaso
hªonne, wyma-gana jest du»a mo
obli
zeniowa dosy¢ szybkieMo»liwo±
i uzyskania poten-
jalnie lepszej pre
yzji po-przez zaanga»owanie wi�kszejli
zby momentów ma
ierzo-wy
h jest brak mo»liwo±
i, algo-rytm wykorzystuje do-kªadnie f momentówMo»liwo±
i wykorzystania in-forma
ji o wi�za
h jest brak mo»liwo±
i
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je8.8. Eksperyment 2 - estymator anality
zny zwykªy oraz dualnyB�dziemy 
h
ieli sprawdzi¢ jak wypada porównanie dziaªania estymatora anality
z-nego w posta
i podstawowej oraz dualnej. Symula
je wykonane zostaªy w takim sa-mym zakresie zmienny
h istotny
h 
o poprzednio, 
zyli dla ma
ierzy X o wymiara
hz zakresu n ∈< 20, 300 > oraz r ∈< 0.05, 0.74 >. Zostaªa u»yta skala logarytmi
znazde�niowana jako n = 20 · (1, 4)ni oraz r = 0, 05 · (1, 4)ri , gdzie ni ∈< 0, 8 >oraz ri ∈< 0, 8 >. Do badania jako±
i estyma
ji równie» u»yto tej samej miaryniedokªadno±
i. Eksperyment przeprowadzono dla 5 ró»ny
h warto±
i wektora Θtruewymieniony
h poni»ej
Θ1 = (0.33, 0.5, 0.5),
Θ2 = (1, 1.5, 0.5),
Θ3 = (2, 3, 0.5),
Θ4 = (6, 9, 0.5),
Θ5 = (10, 15, 0.5).Dla wygody prowadzenia dalszej dyskusji w niniejszym rozdziale przyjmiemy umow-nie, »e warto±
i wªasne rz�du okoªo jedno±
i lub mniejsze nazywa¢ b�dziemy �ma-ªymi�, natomiast warto±
i wªasne równe 10 lub wi�
ej nazywa¢ b�dziemy �du»ymi�.Zgodnie z powy»sz¡ konwen
j¡ warto±
i wªasne w
hodz¡
e w skªad Θ1 oraz Θ2 na-zwaliby±my maªymi, wektory Θ3 oraz Θ4 zawieraªyby ±rednie warto±
i wªasne, nato-miast wektor Θ5 zawieraªby du»e warto±
i wªasne. Nale»y przy tym mie¢ na uwadze,»e jest to w grun
ie rze
zy podziaª bardzo umowny i sªu»y¢ ma jedynie wygodzieprowadzonej dyskusji.W stosunku do poprzedniego eksperymentu zakres warto±
i wªasny
h w
hodz¡
y
hw skªad Θtrue zostaª poszerzony, w sz
zególno±
i pod uwag� zostaªy wzi�te przypadkigdzie pojawiaj¡ si� ±rednie oraz stosunkowo du»e warto±
i wªasne. Ch
emy bowiemsprawdzi¢, 
zy estymator anality
zny dualny rze
zywi±
ie b�dzie wykazywaª lepszeod formy podstawowej wªasno±
i przy 
oraz wi�kszy
h warto±
ia
h wªasny
h. Rezul-tat przeprowadzony
h symula
ji zostaª pokazany na Rysunku 8.11.Przede wszystkim nale»y wyja±ni¢ dla
zego uzyskane powierz
hnie nie s¡ tak gªadkiejak te z poprzedniego eksperymentu. Jest to zapewne wina zbyt maªej li
zebno±
istatystyki, która w naszym przypadku li
zyªa okoªo 100 powtórze« dla ka»dego z wy-kresów. Jak pami�tamy aby uzyska¢ zadowalaj¡
¡ stabilno±¢ stosowanej miary nie-dokªadno±
i minimalna wielko±¢ statystyki powinna wynosi¢ 500 powtórze« lub wi�-
ej. W prze
iwnym wypadku miara niedokªadno±
i wykazuje w
i¡» stosunkowo du»e�uktua
je, 
o wªa±nie obserwujemy na wykresa
h. Niemniej wyniki eksperymentupozostaj¡ 
enne, gdy» �uktua
je zaburzaj¡
e gªadko±¢ uzyskany
h powierz
hni s¡ itak du»o mniejsze ni» obserwowane ró»ni
e pomi�dzy wykresami dla porównywany
hmetod.Przeanalizujmy najpierw uzyskane wyniki w obr�bie jednej metody. Skupmy uwag�na mapa
h niedokªadno±
i estymatora anality
znego w podstawowej wersji, s¡ towykresy umiesz
zone po lewej stronie Rysunku 8.11. Zauwa»amy, »e wraz ze wzro-stem warto±
i wªasny
h w
hodz¡
y
h w skªad Θtrue niedokªadno±¢ estyma
ji ro±nie izmniejsza si� obszar gdzie niedokªadno±¢ estyma
ji jest stosunkowo niska. Zgadza si�
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Rysunek 8.11. Porównanie podstawowej oraz dualnej posta
i estymatora anality
znego
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jeto z przewidywaniem, gdy» 
oraz wi�ksze warto±
i wªasne przekªadaj¡ si� na szybszywzrost warto±
i momentów ma
ierzowy
h. Natomiast dosy¢ zaskakuj¡
e jest to, 
oobserwujemy analizuj¡
 wykresy po prawej stronie, uzyskane dla dualnej posta
iestymatora. W tym przypadku równie» skute
zno±¢ dziaªania estyma
ji pogarsza si�ze wzrostem warto±
i wªasny
h wektora Θtrue, natomiast spodziewali±my si� ra
zej,»e estyma
je b�d¡ si� polepsza¢ ze wzgl�du na malej¡
e warto±
i momentów ma
ie-rzowy
h.Porównajmy jesz
ze metody mi�dzy sob¡ rozwa»aj¡
 pary wykresów uzyskane dla
oraz wi�kszy
h warto±
i wªasny
h. Mo»na zaobserwowa¢ nast�puj¡
e prawidªowo-±
i. Po pierwsze im wi�ksze warto±
i wªasne w
hodz¡
e w skªad widma tym bardziejmapy niedokªadno±
i uzyskane dla obydwu metod staj¡ si� do siebie podobne. Dlaostatniego przypadku Θ5 podobie«stwo jest najwi�ksze i mo»na przypusz
za¢, »e dlawidma skªadaj¡
ego si� z jesz
ze wi�kszy
h warto±
i wªasny
h obydwa estymatoryb�d¡ dziaªaªy z podobn¡ skute
zno±
i¡. Po drugie jak wida¢ w przypadku ±redni
horaz maªy
h warto±
i wªasny
h estymator anality
zny dualny daje rezultaty ra
zejkiepskie w stosunku do estymatora w posta
i podstawowej. Obszar gdzie warto±
iniedokªadno±
i estyma
ji utrzymuj¡ si� na stosunkowo niskim poziomie jest zna
zniemniejszy ni» w przypadku estymatora anality
znego w posta
i pierwotnej, który wrazz malej¡
ymi warto±
iami wªasnymi widma dziaªa wyra¹nie 
oraz lepiej.Podsumowuj¡
 nale»y stwierdzi¢, »e przeprowadzony eksperyment jednozna
zniewskazaª na przewag� oryginalnej posta
i estymatora anality
znego nad jego dualn¡wersj¡ bazuj¡
¡ na momenta
h ma
ierzowy
h po
hodz¡
y
h od odwrotno±
i ma
ie-rzy kowarian
ji.8.9. Poziomi
e na mapie niedokªadno±
iPrzypu±¢my, »e interesuje nas odpowied¹ na pytanie w jakim zakresie parametrówrozwa»any estymator daje wyniki o niedokªadno±
i poni»ej okre±lonego poziomu.Informa
ja ta jest o
zywi±
ie zawarta w mapie niedokªadno±
i uzyskanej dla tegoestymatora, nie jest jednak w tej formie zbyt przejrzysta. W 
elu poprawienia
zytelno±
i mapy niedokªadno±
i mo»na na przykªad nanie±¢ na ni¡ kilka poziomi
zadany
h przez warunek η = 
onst, 
zyli linii ª¡
z¡
y
h punkty o tej samej warto±
iniedokªadno±
i. Zadanie nie wydaje si� spe
jalnie trudne, natomiast z zastosowaniatego prostego obrazowania wynikaj¡ o
zywiste korzy±
i. Na przykªad odpowied¹na pytanie o ksztaªt grani
y poza któr¡ niedokªadno±¢ estyma
ji wzrasta powy»ejzaªo»onego poziomu staje si� banalna, gdy» b�dzie wido
zna w bezpo±redni sposóbwªa±nie w posta
i jednej ze wspomniany
h poziomi
. Z tego wzgl�du ksztaªt i poªo-»enie krzywy
h tworz¡
y
h poziomi
e wydaje si� 
iekawym pytaniem.W zwi¡zku z faktem, »e nie stwierdzono istotny
h ró»ni
 pomi�dzy mapami nie-dokªadno±
i dla estymatorów anality
znego oraz statysty
znego w rozdziale tymrozwa»a¢ b�dziemy poziomi
e na mapie niedokªadno±
i uzyskanej dla estymatoraanality
znego. W 
elu wyzna
zania punktów tworz¡
y
h ostate
znie dan¡ pozio-mi
� zaªo»ono, »e warto±¢ niedokªadno±
i pomi�dzy s¡siednimi punktami na mapieniedokªadno±
i zmienia si� liniowo w obydwu kierunka
h. Zatem ka»da z poziomi
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i 83utworzona zostaªa ze zbioru punktów, który
h wspóªrz�dne na wykresie obli
zonezostaªy na podstawie interpola
ji liniowej warto±
i niedokªadno±
i pomi�dzy s¡sied-nimi punktami na mapie. Pod uwag� wzi�te zostaªy obydwa kierunki na wykresie,to zna
zy wspóªrz�dny
h punktów poziomi
y poszukiwano najpierw pomi�dzy punk-tami mapy o tej samej wspóªrz�dnej poziomej, a nast�pnie pomi�dzy punktami mapyo tej samej wspóªrz�dnej pionowej. Ten prosty tri
k pozwoliª wykre±li¢ poszukiwanepoziomi
e z dosy¢ zadowalaj¡
¡ rozdziel
zo±
i¡. Ostate
znie wyzna
zono 10 pozio-mi
, natomiast warto±
i niedokªadno±
i dla jaki
h je wyzna
zono wybrane zostaªy zprzedziaªu η ∈< 0.01, 0.40 > w taki sposób, aby odst�py na wykresie pomi�dzy ko-lejnymi poziomi
ami byªy mniej wi�
ej podobne. Wynik zostaª pokazany na rysunku8.12.

Rysunek 8.12. Przekroje przez map� niedokªadno±
i dla Θ = (2, 3, 0.5). Kolejne poziomi
ewyzna
zaj¡ obszary wymiarów ma
ierzy, dla który
h niedokªadno±¢ estyma
ji utrzymuje si�poni»ej ustalonego poziomu η.Analizuj¡
 wst�pnie uzyskany wykres nasuwa si� od razu pewne spostrze»enie, mia-nowi
ie dla wi�kszy
h warto±
i n wynosz¡
y
h mniej wi�
ej powy»ej 100 poziomi
eprzebiegaj¡ prakty
znie poziomo. �atwo to potwierdzi¢ analizuj¡
 na
hylenie ko-lejny
h poziomi
 w rejonie du»y
h n, które wynosi prakty
znie zero. Bezpo±rednimwnioskiem z tej obserwa
ji jest fakt, »e kolejne poziomi
e wyzna
zone s¡ poprzez wa-runek B1 = r, gdzie B1 b�dzie dodatkowym parametrem numeruj¡
ym poziomi
e.Wida¢ zatem, »e dla du»y
h n kolejne poziomi
e wyzna
zone s¡ bezpo±rednio przezwspóª
zynnik r wydªu»enia ma
ierzy X. Ozna
za to, »e o ile tylko mniejszy wymiarma
ierzy obserwa
ji jest wystar
zaj¡
o du»y, wów
zas niedokªadno±¢ estyma
ji niezale»y w ogóle od konkretnej warto±
i tego wymiaru, ale ju» tylko od propor
ji mi�dzywymiarami ma
ierzy X. Warto podkre±li¢, »e okre±lenie "wymiar n wystar
zaj¡
odu»y� jest dosy¢ niepre
yzyjne, w przeprowadzonym eksperymen
ie wydaje si�, »ewarto±
i¡ t¡ jest akurat wymiar n powy»ej 100. Niemniej warte odnotowania jest, »edla n powy»ej pewnej warto±
i na
hylenie wszystki
h poziomi
 wynosi prakty
zniezero. Na Rysunku 8.13 zostaªo pokazane przybli»enie prawej strony wykresu przed-stawionego na Rysunku 8.12.
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Rysunek 8.13. Przekroje przez map� niedokªadno±
i dla Θ = (2, 3, 0.5) - obszar du»y
hma
ierzy.Kolejna obserwa
ja doty
zy ksztaªtu poziomi
 w rejonie maªy
h warto±
i parametru
n. Ponownie nale»y wyja±ni¢, »e okre±lenie �maªa warto±¢ n� jest umowne. Nale»yje rozumie¢ w ten sposób, »e poni»ej pewnej warto±
i n obserwujemy, »e ksztaªt po-ziomi
 przyjmuje sz
zególn¡ posta¢, przy 
zym w grun
ie rze
zy nie wiemy dla
zegojest to akurat taka a nie inna warto±¢ n. Istotne jest, »e warto±¢ n poni»ej którejksztaªt poziomi
 mo»na zaklasy�kowa¢ w pewien okre±lony sposób w ogóle istnieje.Przybli»enie lewej 
z�±
i wykresu zostaªo pokazane na rysunku 8.14. Poziomi
e wtym rejonie wydaj¡ si� przebiega¢ wzdªu» linii prosty
h, jednak pod pewnym nieze-rowym k¡tem do poziomu. Zrobimy zatem zaªo»enie, »e dla n < 40 poziomi
e s¡ wrozwa»any
h zmienny
h dodatnio na
hylonymi funk
jami liniowymi.

Rysunek 8.14. Przekroje przez map� niedokªadno±
i dla Θ = (2, 3, 0.5) - obszar maªy
hma
ierzy.Jak pami�tamy rozwa»ane wykresy pokazane s¡ w zmienny
h logarytmi
zny
h, gdziekolejne wspóªrz�dne wyzna
zone s¡ jako n = 20 · (1.4)ni oraz r = 0, 05 · (1, 4)ri . Tym



8.9 Poziomi
e na mapie niedokªadno±
i 85samym obserwowana na wykresa
h liniowa posta¢ fragmentów poziomi
 w rejoniemaªy
h warto±
i r jest liniowo±
i¡ w zmienny
h ni, ri. Wzory opisuj¡
e poziomi
enale»y zapisa¢ w posta
i ri = a · ni + b, przy 
zym dla wygody w zapisie tym pomi-jamy indeks numeruj¡
y kolejne poziomi
e. Je»eli dodatkowo przyj¡¢ zaªo»enie, »eobserwowane poziomi
e s¡ do siebie równolegªe, 
o nie wydaje si� zbytnio odbiega¢od prawdy, b�dzie to ozna
zaªo, »e parametr a dla wszystki
h poziomi
 jest takisam. Wów
zas kolejne poziomi
e podobnie jak w poprzednim przypadku b�d¡ nu-merowane przez jeden parametr, którym jest b. Zoba
zmy 
o wynika z powy»szy
hzaªo»e«.Rozpo
znijmy od osza
owania warto±
i parametru a, który przyjmujemy równy ±red-niej uzyskanej dla posz
zególny
h fragmentów poziomi
. Wynikiem jest a = 0.8,równanie dla poziomi
 przyjmuje zatem posta¢
ri = 0.8 · ni + b.Mo»emy teraz przej±¢ do interesuj¡
y
h nas wspóªrz�dny
h n oraz r przepisuj¡
powy»sze równanie do posta
i

log1.4(20r) = 0.8 log1.4(
n

20
) + b,które po pozby
iu si� logarytmu zapiszemy jako

20r = (
n

20
)0.8 · (1.4)b.Przybli»ymy 200.8 do 11 oraz przyjmiemy ozna
zenie (1.4)b = B2, przy 
zym na-le»y zauwa»y¢, »e z faktu monotoni
zno±
i funk
ji wykªadni
zej wynika, »e B2 jestjednozna
znie wyzna
zone przez b i na odwrót. Wniosek z tego jest taki, »e nowyparametr B2 mo»e z powodzeniem sªu»y¢ do numerowania kolejny
h poziomi
 w ob-szarze maªy
h warto±
i n, a wi�
 jego rola b�dzie analogi
zna jak B1 wprowadzonegow przypadku obszaru du»y
h warto±
i n. Powy»sze równanie przyjmie posta¢

B2 = 220
r

n0.8
= 220

n0.2

m
. (8.3)Warto zauwa»y¢, »e dla n ∈< 20, 40 > wyra»enie w li
zniku n0.2 przyjmuje warto±
iz zakresu od 1.82 do 2.09, 
zyli jest ra
zej wolno zmienn¡ funk
j¡. Przybli»ymy wi�


n0.2 wokóª ±rodka rozwa»anego przedziaªu za pomo
¡ rozwini�
ia Taylora zapisanegodo wyrazu liniowego
n0.2/n=30 = n0.2/n=30 + 0.2n−0.8/n=30(n− 30) + . . .

= 1.58 + 0.013n + . . . .Zgodnie z powy»szym równanie 8.3 zapiszemy w posta
i uprosz
zonej jako
B2

∼= 345
1

m
+ 2, 86r. (8.4)Sprawd¹my, 
zy który± z parametrów ma wyra¹nie wi�kszy wkªad do warto±
i 
aªegowyra»enia, 
o pozwalaªo by na pomini�
ie zna
zenia drugiego z ni
h. W rozwa»a-nym zakresie n ∈< 20, 40 > oraz r ∈< 0.05, 0.2 > parametr m przyjmuje warto±
i
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m ∈< 100, 800 >. Zatem pierwszy skªadnik sumy w równaniu 8.4 przyjmuje warto±
iz zakresu okoªo < 0.43, 3, 47 >, natomiast drugi z zakresu < 0.15, 0.58 >. Wkªaddrugiego skªadnika jest wzgl�dnie najmniejszy kiedy rozpatrujemy przypadek ma-ªy
h r oraz równo
ze±nie równie» maªy
h m, jednak w pozostaªy
h sytua
ja
h takiwniosek przestaje by¢ ju» prawdziwy. Nie mo»na zatem mówi¢ o wyra¹nej domina
jiktóregokolwiek z parametrów.8.10. Analiza wektorów wªasny
hCelem skonstruowania mapy niedokªadno±
i jest zobrazowanie niedokªadno±
i esty-ma
ji wykonywany
h w okre±lony
h warunka
h. Informa
je te zawarte s¡ w ma
ie-rzy kowarian
ji ma
ierzy obserwa
ji Cov(X), a konkretnie w maksymalnej warto±
iwªasnej tej ma
ierzy. Orienta
ja wektora wªasnego odpowiadaj¡
ego tej warto±
iwªasnej wydaje si� zagadnieniem wartym zbadania, gdy» uzupeªnia informa
je przed-stawione na mapie niedokªadno±
i. Do ka»dego z punktów na mapie niedokªadno±
imo»na obli
zy¢ odpowiadaj¡
y mu wektor wªasny, które to wektory mo»na nanie±¢na map� niedokªadno±
i. Uzyskujemy w ten sposób map� wektorów wªasny
h za-wieraj¡
¡ informa
je na temat kierunku korela
ji maksymalny
h �uktua
ji w prze-strzeni {λ1, λ2, p1} dla posz
zególny
h wymiarów ma
ierzy obserwa
ji. Uzyskanamapa wektorów wªasny
h zostaªa zobrazowana za pomo
¡ wykresu 3-D pokazanegona rysunku 8.15. Po prawej stronie rysunku zostaª naszki
owany sze±
ian, któregoorienta
ja jest taka sama jak mapy wektorów wªasny
h, który pokazuje orienta
j�wektorów wªasny
h w przestrzeni {λ1, λ2, p1}.

Rysunek 8.15. Wektory wªasne ma
ierzy Cov(X) od max. warto±
i wªasnejAnalizuj¡
 uzyskan¡ map� wektorów wªasny
h nale»y zwró
i¢ uwag� na nast�puj¡
efakty.



8.11 Przykªad estyma
ji przy dimΘ = 5 87� Cz�±¢ wektorów wªasny
h jest ustawiona w jednym kierunku, po wnikliwszymsprawdzeniu i
h skªadowy
h okazuj¡ si� wynosi¢ niemal dokªadnie (1,0,0). Wek-tory te zostaªy zazna
zone na wykresie za pomo
¡ dodatkowego symbolu kóªe
zkau swojej podstawy. Poªo»enie ty
h wektorów dokªadnie pokrywa si� z regionemgdzie estymatory prakty
znie przestaj¡ dziaªa¢ i miara niedokªadno±
i staje si�bardzo du»a, to jest z obszarem maªy
h ma
ierzy. Ustawienie wektorów wªa-sny
h w kierunku (1,0,0) ozna
za, »e prakty
znie wszystkie �uktua
je po
hodz¡od pierwszej skªadowej estymowanego wektora Θ.� W pozostaªej 
z�±
i wykresu wektory obra
aj¡ si� od tego kierunku, zatem »adnaze skªadowy
h estymowanej trójki Θ nie ma ju» zna
z¡
o wi�kszego wkªadu do�uktua
ji ni» pozostaªe skªadowe. Ponadto nale»y stwierdzi¢, »e wektory obra-
aj¡ si� w zde
ydowanie nieprzypadkowy sposób. Wszystkie skªadowe wektoróws¡ tego samego znaku, poza tym odnosi si� wra»enie, »e zmiana kierunku jest'pªynna' od punktu do punktu. Nale»y jednak przede wszystkim stwierdzi¢, »e wzale»no±
i od wymiarów ma
ierzy kierunek wektora wªasnego jest ró»ny. Zatemw ogólnym przypadku badaj¡
 szeroko±¢ rozkªadu estymowany
h parametrów niemo»na zaniedba¢ wkªadu »adnego z ni
h.8.11. Przykªad estyma
ji przy dimΘ = 5W przykªadzie rozwa»anym doty
h
zas wektor Θ skªadaª si� z dwó
h nieznany
hwarto±
i wªasny
h oraz jednego prawdopodobie«stwa, zatem jego wymiar wynosiª
dimΘ = 3. Wykonane zostaªo porównanie rozwa»any
h metod estyma
ji ze wska-zaniem na du»y stopie« skomplikowania oraz du»e zapotrzebowanie na mo
 obli-
zeniow¡ w przypadku metody statysty
znej. Rozwa»my teraz przypadek kiedy wwidmie grani
znym spodziewamy si� nie dwó
h ale trze
h warto±
i wªasny
h, 
zyliwymiar wektora parametrów wzrasta do dimΘ = 5. Warto podkre±li¢, »e imple-menta
ja estymatora statysty
znego staje si� ju» dosy¢ trudnym zadaniem, którywymaga przeprowadzenia obli
ze« z u»y
iem a» 10 momentów ma
ierzowy
h pierw-szego rz�du, przez 
o 
zas obli
ze« dramaty
znie ro±nie. Poka»emy, »e estymatoranality
zny równie» przy wprowadzeniu wi�kszej li
zby stopni swobody jest narz�-dziem mo»liwym do zastosowania i w okre±lony
h warunka
h daj¡
ym zadowalaj¡
erezultaty.Zaªó»my na potrzeby tego eksperymentu, »e dane generowane s¡ dla widma gra-ni
znego o parametra
h Θtrue = (2, 3, 4, 0.4, 0.3), natomiast wymiary ma
ierzy Xokre±lone s¡ za pomo
¡ parametrów n ∈< 20, 300 > oraz n ∈< 0.05, 0.67 >. Wspóª-rz�dne w jaki
h sporz¡dzony b�dzie wykres to n = 20·(1, 4)ni oraz r = 0, 05·(1, 45)ri ,gdzie ni = 0, . . . 8 oraz ri = 0, . . . 7. Ze wzgl�du na wydªu»ony 
zas obli
ze« wielko±¢statystyki ograni
zono 10-krotnie, 
zyli do 90 powtórze« dla ka»dego punktu. Jestprawdopodobnie zbyt maªa warto±¢ aby mówi¢ o dobrej stabilno±
i stosowanej miaryniedokªadno±
i, ale wydaje si� by¢ warto±
i¡ wystar
zaj¡
¡ dla realiza
ji postawio-nego 
elu, 
zyli pokazania, »e metoda anality
zna jest w stanie sprosta¢ takiemuzadaniu.Miara niedokªadno±
i w rozwa»anym przypadku dimΘ = 5 zostaªa skonstruowanadokªadnie tak samo jak w przypadku dimΘ = 3, 
zyli jest to pierwiastek kwadratowy
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Rysunek 8.16. Ilustra
ja dziaªania estymatora anality
znego przy wi�kszej li
zbie stopniswobody, przykªad dla Θtrue = (2, 3, 4, 0.4, 0.3). Obserwujemy, »e obszar prawidªowy
hestyma
ji zmniejszyª si� w stosunku do poprzedni
h symula
ji, jednak nadal dla pewnegozakresu wymiarów niedokªadno±¢ estyma
ji pozostaje stosunkowo niska.obli
zony z maksymalnej warto±
i wªasnej ma
ierzy Cov(X). Rysunek 8.16 przedsta-wia uzyskany rezultat. Ogólna zale»no±¢ jest podobna jak poprzednio, to zna
zyestyma
ja widma dziaªa najlepiej w przypadku du»y
h ma
ierzy o du»ym wydªu-»eniu. Natomiast wyra¹na ró»ni
a doty
zy obszaru stosowalno±
i metody, który toulegª zna
znemu pomniejszeniu. Podsumowuj¡
, w przypadku dimΘ = 5 estyma
jawidma jest nadal mo»liwa, ale ju» tylko dla wi�kszy
h ma
ierzy, w dodatku o wi�k-szym wspóª
zynniku wydªu»enia ni» to obserwowali±my w przypadku dimΘ = 3.Nasuwa si� w tym momen
ie 
iekawe pytanie, 
zy mi�dzy mapami niedokªadno±
iuzyskanymi dla przypadków dimΘ = 3 oraz dimΘ = 5 istnieje jaka± ±
isªa rela
ja,a je±li tak to jaka jest jej posta¢ albo przynajmniej od 
zego ona zale»y. Intui
japodpowiada, »e rela
ja ta o ile istnieje zale»e¢ powinna od ty
h samy
h parame-trów istotny
h 
o stosowana miara niedokªadno±
i, 
zyli wymiarów ma
ierzy X orazod wektora Θtrue. Nawet znajomo±¢ tego typu rela
ji dziaªaj¡
ej tylko w obr�bie
dimΘ = 
onst byªa by ju» niezmiernie u»yte
zna, jednak jej posta¢ nie zostaªadot¡d odkryta i pytanie to jak na razie pozostaje bez odpowiedzi.8.12. Porównanie do estymatora Girko przy dimΘ = 7Poka»emy teraz dziaªanie estymatora anality
znego przy 
ztere
h poszukiwany
hwarto±
ia
h wªasny
h. W prze
iwie«stwie do poprzednio prezentowany
h symula-
ji, które obejmowaªy pewn¡ przestrze« wymiarów ma
ierzy obserwa
ji X, w tymprzypadku zostaªy one wykonane dla konkretnie ustalony
h wymiarów ma
ierzy X.Motywa
j¡ przeprowadzenia taki
h wªa±nie symula
ji byªo uzyskanie wyników, któreb�dzie mo»na w sposób bezpo±redni odnie±¢ do opublikowany
h w ostatnim 
zasiewyników [43℄ b�d¡
y
h implementa
j¡ estymatora Girko (w skró
ie �G-estimator�).



8.12 Porównanie do estymatora Girko przy dimΘ = 7 89Na wst�pie nale»y wspomnie¢ o bardzo istotnej z prakty
znego punktu widzeniaró»ni
y pomi�dzy estymatorem anality
znym a wspomnianym estymatorem Girko.Mianowi
ie jednym z zaªo»e« konstruk
ji G-estymatora jest dokªadna znajomo±¢�multipli
ity� (jest to parametr informuj¡
y ile razy dana warto±¢ wªasna pojawiasi� w widmie, a wi�
 jest on równy Npi, gdzie N to mniejszy wymiar ma
ierzyobserwa
ji X, natomiast pi to prawdopodobie«stwo pojawienia si� w widmie warto-±
i wªasnej λi) wszystki
h warto±
i wªasny
h w
hodz¡
y
h w skªad widma, pod
zasgdy w przypadku estymatora anality
znego takiego zaªo»enia nie ma i tym samym�multipli
ity� posz
zególny
h warto±
i wªasny
h s¡ kolejnymi z estymowany
h para-metrów. Ró»ni
a ta jest bardzo istotna, poniewa» ostate
znie estymatory pra
uj¡w przestrzenia
h parametrów o inny
h wymiara
h. W rozpatrywanym przypadkuwidmo ma
ierzy obserwa
ji X zawiera 4 nieznane warto±
i wªasne i taki jest wymiarprzestrzeni estymowany
h parametrów w jakiej pra
uje G-estymator. Równo
ze±nieje±li zaªo»ymy, »e nie znamy i
h �multipli
ity�, wów
zas mamy tak naprawd� ju» 7nieznany
h parametrów, które wyzna
zaj¡ wymiar przestrzeni estymowany
h para-metrów dla estymatora anality
znego.Symula
je podzielone zostaªy na 3 
z�±
i, przy 
zym w ka»dym z wymieniony
hprzypadków statystyka ma
ierzy obserwa
ji X li
zyªa 1200 powtórze«. Ma
ierze Xlosowane byªy z nast�puj¡
y
h rozkªadów:� 
z�±¢ 1 - dimX = 8× 25 oraz Θtrue = (1, 7, 15, 25, 0.5, 0.25, 0.125),� 
z�±¢ 2 - dimX = 320× 1000 oraz Θtrue = (1, 7, 15, 25, 0.5, 0.25, 0.125),� 
z�±¢ 3 - dimX = 320× 1000 oraz Θtrue = (1, 7, 15, 25, 0.5, 0.25, 0.2469).

Rysunek 8.17. Histogram estymowany
h warto±
i wªasny
h dla dimX = 320 × 1000 oraz
Θtrue = (1, 7, 15, 25, 0.5, 0.25, 0.125). Mimo pewnego rozmy
ia obserwujemy separa
j� esty-mowany
h warto±
i wªasny
h.Pierwsza 
z�±¢ eksperymentu nie powiodªa si�, przy tak maªym wymiarze ma
ierzy
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jeTabli
a 8.2. Symula
ja 2 - porównanie dziaªania proponowanego estymatora anality
znegodo estymatora Girko, symula
je dla dimX = 320× 1000.Estymator anality
zny G-estymator
i λi pi E(λi) σ2(λi) E(pi) σ2(pi) E(λi) σ2(λi) E(pi) σ2(pi)1 1 0.5 0.9910 0.1623 0.4959 0.0501 0.9997 0.0031 - -2 7 0.25 7.2255 1.3738 0.2674 0.0223 6.9972 0.0325 - -3 15 0.125 16.7095 2.6153 0.1315 0.0297 14.9771 0.1072 - -4 25 0.125 25.6615 0.8818 0.1049 0.0254 25.0014 0.1620 - -obserwa
ji estymator anality
zny prakty
znie nie dziaªa. W przypadku drugim ob-serwujemy rozdzielenie estymowany
h warto±
i wªasny
h, jednak nale»y przyzna¢,»e s¡ one dosy¢ mo
no rozmyte i do tego tro
h� przesuni�te w stosunku do wªa±
i-wy
h poªo»e«. Rezultat ten pokazany zostaª na Rysunku 8.17. Za to w przypadkutrze
iej 
z�±
i eksperymentu otrzymano bardzo zadowalaj¡
e wyniki, 
o przedstawiaRysunek 8.18. Estymowane warto±
i wªasne s¡ bardzo dobrze zlokalizowane i do tegomo
no skupione, 
o daje w efek
ie bardzo dobr¡ i
h separa
j�. Jedynie najwi�kszawarto±¢ wªasna λ4 = 25 jest dosy¢ rozmyta, jednak nale»y pami�ta¢, »e jej �multipli-
ity� wynosiªo tylko 1 daj¡
 prawdopodobie«stwo p4 = 0.0031, 
o mo»e tªuma
zy¢wi�ksze rozmy
ie.

Rysunek 8.18. Histogram otrzymany dla dimX = 320 × 1000 oraz Θtrue =
(1, 7, 15, 25, 0.5, 0.25, 0.0031). Obserwujemy wyra¹ne rozdzielenie posz
zególny
h warto±
iwªasny
h widma i dobr¡ i
h lokaliza
j�.Wyniki estyma
ji zostaªy rozdzielone na 4 
z�±
i uzyskuj¡
 w ten sposób osobneserie dla kolejny
h warto±
i wªasny
h. Nast�pnie dla ka»dej z serii zostaªy obli
zone±rednia oraz ±rednie od
hylenie standardowe. Wyniki w tej posta
i mo»na ju» byªobezpo±rednio porówna¢ do wyników dla G-estymatora [43℄. Rezultat przedstawiony



zostaª w Tabela
h 8.2 oraz 8.3.Tabli
a 8.3. Symula
ja 3 - porównanie dziaªania proponowanego estymatora anality
znegodo estymatora Girko, symula
je dla dimX = 320× 1000.Estymator anality
zny G-estymator
i λi pi E(λi) σ2(λi) E(pi) σ2(pi) E(λi) σ2(λi) E(pi) σ2(pi)1 1 0.5 1.0000 0.0083 0.5003 0.0023 0.9997 0.0032 - -2 7 0.25 7.0093 0.1257 0.2504 0.0044 6.9942 0.0343 - -3 15 0.2469 15.002 0.1519 0.2453 0.0075 14.9556 0.0681 - -4 25 0.0031 24.563 1.4329 0.0040 0.0048 24.9892 1.0713 - -Analizuj¡
 przeprowadzone symula
je nale»y stwierdzi¢, »e we wszystki
h badany
hprzypadka
h G-estymator daª wyniki dokªadniej zlokalizowane i o mniejszym roz-my
iu w stosunku do estymatora anality
znego, przy 
zym w przypadku pierwszejsymula
ji estymator anality
zny daª wyniki bardzo odbiegaj¡
e od wªa±
iwy
h. Wprzypadku ma
ierzy X o wymiarze dimX = 320 × 1000 estymator anality
zny daªwyniki pozwalaj¡
e w zde
ydowany sposób rozdzieli¢ otrzymane warto±
i wªasne,ale w
i¡» wyniki te s¡ gorsze ni» uzyskiwane za pomo
¡ G-estymatora. Z drugiejjednak strony nale»y pami�ta¢, »e estymator anality
zny pra
owaª w trudniejszy
hwarunka
h, gdy» li
zba estymowany
h parametrów tak naprawd� byªa wi�ksza. Cowi�
ej, w sytua
ji kiedy nie mamy wiedzy na temat �multipli
ity� posz
zególny
hwarto±
i wªasny
h w widmie G-estymator jest 
aªkowi
ie bezradny, pod
zas gdy za-stosowanie estymatora anality
znego pozwala uzyska¢ 
aªkiem zadowalaj¡
e wyniki,o ile tylko ma
ierze obserwa
ji X nie s¡ zbyt maªe. Z tego te» powodu pomimowido
zny
h ró»ni
 w dokªadno±
i uzyskany
h estyma
ji niemo»liwe jest wskazaniektóregokolwiek z estymatorów jako bezwzgl�dnie lepszego. Nale»y ra
zej pami�ta¢o prakty
zny
h ró»ni
a
h pomi�dzy nimi i wynikaj¡
y
h z tego inny
h obszara
hpoten
jalnego zastosowania.



Rozdziaª 9PodsumowanieObserwowany w ostatni
h lata
h niezwykle dynami
zny rozwój w dziedzinie prze-syªu informa
ji zaowo
owaª powstaniem nowy
h te
hnologii, taki
h jak komunika
jaMIMO, stanowi¡
a zupeªnie now¡ jako±¢ w telekomunika
ji. Dla peªnego wyko-rzystania mo»liwo±
i, jakie kryje w sobie komunika
ja wielowymiarowa, konie
znes¡ wydajne algorytmy detek
ji sygnaªu, do który
h dziaªania z kolei niezb�dne s¡skute
znie dziaªaj¡
e metody estyma
ji widma ma
ierzy kowarian
ji na podstawiezaszumiony
h ma
ierzy dany
h. Podobna sytua
ja ma miejs
e w przypadku ekono-�zyki. Dobór spóªek do tzw. optymalnego portfela inwesy
yjnego równie» wymagaznajomo±
i ma
ierzy kowarian
ji, któr¡ musimy osza
owa¢ na podstawie obserwowa-ny
h notowa«. W pra
y zaproponowany
h zostaªo kilka zupeªnie nowy
h, nie prezen-towany
h dot¡d metod odtwarzania widma. Spo±ród ni
h nale»y wymieni¢ zwªasz
zametod� nazwan¡ robo
zo estymatorem anality
znym [64℄. W wyniku przeprowadzo-ny
h symula
ji okazaªo si�, »e zarówno powtarzalno±¢ uzyskiwany
h w wyniku jejzastosowania estyma
ji, jak te» i pr�dko±¢ dziaªania s¡ bardzo zadowalaj¡
e. Po-nadto jedn¡ z naturalny
h wªasno±
i estymatora anality
znego jest estyma
ja warto-±
i wªasny
h tworz¡
y
h widmo wraz z odpowiadaj¡
ymi im prawdopodobie«stwami.Wspomniane wªasno±
i stanowi¡ o jego du»ej atrak
yjno±
i. Dzieje si� tak dlatego,»e inne stosowane obe
nie estymatory albo zakªadaj¡ znajomo±¢ prawdopodobie«stwwarto±
i wªasny
h (G-estymator) i tym samym s¡ mniej uniwersalne, albo 
o prawdanie maj¡ takiego ograni
znenia, ale za to s¡ bardzo wymagaj¡
e obli
zeniowo i przezto dziaªaj¡ wyra¹nie wolniej (estymator statysty
zny).Jednym z nowy
h estymatorów zaproponowany
h w pra
y byªa dualna posta¢ esty-matora anality
znego, którego konstruk
ja oparta byªa na znajomo±
i rela
ji doty
z¡-
y
h momentów ma
ierzowy
h odwrotno±
i ma
ierzy kowarian
ji. Jak si� okazaªo, wewszystki
h testowany
h przypadka
h (ró»ne warto±
i wªasne tworz¡
e widmo, ró»newymiary ma
ierzy obserwa
ji) estymator ten dawaª gorsze rezultaty w stosunku doswojej oryginalnej posta
i.Du»¡ 
z�±¢ pra
y stanowiªo zaimplementowanie algorytmów estyma
ji widma (esty-mator statysty
zny, estymator anality
zny, estymator anality
zny dualny) oraz prze-prowadzenie szeregu symula
ji a nast�pnie analiz otrzymany
h rezultatów. Na po-trzeby dokonania porównania dziaªania ró»ny
h estymatorów widma zaproponwanonieskomplikowan¡ metod� wizualiza
ji niedokªadno±
i estyma
ji danego estymatoraw posta
i tzw. �mapy niedokªadno±
i�. Przy okazji zabieg ten okazaª si� przydatnydla okre±lenia zakresu stosowalno±
i danego estymatora w sensie wymiarów ma
ierzyobserwa
ji, przy zaªo»onej posta
i widma. Rozwa»ano tak»e zagadnienie okre±leniawarunku jaki musz¡ speªnia¢ wymiary ma
ierzy obserwa
ji, aby spodziewa¢ si� nie-



dokªadno±
i estyma
ji na poziomie nie gorszym od zaªo»onego. Odpowied¹ na takpostawione pytanie jest mo»liwa, ale znowu pod warunkiem, »e znane jest widmoma
ierzy kowarian
ji. Powodem tego jest fakt, »e uzyskiwana dla danego estyma-tora widma mapa niedokªadno±
i zmienia si� wraz z samym widmem. Nie udaªosi� natomiast niestety udzieli¢ odpowiedzi na pytanie w jaki dokªadnie sposób mapaulega zmianie, tak wi�
 problem ten na 
hwil� obe
n¡ pozostaje nierozwi¡zany.W Dodatku B.2 wyprowadzony zostaª znany ju» wzór Mar
̆henko-Pastura, jednakra
hunek przeprowadzono w opar
iu o zastosowanie transforma
ji B (równowa»nej dotransforma
ji R), a wi�
 narz�dzia wywodz¡
ego si� z kon
ep
ji swobodny
h zmien-ny
h przypadkowy
h.Nowym wynikiem jest tak»e rela
ja uzyskana dla odwrotno±
i ma
ierzy kowarian
ji,wyra»aj¡
a funk
j� Greena 2-punktow¡ przez funk
j� Greena 1-punktow¡. Na jejpodstawie skonstruowany zostaª algorytm pozwalaj¡
y wyrazi¢ momenty ma
ierzowedrugiego rz�du przez kolejne momenty ma
ierzowe pierwszego rz�du. Rozdziaª 5przedstawia przebieg ra
hunków, natomiast w Tabela
h C.7 oraz C.8 zamiesz
zony
hw Dodatku C wypisano pierwszy
h kilka z uzyskany
h wzorów.Znajomo±¢ wspomnianej rela
ji pozwoliªa na przeprowadzenie konstruk
ji jesz
zejednej metody estyma
ji widma - dualnej posta
i estymatora statysty
znego. Jed-nak z uwagi na fakt niezadowalaj¡
ego dziaªania zarówno estymatora anality
znegodualnego jak te» statysty
znego (w porównaniu do estymatora anality
znego: esty-mator anality
zny dualny - stosunkowo du»y rozrzut kolejny
h estyma
ji, estyma-tor statysty
zny - wolne dziaªanie) zde
ydowano zrezygnowa¢ z jego implementa
ji,przedstawiona zostaªa tylko jego konstruk
ja.



Dodatek AKonwen
je w telekomunika
ji i �zy
ePod
zas rozwa»ania zagadnie« zawarty
h w niniejszej pra
y stosowane byªy narz�dzia�zyki teorety
znej oraz terminologia i nota
ja wywodz¡
e si� z �zyki. Jak si� 
z�stookazuje bardzo podobne lub nieraz takie same wr�
z problemy poruszane s¡ tak»e winny
h dziedzina
h nauki, jak na przykªad telekomunika
ja. Trzeba pami�ta¢, »e wobr�bie ka»dej dziedziny naukowej mamy do 
zynienia ze spe
y�
zn¡ terminologi¡,która wyksztaª
iªa si� na przestrzeni 
zasu. W przypadku telekomunika
ji terminolo-gia za
zerpni�ta zostaªa gªównie z matematyki. Z tego wzgl�du te same zagadnieniana ogóª bywaj¡ nie
o odmiennie sformuªowane oraz pojawiaj¡ si� wynikaj¡
e ze sto-sowania odmienny
h de�ni
ji wi�ksze lub mniejsze ró»ni
e we wzora
h. Wszystko toskutkuje tym, »e przepªyw informa
ji pomi�dzy spe
jalistami z ró»ny
h dziedzin jest
oraz bardziej utrudniony, nawet w sytua
ja
h kiedy rozwa»aj¡ oni podobne zagad-nienia. Rozdziaª ten sªu»y¢ ma wªa±nie usystematyzowaniu terminologii u»ywanejw �zy
e oraz telekomunika
ji. Wskazane zostan¡ ró»ni
e w stosowany
h de�ni
ja
horaz wykazana zostanie równowa»no±¢ pomi�dzy niektórymi wzorami.A.1. Funk
ja Greena oraz transformata StieltjesaW �zy
e posªugujemy si� funk
j¡ Greena oraz jej odwrotno±
i¡ zde�niowanymi jako
G(z) =

〈
1

N
Tr 1

z −H

〉
, (A.1)

pG(x) = − lim
ǫ→0+

1

π
ℑG(x+ iǫ). (A.2)Natomiast w j�zyku telekomunika
ji mamy do 
zynienia z transformat¡ Stieltjesawraz z transformat¡ do niej odwrotn¡, które zadane s¡ poprzez formuªy

S(z) =

∫
dP (x)

x− z
, (A.3)

pS(x) = lim
y→0+

1

π
ℑS(x+ iy). (A.4)De�ni
je funk
ji Greena (A.1) oraz transformaty Stieltjesa (A.3) jak widzimy ró»-ni¡ si� jedynie znakiem, natomiast i
h odwrotno±
i (A.2) oraz (A.4) s¡ to»same.Zapiszemy zatem

S(z) = −G(z),

pG(x) = pS(x) = p(x).



A.2 1-punktowa funk
ja Greena oraz transformata Cau
hy'ego 95A.2. 1-punktowa funk
ja Greena oraz transformata Cau
hy'egoKolejnym interesuj¡
ym nas obiektem jest transformata Cau
hy'ego zde�niowana wopar
iu o szereg pot�gowy, który
h de�ni
je s¡ nast�puj¡
e
GC(x) =

1

x
M(

1

x
) , gdzie M(x) = 1 +

∑

n≥1

αnx
n. (A.5)Poka»emy teraz, »e tak zde�niowana transformata Cau
hy'ego jest to»sama z u»y-wan¡ w �zy
e funk
j¡ Greena (A.1). Zapiszmy najpierw funk
j� Greena rozwijaj¡
j¡ w szereg do posta
i

G(z) =

〈
1

N
Tr 1

z −H

〉
=

1

z
+
∑

n≥1

(
1

zn+1

〈
1

N
TrHn

〉)
,a nast�pnie zapiszmy transformat� Cau
hy'ego korzystaj¡
 bezpo±rednio z de�ni
ji(A.5) oraz z de�ni
ji momentów αn

GC(x) =
1

x
M(

1

x
) =

1

x


1 +

∑

n≥1

(
1

xn
αn

)
 =

=
1

x
+
∑

n≥1

(
1

xn+1

〈
1

N
TrHn

〉)
.Otrzymujemy ostate
znie dokªadnie te same wyra»enia, zatem mo»emy zapisa¢

GC(x) = G(x).A.3. 2-punktowa funk
ja Greena oraz transformata Cau
hy'egoStosowana w �zy
e 2-punktowa funk
ja Greena oraz 2-punktowa transformata Cau-
hy'ego u»ywana w telekomunika
ji s¡ nie
o odmiennie zde�niowane, jednak równie»i w tym przypadku mo»na wykaza¢ i
h równowa»no±¢. Zapiszmy najpierw dwupunk-tow¡ funk
j� Greena zgodnie z konwen
j¡ stosowan¡ w �zy
e jako
G(x, y) =

1

N2
∂x∂y ln

G(y)−G(x)

x− y
. (A.6)W Rozdziale 4.4 zostaªo wykazane, »e de�ni
ja ta obowi¡zuje zarówno w przypadkuzespoªu Gaussa jak równie» zespoªu Wisharta. Analogi
zny obiekt pojawiaj¡
y si�w telekomunika
ji zde�niowany jest w opar
iu o szereg M(x, y) i przyjmuje posta¢

M(x, y) = xy

[
d
dx
(xM(x)) d

dy
(yM(y))

(xM(x)− yM(y))2
− 1

(x− y)2

]
, (A.7)przy 
zym 2-punktowa transformata Cau
hy'ego zde�niowana jest jako

GC(x, y) =
M( 1

x
, 1
y
)

xy
, gdzie M(x, y) =

∑

i,j≥1

αi,j x
i yj. (A.8)



96 Konwen
je w telekomunika
ji i �zy
eZmie«my najpierw zmienne w równaniu (A.7) na k = 1
x
oraz l = 1

y
, nie zapominaj¡
o zmianie zmienny
h ró»ni
zkowania d

dx
= dk

dx
d
dk

= −k2 d
dk
. Otrzymujemy

M(
1

k
,
1

l
) =

1

k

1

l

[
k2l2 d

dk
[ 1
k
M( 1

k
)] d

dl
[1
l
M(1

l
)]

[
1
k
M( 1

k
)− 1

l
M(1

l
)
]2 − k2l2

(k − l)2

]
,przy 
zym podzielimy jesz
ze obie strony równo±
i przez kl. Doprowadzenie wy-ra»enia do tej posta
i pozwala skorzysta¢ bezpo±rednio z de�ni
ji dwupunktowejtransformaty Cau
hy'ego (A.8) po lewej stronie równo±
i oraz z de�ni
ji 1-punktowejtransformaty Cau
hy'ego (A.5) po prawej stronie. Ostate
znie otrzymujemy równa-nie w posta
i

GC(k, l) =
G′(k)G′(l)

[G(k)−G(l)]2
− 1

(k − l)2
. (A.9)Powró¢my w tym momen
ie do równania (A.6), w którym nale»y tylko wykona¢dwukrotne ró»ni
zkowanie, w efek
ie 
zego otrzymujemy

G(x, y) =
1

N2

[
G′(x)G′(y)

[G(x)−G(y)]2
− 1

(x− y)2

]
,
o dowodzi równowa»no±
i de�ni
ji wyra»ony
h wzorami (A.6) oraz (A.7).A.4. Wolne kumulanty w podej±
iu Voi
ules
u oraz ZeeRozwa»my dwa asymptoty
znie swobodne zespoªy ma
ierzowe A oraz B. Interesujenas obiekt, który b�dzie addytywn¡ 
e
h¡ ty
h zespoªów. Wªasno±¢ tak¡ posiadaj¡tzw. swobodne kumulanty, które z tej ra
ji s¡ wa»nym obiektem naszego zaintereso-wania. Podamy teraz pierwotn¡ posta¢ de�ni
ji swobodny
h kumulant, a nast�pniejej posta¢ w uj�
iu Voi
ules
u oraz Zee.Zaªó»my, »e dla pewnego zespoªu ma
ierzowego znane s¡ jego momenty ma
ierzowepierwszego rz�du αn. Tym samym mo»emy zapisa¢ dla tego zespoªu szereg pot�gowy

M(x) w posta
i
M(x) = 1 +

∑

n≥1

αnx
n.Swobodne kumulanty κn de�niujemy s¡ w sposób po±redni poprzez rela
j�

C(x) = 1 +
∑

n≥1

κnx
n , gdzie C (xM(x)) = M(x). (A.10)Swobodne kumulanty jak wspomniano s¡ obiektem o bardzo po»yte
znej wªasno±
i,mianowi
ie je±li zespoªy ma
ierzowe A oraz B s¡ asymptoty
znie swobodne, wów
zasza
hodzi

κA+B
n = κAn + κBn .De�ni
ja swobodny
h kumulant w terminologii wprowadzonej przez Voi
ules
u [24℄,[25℄ przyjmuje nie
o inn¡ posta¢, gdy» zamiast funk
ji C(x) oraz szereguM(x) u»ywaon nowy
h funk
ji nazywany
h transformat¡ R(x) oraz transformat¡ Cau
hy G(x).Zwi¡zane s¡ one z oryginalnymi funk
jami poprzez rela
je R(x) = 1

x
(C(x)− 1) oraz



A.5 Pojemno±¢ informa
yjna, wolna energia oraz funk
ja Blue 97
G(x) = 1

x
M( 1

x
). Prosty ra
hunek dowodzi, »e w tej nota
ji oryginalne wyra»enie nawolne kumulanty (A.10) przyjmuje posta¢

R(x) =
∑

n≥1

κnx
n−1 , gdzie 1

G(x)
+R (G(x)) = x. (A.11)Pojawia si� pytanie jaki jest 
el we wprowadzaniu nowej nota
ji, skoro 
hodzi ode�ni
j� ty
h samy
h obiektów. Okazuje si�, »e wprowadzenie nowej funk
ji R(x)niesie ze sob¡ bardzo konkretne korzy±
i, mianowi
ie podobnie jak wolne kumulanty

κn tak samo funk
ja R(x) jest obiektem addytywnym w przypadku asymptoty
znieswobodny
h zespoªów ma
ierzowy
h, 
o zapiszemy w posta
i
RA+B(x) = RA(x) +RB(x).Ce
ha ta jest bardzo po»yte
zna ze wzgl�du na mo»liwo±¢ wygodniejszego i bardziejprzejrzystego prowadzenia ra
hunków. Nale»y zatem stwierdzi¢, »e posªugiwanie si�funk
j¡ R(x) w ogólnym przypadku jest uzasadnione.Kolejnym krokiem w stron� poprawienia przejrzysto±
i ra
hunków jest zapropono-wana przez Zee [27℄ funk
ja B(x) (patrz tak»e np. [66℄) powi¡zana z funk
j¡ R(x)poprzez rela
j� B(x) = R(x) + 1

x
. W tej nota
ji wolne kumulanty zde�niowane s¡ wmaksymalnie zwartej posta
i

B(G) =
1

x
+
∑

n≥1

κnx
n−1 , gdzie B(G(x)) = x. (A.12)Zatem jak widzimy nowa funk
ja B(G(x)) jest funk
jonaln¡ odwrotno±
i¡ funk
jiGreena G(x), st¡d zreszt¡ wzi�ªa si� jej nazwa: funk
ja �Blue� jako odwrotno±¢funk
ji �Green�.Funk
ja B z jednej strony pozwala w ªatwy sposób obli
zy¢ momenty rozkªadu b�d¡-
ego sum¡ rozkªadów speªniaj¡
y
h �freeness�. Ponadto w niektóry
h sytua
ja
h ob-li
zeniowy
h stanowi równie» bardzo u»yte
zny obiekt z innego powodu, mianowi
iejej posta¢ jest 
z�sto prostsza ni» oryginalnej funk
ji G. Z tego powodu na przykªadniektóre 
aªki, gdzie pojawia si� funk
ja G, mo»na wykona¢ ªatwiej posªuguj¡
 si�funk
j¡ B.A.5. Pojemno±¢ informa
yjna, wolna energia oraz funk
ja BluePojemno±¢ informa
yjna C kanaªu MIMO okre±la maksymaln¡ pr�dko±¢ przesyªaniadany
h za po±redni
twem rozpatrywanego kanaªu H. Zakªadaj¡
, »e ma
ierz kanaªu

H jest znana i nie zmienia si� w 
zasie (to zna
zy w prakty
e zmienia si� na tylewolno, »e na 
zas trwania transji mo»na przyj¡¢ j¡ jako niezmienn¡) wów
zas mamydo 
zynienia z �Quasi-stati
 �at fading 
hannel�. W takim przypadku pojemno±¢kanaªu MIMO de�niowana jest jako
C(σ2) =

1

N
log2 det

(1N +
1

σ2
HHT

)
, (A.13)
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je w telekomunika
ji i �zy
egdzie σ2 to tzw. �odst�p sygnaª-szum� (w skró
ie SNR, z ang. �signal-to-noiseratio�), natomiast ma
ierz kowarian
ji HHT jest ma
ierz¡ hermitowsk¡. Wartozwró
i¢ uwag�, »e u»yto logarytmu przy podstawie 2, 
o ma odzwier
iedlenie wdwójkowej naturze przesyªany
h dany
h. Przy takiej konwen
ji jednostk¡ informa
jijest [bit/(s*Hz)℄. Zapisuj¡
 de�ni
j� pojemno±
i informa
yjnej z u»y
iem logarytmunaturalnego (standardowe podej±
ie stosowane w �zy
e) nale»y pami�ta¢ o dodatko-wym 
zynniku log(2). Je»eli kanaª zmienia si� w 
zasie, wów
zas mamy do 
zynieniaz �Time-varying Rayleigh 
hannel�, de�ni
ja pojemno±
i uwzgl�dniaj¡
a zmienno±¢kanaªu przyjmuje posta¢
C(σ2) =

∫
1

N
log2 det

(1N +
1

σ2
HHT

)
dPH . (A.14)Skupmy uwag� na kanaª¡
h Quasi-stati
 o hermitowskiej ma
ierzy kowarian
ji. Stan-dardowe podej±
ie do problemu obli
zenia pojemno±
i kanaªu polega na zapisie wzoru(A.13) w bazie diagonalnej w posta
i

C(σ2) =

∫ ∞

0
log2

(
1 +

λ

σ2

)
ρHHT (λ)dλ, (A.15)gdzie ρHHT (λ) to g�sto±¢ prawdopodobie«stwa warto±
i wªasny
h rozwa»anego mo-delu HHT , a wi�
 rozkªadu Wisharta (4.11). Otrzymujemy w ten sposób pojemno±
kanaªu MIMO, któr¡ zapiszemy jako

C(σ2) =

∫ ∞

0
log2

(
1 +

λ

σ2

) √
((1 −√

r)2 − λ)(λ− (1 +
√
r)2)

2πrλ
dλ,gdzie r = N/M , przy 
zym N,M → ∞. Wynik ten pojawiª si� ju» w roku 1999 wpionierskiej pra
y [4℄. Ostatnio [28℄ otrzymano tak»e inne, interesuj¡
 wyra»enie napojemno±¢ kanaªu MIMO w posta
i

C(σ2) = log2

(
1 +

1

σ2(1 + rδ)

)
+

1

r
log2(1 + rδ) + log2(e)[σ

2δ − 1],gdzie δ to dodatnie rozwi¡zanie wyra»enia
δ =

(
1

1 + rδ
+ σ2

)−1wynosz¡
e
δ =

1

2


 1

σ2
(1− 1

r
)− 1

r
+

√[
1

σ2

(
1− 1

r

)
− 1

r

]2
+ 4

1

rσ2


 .Zwi¡zek pojemno±
i kanaªu z funk
j¡ GreenaDo problemu obli
zenia pojemno±
i kanaªu mo»na te» podej±¢ w nie
o odmienny spo-sób. Zauwa»my, »e posta¢ wzoru (A.13) przypomina nie
o struktur� funk
ji Greena irze
zywi±
ie, pomi�dzy funk
jami G(z) oraz C(σ2) istnieje ±
isªa rela
ja. Rozwa»mypo
hodn¡ funk
ji C(σ2) po zmiennej σ2

d

dσ2
C(σ2) =

d

dσ2

[
1

N
log det

(1N +
1

σ2
HHT

)]
=
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=

d

dσ2

[
1

N
Tr log (σ21N +HHT

)
− log σ2

]
=

=
1

N
Tr 1

σ21N +HHT
− 1

σ2
= −G(−σ2)− 1

σ2
.W nast�pnym kroku nale»y wykona¢ 
aªkowanie powy»szego wyra»enia, pami�taj¡
o prawidªowym ustaleniu grani
. �atwo sprawdzi¢, »e rozwi¡zaniem jest

C(σ2) =

∫ ∞

σ2

(
G(−x) +

1

x

)
dx. (A.16)Zauwa»my, »e wyra»enie pojemno±
i C w posta
i (A.16) jest w prakty
e bardzoatrak
yjne. Mianowi
ie dla obli
zenia pojemno±
i kanaªu wystar
zy funk
ja Gre-ena ma
ierzy kanaªowej H oraz warto±¢ parametru σ2 okre±laj¡
ego stosunek mo
ysygnaªu do mo
y szumu. Nie ma natomiast potrzeby obli
zania g�sto±
i rozkªaduwarto±
i wªasny
h w widmie, mamy wi�
 do 
zynienia ze sporym uªatwieniem ra-
hunkowym.Zwi¡zek wolnej energii z funk
j¡ GreenaRozwa»my funk
j� rozdziaªu

Z = 〈det (z −H)〉 = 〈exp[ln det (z −H)]〉 = 〈exp[Tr ln (z −H)]〉 .Wyra»enie posta
i 〈eA〉 mo»na rozwin¡¢ jako
〈
eA
〉
= e<A>+ 1

2
(<A2>−<A>2)+...,zatem rozwa»an¡ funk
j� rozdziaªu Z zapiszemy jako

Z = exp
[
〈Tr ln (z −H)〉+ 1

2
[
〈Tr2 ln (z −H)

〉
− 〈Tr ln (z −H)〉2] + . . .

]
,przy 
zym kolejne skªadniki pojawiaj¡
e si� w wykªadniku eksponenty ozna
zymynowymi symbolami i tym samym zapiszemy funk
j� rozdziaªu w posta
i

Z = eNF0+
1

N
F1+....Caªe wyra»enie znajduj¡
e si� w wykªadniku eksponenty nazywamy woln¡ energi¡

F i mo»emy zapisa¢ j¡ w posta
i F = ln Z. Rozwa»my pierwszy skªadnik wolnejenergii NF0 nazywany pojemno±
i¡ modelu
NF0 = 〈Tr ln (z −H)〉 .Po zró»ni
zkowaniu po prawej stronie równo±
i otrzymujemy

∂F0(z)

∂z
=

〈
1

N
Tr 1

z −H

〉
= GH(z),jak wi�
 widzimy skªadnik F0 wolnej energii w prosty sposób jest powi¡zany z funk
j¡Green'a

F0(z) =

∫ z

−∞
GH(z′)dz′.



Warto zauwa»y¢, »e gdyby rozwa»y¢ woln¡ energi� dla innej funk
ji rozdziaªu, tojej posta¢ w zmiennej b�d¡
ej funk
j¡ Greena nie ulegnie zmianie, zmieni si� na-tomiast o
zywi±
ie sama funk
ja Greena jako funk
ja w zmiennej z. Mo»emy wi�
równie dobrze rozwa»a¢ pierwszy skªadnik rozwini�
ia wolnej energii dla zespoªu Wi-sharta FHHT

0 (z), który dla wygody b�dziemy w dalszym 
i¡gu ozna
za¢ jako F0(z).Zmie«my zmienne 
aªkowania na k = −z, zapiszemy wów
zas
F0(−k) =

∫ ∞

−k

GHHT (−k′)dk′,a nast�pnie zapiszmy powy»sze wyra»enie w punk
ie k = −σ2

F0(σ
2) =

∫ ∞

σ2

GHHT (−x)dx,Zatem pojemno±¢ kanaªu mo»emy zapisa¢ tak»e w posta
i
C(σ2) = F0(σ

2) +

∫ ∞

σ2

1

x
dx (A.17)



Dodatek BPrzykªady ra
hunków FRVRa
hunki doty
z¡
e funk
ji Greena 
zy te» funk
ji tworz¡
ej momenty przeprowa-dzane s¡ 
z�sto przy u»y
iu diagramów Feynmana, tak jako to zostaªo pokazane wRozdziale 4. Atrak
yjn¡ alternatyw¡ dla takiego podej±
ia jest wykorzystanie kon-
ep
ji swobodny
h zmienny
h przypadkowy
h, a w sz
zególno±
i mo»liwo±
i jakiedaj¡ funk
je R oraz S (lub równowa»nie B oraz N), zaprezentowane w Rozdziale3.3.B.1. Rela
je dla momentów ma
ierzy kowarian
jiW pra
y [52℄ z u»y
iem diagramatyki Feynmana zostaªa wyprowadzona rela
ja (6.1)wi¡»¡
a momenty ma
ierzowe αΣ
k z momentami α§

k, gdzie Σ to ma
ierz kowarian
ji,natomiast S to do±wiad
zalna ma
ierz kowarian
ji. Jej wyprowadzenie mo»na tak»eprzeprowadzi¢ w inny sposób [44℄, korzystaj¡
 z narz�dzia w posta
i transforma
ji S(lub równowa»nej transforma
ji N), 
o poka»emy poni»ej jako przykªad jego zasto-sowania.Ra
hunek podzielony zostaª na dwie 
z�±
i. Najpierw rozpatrzymy pomo
ni
z¡ ma-
ierz c̃ nie zawieraj¡
¡ korela
ji i obli
zymy dla niej transforma
j� N. Nast�pnierozpatrzona zostanie do
elowa ma
ierz kowarian
ji c, dla której równie» obli
zymytransforma
j� N , przy 
zym zostanie wykorzystany wynik uzyskany w pierwszej 
z�-±
i. Na konie
 poka»emy w jaki sposób, korzystaj¡
 z obli
zony
h transforma
ji N,uzyska¢ interesuj¡
¡ nas rela
j� (6.1).Gauss bez korela
jiRozwa»my ma
ierz c̃ = 1
T
R̃T R̃ o wymiarze T × T , gdzie R̃ to prostok¡tna ma
ierzGaussowska o wymiarze N×T nie zawieraj¡
a »adny
h korela
ji, przy 
zym N < T .Zauwa»my, »e dopisuj¡
 do ma
ierzy R̃ dodatkowe wiersze lub kolumny wypeªnionezerami ma
ierz c̃ pozostaje bez zmian. Zatem z punktu widzenia ma
ierzy c̃ mo-»emy posªu»y¢ si� wygodnym modelem ma
ierzy R̃ w posta
i R̃ = PX, gdzie X jestkwadratow¡ ma
ierz¡ Gaussowsk¡ nie zawieraj¡
¡ korela
ji, natomiast P jest tzw.�projektorem�, 
zyli diagonaln¡ ma
ierz¡ posiadaj¡
¡ na diagonali N jedynek a pozatym wypeªnion¡ zerami. Zapiszemy

c̃ =
1

T
R̃T R̃ =

1

T
(PX)T (PX) =

1

T
XTPX, (B.1)gdy» P i = P dla dowolnego i. Ze wzgl�du na wªasno±¢ 
ykli
zno±
i ±ladu ma
ierzo-wego mo»emy zapisa¢

N 1

T
R̃T R̃(z) = N 1

T
XTPX(z) = N 1

T
PXXT (z),



102 Przykªady ra
hunków FRVa wi�
 zgodnie z (3.6) zapiszemy
N 1

T
R̃T R̃(z) =

z

z + 1
NP (z)N 1

T
XXT (z). (B.2)Potrzebujemy zatem obli
zy¢ transforma
j� N dla ma
ierzy P a nast�pnie dla ma-
ierzy 1

T
XXT . Rozpatrzmy najpierw ma
ierz projektora P , której funk
j� Greenazapiszemy w posta
i

GP (z) =
1

z
+

1

z2
1

T
< TrP > +

1

z3
1

T
< TrP 2 > + . . . ,przy 
zym ze wzgl�du na wªasno±¢ ∀iP i = P mo»emy zapisa¢

GP (z) =
1

z
+

1

z

N

T

(
1 +

1

z
+

1

z2
+ . . .

)
=

1

z
+

r

z(z − 1)
, gdzie r =

N

T
.Transforma
j� N dla projektora P obli
zymy wstawiaj¡
 powy»szy wynik bezpo±red-nio do równania (3.5)

N(z)G (N(z)) = z + 1,
o prowadzi do wyniku w posta
i
NP (z) = 1 +

r

z
. (B.3)Obli
zmy nast�pnie transforma
j� N dla ma
ierzy 1

T
XXT . Rozpo
zniemy od zapi-sania funk
ji Greena GX2(z) oraz wykonania podstawienia z = w2, otrzymujemy

GX2(z) =
1

T

〈Tr 1

z −X2

〉
=

1

T

〈Tr( 1

w −X

1

w +X

)〉

=
1

2w

[
1

T

〈Tr 1

w −X

〉
+

1

T

〈Tr 1

w +X

〉]
,przy 
zym ze wzgl�du na fakt, »e ma
ierz X jest symetry
zna powy»sze równaniemo»emy zapisa¢ jako

GX2(z) =
1

w

1

T

〈Tr 1

w −X

〉
=

1

w
GX(w) =

1√
z
GX(

√
z),gdzie GX jest funk
j¡ Greena dla zespoªu Gaussa, a wi�
 opisana jest równaniempóªkola Wignera (4.4). Poszukiwana funk
ja Greena GX2 przyjmie zatem posta¢

GX2(z) =
1

2

(
1−

√
z − 4

z

)
.Nast�pnie post�puj¡
 analogi
znie jak poprzednio, wstawiamy powy»sze równaniedo (3.5) i po krótkim ra
hunku otrzymujemy transforma
j� N dla ma
ierzy X2 wposta
i

NX2(z) =
(z + 1)2

z
. (B.4)



B.1 Rela
je dla momentów ma
ierzy kowarian
ji 103Pozostaje wstawi¢ otrzymane wyra»enia (B.3) oraz (B.4) do równania (B.2), otrzy-many wynik przyjmuje posta¢
N 1

T
R̃T R̃(z) =

(r + z)(z + 1)

z
. (B.5)Gauss z korela
jamiRozwa»my nast�pnie ma
ierz c = 1

T
RRT , przy 
zym R to ma
ierz Gaussowska pro-stok¡tna N×T zawieraj¡
a korela
je. Standardowo korela
je uwzgl�dnimy zapisuj¡


R =
√
CR̃, gdzie C to ma
ierz kowarian
ji, natomiast R̃ to ma
ierz Gaussowska niezawieraj¡
a korela
ji. Ma
ierz c przyjmuje posta¢

c =
1

T

√
CR̃R̃T

√
C.Obli
zmy transforma
j� N dla ma
ierzy c. Korzystaj¡
 z wªasno±
i 
ykli
zno±
i ±laduma
ierzowego oraz stosuj¡
 prawo mno»enia dla transforma
ji N zapiszemy

Nc(z) = N 1

T

√
CR̃R̃T

√
C
(z) = N 1

T
R̃R̃TC(z)

=
z

z + 1
N 1

T
R̃R̃T (z)NC(z).Zauwa»my, »e w powy»szym zapisie pojawia si� ma
ierz R̃R̃T o wymiarze N × N .Ch
¡
 skorzysta¢ z wyniku (B.5) musimy jesz
ze przestawi¢ miejs
ami ma
ierze R̃oraz R̃T , 
o spowoduje zamian� argumentu z na rz. Zapiszemy zatem

Nc(z) =
z

z + 1
N 1

T
R̃T R̃(rz)NC(z),a nast�pnie skorzystamy z wyniku (B.5). Otrzymujemy wyra»enie na transforma
j�

N w posta
i
Nc(z) = (rz + 1)NC(z). (B.6)Przypomnijmy, »e do
elowo interesuje nas rela
ja pomi�dzy funk
jami generuj¡
ymimomenty dla ma
ierzy c oraz C, które (3.8) s¡ funk
jonalnymi odwrotno±
iami trans-forma
ji Nc(z) oraz NC(z). Podstawmy zatem N → z oraz z → M . w równaniu(B.6) otrzymuj¡


z = (rMc(z) + 1)NC(Mc(z)).Zauwa»my, »e w powy»szym zapisie funk
ja Mc(z) pojawia si� w sposób jawny jakoodwrotno±¢ NC , zapiszemy wi�

MC

(
z

1 + rMc(z)

)
= Mc(z). (B.7)Z powy»szego równania (B.7) w sposób bezpo±redni wynika (6.1).



104 Przykªady ra
hunków FRVB.2. Rozkªad Mar
̆henko-PasturaKolejnym przykªadem zastosowania ra
hunku swobodny
h zmienny
h przypadko-wy
h jest wyprowadzenie funk
ji Greena dla przypadku rozkªadu Wisharta. Za-piszmy ma
ierz Wisharta w posta
i C = 1
T
XX†, przy 
zym element i, j ma
ierzy Cwynosi¢ b�dzie

(C)i,j =
1

T
Xi,1X

†
j,1 +

1

T
Xi,2X

†
j,2 + . . . +

1

T
Xi,TX

†
j,T =

= (c1)i,j + (c2)i,j + . . .+ (cT )i,j. (B.8)Istota ra
hunku polega na obserwa
ji, »e ma
ierze ci s¡ swobodne oraz »e i
h funk
jeGreena s¡ takie same. Obli
zymy zatem funk
j� Greena dla ma
ierzy ci a nast�p-nie korzystaj¡
 z prawa dodawania ma
ierzy w posta
i transforma
ji B obli
zymyfunk
j� Greena C. Dla uprosz
zenia w zapisie ma
ierzy ci b�dziemy pomija¢ indeks i.Zauwa»my, »e rz¡d ma
ierzy c wynosi 1, dlatego mo»emy zapisa¢ funk
j� Greenadla ma
ierzy c w posta
i
Gc(z) =

1

N

〈Tr 11z − c

〉
=

1

N

T∑

k=1

1

z − λk

=
N − 1

N

1

z − 0
+

1

N

1

z − λ
.Ponadto rz¡d ma
ierzy c wynosz¡
y 1 pozwala w ªatwy sposób obli
zy¢ warto±¢wªasn¡ λ jako ±lad ma
ierzy ci, przy 
zym mo»emy skorzysta¢ z 
ykli
zno±
i ±ladu

λ =
1

T

〈TrXX†
〉
=

1

T

〈TrX†X
〉
=

1

T
N = r.Zapiszemy wi�
 funk
j� Greena dla ma
ierzy c jako

Gc(z) =
N − 1

zN
+

1

(z − r)N
=

1

z
+

1

N

r

z(z − r)
.Zauwa»my, »e funk
ja Gc(z) jest posta
i Gc = g0 +

1
N
g1, zaªo»ymy wi�
, »e funk
ja

B b�dzie analogi
znej posta
i Bc = b0+
1
N
b1. Ch
¡
 obli
zy¢ funk
j� B wykonujemypodstawienie z → B oraz G → z, otrzymujemy

z =
1

b0 +
1
N
b1

+
1

N

r

(b0 +
1
N
b1 − r)(b0 +

1
N
b1)

.Skªadnik b0 otrzymujemy naty
hmiast sprawdzaj¡
 za
howanie równania dla N →
∞, wynosi on b0 =

1
z
. Zapiszemy

z =
z

1 + 1
N
zb1

+
1

N

r

(1
z
+ 1

N
b1 − r)(1

z
+ 1

N
b1)

,a nast�pnie zauwa»my, »e pierwszy uªamek jest sum¡ szeregu geometry
znego o ilo-razie q = − 1
N
zb1. Równanie przybli»ymy bior¡
 pod uwag� jego fragmenty do rz�du

1
N
. Zapiszmy rozwini�
ie pojawiaj¡
ego si� szeregu geometry
znego do pierwszegowyrazu

z = z

(
1− 1

N
zb1 + . . .

)
+

1

N

r

(1
z
+ 1

N
b1 − r)(1

z
+ 1

N
b1)

.



W nast�pnej kolejno±
i wyª¡
zymy 
zynnik 1
N

z pozostaªej 
z�±
i równania, przy
zym w drugim uªamku zaniedbamy 
zªony w mianowniku zawiaraj¡
e 1
N
. Wyra»eniemo»na b�dzie zapisa¢ w posta
i

0 = −z2b1 +
r

(1
z
− r)1

z

,
zego rozwi¡zaniem jest b1 = r
1−rz

. Fun
kja B dla ma
ierzy c przyjmie posta¢
Bc =

1
z
+ 1

N
r

1−rz
, tym samym transforma
ja Rc wyniesie

Rc(z) = Bc(z) −
1

z
=

1

N

r

1− rz
.Przypomnijmy, »e ma
ierz Wisharta C przedstawili±my (B.8) w posta
i sumy Tma
ierzy ci, przy 
zym funk
je Greena Gci s¡ dla wszystki
h i takie same. Zatemtransforma
ja RC b�dzie sum¡ transforma
ji Rc, 
o zapiszemy jako

RC(z) =
T∑

i=1

Rci = T
1

N

r

1− rz
=

1

1− rz
,tym samym funk
ja B dla 
aªej ma
ierzy Wisharta C wyniesie

BC(z) =
1

z
+

1

1− rz
. (B.9)Ch
¡
 otrzyma¢ funk
j� Greena musimy powy»sze Równanie (B.9) odwró
i¢ funk-
jonalnie, a wi�
 otrzymujemy

z =
1

G(z)
+

1

1− rG(z)
,
o po krótkim przeksztaª
eniu prowadzi do równania w posta
i

G(z) =
z + r − 1±

√
(z + r − 1)2 − 4zr

2zr
,przy 
zym jak ªatwo sprawdzi¢, prawidªowe za
howanie 1

z
funk
ji Greena dla z →

∞ otrzymujemy przy wyborze znaku �-�. Funk
j� Greena dla przypadku rozkªaduWishatra zapiszemy zatem w posta
i równania
G(z) =

1

2zr
[z + r − 1−

√
(z + r − 1)2 − 4zr], (B.10)które jest odpowiednikiem Równania (4.9) zapisanym z u»y
iem parametru r = N

T
,pod
zas gdy Równanie (4.9) zapisane zostaªo z u»y
iem parametru m = T

N
.Post�puj¡
 analogi
znie jak w Rozdziale 4.3 mo»emy obli
zy¢ rozkªad warto±
i wªa-sny
h w widmie. Po kilku prosty
h przeksztaª
enia
h Równanie (B.10) mo»na zapisa¢w posta
i

G(z) =
z + r − 1−

√
(z − z+)(z − z−)

2zr
, gdzie z± = (1±

√
r)2.



106 Przykªady ra
hunków FRVNast�pnie korzystaj¡
 z rela
ji
ρ(λ) = − 1

π
lim
ǫ→0

ℑG(z)|z=λ+iǫotrzymujemy rozkªad warto±
i wªasny
h w posta
i
ρMP (λ) =

1

2π

√
(λ− λ+)(λ− − λ)

λr
, gdzie λ± = (1±

√
r)2, (B.11)a wi�
 zgodny z wynikiem w posta
i Równania 4.11.



Dodatek CTabele momentów ma
ierzowy
h 1-go oraz 2-gorz�duSposób obli
zania rela
ji wi¡»¡
y
h momenty ma
ierzowe pierwszego rz�du ma
ierzyobserwa
ji z momentami ma
ierzy kowarian
ji, jak równie» sposób uzyskania analo-gi
zny
h rela
ji pomi�dzy momentami po
hodz¡
ymi od odwrotno±
i ty
h ma
ierzyprzedstawiony zostaª w rozdziale 6.1. Ponadto w rozdziale 6.2 pokazany zostaª spo-sób wyprowadzenia wzorów wyra»aj¡
y
h momenty ma
ierzowe drugiego rz�du zapomo
¡ momentów ma
ierzowy
h pierwszego rz�du. Ze wzgl�du na du»¡ obj�to±¢posz
zególny
h kompletów wzorów w przypadku wy»szy
h rz�dów zostaªy one za-miesz
zone w poni»szym dodatku.Stosowana terminologia jest nast�puj¡
a:
Mi - momenty 1-rz�du ma
ierzy kowarian
ji, Σ
mk - momenty 1-rz�du ma
ierzy obserwa
ji, S
M̃i - momenty 1-rz�du odwrotno±
i ma
ierzy kowarian
ji Σ−1,
m̃k - momenty 1-rz�du odwrotno±
i ma
ierzy obserwa
ji S−1,
αi,j - momenty ma
ierzowe 2-rz�du ma
ierzy S,
αk - momenty ma
ierzowe 1-rz�du ma
ierzy S,
α̃i,j - momenty ma
ierzowe 2-rz�du ma
ierzy Σ,
α̃k - momenty ma
ierzowe 1-rz�du ma
ierzy Σ.



108 Tabele momentów ma
ierzowy
h 1-go oraz 2-go rz�du
Tabli
a C.1. Momenty ma
ierzowe 1-rz�du: obserwowane w funk
ji grani
zny
h

m1 = M1

m2 = rM2
1 +M2

m3 = r2M3
1 + 3rM1M2 +M3

m4 = r3M4
1 + 6r2M2

1M2 + 2r(M2
2 + 2M1M3) +M4

m5 = r4M5
1 +10r3M3

1M2+10r2M1(M
2
2 +M1M3)+5r(M2M3+M1M4)+M5

m6 = r5M6
1 +15r4M4

1M2+10r3M2
1 (3M

2
2 +2M1M3)+5r2(M3

2 +6M1M2M3+
3M2

1M4) + 3r(M2
3 + 2M2M4 + 2M1M5) +M6

m7 = r6M7
1+21r5M5

1M2+35r4M3
1 (2M

2
2+M1M3)+35r3M1(M

3
2+3M1M2M3+

M2
1M4) + 21r2(M2

2M3 + 2M1M2M4 +M1(M
2
3 +M1M5)) + 7r(M3M4 +

M2M5 +M1M6) +M7

m8 = r7M8
1 + 28r6M6

1M2 + 28r5M4
1 (5M

2
2 + 2M1M3) + 70r4M2

1 (2M
3
2 +

4M1M2M3+M2
1M4)+14r3(M4

2+12M1M
2
2M3+6M2

1M
2
3+12M2

1M2M4+
4M3

1M5)+ 28r2(M2
2M4+M2(M

2
3 +2M1M5)+M1(2M3M4 +M1M6))+

4r(M2
4 + 2(M3M5 +M2M6 +M1M7)) +M8

m9 = r8M9
1 + 36r7M7

1M2 + 84r6M5
1 (3M

2
2 + M1M3) + 42r5M3

1 (10M
3
2 +

15M1M2M3 + 3M2
1M4) + 126r4M1(M

4
2 + 6M1M

2
2M3 + 4M2

1M2M4 +
M2

1 (2M
2
3 +M1M5))+84r3(M3

2M3+3M1M
2
2M4+3M1M2(M

2
3 +M1M5)+

M2
1 (3M3M4 +M1M6))+ 12r2(M3

3 +6M3(M2M4 +M1M5)+ 3(M2
2M5+

M1(M
2
4+2M2M6)+M2

1M7))+9r(M4M5+M3M6+M2M7+M1M8)+M9

m10 = r9M10
1 + 45r8M8

1M2 + 60r7M6
1 (7M

2
2 + 2M1M3) + 210r6M4

1 (5M
3
2 +

6M1M2M3 + M2
1M4) + 126r5M2

1 (5M
4
2 + 20M1M

2
2M3 + 10M2

1M2M4 +
M2

1 (5M
2
3 + 2M1M5)) + 42r4(M5

2 + 20M1M
3
2M3 + 30M2

1M
2
2M4 +

10M2
1M2(3M

2
3 + 2M1M5) + 5M3

1 (4M3M4 +M1M6)) + 60r3(2M3
2M4 +

3M2
2 (M

2
3+2M1M5)+6M1M2(2M3M4+M1M6)+M1(2M

3
3+6M1M3M5+

M1(3M
2
4 +2M1M7)))+ 45r2(M2

3M4+M2
2M6+2M3(M2M5+M1M6)+

M2(M
2
4 +2M1M7)+M1(2M4M5+M1M8))+5r(M2

5+2(M4M6+M3M7+
M2M8 +M1M9)) +M10
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Tabli
a C.2. Momenty ma
ierzowe 1-rz�du: grani
zne w funk
ji obserwowany
h

M1 = m1

M2 = −(rm2
1) +m2

M3 = 2r2m3
1 − 3rm1m2 +m3

M4 = −5r3m4
1 + 10r2m2

1m2 − 2r(m2
2 + 2m1m3) +m4

M5 = 14r4m5
1 − 35r3m3

1m2 +15r2m1(m
2
2 +m1m3)− 5r(m2m3 +m1m4) +m5

M6 = −42r5m6
1+126r4m4

1m2−28r3m2
1(3m

2
2+2m1m3)+7r2(m3

2+6m1m2m3+
3m2

1m4)− 3r(m2
3 + 2m2m4 + 2m1m5) +m6

M7 = 132r6m7
1 − 462r5m5

1m2 + 210r4m3
1(2m

2
2 + m1m3) − 84r3m1(m

3
2 +

3m1m2m3 + m2
1m4) + 28r2(m2

2m3 + 2m1m2m4 + m1(m
2
3 + m1m5)) −

7r(m3m4 +m2m5 +m1m6) +m7

M8 = −429r7m8
1 + 1716r6m6

1m2 − 396r5m4
1(5m

2
2 + 2m1m3) + 330r4m2

1(2m
3
2 +

4m1m2m3 +m2
1m4)− 30r3(m4

2 + 12m1m
2
2m3 + 6m2

1m
2
3 + 12m2

1m2m4 +
4m3

1m5) + 36r2(m2
2m4 + m2(m

2
3 + 2m1m5) + m1(2m3m4 + m1m6)) −

4r(m2
4 + 2(m3m5 +m2m6 +m1m7)) +m8

M9 = 1430r8m9
1 − 6435r7m7

1m2 +3003r6m5
1(3m

2
2 +m1m3)− 429r5m3

1(10m
3
2 +

15m1m2m3+3m2
1m4)+495r4m1(m

4
2+6m1m

2
2m3+4m2

1m2m4+m2
1(2m

2
3+

m1m5))−165r3(m3
2m3+3m1m

2
2m4+3m1m2(m

2
3+m1m5)+m2

1(3m3m4+
m1m6))+15r2(m3

3+6m3(m2m4+m1m5)+3(m2
2m5+m1(m

2
4+2m2m6)+

m2
1m7))− 9r(m4m5 +m3m6 +m2m7 +m1m8) +m9

M10 = −4862r9m10
1 + 24310r8m8

1m2 − 5720r7m6
1(7m

2
2 + 2m1m3) +

5005r6m4
1(5m

3
2 + 6m1m2m3 +m2

1m4)− 1001r5m2
1(5m

4
2 + 20m1m

2
2m3 +

10m2
1m2m4+m2

1(5m
2
3+2m1m5))+143r4(m5

2+20m1m
3
2m3+30m2

1m
2
2m4+

10m2
1m2(3m

2
3 + 2m1m5) + 5m3

1(4m3m4 + m1m6)) − 110r3(2m3
2m4 +

3m2
2(m

2
3 +2m1m5)+ 6m1m2(2m3m4 +m1m6)+m1(2m

3
3 +6m1m3m5 +

m1(3m
2
4 + 2m1m7))) + 55r2(m2

3m4 + m2
2m6 + 2m3(m2m5 + m1m6) +

m2(m
2
4 +2m1m7)+m1(2m4m5+m1m8))− 5r(m2

5 +2(m4m6 +m3m7+
m2m8 +m1m9)) +m10



110 Tabele momentów ma
ierzowy
h 1-go oraz 2-go rz�du
Tabli
a C.3. Momenty ma
ierzowe 1-rz�du ma
ierzy odwrotny
h: grani
zne w funk
ji ob-serwowany
h
M̃1 = m̃1 − rm̃1

M̃2 = −(rm̃2
1) + r2m̃2

1 + m̃2 − 2rm̃2 + r2m̃2

M̃3 = m̃3− rm̃3+ r2(m̃3
1+3m̃1m̃2+ m̃3)− r3(m̃3

1+3m̃1m̃2+ m̃3)− r(3m̃1m̃2+
2m̃3) + r2(3m̃1m̃2 + 2m̃3)

M̃4 = m̃4 − rm̃4− r3(m̃4
1 +6m̃2

1m̃2 +2m̃2
2 +4m̃1m̃3 + m̃4)+ r4(m̃4

1 +6m̃2
1m̃2 +

2m̃2
2+4m̃1m̃3+m̃4)−r(2m̃2

2+4m̃1m̃3+3m̃4)+r2(2m̃2
2+4m̃1m̃3+3m̃4)+

r2(6m̃2
1m̃2+4m̃2

2 +8m̃1m̃3+3m̃4)− r3(6m̃2
1m̃2+4m̃2

2 +8m̃1m̃3+3m̃4)

M̃5 = m̃5 − rm̃5 + r4(m̃5
1 + 10m̃3

1m̃2 + 10m̃2
1m̃3 + 5m̃2m̃3 + 5m̃1(2m̃

2
2 + m̃4) +

m̃5)− r5(m̃5
1 +10m̃3

1m̃2 +10m̃2
1m̃3 +5m̃2m̃3 +5m̃1(2m̃

2
2 + m̃4) + m̃5)−

r(5m̃2m̃3+5m̃1m̃4+4m̃5)+ r2(5m̃2m̃3+5m̃1m̃4+4m̃5)− r3(10m̃3
1m̃2+

20m̃2
1m̃3+15m̃2m̃3+5m̃1(4m̃

2
2+3m̃4)+4m̃5)+r4(10m̃3

1m̃2+20m̃2
1m̃3+

15m̃2m̃3+5m̃1(4m̃
2
2+3m̃4)+4m̃5)+r2(10m̃2

1m̃3+15m̃2m̃3+5m̃1(2m̃
2
2+

3m̃4) + 6m̃5)− r3(10m̃2
1m̃3 + 15m̃2m̃3 + 5m̃1(2m̃

2
2 + 3m̃4) + 6m̃5)

M̃6 = m̃6 − rm̃6 − r5(m̃6
1 + 15m̃4

1m̃2 + 5m̃3
2 + 20m̃3

1m̃3 + 3m̃2
3 + 6m̃2m̃4 +

15m̃2
1(2m̃

2
2+ m̃4)+6m̃1(5m̃2m̃3+ m̃5)+ m̃6)+ r6(m̃6

1+15m̃4
1m̃2+5m̃3

2+
20m̃3

1m̃3+3m̃2
3+6m̃2m̃4+15m̃2

1(2m̃
2
2+m̃4)+6m̃1(5m̃2m̃3+m̃5)+m̃6)−

r(3m̃2
3+6m̃2m̃4+6m̃1m̃5+5m̃6)+ r2(3m̃2

3+6m̃2m̃4+6m̃1m̃5+5m̃6)+
r4(15m̃4

1m̃2 +15m̃3
2 +40m̃3

1m̃3 +12m̃2
3 +24m̃2m̃4 +15m̃2

1(4m̃
2
2 +3m̃4)+

6m̃1(15m̃2m̃3 +4m̃5)+ 5m̃6)− r5(15m̃4
1m̃2 +15m̃3

2 +40m̃3
1m̃3 +12m̃2

3 +
24m̃2m̃4+15m̃2

1(4m̃
2
2 +3m̃4)+6m̃1(15m̃2m̃3+4m̃5)+5m̃6)+ r2(5m̃3

2 +
12m̃2

3 + 15m̃2
1m̃4 + 6m̃2(5m̃1m̃3 + 4m̃4) + 24m̃1m̃5 + 10m̃6)− r3(5m̃3

2 +
12m̃2

3 +15m̃2
1m̃4 +6m̃2(5m̃1m̃3 +4m̃4)+ 24m̃1m̃5 +10m̃6)− r3(15m̃3

2 +
20m̃3

1m̃3+18m̃2
3+36m̃2m̃4+15m̃2

1(2m̃
2
2+3m̃4)+18m̃1(5m̃2m̃3+2m̃5)+

10m̃6) + r4(15m̃3
2 + 20m̃3

1m̃3 + 18m̃2
3 + 36m̃2m̃4 + 15m̃2

1(2m̃
2
2 + 3m̃4) +

18m̃1(5m̃2m̃3 + 2m̃5) + 10m̃6)
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Tabli
a C.4. Momenty ma
ierzowe 1-rz�du ma
ierzy odwrotny
h: grani
zne w funk
ji ob-serwowany
h (
i¡g dalszy)
M̃7 = m̃7−rm̃7+r6(m̃7

1+21m̃5
1m̃2+35m̃4

1m̃3+21m̃2
2m̃3+7m̃3m̃4+35m̃3

1(2m̃
2
2+

m̃4)+7m̃2m̃5+21m̃2
1(5m̃2m̃3+ m̃5)+7m̃1(5m̃

3
2+3m̃2

3+6m̃2m̃4+ m̃6)+
m̃7)− r7(m̃7

1 + 21m̃5
1m̃2 + 35m̃4

1m̃3 + 21m̃2
2m̃3 + 7m̃3m̃4 + 35m̃3

1(2m̃
2
2 +

m̃4) + 7m̃2m̃5 + 21m̃2
1(5m̃2m̃3 + m̃5) + 7m̃1(5m̃

3
2 + 3m̃2

3 + 6m̃2m̃4 +
m̃6) + m̃7) − r(7m̃3m̃4 + 7m̃2m̃5 + 7m̃1m̃6 + 6m̃7) + r2(7m̃3m̃4 +
7m̃2m̃5+7m̃1m̃6+6m̃7)−r5(21m̃5

1m̃2+70m̃4
1m̃3+84m̃2

2m̃3+35m̃3m̃4+
35m̃3

1(4m̃
2
2+3m̃4)+35m̃2m̃5+21m̃2

1(15m̃2m̃3+4m̃5)+7m̃1(15m̃
3
2+12m̃2

3+
24m̃2m̃4+5m̃6)+6m̃7)+ r6(21m̃5

1m̃2+70m̃4
1m̃3+84m̃2

2m̃3+35m̃3m̃4+
35m̃3

1(4m̃
2
2 + 3m̃4) + 35m̃2m̃5 + 21m̃2

1(15m̃2m̃3 + 4m̃5) + 7m̃1(15m̃
3
2 +

12m̃2
3 + 24m̃2m̃4 + 5m̃6) + 6m̃7) + r2(21m̃2

2m̃3 + 21m̃1m̃
2
3 + 35m̃3m̃4 +

21m̃2
1m̃5 + 7m̃2(6m̃1m̃4 + 5m̃5) + 35m̃1m̃6 + 15m̃7) − r3(21m̃2

2m̃3 +
21m̃1m̃

2
3+35m̃3m̃4+21m̃2

1m̃5+7m̃2(6m̃1m̃4+5m̃5)+35m̃1m̃6+15m̃7)+
r4(35m̃4

1m̃3 + 126m̃2
2m̃3 + 70m̃3m̃4 + 35m̃3

1(2m̃
2
2 + 3m̃4) + 70m̃2m̃5 +

63m̃2
1(5m̃2m̃3+2m̃5)+7m̃1(15m̃

3
2+18m̃2

3+36m̃2m̃4+10m̃6)+15m̃7)−
r5(35m̃4

1m̃3 + 126m̃2
2m̃3 + 70m̃3m̃4 + 35m̃3

1(2m̃
2
2 + 3m̃4) + 70m̃2m̃5 +

63m̃2
1(5m̃2m̃3+2m̃5)+7m̃1(15m̃

3
2+18m̃2

3+36m̃2m̃4+10m̃6)+15m̃7)−
r3(84m̃2

2m̃3 + 35m̃3
1m̃4 + 70m̃3m̃4 + 70m̃2m̃5 + 21m̃2

1(5m̃2m̃3 + 4m̃5) +
7m̃1(5m̃

3
2+12m̃2

3+24m̃2m̃4+10m̃6)+20m̃7)+ r4(84m̃2
2m̃3+35m̃3

1m̃4+
70m̃3m̃4+70m̃2m̃5+21m̃2

1(5m̃2m̃3+4m̃5)+7m̃1(5m̃
3
2+12m̃2

3+24m̃2m̃4+
10m̃6) + 20m̃7)



112 Tabele momentów ma
ierzowy
h 1-go oraz 2-go rz�du
Tabli
a C.5. Momenty ma
ierzowe 1-rz�du ma
ierzy odwrotny
h: obserwowane w funk
jigrani
zny
h
m̃1 = −(M̃1/(−1 + r))

m̃2 = −((r(M̃2
1 − M̃2))/(−1 + r)3)− M̃2/(−1 + r)3

m̃3 = −((r(3M̃1M̃2−2M̃3))/(−1+r)5)−M̃3/(−1+r)5− (r2(2M̃3
1 −3M̃1M̃2+

M̃3))/(−1 + r)5

m̃4 = (r2(−10M̃2
1 M̃2 + 4M̃2

2 + 8M̃1M̃3 − 3M̃4))/(−1 + r)7 − M̃4/(−1 + r)7 +
(r3(−5M̃4

1 +10M̃2
1 M̃2 − 2M̃2

2 − 4M̃1M̃3 + M̃4))/(−1 + r)7 + (r(−2M̃2
2 −

4M̃1M̃3 + 3M̃4))/(−1 + r)7

m̃5 = −(M̃5/(−1 + r)9) − (r4(14M̃5
1 − 35M̃3

1 M̃2 + 15M̃2
1 M̃3 − 5M̃2M̃3 +

5M̃1(3M̃
2
2 −M̃4)+M̃5))/(−1+r)9−(3r2(5M̃2

1 M̃3−5M̃2M̃3+5M̃1(M̃
2
2 −

M̃4) + 2M̃5))/(−1 + r)9 + (r3(−35M̃3
1 M̃2 + 30M̃2

1 M̃3 − 15M̃2M̃3 +
15M̃1(2M̃

2
2 − M̃4) + 4M̃5))/(−1 + r)9 + (r(−5M̃2M̃3 − 5M̃1M̃4 +

4M̃5))/(−1 + r)9

m̃6 = (r2(−7M̃3
2 + 12M̃2

3 − 6M̃2(7M̃1M̃3 − 4M̃4) − 21M̃2
1 M̃4 + 24M̃1M̃5 −

10M̃6))/(−1 + r)11 + (r4(−126M̃4
1 M̃2 − 21M̃3

2 + 112M̃3
1 M̃3 + 12M̃2

3 +
21M̃2

1 (8M̃
2
2 − 3M̃4) + 24M̃2M̃4 − 6M̃1(21M̃2M̃3 − 4M̃5)− 5M̃6))/(−1 +

r)11 − (r(3M̃2
3 + 6M̃2M̃4 + 6M̃1M̃5 − 5M̃6))/(−1 + r)11 − M̃6/(−1 +

r)11 + (r5(−42M̃6
1 + 126M̃4

1 M̃2 + 7M̃3
2 − 56M̃3

1 M̃3 − 3M̃2
3 − 6M̃2M̃4 +

21M̃2
1 (−4M̃2

2 +M̃4)+6M̃1(7M̃2M̃3−M̃5)+M̃6))/(−1+r)11+(r3(21M̃3
2 −

56M̃3
1 M̃3 − 18M̃2

3 − 36M̃2M̃4 + M̃2
1 (−84M̃2

2 + 63M̃4) + 18M̃1(7M̃2M̃3 −
2M̃5) + 10M̃6))/(−1 + r)11

m̃7 = (−2r3(−56M̃2
2 M̃3 + 42M̃3

1 M̃4 + 35M̃3M̃4 + 14M̃2
1 (9M̃2M̃3 − 4M̃5) +

35M̃2M̃5 + 7M̃1(6M̃
3
2 − 8M̃2

3 − 16M̃2M̃4 + 5M̃6) − 10M̃7))/(−1 +
r)13 − (r(7M̃3M̃4 + 7M̃2M̃5 + 7M̃1M̃6 − 6M̃7))/(−1 + r)13 −
(r5(462M̃5

1 M̃2−420M̃4
1 M̃3−112M̃2

2 M̃3−84M̃3
1 (10M̃

2
2−3M̃4)+35M̃3M̃4+

28M̃2
1 (27M̃2M̃3 − 4M̃5) + 35M̃2M̃5 + 7M̃1(36M̃

3
2 − 16M̃2

3 − 32M̃2M̃4 +
5M̃6)− 6M̃7))/(−1 + r)13 − M̃7/(−1 + r)13 − (r6(132M̃7

1 − 462M̃5
1 M̃2 +

210M̃4
1 M̃3 +28M̃2

2 M̃3 +84M̃3
1 (5M̃

2
2 − M̃4)− 7M̃3M̃4 − 28M̃2

1 (9M̃2M̃3 −
M̃5)−7M̃2M̃5−7M̃1(12M̃

3
2 −4M̃2

3 −8M̃2M̃4+M̃6)+M̃7))/(−1+ r)13−
(r2(28M̃2

2 M̃3−35M̃3M̃4+7M̃2(8M̃1M̃4−5M̃5)+28M̃2
1 M̃5+7M̃1(4M̃

2
3 −

5M̃6)+15M̃7))/(−1+ r)13 − (r4(210M̃4
1 M̃3+168M̃2

2 M̃3+84M̃3
1 (5M̃

2
2 −

3M̃4) − 70M̃3M̃4 − 84M̃2
1 (9M̃2M̃3 − 2M̃5) − 70M̃2M̃5 − 14M̃1(18M̃

3
2 −

12M̃2
3 − 24M̃2M̃4 + 5M̃6) + 15M̃7))/(−1 + r)13



113
Tabli
a C.6. Momenty ma
ierzowe 2-rz�du w funk
ji momentów 1-rz�du

α1,1 = −α2
1 + α2

α1,2 = 2(α3
1 − 2α1α2 + α3)

α1,3 = −3(α4
1 − 3α2

1α2 + α2
2 + 2α1α3 − α4)

α1,4 = 4(α5
1 − 4α3

1α2 + 3α2
1α3 − 2α2α3 + α1(3α

2
2 − 2α4) + α5)

α1,5 = −5(α6
1−5α4

1α2−α3
2+4α3

1α3+α2
3+α2

1(6α
2
2−3α4)+2α2α4+α1(−6α2α3+

2α5)− α6)
α2,2 = −6α4

1 + 16α2
1α2 − 6α2

2 − 8α1α3 + 4α4

α2,3 = 6(2α5
1 − 7α3

1α2 + 4α2
1α3 − 3α2α3 + α1(5α

2
2 − 2α4) + α5)

α2,4 = −4(5α6
1 − 22α4

1α2 − 4α3
2 + 14α3

1α3 + 3α2
3 + 8α2

1(3α
2
2 − α4) + 6α2α4 +

4α1(−5α2α3 + α5)− 2α6)
α2,5 = 10(3α7

1 − 16α5
1α2+11α4

1α3+6α2
2α3+α3

1(24α
2
2− 7α4)− 3α3α4− 3α2α5+

4α2
1(−6α2α3 + α5) + α1(−9α3

2 + 5α2
3 + 10α2α4 − 2α6) + α7)

α3,3 = −3(10α6
1 − 42α4

1α2 − 7α3
2 + 24α3

1α3 + 6α2
3 + 3α2

1(15α
2
2 − 4α4) + 9α2α4 +

6α1(−6α2α3 + α5)− 3α6)
α3,4 = 12(5α7

1 − 25α5
1α2+15α4

1α3+8α2
2α3+4α3

1(9α
2
2− 2α4)− 4α3α4− 3α2α5+

α2
1(−33α2α3 + 4α5) + α1(−13α3

2 + 7α2
3 + 12α2α4 − 2α6) + α7)

α3,5 = −15(7α8
1 − 41α6

1α2 + 4α4
2 + 26α5

1α3 + 15α4
1(5α

2
2 − α4) − 8α2

2α4 + 2α2
4 +

4α3α5 + α3
1(−76α2α3 + 8α5) + α2

1(−44α3
2 + 18α2

3 + 33α2α4 − 4α6) +
α2(−9α2

3 + 3α6) + 2α1(21α
2
2α3 − 7α3α4 − 6α2α5 + α7)− α8)

α4,4 = −4(35α8
1 − 200α6

1α2 + 19α4
2 + 120α5

1α3 − 40α2α
2
3 + 8α4

1(45α
2
2 − 8α4) −

36α2
2α4 +10α2

4 +16α3α5 +32α3
1(−11α2α3 +α5) + 12α2α6 − 4α2

1(52α
3
2 −

21α2
3 − 36α2α4 + 4α6) + 8α1(24α

2
2α3 − 8α3α4 − 6α2α5 + α7)− 4α8)

α4,5 = 20(14α9
1−91α7

1α2+56α6
1α3−22α3

2α3+4α3
3+α5

1(198α
2
2−31α4)+9α2

2α5−
5α4α5 + α4

1(−205α2α3 + 16α5) + α3
1(−160α3

2 + 52α2
3 + 92α2α4 − 8α6)−

4α3α6 + α2(22α3α4 − 3α7) + α2
1(180α

2
2α3 − 45α3α4 − 36α2α5 + 4α7) +

α1(35α
4
2 − 51α2

2α4 + 9α2
4 + 16α3α5 + α2(−57α2

3 + 12α6)− 2α8) + α9)
α5,5 = −5(126α10

1 −910α8
1α2−51α5

2+560α7
1α3+10α6

1(231α
2
2−31α4)+125α3

2α4−
20α5

1(123α2α3−8α5)+15α2
2(14α

2
3−3α6)−10α4

1(240α
3
2−65α2

3−115α2α4+
8α6)+ 40α3

1(75α
2
2α3 − 15α3α4 − 12α2α5 +α7)+ 5α2

1(175α
4
2 − 204α2

2α4 +
27α2

4+48α3α5+α2(−228α2
3+36α6)−4α8)−5α2(13α

2
4+24α3α5−3α8)−

10α1(88α
3
2α3−12α3

3−27α2
2α5+10α4α5+8α3α6+α2(−66α3α4+6α7)−

α9)− 5(14α2
3α4 − 3α2

5 − 5α4α6 − 4α3α7 + α10))



114 Tabele momentów ma
ierzowy
h 1-go oraz 2-go rz�du
Tabli
a C.7. Momenty ma
ierzowe 2-rz�du ma
ierzy odwrotny
h w funk
ji momentów1-rz�du
α̃1,1 = (−α̃2

3 + α̃2α̃4)/α̃
2
2

α̃1,2 = (2(α̃3
3 − 2α̃2α̃3α̃4 + α̃2

2α̃5))/α̃
3
2

α̃1,3 = (−3(α̃4
3 − 3α̃2α̃

2
3α̃4 + 2α̃2

2α̃3α̃5 + α̃2
2(α̃

2
4 − α̃2α̃6)))/α̃

4
2

α̃1,4 = (4(α̃5
3 − 4α̃2α̃

3
3α̃4 + 3α̃2

2α̃
2
3α̃5 + α̃2

2α̃3(3α̃
2
4 − 2α̃2α̃6) + α̃3

2(−2α̃4α̃5 +
α̃2α̃7)))/α̃

5
2

α̃1,5 = (5(−α̃6
3+5α̃2α̃

4
3α̃4−4α̃2

2α̃
3
3α̃5+3α̃2

2α̃
2
3(−2α̃2

4+ α̃2α̃6)−2α̃3
2α̃3(−3α̃4α̃5+

α̃2α̃7) + α̃3
2(α̃

3
4 − 2α̃2α̃4α̃6 + α̃2(−α̃2

5 + α̃2α̃8))))/α̃
6
2

α̃2,2 = (2(−3α̃4
3 + 8α̃2α̃

2
3α̃4 − 4α̃2

2α̃3α̃5 + α̃2
2(−3α̃2

4 + 2α̃2α̃6)))/α̃
4
2

α̃2,3 = (6(2α̃5
3 − 7α̃2α̃

3
3α̃4 + 4α̃2

2α̃
2
3α̃5 + α̃2

2α̃3(5α̃
2
4 − 2α̃2α̃6) + α̃3

2(−3α̃4α̃5 +
α̃2α̃7)))/α̃

5
2

α̃2,4 = (4(−5α̃6
3+22α̃2α̃

4
3α̃4−14α̃2

2α̃
3
3α̃5+8α̃2

2α̃
2
3(−3α̃2

4+α̃2α̃6)−4α̃3
2α̃3(−5α̃4α̃5+

α̃2α̃7) + α̃3
2(4α̃

3
4 − 6α̃2α̃4α̃6 + α̃2(−3α̃2

5 + 2α̃2α̃8))))/α̃
6
2

α̃2,5 = (10(3α̃7
3−16α̃2α̃

5
3α̃4+11α̃2

2α̃
4
3α̃5+α̃2

2α̃
3
3(24α̃

2
4−7α̃2α̃6)+4α̃3

2α̃
2
3(−6α̃4α̃5+

α̃2α̃7) + α̃3
2α̃3(−9α̃3

4 + 10α̃2α̃4α̃6 + α̃2(5α̃
2
5 − 2α̃2α̃8)) + α̃4

2(6α̃
2
4α̃5 −

3α̃2α̃4α̃7 + α̃2(−3α̃5α̃6 + α̃2α̃9))))/α̃
7
2

α̃3,3 = (3(−10α̃6
3 + 42α̃2α̃

4
3α̃4 − 24α̃2

2α̃
3
3α̃5 + 3α̃2

2α̃
2
3(−15α̃2

4 + 4α̃2α̃6) −
6α̃3

2α̃3(−6α̃4α̃5 + α̃2α̃7)+ α̃3
2(7α̃

3
4 − 9α̃2α̃4α̃6+3α̃2(−2α̃2

5 + α̃2α̃8))))/α̃
6
2

α̃3,4 = (12(5α̃7
3−25α̃2α̃

5
3α̃4+15α̃2

2α̃
4
3α̃5+4α̃2

2α̃
3
3(9α̃

2
4−2α̃2α̃6)+α̃3

2α̃
2
3(−33α̃4α̃5+

4α̃2α̃7) + α̃3
2α̃3(−13α̃3

4 + 12α̃2α̃4α̃6 + α̃2(7α̃
2
5 − 2α̃2α̃8)) + α̃4

2(8α̃
2
4α̃5 −

3α̃2α̃4α̃7 + α̃2(−4α̃5α̃6 + α̃2α̃9))))/α̃
7
2

α̃3,5 = (15(−7α̃8
3 + 41α̃2α̃

6
3α̃4 − 26α̃2

2α̃
5
3α̃5 + 15α̃2

2α̃
4
3(−5α̃2

4 + α̃2α̃6) +
α̃3
3(76α̃

3
2α̃4α̃5−8α̃4

2α̃7)+ α̃3
2α̃

2
3(44α̃

3
4−33α̃2α̃4α̃6+2α̃2(−9α̃2

5+2α̃2α̃8))−
2α̃4

2α̃3(21α̃
2
4α̃5−6α̃2α̃4α̃7+ α̃2(−7α̃5α̃6+ α̃2α̃9))+ α̃4

2(−4α̃4
4+8α̃2α̃

2
4α̃6−

3α̃2α̃4(−3α̃2
5 + α̃2α̃8) + α̃2

2(−2α̃2
6 − 4α̃5α̃7 + α̃2α̃10))))/α̃

8
2

α̃4,4 = (4(−35α̃8
3 + 200α̃2α̃

6
3α̃4 − 120α̃2

2α̃
5
3α̃5 + 8α̃2

2α̃
4
3(−45α̃2

4 + 8α̃2α̃6) −
32α̃3

2α̃
3
3(−11α̃4α̃5 + α̃2α̃7) + 4α̃3

2α̃
2
3(52α̃

3
4 − 36α̃2α̃4α̃6 + α̃2(−21α̃2

5 +
4α̃2α̃8))−8α̃4

2α̃3(24α̃
2
4α̃5−6α̃2α̃4α̃7+ α̃2(−8α̃5α̃6+ α̃2α̃9))+ α̃4

2(−19α̃4
4+

36α̃2α̃
2
4α̃6+4α̃2α̃4(10α̃

2
5 − 3α̃2α̃8)+2α̃2

2(−5α̃2
6− 8α̃5α̃7+2α̃2α̃10))))/α̃

8
2
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Tabli
a C.8. Momenty ma
ierzowe 2-rz�du ma
ierzy odwrotny
h w funk
ji momentów1-rz�du (
i¡g dalszy)
α̃4,5 = (−20(−14α̃9

3 + 91α̃2α̃
7
3α̃4 − 56α̃2

2α̃
6
3α̃5 + α̃2

2α̃
5
3(−198α̃2

4 + 31α̃2α̃6) +
α̃3
2α̃

4
3(205α̃4α̃5 − 16α̃2α̃7) + 4α̃3

2α̃
3
3(40α̃

3
4 − 23α̃2α̃4α̃6 + α̃2(−13α̃2

5 +
2α̃2α̃8)) + α̃4

2α̃
2
3(−180α̃2

4α̃5 + 36α̃2α̃4α̃7 + α̃2(45α̃5α̃6 − 4α̃2α̃9)) +
α̃5
2(22α̃

3
4α̃5−9α̃2α̃

2
4α̃7+α̃2(−4α̃3

5+5α̃2α̃6α̃7+4α̃2α̃5α̃8)+α̃2α̃4(−22α̃5α̃6+
3α̃2α̃9))+ α̃4

2α̃3(−35α̃4
4+51α̃2α̃

2
4α̃6+3α̃2α̃4(19α̃

2
5−4α̃2α̃8)+ α̃2

2(−9α̃2
6−

16α̃5α̃7 + 2α̃2α̃10))))/α̃
9
2

α̃5,5 = (−5(126α̃10
3 − 910α̃2α̃

8
3α̃4 + 560α̃2

2α̃
7
3α̃5 + 10α̃2

2α̃
6
3(231α̃

2
4 − 31α̃2α̃6) +

20α̃3
2α̃

5
3(−123α̃4α̃5+8α̃2α̃7)−10α̃3

2α̃
4
3(240α̃

3
4−115α̃2α̃4α̃6+ α̃2(−65α̃2

5+
8α̃2α̃8)) + 40α̃4

2α̃
3
3(75α̃

2
4α̃5 − 12α̃2α̃4α̃7 + α̃2(−15α̃5α̃6 + α̃2α̃9)) −

10α̃5
2α̃3(88α̃

3
4α̃5 − 27α̃2α̃

2
4α̃7 + 2α̃2(−6α̃3

5 + 5α̃2α̃6α̃7 + 4α̃2α̃5α̃8) +
6α̃2α̃4(−11α̃5α̃6 + α̃2α̃9)) + α̃5

2(−51α̃5
4 + 125α̃2α̃

3
4α̃6 + 15α̃2α̃

2
4(14α̃

2
5 −

3α̃2α̃8)+5α̃2
2(−14α̃2

5α̃6+3α̃2α̃
2
7+5α̃2α̃6α̃8+4α̃2α̃5α̃9)+5α̃2

2α̃4(−13α̃2
6−

24α̃5α̃7 + 3α̃2α̃10)) − 5α̃4
2α̃

2
3(−175α̃4

4 + 204α̃2α̃
2
4α̃6 + 12α̃2α̃4(19α̃

2
5 −

3α̃2α̃8) + α̃2
2(−27α̃2

6 − 48α̃5α̃7 + 4α̃2α̃10))))/α̃
10
2



Dodatek DInterpreta
ja topologi
zna diagramów FeynmanaRozwa»my funk
j� Greena G(z) dla pewnego zespoªu ma
ierzowego H, przy 
zym
dimH = N × N . Funk
ja ta skªada¢ si� mo»e w ogólno±
i z ró»ny
h fragmentów,które mog¡ w ró»ny sposób zale»e¢ od N . Zaªó»my, »e s¡ to zale»no±
i typu 1

Nk
,gdzie k = 0, 1, 2, . . .. Zgrupujmy wszystkie skªadowe G o takim samym za
howaniu

1
Nk i ozna
zmy je wspólnym symbolem Gk. Mo»emy wów
zas zapisa¢

G(z) = G0(z) +
1

N
G1(z) +

1

N2
G2(z) +

1

N3
G3(z) + . . . ,gdzie kolejne Gk nazywa¢ b�dziemy k-tym wyrazami rozwini�
ia funk
ji G. Za-uwa»my przy tym, »e niekonie
znie wszystkie skªadniki Gk musz¡ w powy»szymzapisie wyst�powa¢. Na przykªad dla zespoªów Wisharta, które pojawiaj¡ si� wniniejszej pra
y naj
z�±
iej, wszystkie skªadniki dla k nieparzysty
h wynosz¡ zero.Je±li interesuje nas posta¢ funk
ji Greena w przypadkuN → ∞, wów
zas w o
zywistysposób jedynym istotnym skªadnikiem jest G0. Je±li natomiast 
h
ieli by±my pozna¢za
howanie funk
ji Greena równie» dla sko«
zony
h warto±
i N , wów
zas konie
znejest ju» rozpatrzenie wszystki
h jej skªadników.Interesuj¡
a jest interpreta
ja topologi
zna doty
z¡
a zapisu funk
ji Greena w po-sta
i diagramów Feynmana (patrz np. [23℄ str. 47-52). Rysowane grafy skªadaj¡si� z taki
h fragmentów jak propagator, werteks oraz p�tla, który
h li
zb� w danymgra�e ozna
zymy kolejno jako P, V, L. Zaªó»my, »e wszystkie rozwa»ane grafy b�-dziemy rysowa¢ jako �zamkni�te�, 
o nale»y rozumie¢ w ten sposób, »e ka»da z liniib�dzie poª¡
zona z obydwu stron z jak¡± 
z�±
i¡ grafu. W prakty
e aby warunekten byª speªniony rozwa»ane grafy trzeba b�dzie domkn¡¢ dorysowuj¡
 dodatkow¡lini� ª¡
z¡
¡ po
z¡tek i konie
 grafu. Linia ta zostanie pó¹niej usuni�ta i otrzymamyponownie graf wyj±
iowy. Dowolnemu grafowi speªniaj¡
emu powy»sze zaªo»eniamo»na b�dzie przypisa¢ jego 
harakterystyk� Eulera [67℄ wynosz¡
¡

χ = −P + V + L,okre±laj¡
¡ topologi
zne wªasno±
i rozwa»anego grafu. Mianowi
ie okazuje si�, »ewarto±¢ χ okre±la w jakiego rodzaju przestrzeni mo»na dany graf narysowa¢ bezprze
i�¢. Na przykªad grafy posiadaj¡
e 
harakterystyk� Eulera χ = 2 mo»na nary-sowa¢ na sferze, grafy posiadaj¡
e χ = 0 mo»emy narysowa¢ na torusie, natomiastdla χ = −2 graf mo»emy narysowa¢ na podwójnym torusie. Rysunek D.1 pokazujekilka przykªadowy
h diagramów dla który
h obli
zono 
harakterystyk� Eulera.Dodatkowa interpreta
ja topologi
zna polega na zaobserwowaniu, »e ka»dy graf mo»e



Rysunek D.1. Charakterystyka Eulera dla kilku przykªadowy
h diagramów.by¢ przedstawiony w posta
i wielo±
ianu. Wów
zas ka»demu propagatorowi odpo-wiada¢ b�dzie kraw�d¹ wielo±
ianu, werteksy zamieni¡ si� w wierz
hoªki, natomiastp�tle odpowiada¢ b�d¡ ±
ianom. Przykªad transforma
ji grafu w wielo±
ian zostaªpokazany na Rysunku D.1.
Rysunek D.2. Mo»liwo±¢ przedstawienia grafu w posta
i wielo±
ianu. Ka»demu propagato-rowi odpowia jedna kraw�d¹, werteksom odpowiadaj¡ wierz
hoªki, natomiast p�tlom odpo-wiadaj¡ ±
iany wielo±
ianu.Zwi¡zek 
harakterystyki Eulera danego grafu z interesuj¡
¡ nas funk
j¡ Greena wy-nika z nast�puj¡
y
h dwó
h faktów. Po pierwsze po usuni�
iu dodatkowej linii za-mykaj¡
ej tym
zasowo graf 
harakterystyka χ zmniejsza si� zawsze o 2. Ponadto z �-zy
znego punktu widzenia posz
zególnym fragmentom grafów odpowiadaj¡ 
zynnikiwynosz¡
e 1

N
dla propagatora oraz N w przypadku werteksu oraz p�tli. Powy»szeobserwa
je w prakty
e ozna
zaj¡, »e istnieje ±
isªy zwi¡zek

k = 2− χpomi�dzy 
harakterystyk¡ Eulera danego grafu a rz�dem k w rozwini�
iu funk
jiGreena, do którego rozwa»any graf przynale»y. Na przykªad wszystkie grafy po-siadaj¡
e 
harakterystyk� χ = 2 b�d¡ skªadnikami G0. S¡ to grafy, które mo»nanarysowa¢ bez prze
i�¢ na powierz
hni kuli, st¡d te» po
hodzi i
h nazwa - grafyplanarne. Nast�pnie grafy posiadaj¡
e χ = 0 (mo»liwe do narysowania na torusie)b�d¡ skªadnikami G2, grafy posiadaj¡
e χ = −2 b�d¡ skªadnikami G4 itd. Tak jakwspomniano, w przypadku zespoªu Wisharta grafy o nieparzystej 
harakterysty
eEulera nie wyst�puj¡.
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eedings,65(5):633�641, 1977. [doi:10.1109/PROC.1977.10542℄.[38℄ P. Šeba. Random Matrix Analysis of Human EEG Data. Phys. Rev. Lett., (91):198104,2003. [http://prl.aps.org/abstra
t/PRL/v91/i19/e198104℄.[39℄ R.R. Nadakuditi. Applied Sto
hasti
 Eigen-Inferen
e. PhD thesis, Massa
husetts In-stitute of Te
hnology, 2007.[40℄ N.R. Rao, J. Mingo, R. Spei
her, A. Edelman. Statisti
al eigen-inferen
efrom large Wishart matri
es. The Annals of Statisti
s, 36(6):2850�2885, 2008.[arXiv:math.ST/0701314v1℄.[41℄ R.R. Far, T. Oraby, W.Bry
, R. Spei
her. Spe
tra of Large Blo
k Matri
es. 2006.[arXiv:
s.IT/0610045v1℄.



120 Bibliogra�a[42℄ X. Mestre. Estimation Using Random Matri
es in Multi-antenna Settings. Prezenta
japod
zas 'New
om Summer S
hool - Random Matrix Theory for Wireless Communi
a-tions', CTTC, Castelldefels Bar
elona, 2006.[43℄ X. Mestre. Improved Estimation of Eigenvalues and Eigenve
tors of Covarian
e Matri-
es Using Their Sample Estimates. IEEE Transa
tions on Information Theory, (vol.54, no. 11):5113, 2008.[44℄ Z. Burda, A. Jarosz, J. Jurkiewi
z, M.A. Nowak, G.Papp, I. Zahed. Applying FreeRandom Variables to Random Matrix Analysis of Finan
ial Data, Part I: A GaussianCase. 2010.[45℄ R.A. Janik, M.A. Nowak, G. Papp, J. Wamba
h, I. Zahed. Nonhermitean RandomMatrix Models: a Free Random Variable Approa
h. Physi
al Review, (E55):4100�4106,1997. [arXiv:hep-ph/9609491v1℄.[46℄ Z. Burda, R.A. Janik, M.A. Nowak. Multipli
ation law and S trans-form for non-hermitian random matri
es. Physi
al Review E, 84(6):25, 2011.[arXiv:math-ph/1104.2452v1℄.[47℄ V.A. Mar
̆henko, L.A. Pastur. Distribution of eigenvalues for some sets of randommatri
es. Mathemati
s of the U.S.S.R - Sbornik (N.S.), vol. 1(no. 4):457, 1967.[48℄ E. Brézin. Nu
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