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Rozdzial 1

Wstep

We wspoélczesnym $wiecie ilosci gromadzonych, przetwarzanych i przesytanych da-
nych rosng w ogromnym tempie. Dane przechowywane sa w postaci blokéw du-
zych macierzy, ich przesytanie odbywa sie poprzez transmitowanie catych wektoréw
sygnatu, sieci komunikacyjne zapewniaja réwnoczesny dostep wielu uzytkownikom
zaréwno po stronie nadawczej jak tez odbiorczej, na dodatek sam proces przesytu
danych odbywa si¢ z coraz wicksza predkosciag. Kluczowa kwestia staje sie mak-
symalnie skuteczne wykorzystanie dostepnych zasobéw w postaci mediéw posredni-
czacych, jak tez poszukiwanie szybko i rowniez skutecznie dzialajacych algorytmow
wykonujacych niezbedne do pracy systeméw komunikacyjnych obliczenia. Wszystko
to skutkuje coraz wyzszymi wymaganiami stawianymi nowym technologiom, ktére
aby méc w efekcie koricowym zapewni¢ ich uzytkownikom zadowalajace rezultaty
musza tym wymaganiom sprostac.

Niezwykle atrakcyjna metoda przekazywania informacji jest komunikacja za pomoca
medium w postaci fal elektromagnetycznych, ktére w tatwy sposéb moga dotrzeé
praktycznie wszedzie, zapewniajac przy tym uzytkownikom swobode w postaci mo-
bilnogci. Te podstawowe wtasnodi fal E-M decyduja o atrakcyjnosci telekomunikacji
i sprawiaja, ze jest ona obecnie jednym z najbardziej pozadanych sposobéw prze-
kazywania informacji. Z drugiej strony ogromnym problemem sa ograniczone za-
soby w postaci pasma, ktérym wraz z rosnacym zapotrzebowaniem na przesyl coraz
wiekszych ilosci danych zmuszeni jestedmy oszczednie gospodarowaé. W tej sytuacji
przedmiotem zywego zainteresowania stato sie poszukiwanie nowych technologii, ce-
chujacych sie mniejszym zapotrzebowaniem na zajmowane pasmo przy zadanej pred-
kosci transmisji. Dostepnych jest wiele pozycji literaturowych dotyczacych transmisji
bezprzewodowej, poczawszy od podstaw telekomunikacji [1] po bardziej wspotczesne
podreczniki dotyczace teorii informacji, przetwarzania i przesyltania sygnatow cyfro-
wych [2].

Na uwage w spos6b szczegblny zastuguje komunikacja wielowymiarowa realizowana
przez kanal typu MIMO (z ang. ,Multiple-Input Multiple-Output”), a wiec kanat
komunikacyjny o wielu wejsciach oraz wielu wyjsciach. W przypadku komunikacji
bezprzewodowej wyjsciami kanatu sa sygnaly nadawane przez uktad wielu anten,
oraz analogicznie wejsciami sg sygnaly odbierane przez uktad wielu anten. Pierwsze
pionierskie prace w tym zakresie [3, 4| ukazaly sie w latach 1998-1999, a wiec dopiero
kilkanagcie lat temu. Atrakcyjnosé kanatu typu MIMO polegata na tym, ze jak wyni-
kato z obliczen, pojemnoscig kanatu (z ang. ,Capacity”) rozumiana jako maksymalna
mozliwa do osiggniecia predkosé transmisji pozbawionej jeszcze btedéw, byta wiek-
sza niz w przypadku telekomunikacji klasycznej, przy zalozeniu wykorzystania tego
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samego pasma w obydwu przypadkach. Wynikajacy z rachunkéw wzrost pojemnosci
byt tym wiekszy, im wiecej anten posiadal rozpatrywany kanat. Byly to oczywi-
Scie przestanki niezwykle obiecujace, tematyka kanatow MIMO stala sie wiec szybko
bardzo atrakcyjna. Praktycznie natychmiast nastapit okres dynamicznego rozwoju
[5, 6, 7, 8, 9], przy czym wiele uwagi poswiecono projektowaniu oraz analizie modeli
komunikacji pod katem ich wtasnosci granicznych [10, 11, 12].

Waznym aspektem stata sie praktyczna umiejetnosé wykorzystania mozliwosci ja-
kie kryje w sobie komunikacja MIMO. Konstruowano wiec coraz skuteczniejsze al-
gorytmy detekcji sygnatu, ktére pozwalaty uzyskaé coraz wieksze predkosci trans-
misji. Ostatecznym celem bylo oczywiscie zblizenie sie do fundamentalnej gra-
nicy opisywanej przez pojemno$¢ informacyjna kanatu. Wymieniajac gléwne me-
tody detekcji sygnatu MIMO nalezy przde wszystkim wspomnieé o detektorach typu
ZF-DF (Zero-Forcing with Decision Feedback) [13], SD (Sphere Decoding) [14], SDR
(Semidefinite-Relaxation) [15, 16], LR (Lattice Reduction) [17], oraz o najbardziej
technologicznie zaawansowanych algorytmach detekcji SD (Soft Decision) [18, 19],
pozwalajacych realnie uzyska¢ predkosci transmisji zblizone do limitu Capacity.

Komunikacja poprzez kanal typu MIMO zostata schematycznie pokazana na Ry-
sunku 1.1, przy czym w ogélnosci liczba wejéé oraz wyj$é nie musza by¢ takie same.
Istotnym faktem jest zachodzaca w kanale transmisyjnym interferencja pomiedzy
poszczegolnymi sygnatami nadawanymi (z tego wzgledu kanal tego typu nazywany
jest tez kanatem interferencyjnym”). Oznacza to, ze sygnaly oddziatuja miedzy soba
w pewien sposob. Dodatkowo sygnal jest zakldécany przez szum addytywny. Warto
zauwazy¢, ze badania nad uktadami, gdzie obecnych jest wiele czastek oddziatu-
jacych wzajemnie rozpoczeto w fizyce juz dawno - potrafimy statystycznie opisac
zachowanie gazéw czy cieczy. Istniejace analogie pomiedzy zachowaniem sygnaléw
w komunikacji a zachowaniem czastek w fizyce statystycznej pozwalaja zastosowaé
niektore narzedzia wywodzace sie z fizyki do telekomunikacji, dzieki czemu miedzy
innymi rozw6j w tej dziedzinie nastepuje tak szybko.

welN > wyl
we2 —m> —_— wy2
weB—/ \% wy 3

Rysunek 1.1. Kanal komunikacyjny MIMO, sygnaly wejSciowe interferuja ze soba podczas
procesu przesytu.

Ze wzgledow praktycznych systemy telekomunikacyjne projektowane i analizowane
sg czesto w znacznie uproszczony sposéb, mianowicie proces komunikacji podzielony
jest na kolejne etapy, tak jak to pokazano na Rysunku 1.2. W takim modelu sygnat
pochodzacy z wielu zrodet trafia do kanalu MISO (Multiple-Input Single-Output,
wiele wejs¢, jedno wyjécie) a nastepnie za posrednictwem sieci przekazywany jest



do kanatu SIMO (Single-Input Multiple-Output, jedno wejscie, wiele wyjs¢). Kanal
wejsciowy nazywamy kanatem wielodostepu (Multiple-Access channel), natomiast
kanal wyjsciowy to kanat rozgtoszeniowy (Broadcast channel). Nalezy podkresli¢, ze
tego typu system jest co prawda systemem MIMO (posiada bowiem wiele wejsé oraz
wiele wyj$c¢), ale nie jest realizowany poprzez kanat MIMO.

welN ~ wyl

sied
we2 ——> > > w2

weS—/ \ﬁ wy 3

Rysunek 1.2. Uproszczony model kanalu komunikacyjnego, sygnaly nadawane trafiaja naj-
pierw do wielodostepowego kanalu MISO, nastepnie przez sie¢ przekazywane sg do kanatu
rozgtoszeniowego SIMO.

Powroémy do modelu komunikacji przez kanat MIMO, pokazanego na Rysunku 1.1.
Jedli przez x oznaczymy wektor sygnatu nadanego, przez n oznaczymy wektor szumu,
natomiast przez H oznaczymy macierz kanalowa, to wektor y sygnalu odebranego
mozemy zapisa¢ w postaci

y=Hx+n, (1.1)

lub tez w réwnowaznej postaci mozemy zapisaé
r=H'y=HHz+ Hfn, (1.2)

gdzie sygnalem odebranym jest r. W rezultacie kazde z wyjs¢ (kazda ze sktadowych
y lub r) zawiera informacje pochodzace z kazdego z wejsé (sktadowe wektora x), oraz
dodatkowo odbierany sygnal zaklocony jest szumem addytywnym. Co wazne [20],
wektor r zawiera doktadnie takie same informacje na temat x co wektor y. Oznacza
to w praktyce, ze interesujaca nas informacja na temat sygnatu nadanego x moze by¢é
doktadnie w takim samym stopniu odtworzona na podstawie y lub r, a wiec istotnie
kanaty 1.1 oraz 1.2 sa réwnowazne.

W zaleznosci od konkretnego systemu znaczenie sktadowych poszczegélnych wekto-
row oraz samej macierzy H jest rézne. Wymienmy kilka podstawowych zastosowar,
skupiajac uwage na systemach bezprzewodowych:

— Systemy wieloantenowe MIMO - sktadowe wektoréw x oraz y reprezentuja sy-
gnaly nadawane oraz odbierane przez sie¢ K anten nadawczych oraz N anten
odbiorczych. Macierz H opisuje interferencje pomiedzy sygnatami zachodzaca w
przestrzeni (nakltadanie sygnatow, odbicia itp.). W praktyce tego typu systemy
stosowane sa do poprawy predkoéci transmisji pomiedzy nadajnikiem a odbior-
nikiem, a wiec kanat MIMO 1.1 stuzy w istocie do realizacji systemu typu SISO
(Sinle-Input Single-Output, jedno wejscie, jedno wyjscie).

— Systemy CDMA (Code-Division Multiple-Access) - maja na celu zapewnié¢ dostep
do sieci wielu uzytkownikom zaréwno po stronie nadawczej jak tez odbiorczej.
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Konstrukcja tego typu systemu oparta jest o idee wielodostepu oraz rozglasza-
nia, ktére realizowane sa w praktyce za pomoca tzw. techniki rozproszonego
widma (z ang. ,spread spectrum”). W kanale wielodostepu (reverse link, uplink)
sktadowe wektora x oznaczaja dane wejsSciowe pochodzace od K uzytkownikéw,
natomiast wektor y stanowi pojedyncze wyjécie wielowymiarowego sygnatu, ktory
jest nadawany. Po stronie rozgloszeniowej (forward link) sktadowe wektora r to
sygnal odbierany przez K uzytkownikéw, podczas gdy wektor y jest traktowany
jako pojedynczy wielowymiarowy sygnat wejsciowy. W obydwu przypadkach ma-
cierz H zawiera sekwencje rozpraszajace dla kazdego z K uzytkownikéow (nada-
jacych, odbierajacych), zapisane w kolejnych kolumnach. System CDMA jest
wiec formalnie systemem typu MIMOQO, realizowanym za pomocs wspotpracuja-
cych ze soba kanatoéw typu MISO oraz SIMO. (taki system MIMO nie jest kanatem
MIMO, ktory rozumieé nalezy w sensie obecnej w kanale interferencji sygnatow).

— System OFDM (Orthogonal Frequency-Division Multiple-Access) - oparty jest
o podzial ;nosnika” informacji (z ang. ,carrier”) na wiele ,sub-carriers” (polskie
ttumaczenie jest w tym przypadku mato zgrabne: pod-noséniki). Sktadowe wek-
toréw x oraz y reprezentuja sygnal przesylany za posrednictwem poszczegolnych
,sub-carriers” po stronie nadawczej oraz odbiorczej, natomiast macierz H opisuje
interferencje pomiedzy poszczeg6lnymi ,sub-carriers”. System tego typu w zalez-
nodci od implementacji moze zawieraé jedno lub wiele wejsé oraz jedno lub wiele
wyjsé.

Kluczowa kwestia jest, ze w celu analizy wtasnosci statystycznych kanatu 1.1 lub 1.2
mozemy postuzyé sie jego modelem, w ktérym za macierz kanatowa H wezmiemy
macierz losowg z rozktadu o okreslonych wtasnosciach, w mozliwie najbardziej wierny
spos6b oddajacych wtasnosci rzeczywistego systemu. W ten wlasnie sposéb w ko-
munikacji wielowymiarowej pojawiaja sie macierze losowe [3, 4].

Warto zwrocié uwage na pewien istotny fakt, mianowicie kiedy w latach 1998-1999
uswiadomiono sobie mozliwod¢ modelowania kanatu MIMO za pomoca macierzy loso-
wych, matematyka i fizyka dyposponowaty juz gotowym narzedziem w postaci Teorii
Macierzy Przypadkowych [21, 22, 23|, idealnie pasujacym do opisu rozwazanego za-
gadnienia. Co wiecej, na tamta chwile od okolo dziesiecu lat istniala zaslugujaca na
szczego6lna uwage koncepcja swobodnych zmiennych przypadkowych (w skrocie FRV -
z ang. ,Free Random Variables”), ktora pojawita sie po raz pierwszy w roku 1985 [24]
a nastepnie w latach 90-tych byla juz sukcesywnie rozwijana [25, 26]. Przy zaloze-
niu, ze dla rozwazanych macierzy spelniony jest jej podstawowy warunek nazywany
Jreeness” dysponujemy narzedziami w postaci transformacji R oraz S [27]. Z ich
pomoca mozliwe jest sprawne przeprowadzanie wielu rachunkéw trudnych lub wrecz
niewykonalnych innymi metodami. Narzedzia te w zastosowaniu do telekomunikacji
wielowymiarowej okazaly sie bardzo przydatne.

Szybki rozwoj telekomunikacji w zakresie analizy wtasnosci kanatléw MIMO nasta-
pit wiec w znacznym stopniu dzieki zastosowaniu gotowego narzedzia na gruncie
nowych probleméw, do ktérych jak wspomniano teoria pasowalta wrecz idealnie. W
szczegolnosci mozliwe stato sie modelowanie kanatéw komunikacyjnych, zaréwno tych
znanych jak tez zupelie nowych. Ponadto mozna byto udzieli¢ odpowiedzi na szereg
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wazych pytan zwigzanych z wlasnosciami statystycznymi kanalu, czego przyktadem
jest obliczenie wspomnianej juz pojemnosci informacyjnej kanatu, bedacej jednym z
jego najwazniejszych parametrow [3, 4, 10, 6, 28].

Co ciekawe doktadnie ten sam opis matematyczny, podobne z formalnego punktu
widzenia modele itd., pojawiaja sie takze w innych dziedzinach. Wymienimy dwa
przyklady, choé¢ nie sa one z pewnoscia jedyne. Pierwszym jest opis zachowania
notowani cen akcji na gietdach papieréw wartosciowych. Pierwsze pionierskie prace
w tym zakresie ukazaly sie juz w latach 50-tych [29]. W istocie gietda jest niezwy-
kle ztozonym i skomplikowanym systemem. Jedli pomingé doktadne mechanizmy
nig rzadzace, zwracajac jedynie uwage na ceny akcji w kolejnych chwilach czasu,
to zachowanie gieldy mozna zapisa¢ w postaci duzej macierzy, a doktadniej rzecz
ujmujac interesuja nas wzgledne zmiany cen akcji. Podobnie jak w przypadku tele-
komunikacji zachowanie gietdy z powodzeniem mozna modelowaé przyjmujac pewne
zalozenia za temat macierzy notowari. Okazuje sie, ze ceny akcji poszczegdlnych
spotek nie sg niezalezne, ale wystepuja miedzy nimi pewne korelacje. Analizujac
macierz z danymi gieldowymi mozemy na przyktad odtworzy¢ sektory gospodarcze
oraz wyszczegblni¢ konkretne spétki powigzane gospodarczo. Interesujace jest takze
zjawisko wystepowania tzw. korelacji czasowych, bedacych z oczywistych wzgledéw
przedmiotem niezwykle zywego zainteresowania inwestoréw. Popularnymi przykta-
dami zastosowania Teorii Macierzy Przypadkowych do gietdy sa na przyktad problem
stworzenia tzw. ,optymalnego portfela inwestycyjnego” czy obliczenie ,Value-at-Risk”
oraz wiele podobnych zagadnien, bedacych przedmiotem zainteresowania ekonofizyki
[30, 31, 32, 33, 34, 35].

Innym, dosyé¢ zaskakujacym, przyktadem zastosowania Teorii Macierzy Przypadko-
wych jest analiza danych neurobiologicznych. W tym przypadku sygnal pochodzi
bezposdrednio z moézgu pacjenta, przy czym aktywnosé poszczegblnych jego obsza-
row rejestrowana jest dzieki wykorzystaniu techniki EEG (elektroencefalografia).
Pierwsze prace pionierskie dotyczace obserwacji aktywnosci mozgu za pomoca EEG
ukazaly sie w latach 70-tych [36, 37], kiedy to zaobserwowano, ze w rejestrowanych
sygnalach pojawiaja sie pewne charakterystyczne czestotliwosci. Dalszy rozwoj w tej
dziedzinie polegal na doskonaleniu instrumentéw pomiarowych, poszukiwaniu ogél-
nych prawidlowoéci rejestronwanego sygnatu czy tez jego korelacji z réznego rodzaju
bodzcami. Natomiast niecate dziesie¢ lat temu zauwazono, ze sygnal EEG zapisany
w postaci macierzy mozna w pewnych warunkach modelowaé¢ za pomoca macierzy
przypadkowych [38]|. Badania danych neurobiologicznych z uzyciem Teorii Macierzy
Przypadkowych sa jednak na chwile obecna w dosy¢ poczatkowej fazie.

Warto wspomnieé, ze rozwazajac dany model (kanal MIMO, notowania gietdowe
itd.), pojawiajace sie w nim macierze najczesciej traktujemy jako Gaussowskie, a
wiec macierz kowariancji jest macierzg Wisharta (choé¢ nie zawsze takie zalozenie
jest catkiem dobre, np. w finansach rozwaza sie tez modele zbudowane w oparciu o
macierze okreslane mianem macierzy z ,ciezkimi ogonami”, jak na przyktad macierze
Lévy’ego [33], czy tez inne zespoly o podobnych wlasnosciach). Z punktu widzenia
analizy wtasnosci systeméw MIMO, ale takze takze konstrukeji konkretnych algoryt-
moéw detekcji, niezwykle waznym zagadnieniem jest znalezienie aktualnego widma



macierzy kowariancji (aktualnego dlatego, ze kanal zwykle zmienia sie w czasie).
Z tego wzgledu w literaturze wiele uwagi poswiecono wlasnie temu zagadnieniu.
Doktadniej rzecz ujmujac interesuje nas mozliwo$¢ wnioskowania na temat widma
macierzy kowariancji na podstawie mozliwego do zmierzenia w wyniku przeprowa-
dzonych obserwacji (pomiaréw) widma tzw. do$wiadczalnej macierzy kowariancji.
Zagadnienie to obecne jest w matematyce od dtuzszego czasu, przy czym obecny stan
wiedzy na jego temat zawieraja prace [39, 40, 41, 42, 43]. Co wazne, w praktycznych
zastosowaniach istotne jest zaréwno mozliwie wierne odtworzenie widma macierzy
kowariancji jak tez wykonanie tego zadania mozliwie szybko, bowiem najczesciej
systemy telekomunikacji musza dziataé¢ w czasie rzeczywistym.

Prezentowana praca doktorska wpisuje sie w zarysowany powyzej nurt. Poruszane
w niej zagadnienia dotyczg metod i narzedzi przydatnych podczas przetwarzania i
obrébki danych macierzowych. Szczegdlny nacisk polozony zostal na wykorzysta-
nie w obliczeniach metod diagramatycznych, wykorzystaniu koncepcji swobodnych
zmiennych przypadkowych oraz na zagadnieniu estymacji widma zaszumionej ma-
cierzy kowariancji. Zaproponowana w pracy nowa, nie prezentowana dotad metoda
odtwarzania widma (nazwana roboczo janalitycznym estymatorem widma”) wydaje
sie by¢ atrakcyjng alternatywa dla metod obecnie stosowanych, zwtaszcza ze wzgledu
na brak koniecznosci okreslenia na wstepie ,multiplicity” dla poszczegdlnych wartosci
wlasnych, ale takze ze wzgledu na duza szybkosé jej dziatania. Ponadto zapropono-
wana zostala prosta i przy tym przejrzysta metoda badania zakresu stosowalnosci
badanego estymatora widma (zakres rozumiany w sensie wymiaréw macierzy ob-
serwacji), ktora przy okazji moze stuzy¢ jako wygodne narzedzie poréwnawcze dla
roznych estymatoréw. 7 tego punktu widzenia spora czesé¢ pracy dotyczy rozwoju
skutecznie i niezawodnie dziatajacych metod stuzacych przetwarzaniu danych ma-
cierzowych. Poruszono takze wazne zagadnienie jakim jest pojemnosé systemow
komunikacyjnych opartych o kanat typu MIMO.



Rozdzial 2
Organizacja pracy

W Rozdziale 3 umieszczone zostaly definicje podstawowych pojeé, ktérymi bedziemy
sie postugiwaé¢ w dalszej czesci pracy. Miedzy innymi zostala wyjasniona koncepcja
swobodnych zespoléw macierzowych oraz przedstawiono kilka przyktadéw jej zasto-
sowania. Przyblizono takze podstawowe narzedzia obliczeniowe z zakresu rachunku
swobodnych macierzy przypadkowych w postaci transformacji R oraz S.

Rozdzial 4 przedstawia diagramatyke Feynmana jako bardzo wygodne podejscie
upraszczajace w znaczacy sposob rachunki, w ktorych pojawia sie rozwiniecie funk-
cji Greena. W szczegblnosci przeprowadzone zostato wyprowadzenie funkcji Greena
1-punktowej w przypadkach zespoléw Gaussa oraz Wisharta, czego wynikami sa
odpowiednio pétkole Wignera oraz rozktad Marchenko-Pastura. Nastepnie, réwniez
z uzyciem metod diagramatycznych, zostaly obliczone funkcje Greena 2-punktowe
w przypadkach zespotu Gaussa oraz Wisharta, oraz pokazano wyprowadzenie wzoru
definiujacego wolne kumulanty.

Kolejny Rozdzial 5 przedstawia rachunek, ktérego wynikiem sg wzory pozwalajace
obliczy¢ 1-punktows oraz 2-punktows funkcje Greena dla odwrotnosci danego ze-
spolu macierzowego, przy czym odwrotnosé zespolu rozumiana jest jako zespot zto-
zony z odwrotnoéci macierzy tworzacych zespo6t wyjsciowy.

W Rozdziale 6 pokazany zostat spos6b uzyskania relacji wyrazajacych kolejne mo-
menty macierzowe 1-rzedu do§wiadczalnej macierzy kowariancji S (gdzie S to macierz
kowariancji macierzy obserwacji X o wymiarze N X M) za pomoca momentow macie-
rzy kowariancji 3, oraz relacji do nich odwrotnych. Pokazano takze jak na podstawie
wyniku rachunku przedstawionego w Rozdziale 4 mozna wyrazi¢ momenty macie-
rzowe 2-rzedu za pomoca momentéw macierzowych 1-rzedu. Wszystkie wspomniane
rachunki zostaly przeprowadzone takze dla macierzy odwrotnych. Na koniec obydwa
wzory (w wersji podstawowej oraz w wersji dla macierzy odwrotnych) wiazace mo-
menty macierzowe 2-rzedu z momentami 1-rzedu zostaly numerycznie sprawdzone
dla réznych wymiaréw macierzy obserwacji X.

Kolejny Rozdziat 7 przybliza problem estymacji widma macierzy kowariancji ¥ na
podstawie znajomosci doswiadczalnej macierzy kowariancji. Przedstawiono szcze-
gélowo konstrukcje dwodch estymatoréw, analitycznego oraz statystycznego, ktoére
reprezentuja zupetnie odmienne podejscia do zagadnienia. Rozwazony zostat wplyw
liczby réznych wartosci wtasnych wchodzacych w sktad widma na dziatanie esty-
matora analitycznego. Dodatkowo pokazany zostat sposéb konstrukeji dodatkowych
estymatoréw, dualnych do analitycznego oraz statystycznego, bazujacych na znajo-



mosci relacji dotyczacych momentéw macierzowych dla macierzy odwrotnych.

Rozdzial 8 dotyczy implementacji oraz wzajemnego poréwnania rozwazanych es-
tymatoréw widma. W ramach przygotowania do przeprowadzenia zaplanowanych
symulacji rozwazone zostaly zagadnienia takie jak: ustalenie parametréw istotnych
z punktu widzenia dzialania estymatoréw, na tej podstawie zaproponowano miare
pozwalajaca w sposob ilosciowy opisa¢ niedoktadnosé uzyskanych estymacji (dla da-
nego estymatora, na podstawie macierzy obserwacji o danych wymiarach), wpro-
wadzono pojecie mapy niedoktadnosci oraz podjeta zostata préba oszacowania mi-
nimalnej statystyki koniecznej dla uzyskania wynikéw o rozsadnej wiarygodnodci.
Nastepnie wykonany zostal 'Eksperyment 1’, majacy na celu poréwnanie dzialania
estymatora analitycznego oraz statystycznego. Kolejny "Eksperyment 2’ stuzyt po-
rownaniu dziatania estymatora analitycznego w wersji podstawowej oraz dualnej,
przy czym zbadano takze jak zmienia sie réznica pomiedzy badanymi estymatorami
wraz z przeskalowaniem wartosci wtasnych wchodzacych w sktad widma. Zgodnie
z koncepcja prezentacji wynikéw symulacji na mapach niedoktadnosci wszystkie sy-
mulacje zostaly wykonane w szerokim zakresie wymiaréw macierzy obserwacji X. W
nastepnej kolejnodci podjeto probe analizy przekrojéw przez powierzchnie uzyskana
jako wynik’ Eksperymentu 1’ oraz zbadano orientacje wektoréw wtasnych. Pokazany
zostal przyktad dzialania estymatora analitycznego dla wieckszej liczby stopni swo-
body. W Rozdziale 8.12 wykonano kilka symulacji stuzacych poréwnaniu estymatora
analitycznego do estymatora Girko (tzw. ,G-estymator”).

Ostatni Rozdziat 9 zawiera podsumowanie pracy oraz krotkie omoéwienie gtéwnych
jej wynikow.

Dodatek A stanowi pewnego rodzaju ,stownik” pomiedzy definicjami i nazewnictwem
stosowanymi przez $rodowiska fizykéw, matematykow oraz inzynieréw np. teleko-
munikacji. Pokazano na czym konkretnie polegaja réznice wynikajace z uzywania
roznych definicji do tych samych lub analogicznych obiektéw. Jednym z przyktadéw
jest obliczenie pojemnosci informacyjnej dla kanatu MIMO.

W Dodatku B pokazano przyktady rachunkéw wykonanych z uzyciem transformacji
R oraz S, a wiec narzedzi wywodzacych sie z koncepcji swobodnych zmiennych przy-
padkowych.

Dodatek C zawiera tabele relacji pomiedzy kolejnymi momentami macierzowymi,
ktore ze wzgledu na duza objetosé nie zostaly umieszczone w Rozdziale 6.

W Dodatku D przedstawiona zostala topologiczna interpretacja diagraméw Feyn-
mana. Rozwazano charakterystyke Eulera ,graféw bez koricow”. Pokazano zwigzek
tych graféw z grafami stanowiacymi elementy rozwiniecia funkcji Greena, ze szcze-
gblnym uwzglednieniem graféw planarnych.



Rozdzial 3

Podstawowe zagadnienia i definicje

Dla utrzymania przejrzystosci dalszej czesci pracy, a takze pewnego rodzaju wygody,
wszelkie definicje oraz podstawowe narzedzia dotyczace macierzy przypadkowych
zostaly umieszczone w tym rozdziale.

3.1. Definicje

Definicja 1 (Momenty oraz kumulanty klasyczne) Rozwazmy zmienng lo-
sowq x o rozktadzie prawdopodobieristwa p(x), dla ktorej zdefiniujemy funkcje Fy(q)
generujgcg momenty oraz funkcje Cy(q) generujgcg kumulanty

Fo) = [ eFpla)de,

Cy(q) = log Fi(q).

Momentami zmiennej losowej x nazywamy wspotczynniki my, rozwiniecia funkcji
generujgee) momenty w postacs

n

—q" [ . o
o) =30 [aplade =30 Lom,,
n=0 """ n=0 """

natomiast kumulantams bedziemy nazywaé wspdtczynniki ky rozwiniecia funkcji ge-
nerujgcej kumulanty, co mozemy zapisaé w postaci

F.(q) = Z 7 = exp [ Enk]
n=0 " k=0 "

Powyzsza definicja kumulant pozwala w sposéb rekurencyjny wyrazi¢ moment m,,

za pomocg kumulant kg, gdzie k = 1,...,n. Kilka pierwszych relacji wyglada naste-
pujaco

m = Ki

myg = K3+ H%

m3 = K3+ 3kaK1 + H?

Definicja 2 (Srednia macierzowa) Rozwaimy zespot macierzy M o wymiarach
N x N wraz z miarg macierzowg dM oraz pewnym potencjatem V(M) definiujgcym
rozktad prawdopodobieristwa dla tego zespotu jako P(M) = exp[—NTrV(M)]. Dla
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funkcji F'(M) mozemy zdefiniowaé $redniq (F(M)) po zespole macierzowym M jako
catke

uwM»:/ﬁMPm@Fwn:/ﬁMe@pNﬁvwm.

Definicja 3 (Srednia macierzowa ,connected”) Rozwaimy zespoty macierzy A
oraz B o wymiarach N x N oraz przyjmigmy, zZe spetnione sq zatozenia Definicji
2. Wowczas dla zespotéw macierzy A oraz B mozemy zdefiniowaé §rednig macie-
rzowq ,connected” w postaci

(AB), = (AB) — (A) (B)

Definicja 4 (Funkcja Greena) Dla zespolu macierzowego H zdefiniujemy funkcje
Greena (rezolwente) w postaci

G@:<%ﬂﬂi%ﬁ>

Definicja 5 (Momenty macierzowe) Niech A = (An)nen oznacza zespot ma-
cierzowy o rzeczywistych warto$ciach wtasnych. Wowczas zdefiniujemy momenty
macierzowe pierwszego rzedu w postacs

o = Jim (77 (44))

oraz momenty macierzowe drugiego rzedu jako

ozf}j = lim <Tr (Aﬁv) ,Tr <A§V)> )

N—oo con

przy czym < AB > opn=< AB > — < A>< B >.

Definicja 6 (Szeregi potegowe) Rozwazmy zespol macierzowy A o rzeczywistych
warto$ciach wtasnych, posiadajacy momenty macierzowe pierwszego oraz drugiego
rzedu. Zdefiniujemy szereg potegowy pierwszego rzedu jako

My(z) = l—i—Zaf i (3.1)
j>1
oraz szereg potegowy drugiego rzedu w postaci

My(z,y) = Z afj zt . (3.2)

4,521

Definicja 7 (Swobodne kumulanty) Swobodne kumulanty zgodnie z terminologiq
wprowadzong przez Voiculescu [25] definiujemy w sposéb posredni poprzez ich funkcje
tworzqcq R(x) oraz funkcje Greena G(x) jako

1
G(x)

R(x) = Z knz" 1| gdzie

n>1

+ R(G(x)) = x.
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W zaleznosci od stosowanej konwencji definicja kumulant moze przybieraé takze inna,
postac, co zostalo przyblizone w Dodatku A.4.

Definicja 8 (Rozklad graniczny momentéw 2-go rzedu) Zespol macierzowy
(AN)nen posiada rozktad graniczny momentéw 2-go rzedu pod warunkiem, Ze
jego momenty 043.4 and afj istniejq 1 majg skoriczone wartosci oraz warunek

: i(1) i(r)\] _
A}gnoolir {Tr <A3\(, ) R (AéVT )] =0
jest spetniony dla wszystkich j > 3 oraz wszystkich i(1),...,i(r) € N, gdzie k, ozna-
cza r-tg kumulante klasyczng.

Definicja 9 (Wektor fluktuacji momentéw macierzowych) Niech zespét ma-
cierzowy An postada graniczny rozktad momentow 2-go rzedu. Fluktuacje momen-
tow macierzowych pierwszego rzedu zapiszemy w postaci wektora o nieskoriczonym
wymiarze w postacs

(v); = TrAl — (TrA7).

3.2. Podstawowe narzedzia rachunkowe

Rachunki w bazie diagonalnej

Zapisujac rozwazany problem w bazie diagonalnej pojawiaja sie takie pojecia jak
spektralna gestos¢ prawdopodobienstwa p(A)dA oraz réwnowazne z Definicja 5 mo-
menty spektralne wyrazone jako

My = <%Tr (A’;V>> - /p()\))\kd)\.

W przypadku kiedy widmo jest dyskretne zapiszemy odpowiednio prawdopodobien-
stwo p; pojawienia sie w widmie wartosci wlasnej \;, natomiast momenty spektralne

wynosi¢ beda my, = >, (\)*p;.

Ponadto mamy mozliwos¢ skorzystania relacji w postaci

1 1
e~ P <X> F imo(y),

oraz ze zwigzku laczacego gestos¢ prawdopodobienstwa p(\) z funkcja Greena

1
— _ _ i Cx .
p(A) = —— I IG(2)[a=rtie-
Mozemy tez oczywiscie wyrazi¢ funkcje Greena za pomoca wartosci wlasnych w

postaci
oo

1 1 1 /1
— (- N=N " { mp*
G(z) <N rlNZ—H> l;)zk+1<N ' >
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=1 =1 L
k=0 k=0

Freeness

Koncepcja "Swobodnych zmiennych przypadkowych” (z ang. "Free Random Varia-
bles”, w skrocie ,FRV”) dotyczaca rachunku macierzy przypadkowych jest odpowied-
nikiem niezaleznosci zmiennych losowych w klasycznej teorii prawdopodobieristwa.
Termin ten pojawia si¢ zamiennie z rownowaznym okresleniem ,Swobodne macierze
przypadkowe”. W drodowisku matematykéw mozna spotykaé sie tez z okresleniem
"Wolne macierze przypadkowe”.

Termin "Freeness” po raz pierwszy zostal uzyty przez Voiculescu [24], [25] a precyzuje
go nastepujaca

Definicja 10 (Swobodne zespoly macierzowe - warunek ,Freness”) Niech
bedg dane zespoly macierzowe Hy, Ho, ..., H,, oraz wielomiany P jednej zmiennej
zdefiniowane dla kazdego z zespotow, przy czym zmienng kazdego z wielomiandw jest
mny zespot macierzowy

Py(H;y), - -5 Pe(Hyy),
i(1) #i(2) # ... #i(k).
Zaktadamy ponadto, Ze Srednia macierzowa dla kazdego z wielomiandw wynosi zero
Viz1,..k < Pj(Hy;) >=0.

Mowimy, ze zespoty macierzy Hy, Ho, ..., Hy, sq swobodne (lub tez réwnowaznie, ze
zespoly te spetniajg warunek ,Freeness”), jesli zachodzi

< Pi(Hy) -+ Pu(Hir)) >=0

Przyklady obliczenia momentéw mieszanych

Z technicznego punktu widzenia warunek Freeness jest sposobem na policzenie mo-
mentéw mieszanych zespotéw Hy, Ho, ..., H,, o ile tylko znane sg kolejne momenty
H;. Idee przeprowadzania rachunkéw zaprezentujemy na kilku prostych przypadkach.

Przyktad 1

Dane sa dwa zespoly macierzowe A oraz B, przy czym zalozenia Definicji 10 spel-
nione sg przez zespolty A = A—1 < A > oraz B=B-1<B> (dla wygody
rachunku bedziemy pomija¢ w zapisie macierzowa jedynke). Chcac obliczy¢ moment
< AB > zapiszemy

0=<AB>=<(A-<A>)(B-<B>)>=<AB>—- < A><B >,
a wiec < AB >=< A >< B >.
Przyktad 2

Dla tych samych zespotéw co w powyzszym przykladzie chcemy policzyé moment
< AB? >. Rozwazmy wyrazenie

0=< ABB >=< (A- < A>)(B— < B>)(B— < B>) >,
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przy czym wszystkie sktadniki postaci < A < B> B > < AB< B >> <A<
B >< B >>, << A >< B >< B >>, zgodnie z wynikiem Przykladu 1 wynosza
< B>< AB >=< B >< A >< B >=< A >< B >2. Ostatecznie otrzymujemy

< AB? >=< A>< B?>.

Przyktad 3
Chcac obliczy¢ moment < ABA > rozwazamy wyrazenie

0=<(A—<A>)(B-<B>)(A-<A>)>,

ktore po wymnozeniu wszystkich sktadnikéw i skorzystaniu z wyniku Przyktadu 1
zapiszemy w postaci
< ABA>=< A’>< B> .

Przyktad 4
Postepujac w podobny sposéb, czyli mnozac wszystkie sktadniki odpowiedniego wy-
razenia oraz postugujac sie wynikiem Przyktadu 1, otrzymujemy moment < A2B? >
w postaci

< A’B?>=< A’>< B?>.

Przyktad 5
Obliczmy moment typu < ABAB >. W tym celu nalezy zapisa¢ wyrazenie

0=< ABAB >=< (A— < A>)(B— < B>)(A— < A>)(B— < B >) >,
ktore po krotkim rachunku przeksztalcamy do postaci
<ABAB >= - < A>?*<B>>+ <AB*><A>+ < ABA><B >

+<A><BAB>-<A>?’<B?>>+ < A’B><B>—-< A’ >< B>?2.

Skorzystamy nastepnie z rezultatéow przedstawionych w Przyktadzie 2 oraz Przykta-
dzie 3. Otrzymujemy

< ABAB >=< A’ >< B>?>4+ < A>?’<B?> - < A>?<B>?%.

3.3. Transformacje R,S (lub B, N)

Transformacja R - funkcja Blue

Dane sa zespoly swobodnych macierzy hermitowskich Hy oraz Hs, dla ktérych mo-
zemy zapisa¢ funkcje Greena G, (z) oraz Gp,(z). Interesuje nas obliczenie momen-
tow dla rozktadu bedacego suma Hy oraz Hs, czyli innymi stowy chcieli by$my znaé
posta¢ funkcji Greena Gp,4m,(2). Zauwazmy, ze funkcja Greena nie jest w prosty
spos6b addytywna, przez co zadanie jest nietrywialne. Sposobem na obliczenie po-
szukiwanej funkcji Greena jest zastosowanie transformacji R [25]. Dla macierzy H;
oraz Hs zapiszmy funkcje Blue spetniajaca

By, (GHz(Z)) =%
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ktora zwiazana jest z transformacjg R zaleznoscia

Ri(2) = Bu,(2) — -

Tak obliczona funkcja Ry, (z), noszaca miano transformaty R, jest addytywna i za-
chodzi Ry, +m,(2) = R, (2) + Ru,(2). Jej zastosowanie pozwala w prosty sposob
obliczy¢ poszukiwang funkcje Greena Gy, 4, (2). Wiecej informacji na temat funkeji
Blue oraz funkcji R znajduje sie w Dodatku A .4.

Transformacja S - transformacja N

Rozpatrujemy ponownie przypadek dwoch swobodnych zespotéw macierzy hermitow-
skich H; oraz Ha, dla ktérych mozemy zapisac¢ funkcje Greena Gy, (2) oraz G, (2).
Tym razem interesuje nas obliczenie momentéw dla rozktadu bedacego iloczynem
H = H; - Hy, a wiec poszukiwa¢ bedziemy funkcji Greena Gp,.m,(2). Zauwazmy,
ze macierz H nie jest w og6lnoéci hermitowska, tym samym jej widmo nie musi by¢
rzeczywiste. Rozwigzaniem tak postawionego problemu jest transformacja S [25].
Znajac funkcje Gp,(z) wyliczamy najpierw funkcje pomocnicze x;(z) rozwiazujac

réwnania
1

) (xi@) R (3.3)

Woéwczas transformacja S zadana jest wzorem

_1+z
2

Si(2) (%), (3.4
ktora jest obiektem multiplikatywnym, a wiec zachodzi Sg,.1,(2) = S, (2) - S, (2).
Tak wiec chcac uzyska¢ funkcje Greena Gp,.p,(z) nalezy najpierw obliczy¢ funk-
cje Gg, (z) oraz Gp,(z), nastepnie na ich podstawie funkcje Sg,.m,(2) a nastepnie
postepujac w kolejnoéci odwrotnej do powyzszej otrzymujemy poszukiwana funkcje
Greena Gp,.m,(2).

Warto wspomnieé, ze zastapienie zaprezentowanej powyzej funkcji x(z) jej odwrotno-
§cia N(z) = X(lz) [44] niesie pewne wymierne korzysci, wobec czego jej wprowadzenie
jest uzasadnione. Mianowicie z jednej strony podstawienie takie upraszcza nieco
rachunki, z drugiej strony zwiazek funkcji N(z) z funkcje generujaca momenty jest
znacznie bardziej intuicyjny niz w przypadku pierwotnej funkcji x(z). Zapiszemy
zatem definicje transformacji IV jako

NH(Z)GH(NH(Z)) —1= Z, (3.5)

przy czym wynikajace z wlasnodci multiplikatywnosci transformacji .S prawo mnoze-
nia dla transformacji N przyjmie postaé

z
NHl.H2 = mNHl(Z)NHQ(Z). (36)

Jak wspomniano, transformacja IV jest w bardzo przejrzysty sposéb zwigzana z funk-
cja generujaca momenty, ktora jest zdefiniowana jako

2Gu(z) —1=Mpg(z) =) —H (3.7)



Poréwnujac (3.5) oraz (3.7) widzimy, ze funkcja generujaca momenty Mpg(z) jest
funkcjonalng odwrotnoscig transformacji N, co zapiszemy jako

Ny (M (2)) = My (Ng(2)) = =. (3.8)

W praktyce majac dang postaé¢ transformacji IV funkcje generujaca momenty otrzy-
mujemy podstawiajac N — z oraz z — M.

Pomimo faktu, ze zespoly macierzy niehermitowskich wykraczaja poza zakres te-
matyki niniejszej pracy, warto jednak wspomnie¢, ze na chwile obecna dysponujemy
narzedziami [45, 46] bedacymi uogolnieniem transformacji R oraz S takze dla macie-
rzy niehermitowskich.



Rozdzial 4

Funkcja Greena, wolne kumulanty -
diagramatyka

Podejécie diagramatyczne pozwala na stosunkowo szybkie i przejrzyste wyprowa-
dzenie wielu przydatnych w dalszej czesci pracy relacji. W ponizszym rozdziale
w pierwszej kolejnodci zostana przyblizone ogélne reguly zwiazane z postugiwaniem
sie diagramami Feynmana. Nastepnie pokazane zostang wyprowadzenia 1-punktowej
oraz 2-punktowej funkcji Greena bazujace wtagnie na metodzie diagramatycznej, przy
czym rozwazone zostana osobno przypadki zespotu Gaussa oraz Wisharta. Pokazana
zostanie takze diagramatyczna konstrukcja wolnych kumulant.

4.1. Diagramy Feynmana - podstawowe informacje

Aby postugiwaé sie sprawnie diagramami Feynmana przyblizymy najpierw reguly z
nimi zwiazane (patrz np. [23] rozdzial 3). Na Rysunku 4.1 pokazano podstawowe
elementy sktadowe z ktérych beda budowane grafy. Reguly budowania graféow w
przypadku zespotéw Gaussa oraz Wisharta zostang omdwione osobno.

Rozwazymy najpierw najprostszy przypadek zespotu Gaussa, kiedy to podstawowym

sktadnikiem rozwazanych funkcji Greena sg fragmenty typu H?, a wiec propagatory.

Macierze H s3 kwadratowe o wymiarze N x N. Reguly budowania graféw sa naste-

pujace:

— Kazdemu propagatorowi odpowiada czynnik %,

— Kazdej utworzonej petli odpowiada czynnik N.

— TIstotny wktad pochodzi tylko od graféw planarnych (bez przecie¢, komentarz
ponizej).

— Jezeli rozpatrujemy funkcje od dwoch zmiennych, wowczas kazdej zmiennej od-
powiadaja osobne linie, ktorych nie mozna ze soba miesza¢ (komentarz ponizej).

W przypadku zespotu Wisharta reguty ulegaja pewnej modyfikacji. Przede wszyst-
kim dla rozkladu Wisharta podstawowy skladnik z ktorego beda budowane grafy
wyglada inaczej, mamy bowiem macierze V wystepujace w parach jako H = VIV, a
zatem podstawowym sktadnikiem bedzie w tym przypadku nie propagator ale raczej
werteks, przy czym wymiar V to N x M oraz M/N = m. Dodatkowo w tym
przypadku nalezy rozrézniac¢ linie niosace N oraz M sktadnikéw, co jest zwigzane z
tym, po ktoérej krawedzi macierzy V liczymy. W praktyce rysujemy linie niosace M
sktadnikéw linia kreskowana, linie nisace N sktadnikéw linig ciagla.

Wymienmy reguty budowania graféw dla zespotu Wisharta

— Kazdemu werteksowi odpowiada czynnik \/%.
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propagator - rozklad Gaussa werteks - rozklad Wisharta
a k 1 b
b a \ /
_ -
\ /
15b
+04 \ 7/
c d V
aryc\_ 1 oC ca ayrxb\ _ 1 cab
<HbHd>_ﬁ6b 04 <V1<V 1>_ﬁ6 Ok
abed=1....N ab=1,...N
kl=1,..M

Rysunek 4.1. Reguty dla grafow Feynmana - przypadek rozkltadu Gaussa oraz Wisharta

— Linie odpowiadajace krawedzi macierzy V o wymiarze N rysujemy linia ciagta,
dla krawedzi o wymiarze M linia przerywana.

— Kazdej petli utworzonej z linii ciagtej odpowiada czynnik N, petli utworzonej z
linii przerywanej czynnik wynosi M.

— Istotny wktad maja tylko grafy planarne (bez przecie¢, komentarz ponizej).

— Jezeli rozpatrujemy funkcje od dwoch zmiennych, wowczas kazdej zmiennej od-
powiadaja osobne linie, ktérych nie mozna ze soba miesza¢. Dotyczy to zaréwno
linii ciagtych jak rowniez przerywanych (komentarz ponizej).

Grafy planarne
Wyjasnijmy dlaczego bierzemy pod uwage tylko grafy planarne. Nalezy pamietac,
ze rozwiniecie funkcji Greena rozpatrujemy w granicy duzych N. Jak zostato wspo-

m, natomiast kazda
petla to czynnik N lub M. Jedli zatem w rozpatrywanym grafie liczba utworzonych
petli jest zbyt mala w stosunku do liczby propagatorow / werteksow, wowczas w gra-
nicy duzych N taki graf bedzie dawal wklad dazacy do zera. Jak tatwo sie przekonad,
w praktyce sa to to grafy, w ktérych po narysowaniu linie przecinaja sie, nazywamy
je ,grafami nieplanarnymi”. Grafy tego typu po prostu pomijamy jako nie dajace
w granicy duzych N istotnego wktadu do rozpatrywanego wyrazenia, rozwazamy
tylko grafy planarne a wiec bez przecie¢. Rysunek 4.2 pokazuje kilka najprostszych
przyktadéw graféw planarnych oraz nieplanarnych. Dodatkowe informacje na temat
interpretacji topologicznej diagraméw Feynmana znajduja sie w Dodatku D.

mniane kazdy propagator / werteks daje czynnik % /

A A D

Rysunek 4.2. Przyklady grafow: grafy a) oraz b) planarne, graf c¢) nieplanarny

a)

Grafy funkcji dwoch zmiennych

Na koniec nalezy jeszcze wspomnieé o tym jak rysowaé grafy jesli rozpatrujemy funk-
cje od dwoéch zmiennych. W takim przypadku nalezy pamietaé o rozréznieniu linii
dla zmiennych z oraz w, rysujac je na przyktad innym kolorem lub tez zastosowaé
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jakis inny wyréznik. W naszym przypadku grafy bedziemy rysowaé na pierécieniach
o dwoch krawedziach, przy czym kazdej krawedzi bedzie odpowiadaé jedna zmienna.
Na przyktad mozna ustali¢, ze zewnetrznej krawedzi piericienia odpowiadaja linie %,
natomiast wewnetrznej krawedzi odpowiadaja linie %

4.2. Funkcja Greena 1-punktowa - rozklad Gaussa

Rozwazmy réwnanie 1-punktowej funkcji Greena w postaci

1 1
G(Z) = <NTI‘]_J\72,’4—H>’

gdzie 1 oznacza macierz jednostkowa o wymiarze N x N. W dalszej czesci pracy
zgodnie z powszechna praktyks w zapisie funkcji Greena bedziemy zwykle pomijaé je-
dynke 1, co upraszcza nieco notacje nie prowadzac rownoczesnie do nieporozumieri.
Powyzsze rownanie funkcji Greena rozwiniemy w szereg woko6t z = oo otrzymujac

11 /1 1 /1. N\ 1 /1. .
G(Z)_z+z2 <NTTH>+23 <NTrH >+z4 <NTrH >—|— (4.1)

W jezyku graféw Feynmana funkcje Greena bedziemy rysowaé¢ w postaci zakreskowa-
nego skosnie kota. Zgodnie z regutami przedstawionymi w Rozdziale 4.1 Réwnianie
(4.1) wygladaé bedzie tak jak to pokazano na Rysunku 4.3.

_@_:_+@+m+® +..

Rysunek 4.3. Funkcja Greena w przypadku zespotu Gaussa. Niektore z tworzgcych ja graféw
sa typu 1PI, natomiast inne nie.

Zauwazmy nastepnie, ze w zapisie funkcji Greena pojawiaja sie zasadniczo dwa ro-
dzaje diagramo6w, mianowicie niektére z graféw nie daja sie rozdzieli¢ po przecieciu
dowolnej z linii wewnetrznych. Sa to tzw. grafy 1-czastkowo nieredukowalne (dia-
gramy teczowe), ktore w skrocie nazywane sa tez 1Pl (z ang. 1PI = 1 particle
irreducible). Zgrupujmy ze sobg wszystkie grafy 1-czastkowo nieredukowalne nazy-
wajac ich sume ¥, tak jak to pokazano na Rysunku 4.4. Tak zdefiniowany szereg

_@_z_@+®_+@+@+m

Rysunek 4.4. Suma graféw 1PI w przypadku rozktadu Gaussa

pozwala zapisaé¢ funkcje Greena w nowy sposob. Latwo bowiem zauwazy¢, ze jedynie
poza pierwszym skladnikiem wynoszacym %, kazdy z graféow wchodzacych w sktad
funkcji Greena jest albo jednym ze sktadnikéw szeregu X2, albo jest potaczeniem kilku
sktadnikow Y. Mozemy zatem zapisaé¢ funkcje Greena w postaci przedstawionej na

Rysunku 4.5,
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@ -—+ -®O + OO + OO +.-

Rysunek 4.5. Funkcja Greena jako szereg geometryczny X

co odpowiada réwnaniu

1 11 1_1_1 1_1_1_1
Gz)=—-4+-X-+4+-X-3Y-+-X-3-¥—+...=
z z Z z Z Z z Z Z Z

1 i (2)” 11
== Z) == =
2=\ 2 21— 2
ktore zapiszemy ostatecznie w postaci

1

G(z) = PSP

(4.2)
Warto w tym momencie wspomnieé, ze symbol 3 pojawia sie w niniejszej pracy w
dwodch kontekstach. W odniesieniu do graféw Feynmana oznacza on sume wszyst-
kich graféw 1-czastkowo nieredukowalnych, tak jak to zostalo pokazane powyzej. Z
drugiej strony w odniesieniu do widma macierzy macierzy przypadkowych (Rozdzial
6 oraz kolejne) oznacza¢ bedzie prawdziwa macierz kowariancji. Stosowanie tego sa-
mego symbolu nie jest whrew pozorom mylace i tym samym nie prowadzi do zadnych
probleméw czy pomytek, gdyz w konkretnym przypadku zawsze doktadnie wiadomo
o ktére znaczenie chodzi. W tej sytuacji zdecydowano, ze nie ma wiekszego sensu
zmieniaé¢ og6lnie przyjetej terminologii i pozostawiono wspdélny symbol ¥ w obydwu
przypadkach.

Poétkole Wignera

Rozpatrujemy przypadek, kiedy potencjal w mierze < ... > wynosi V(H) = H?, a
wiec przypadek Gaussowski. Funkcje Greena oraz ¥ zostaty juz co prawda pokazane
na Rysunkach 4.3 oraz 4.4, jednak dopiero ich zestawienie bezposdrednio obok siebie,
tak jak to pokazano na Rysunku 4.6, pozwala zauwazy¢ pewna zaleznosé.

_@_:_+@+M+® T

P~ W/ ~\

Rysunek 4.6. Funkcja ¥ w przypadku Gaussa, tatwo zauwazy¢ duze podobieristwo do funkcji
Greena

Widzimy teraz wyraznie, ze kazdy z diagramow sktadowych funkcji 3 utworzony jest
z jednego z diagramow tworzacych funkcje Green’a przez dodanie propagatora tacza-
cego kotice tego diagramu, przy czym wykorzystane w ten sposéb zostana wszystkie
diagramy skladowe tworzace funkcje Greena. Wniosek z tego jest taki, ze funkcja
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oo

Rysunek 4.7. Réwnanie Schwingera-Dysona

> to nic innego jak funkcja Greena ,obtozona” jednym dodatkowym propagatorem
(rownanie Schwingera-Dysona). Fakt ten mozna zapisaé za pomoca diagraméw Feyn-
mana tak jak to pokazano na Rysunku 4.7, co oznacza, ze mozemy zapisaé

1

E:
N

TI‘G].N = %GN = G,

a zatem Rownanie Schwingera-Dysona (4.2) w rozwazanym przypadku rozktadu
Gaussa przyjmuje ostatecznie postaé

(4.3)

ktérego rozwiazaniem jest

)

G(z) = %[z:l: V22 —4

przy czym dla odtworzenia poprawnego zachowania funkcji Greena dla argumentéw

z — 0o nalezy wybieraé rozwigzanie ze znakiem ,-”. Istotnie mozemy sprawdzié, ze
1 1(z—Vz22—-4 24
G(x) = L1 — z2_4]:_(z Vz )(z+Vz )
2 2 2+ V22— 4
1 4 200 1
= — g -,
224+V22-4 z
tak wiec zapiszemy ostatecznie
1
G(z) = §[z — 22 —4]. (4.4)

Zmajac postaé funkcji Greena jestesmy w stanie wyliczy¢ rozktad wartosci wiasnych
w widmie. Zapiszemy zatem réwnanie

1 1
p()‘) = ——lim %G(z)’z:)\Jrie = %5[2 -V 22 — 4”z=/\+i67

T e—0

ktorego rozwigzaniem dla 22 — 4 > 0 jest 0, natomiast dla 22 — 4 < 0 otrzymujemy
p(A) = =(z— V22 —4). (4.5)

Jest to znany wynik nazywany poétkolem Wignera, ktéry przedstawiono na Rysunku
4.8.
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P
T

Hql=

2 ' > A

Rysunek 4.8. Rozktad wartosci wlasnych dla zespotu Gaussa - potkole Wignera.

4.3. Funkcja Greena 1l-punktowa - rozklad Wisharta

Rozpatrzmy ponownie 1-punktowa funkcje Greena

1 1
G(z) = ( =T ,
Q <N g H>
ktora rozwiniemy w szereg wokdt z = oo, przy czym dla rozktadu Wisharta mamy
H = V'V, zapiszemy zatem

1 1/1 1 /1 1 /1
Gl2)= -+ <NTrVTV> +3 <NTr(VTV)2> + <NTr(VTV)3> +....

Podstawowym elementem w powyzszym rownaniu sa werteksy H = VIV, ktorych
spos6b rysowania zgodny z nomenklatura diagraméw Feynmana zostat pokazany
graficznie na Rysunku 4.1. Nalezy pamieta¢, ze prostokatne macierze V' w praktyce
oznaczaja, ze sumowanie po petli utworzonej z linii ciagtej daje czynnik NV, natomiast
dla sumowania po linii przerywanej mamy czynnik M. Réwnanie 1-punktowej funkcji
Greena zapisane za pomocg diagraméw Feynmana pokazano na Rysunku 4.9.

@ - — + -

Rysunek 4.9. Funkcja Green’a dla zespolu Wisharta.

Zgrupujmy nastepnie ze soba wszystkie grafy 1-czastkowo nieredukowanle, ktérych
sume oznaczymy symbolem 3. Postepujac analogicznie jak w przypadku Gaussow-
skim, funkcje Greena mozna wyrazi¢ w postaci nieskoniczonego szeregu geometrycz-
nego w ktérym pojawia si¢ kolejne potegi X, co zapiszemy w postaci

G(z) = %i <%z>n _ z_;z(z) (4.6)

n=0

Zastanéwmy sie teraz jak w rozwazanym przypadku zespotu Wisharta wyglada X.
Odpowiednie diagramy dla wyrazéw najnizszych rzedow jak H', H? czy H? bar-
dzo tatwo narysowaé, tak jak pokazano w gornej czesci Rysunku 4.10. Rysujac grafy
wyzszych rzedéw mozemy zauwazyé dwie reguty. Po pierwsze kiedy kolejny fragment



28 Funkcja Greena, wolne kumulanty - diagramatyka

grafu wyzszego rzedu narysujemy wewnatrz mniejszej teczy, wowczas obserwujemy,
ze wewnatrz wspomnianej mniejszej teczy zaczynaja pojawiaé sie kolejne fragmenty
funkcji Greena, a wiec po zsumowaniu przyczynkoéw od wszystkich rzedéow ostatecznie
pojawia si¢ tam cala funkcja Greena. Proces ten nazywamy ,ubieraniem” poziome;j
linii ciagtej. Z drugiej strony, rysujac grafy w innej konfiguracji, wewngatrz zewnetrz-
nej podwdjnej teczy ale rownoczesnie na zewnatrz mniejszych, wowczas otrzymujemy
kolejne mniejsze tecze utozone jedna za druga. Zgodnie z pierwsza obserwacja we-
wnetrzna linia cigglta dla kazdej z wewnetrznych teczy jest zawsze ubrana do pelnej
funkcji Greena, tak jak to pokazano w dolnej czesci Rysunku 4.10.

Rysunek 4.10. Szereg ¥ dla zespotu Wisharta, pokazano proces ,ubierania” linii wewnatrz
mniejszych teczy.

Dla poprawienia przejrzystosci dalszego rachunku wprowadzamy dwa pomocnicze
oznaczenia. Wyobrazmy sobie najpierw, ze ze wszystkich graféw wchodzacych w
sktad ¥ usuwamy zewnetrzna linie ciagla oraz przecinamy domykajaca je od gory
linie przerywang. Otrzymujemy szereg skladajacy sie z graféw, ktore zaczynaja i
koricza sie linig przerywana. Sume wszystkich takich graféw oznaczymy za pomoca
pogrubionej linii poziomej. Po drugie szereg 3 z przecieta zewnetrzng podwdjna
tecza oznaczymy litera F', tak jak pokazano na Rysunku 4.11.

F = e\

® = A2

Rysunek 4.11. U géry oznaczenie pomocnicze ,,F”, z dotu réwnanie Schwingera-Dysona w
przypadku zespotu Wisharta.

Warto zauwazy¢, ze dorysowanie do F' brakujacej do X zewnetrznej podwdjnej teczy
oznacza uzupelnienie linii ciagglej oraz domkniecie petli utworzonej z linii przerywa-
nej, a wiec otrzymujemy relacje

M
S=F=mF. (4.7)
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Zapis szeregu X z uzyciem tak zdefiniowanych oznaczen pomocniczych pozwala za-
uwazy¢, ze nieskoriczony szereg 3 daje sie w istocie zapisa¢ w bardziej zwartej postaci.
Staje sie to jasne, kiedy zapiszemy w sposéb jawny jak wygladaja kolejne sktadniki
szeregu F', co pokazano na Rysunku 4.12.

=3 P P P ) P
. , L L v /A N/AN AV/AN/A
W ,’f s s \ s \ s \r \ 7 s \ s \ s o
\ s’ —_ v, _|_ v, v _|_ v, v, v, _|_ v, v, v, V. _|_...
=
. N
v R / v
\ N} ‘\ I A3
= v _|_ A\—r v,

Rysunek 4.12. Réwnanie Schwingera-Dysona dla zespotu Wisharta, w wyniku zwiniecia sze-
regu F otrzymujemy relacje F' =1+ FG.

Zwr6¢émy uwage na fakt, ze obserwujemy tu pewna analogie otrzymanych graféw
do rownania B = 1+ A+ AA+ AAA + ..., ktore mozna zapisa¢ w postaci B =
1+ A1+ A+ AA+ AAA+...) = 1+ AB. W podobny sposéb postepujemy z
rozwazanymi grafami, co pozwala nam na wyrazenie szeregu F' w postaci skonczo-
nego wyrazenia. Rezultatem otrzymanego réwnania w postaci graféw Feynmana jest

relacja
F=1+FG. (4.8)

7 (4.6), (4.7) oraz (4.8) otrzymujemy natychmiast rownanie
2G2(2) +G(z)(m —2z—1)+1=0,

ktoérego rozwigzaniem jest

G(z):i[z—m+1:|:\/(m—z—1)2—4z ,

przy czym dla poprawnego odtworzenia zachowania funkcji Greena dla z — oo nalezy
wybraé rozwigzanie ze znakiem ,-”. Mozemy szybko sprawdzi¢, ze jest to poprawny
wyboér. WprowadZmy oznaczenie pomocnicze w postaci z +1 — m = k, zapiszemy
wOwcCzas

1 o] (k= Vk? —4z2)(k + Vk? — 4z)
G(z) = 3 [b = VP — 2] = 22(k + VK2 — 42)

k2 — k2 + 4z 2

22k + V2 — 42) (k+M)’

4z
k2

przy czym dla z — oo zachodzi k — oo oraz 75 — 0, a wiec otrzymujemy

arz) = L
z

A zatem ostatecznym rozwigzaniem wynikajacym z rownan (4.6), (4.7) oraz (4.8) o
poprawnym zachowaniu asymptotycznym jest funkcja

G(z):i[z—mﬂ—\/(m—z—1)2—4z . (4.9)

2z
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Obliczmy jeszcze rozktad wartosci wlasnych w widmie, zapiszemy

1
— __ N (@3 P—
p(N\) = lm(lJ SG(2)|s=rtic =

N U 1+1—m_\/(m—z—1)2—4z] _
T e—0 4 z
z=MA+1ie
:_lim%\/(m—z—1)2—4z
27 e—0 z

z=MA+1ie

Wyrazenie pod pierwiastkiem przeksztatcimy do postaci
(m—2z—1)%—42=2%-22(m+1) + (m — 1)
Jego miejsca zerowe to
ze =m+1+2ym=(vVm=£1)?

zapiszemy zatem

pp() = LV EZEE=))
27 =0 z

z=A~+ie

tak wiec ostatecznie rozktad wartosci wtasnych w przypadku zespotu Wisharta opi-
sany bedzie wzorem

VO NG A
X ,

1

) = — 4.10

prrp(N) = 5= (4.10)

gdzie m = & oraz Ay = (y/m £ 1)%, przy czym dla A\ ¢< A_,\; > zachodzi

prmp(A) = 0. Rownanie (4.10) to wynik znany jako wzor Marchenko-Pastura [47].

Na Rysunku 4.13 zostal pokazany wykres ilustrujacy rozwazany rozktad wartosci
wtasnych dla kilku przyktadowych wartosci parametru m.

Warto wspomnieé, ze wzoér Marchenko-Pastura pojawia sie czesto w literaturze takze
w nieco odmiennej niz (4.10) postaci, co wynika z postugiwania sie parametrem
r = % zamiast m = % Roéznica jest co prawda banalna, jednak warto pokazac
na czym polega. Rozwazmy prawdopodobienstwo parp(A)dA, ktore zapiszemy w

zmiennych A = r), gdzie r = % Otrzymujemy woéwczas

s OV A

T T

Ar=(Vm+1)

oraz d\ = %d/\. Interesowaé nas bedzie prawdopodobienstwo py, p(A)dA, oczywiscie
musi zachodzi¢ parp(N)dA = p)y; p(A)dA, mozemy zatem zapisac

— Ay M)

r

A
1 \/(7 1 )
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6 8 10 12 14

Rysunek 4.13. Tlustracja wzoru Marchenko-Pastura, rozklad wartosci wlasnych dla zespoltu

Wisharta w zalenosci od warto$ci m = %

Ostatecznie wzor Marchenko-Pastura przyjmie postac

phipln) = =LA NA )

gdzie r = & oraz Ay = (1+ 7)? przy czym dla A ¢< A_,A; > zachodzi
P p(A) =0. Wzory (4.10) oraz (4.11) sg oczywiscie r6wnowazne.

(4.11)

Na koniec rozwazan dotyczacych rozktadu Marchenko-Pastura warto uswiadomi¢ so-
bie, ze gestos¢ prawdopodobienstwa pasp(A) opisana wzorem (4.10) dotyczy sytuacji,
kiedy macierz VTV jest wymiaru N x N i tym samym nie zawiera modow zerowych.
Mozna jednak réwnie dobrze rozwaza¢ macierze VVT, ktore beda mialy wymiar
M x M, a wiec beda to macierze wieksze, przy czym zwiekszenie wymiaru wigzac sie
bedzie z pojawieniem sie modéw zerowych. Dokltadnie rzecz ujmujac w widmie takich
macierzy pojawi sie N wartosci wtasnych niezerowych oraz M — N modéw zerowych.
Ich obecnoséé nie wnosi co prawda zadnych dodatkowych informacji, ktére wptywaty
by w istotny sposéb na ksztalt funkcji gestosci prawdopodobieristwa, jednak nalezy
pamietaé, ze po wycatkowaniu daja one niezerowy wktad do normy. Tak wiec ze
wrgledu na konieczno$é utrzymania prawidtowej normalizacji w obecno$ci modéw
zerowych rozwazana funkcja musi ulec modyfikacji do postaci

_ M-N N

Php(N) = i 6(0) + MPMP()‘)’

ktora po wycatkowaniu daje prawidtowa norme réowna jednosci.

4.4. Funkcja Greena 2-punktowa

Przedstawiony ponizej rachunek, majacy na celu zapis funcji Greena 2-punktowej za
pomoca funkcji Greena 1-punktowej, opiera si¢ na metodzie diagramatycznej. Wynik
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obowiazujacy dla zespotu Gaussa otrzymany przez [48] zostal uogdlniony [49] takze
dla przypadku zespotlu Wisharta. Zapiszmy najpierw ogdlng definicje 2-punktowej

funkcji Green’a
Glzw) = — (r— L
=—(Tr T
SUE N\ T HE w—H/,

ktora mozemy przeksztalci¢ do réwnowaznej postaci

111 1 1
G(Z)’LU) = m;E<TI‘1_ﬂTI‘1_ﬂ> 9
C

z w

przy czym nalezy zwro6cié uwage, ze funkcja Greena 2-punktowa zdefiniowana jest
poprzez $rednia macierzows ,connected”, zgodnie Definicjg 3. Wyrazenie powyzsze
rozwijamy do postaci szeregu geometrycznego

Glev :%ﬂﬁi(g)“ﬂi(g)kh:

n=0 k=0

[e.9] [e.9]
11 /11
:ZZWW<WTTH NTFH> :

n=0 k=0 ¢

mozemy je takze zapisa¢ w réwnowaznej postaci

oo o0

11 /1. 1.

Wyrazenie funkcji Greena w tej formie pozwala na postuzenie sie zapisem za pomoca
diagraméw Feynmana. Zgodnie z ogblnymi regutami wymienionymi w Rozdziale
4.1 grafy bedziemy rysowaé¢ na pierscieniach o dwoch krawedziach. Dalsza czesé ra-
chunku przebiegaé bedzie inaczej w zaleznosci o rozwazanego rozktadu macierzowego,
rozpatrzymy osobno rozktad Gaussa oraz rozktad Wisharta.

4.4.1. Funkcja Greena 2-punktowa, rozktad Gaussa

Rozwazmy najpierw fragment wyrazenia (4.12) pochodzacy od cztonéw dla n = k,
ktére mozna w pewnym sensie nazwaé ’cztonami diagonalnymi’. Odpowiadajace
takim przypadkom grafy Feynmana mozna narysowaé¢ w postaci pierscienia, tak jak
to pokazano na Rysunku 4.14 po lewej stronie.

Otrzymany graf rozdziela si¢ na n roztacznych petli, przy czym liczba propagato-
row oraz liczba utworzonych petli jest w tym przypadku réwna i wynosi n, zatem
(TrH"TrH™), = n. Zapiszemy

1 =/ 1\"1
G(Zaw)|diag = mazaw Z < ) —, (413)
n=0

ZW n

przy czym sktadnik sumy dla n = 0 wynosi % co sprawia, ze znika on po wykonaniu
rézniczkowania. Wyrazenie przyjmuje postaé

1 >~/ 1\"1
Gz, w)|ding = 77300 > (%> .
n=1
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N

Rysunek 4.14. Dwupunktowa funkcja Green’a dla rozktadu Gaussa, po lewej czlon diago-
nalny dla n = k = 6, po prawej pokazano ,,ubieranie” linii

Pomno6zmy nastepnie wszystkie sktadniki szeregu przez jednos¢ w postaci (—1™)(—1")
otrzymujac

A n

1 - 1\"1
Gl w)laag =~ 73000 (1M (— 1) L
n=1

co pozwoli na bezposrednie zastosowanie rozwiniecia Maclaurina logarytmu log(1 +

_1\nt1
) = >, EVT on obowiazujacego dla —1 < z < +1 i zapisanie wyrazenia w

n
postacli

G2, 0) ding = —ﬁazaw In (1 - i) . (4.14)

ALY

Pozostaje zastanowié¢ sie co sie dzieje w przypadkach kiedy n # k. W takiej sy-
tuacji nie jest mozliwe narysowanie graféw z uzyciem tej samej liczby elementéw
jak dla n = k i z tego powodu grafy beda wygladaty inaczej, pojawia sie pewne
modyfikacje. W tych fragmentach graféw, gdzie uprzednio wystepowaty linie % oraz
% pojawia sie réznego rodzaju rozgalezienia, przy czym nalezy oczywiscie pamietac
o uwzglednieniu wszystkich mozliwych kombinacji dla danych n oraz k. W efekcie
konicowym prowadzi to do tego, ze zamiast kazdej z linii pojawia sie 1-punktowe
funkcje Greena G(z) oraz G(w). Proces ten nazywamy ,ubieraniem” linii. Skut-
kuje on w praktyce zastapieniem linii % funkcjami Greena G(z) oraz analogicznie
linie % zastepowane sa funkcjami Greena G(w). Drugim efektem wynikajacym z
n # k bedg modyfikacje dotyczace samego propagatora, ktory w ogolnosci bedzie
nalezato zastapi¢ 2-czastkowo nieredukowalnym jadrem I'(z,w). Przyktadowy graf
Feynmana opisujacy ten przypadek pokazano na Rysunku 4.14 po prawej stronie.
Funkcje Greena zapiszemy

1
G(z,w) = —mﬁzﬁw In[l1—-G(2)G(w)'(z,w)] .
W przypadku rozkltadu Gaussa, kiedy potencjal V(H) jest kwadratowy, a wiec nie

zawiera oddzialywan o stopniu wyzszym niz 2, jadro I'(z,w) mozna zapisa¢ jako
Tobea = %561,(5@01, a zatem ostatecznie wyrazenie na funkcje Green’a przyjmie postac

Gz w) = —%azaw m[l - G(=)Gw)]. (4.15)
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Przeksztalémy jeszcze powyzszy wzor (4.15) do nieco innej postaci. Skorzystamy w
tym celu z réownania Schwingera-Dysona dla zespotu Gaussa (4.3) zapisanego jako
ﬁ =1 — G(x), gdzie = jest rowne z lub w. Rozwazmy nastepnie tozsamosc

1 1 G(w) — G(z)

G(z) Gw)  Gw)G(z) ’

ktora po skorzystaniu z réwnania Schwingera-Dysona mozemy zapisa¢ w postaci

1

crw—ae 1

G(2)G(w) =

Zatem argument logarytmu ze wzoru (4.15) mozemy zapisaé jako
1-G(?)G(w) = =———F=—G(2)G(w),
natomiast caly logarytm wyniesie

In[l — G(2)G(w)] = In[G(2)] + In[G(w)] + In [M] .
W kolejnych kroku wykonamy podwéjne rézniczkowanie powyzszego wzoru, z ktérego
jako niezerowy pozostanie tylko ostatni sktadnik. Mozemy zatem zapisaé funkcje

Greena w postaci
M] ’ (4.16)

Z—w

1
G(z,w) = mﬁzﬁw In {

ktora jak sie niedtugo przekonamy (patrz rachunek pokazany w Rozdziale 4.4.2)
jest postacia uniwersalna. Na koniec wykonajmy jeszcze w sposodb jawny podwoéjne
rozniczkowanie po 0,0, co pozwala zapisa¢ 2-punktows funkcje Greena dla zespotu
Gaussa w postaci

G(z,w)

1 [ GG w) 1
R {[G@) "GP (oo w)Q] | (47

przy czym dla wygody zapisu G'(z) oznacza 0,G(x), gdzie z to z lub w.

4.4.2. Funkcja Greena 2-punktowa, rozklad Wisharta

Poczatkowa cze$¢ rachunku przebiega analogicznie jak w przypadku zespotu Gaussa
- wychodzimy z definicji funkcji Greena 2-punktowej przeksztalcajac ja do postaci
(4.12). W tym momencie dokladamy informacje o zespole Wisharta zapisujac ma-
cierze H jako H = V1V, rozwazane réwnanie przyjmuje zatem postac

G(z,w) = 0,0, i i 1L <NinTr(vTV)”NikTr(VTV)’C> . (4.18)

Rozpatrzmy najpierw jak wygladaja cztony dla n = k, ktére ponownie nazwiemy
umownie 'cztonami diagonalnymi’. Graf Feynmana ilustrujacy ten przypadek poka-
zano na Rysunku 4.15 po lewej stronie.
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Rysunek 4.15. Dwupunktowa funkcja Green’a dla rozktadu Wisharta, po lewej czton diago-
nalny dla n = k = 4, po prawej pokazano ,ubieranie” linii.

%2

e
—!

é?

Graf rozdziela sie na n powtarzajacych sie fragmentéow, przy czym kazdy z nich
tworza 2 werteksy, 1 petla kreskowana oraz 1 petla ciggta. Policzenie takiego grafu
daje < To(VIV)"Tr(VIV)" >.=n W%M W%M = n. Wynik dla cztonow dia-
gonalnych bedzie wiec taki sam jak réwnanie (4.13) dotyczace przypadku zespotu
Gaussa. 7 tego powodu dalsza cze$¢ rachunku dla czlonéw diagonalnych réwniez
przebiega identycznie, otrzymujemy ponownie rownanie (4.14) w postaci

ZW

G(z,w)\diag = —ﬁazaw In <1 — i)

Od tego momentu rachunek przebiega juz nieco inaczej. Pojawienie sie cztonéw po-
zadiagonalnych niesie ze sobg dwa skutki. Po pierwsze linie % oraz i beda modyfiko-
wane na roézne sposoby, co sprawi, ze na ich miejscach pojawia sie pelne 1-punktowe
funkcje Greena dla zespotu Wisharta. Po drugie bedziemy mieé¢ do czynienia z mo-
dyfikacja par wertekséw, w ktorych miejscu pojawia sie 2-czastkowe nieredukowalne
jadra I'(z,w), zapiszemy zatem

Gz, w) = —ﬁazaw In [l — G(=)G(w)T(z,w)]

Istotne jest, ze rozwazane jadro I'(z,w) tym razem przyjmuje inng niz w poprzed-
nim przypadku postaé, co zostalo doktadniej pokazane na Rysunku 4.16. Wykona-
nie rachunku odpowiadajacego przedstawionemu zapisowi graficznemu prowadzi do
rownania I'(z,w) = mF(z)F(w), przy czym zgodnie 7z rownaniem (4.8) funkcje F
wynosza F(z) = #(w)’ gdzie x rowne jest z lub w.

[aoea = j E = m F, Fq

Rysunek 4.16. Dwu-czastkowe nieredukowalne jadro w przypadku zespotu Wisharta.

Funkcje Greena w przypadku zespolu Wisharta mozna zatem zapisa¢ za pomocy
WZzoru

G(2) G(w)

"TTG)1-Gw) ]’ (4.19)

G(z,w) = —%ﬁzﬁw In {1 —
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ktory bedziemy chcieli przeksztalci¢ i zapisa¢ w innej postaci. Podobnie jak w po-
przednim przypadku skorzystamy z réwnania Schwingera-Dysona dla zespolu Wi-
sharta, a wiec przywotamy wzory (4.6), (4.7) oraz (4.8) z ktérych w sposob bezpo-
$redni wynika relacja % =r— ﬁ(m), gdzie w roli zmiennej  wystepuje z lub w.
Nastepnie rozwazmy tozsamosé

Glw) — G() = G(=)G(w) [ﬁ - @] ,

ktora po skorzystaniu z wynikajacej z réwnania Schwingera-Dysona relacji mozemy
zapisa¢ w postaci

1-G(z)—[1
[1-G(w)][1

Glw) — G(2) = Gw)G(2) [z —wtm - G(w)]] .

G(2)]

Dzielac obie strony powyzszej rownosci przez wyrazenie G(w) — G(z) a nastepnie
wyciagajac logarytm otrzymujemy
G(z) _Gw)
1-G(2)1 - G(w)

Z—w

In|{l—m m

} =InG(w) +InG(z) +In

Powyzsze rownanie jest juz bliskie funkcji Greena (4.19), ktorg postanowilismy wyra-
zi¢ w innej postaci. Z doktadnoscia do stalej brakuje jedynie podwdjnego rézniczko-
wania po obydwu zmiennych, w wyniku ktérego po prawej stronie rownosci zostanie
tylko ostatni sktadnik. Ostatecznie zatem 2-punktows funkcje Greena dla zespotu
Wisharta mozemy zapisa¢ w postaci

1 G(w) — G(2)
natomiast po wykonaniu rézniczkowania otrzymujemy wzor

1 [ )G W) 1
G(z,w) = NE [[G(z) - G(w)]2 o w)Q] . (4.21)

Zauwazmy, ze powyzsze wzory (4.20) oraz (4.21) sa identyczne z uzyskanymi po-
przednio wzorami (4.16) oraz (4.17). Oznacza to, ze 2-punktowa funkcja Greena
w przypadku zespotu Gaussa oraz zespotu Wisharta wyrazaja sie przez 1-punktowe
funkcje Greena w taki sam sposdéb. W przypadku zespotu GOE obserwacja jest
zgodna z wynikiem pracy [50], natomiast w golniejszym przypadku jest potwierdze-
niem pewnej glebszej uniwersalnosci zaobserwowanej przez [51].

4.5. Wolne kumulanty

Interesujace jest wyprowadzenie wzoru definiujacego wolne kumulanty postugujace
sie diagramami Feynmana. Do tej pory rozwazaliémy dosy¢ szczegdlne przypadki
bardzo prostych potencjatéw, ale zastandéwmy sie czym w bardziej ogdlnym przy-
padku jest . Interesowaé nas bedzie jaka ogdélng postaé przyjmuje . Przypo-
mnijmy, ze zgodnie z podstawowym zalozeniem szereg Y. to suma wszystkich grafow
1-czastkowo nieredukowalnych. Jak juz wspomniano w ogélnym przypadku poten-
cjal w mierze < ... > moze by¢ inny niz Gaussowski V = H?, co jest najprostszym



rozwazanym przypadkiem. Jegli na przyktad bedzie on zawieral czton H?, wowczas
w diagramach pojawia sie potrojne rozgatezienia. Potencjal moze rowniez zawieraé
rozne inne skladniki, ktore beda w rézny sposob komplikowaty grafy. Pozostaje
jednak faktem, ze funkcje 3 zawsze mozna zdefiniowa¢ jako sume wszystkich grafow
1PI, oraz ze funkcje Greena zawsze mozna bedzie wyrazi¢ za pomoca X w postaci
szeregu geometrycznego w zmiennej Y, ktorego warto$¢ po wysumowaniu wyniesie

1

G(z) = 2—42(27)

(4.22)
W przypadku kiedy bierzemy pod uwage wszelkie mozliwe postaci potencjatu V

najbardziej ogdlna postac¢ X bedzie wygladaé¢ tak jak to przedstawiono na Rysunku
4.17.

©
—@=§E+@+m+ AP .

Rysunek 4.17. Ogodlna postaé¢ funkcji 3

Na marginesie mozna w tym momencie podaé¢ przyktad dotyczacy réwnania Schwin-
gera-Dysona dla przypadku Gaussa, ktore zostato przedstawione graficznie na Ry-
sunku 4.7. Ot6z w jezyku omawianego wtadnie uogédlnionego zapisu funkeji ¥ z uzy-
ciem kumulant powiedzieli bysmy, ze w przypadku Gaussowskim kumulanta ko = 1
natomiast pozostate kumulanty wynosza zero.

Wracajac do tematu, grafy przedstawione na Rysunku 4.17 mozemy zapisaé¢ w postaci
réwnania
Y(2) = k1 + KaG(2) + k3G (2)? + kaG(2) + ...
oo
S(2) =Y mG(2)" ' = R(G(2)), (4.23)
k=1

ktore stanowi w istocie szereg definiujacy kumulanty macierzowe kj poprzez funkcje
R(G) Voiculescu. Po skorzystaniu z rownania (4.22) zapiszemy

z— L = S K Z)k-1 = z
a8 ;; kG (2) R(G(2)), (4.24)

natomiast po wprowadzeniu funkcji Blue B(G) = R(G) + é okazuje sie, ze powyzsze
Rownanie (4.24) mozemy zapisa¢ w rownowaznej postaci B(G(z)) = z.



Rozdzial 5

Funkcja Greena dla momentéw odwrotnych

Celem rachunku przedstawionego w niniejszym rozdziale jest wyrazenie dwupunkto-

wej funkcji Greena GH_l(%, i) za pomoca l-punktowych funkcji Greena GH_l(%).
Macierz H musi by¢ oczywiscie odwracalna. Ponadto zaktadamy, ze istnieja wszyst-
kie momenty macierzowe alH - Najpierw jednak rozpatrzymy funkcje Greena 1-pun-
ktows. Zapiszmy jej definicje dla macierzy H ' postugujac sie zmiennymi %

1 1 1
G (1) = <NTT>

e, . . . . —1 . -1 _ 1
przy czym po przejsciu do diagonalnej bazy macierzy H ™" zachodzi H " = 4,
wowcezas wyrazenie mozemy przeksztalcié do postaci

1 1 Hz 1 _ H-—z+z
_ —_ = —T = —Ti =
G 1(2) <N IAH—:<:> Z<N TH—. >

(v (-=a))

Gy <1> — (1 - 2Gu(2)), (5.1)

z

Otrzymujemy zatem wzor

oraz po prostym przeksztatceniu analogiczny wzér w postaci

Gu(z) = L - %GHA (%) . (5.2)

z
Nastepnie przypomnijmy definicje dwupunktowej funkcji Greena
Gy (z,w) = G (z,w) — Gr(2)Gg(w),

gdzie
1.1 1 1
G = (=T —T .
i (2 w) <N "S- HN rw—H>

Rozwazmy zatem dwupunktowa funkcje Greena zapisang dla odwrotnosci macierzy

kowariancji
11 11 1 1
e (35) =6 Ga) e () en (3),
z w z w z w




39
gdzie sktadnik sumy G -1 (%, 5) oznaczymy jako S natomiast pozostata czes¢ pra-
wej strony réwnosci oznaczymy jako Sa. Obliczmy najpierw Sp, otrzymujemy

1 1 1 ZW —H —H
S1:<FTr%_H1Tr _H1>:<—Tr Tr >:

N2 " z2—H w-H

O

w—H

1 1 1 1
<zw <1_ZNTFZ—H) <1—w—Tr )>,

N w—-H
zatem skladnik S7 wynosi

Si = 2w + 22w Gy (z,w) — 22wGH(2) — 20 Gy (w). (5.3)
Obliczmy nastepnie sktadnik So wynoszacy

1 1
SQ = GHfl <—> GH*I < ) )
z w

po skorzystaniu ze wzoru (5.2) otrzymujemy

So=2(1-2Gg(2)) (w(l —wGg(w)) =

Sy = 2w — 20 Gy (w) — 22wGy (2) + 22w Gy (2)Gh(w). (5.4)
Korzystajac z (5.3) oraz (5.4) mozemy ostatecznie obliczy¢ G¢,_, (1,1

S w) =51 -5
27 w) )
gdzie jak tatwo sie przekonaé¢ wiekszo$¢ wyrazéw ulega skrdceniu, pozostawiajac
krotkie wyrazenie

b1 (i, i}) = 22w? [Gy(z,w) — Gu(2)Gh(w)] = 22w?GS (2, w). (5.5)

Skorzystamy nastepnie z omawianego w dalszej czesci pracy wzoru (A.9) wyraza-

jacego 2-punktows funkcje Greena G9 (z,w) poprzez 1-punktowa funkcje Greena
G (z) 1 tym samym zapiszemy rownanie (5.5) w postaci

d d
- <1 1) 2y | 2882y G ) — (5.6)
2 w (Gu(2) — Gy(w))* (2 —w)?
Jak tatwo sprawdzi¢ zmiana zmiennych rézniczkowania na % likwiduje czynnik z?w?
w pierwszej czesci wyrazenia, gdyz % —m%d%
w postaci :

. Wzoér (5.6) mozemy wiec zapisac

—1 —y
H z w

1
(Gr (2) =G (w)? (L - 1) (5.7)

w
Pozostaje skorzysta¢ ze wzoru (5.2) zgodnie z ktorym Gp(z)
zapisaé¢ prawg strone rownosci w calosci w zmiennych % jako

c é [é _ Z%Ghr1 (%)} d
. (1 1) [[2 - LGy (1)) -

z

. <1 1> _ éGH(Z) %GH(U/)

S

[ = @G ()]

w

REwCRYEy; AT

w

—
il T



Przeksztalémy jeszcze powyzszy wzér zapisujac go w jezyku szeregdéw potegowych,
zgodnie z Definicja 6. Skorzystamy w tym celu z definicji transformat Cauchy’ego
I-punktowej (A.5) oraz 2-punktowej (A.8), ktore sa réownowazne funkcji Greena 1
oraz 2-punktowej. Wspomniane wzory zapiszemy od razu w zmiennych %

1 _
G (—) =axMpy-1(z) , gdzie M- (z) =1+ ZanH 2 (5.9)

X
n>1

11 1.

Gy <—, —> = xyMpy—1(z,y), gdzie My-1(z,y) = Z afj iyl (5.10)
vy =1

Korzystajac z (5.9) rozwazmy powtarzajacy sie we wzorze (5.8) fragment %_ILQGH_l (%),

przy czym wynik dla poprawienia przejrzystosci dalszych rachunkéw oznaczymy no-

wym symbolem

Lo Lay @) — Ll M) =

Xz X
=S ol = My (2). (5.11)
n>1

Nastepnie korzystajac z (5.10), (5.11) oraz zmieniajac zmienne z powrotem na z
rownanie (5.8) mozemy ostatecznie zapisa¢ jako

Myg-1(z,w) = zw diiMH_l(z)d%NMH_l(w)z — ! 5 (5.12)
Mgy () = My (w)] - F7 )
gdzie .
My-1(z) =Y allan=t = ——[1 = Mya(2)].

n>1

Otrzymane relacje (5.12) oraz (5.8) sa oczywiscie rownowazne, niemniej wzor (5.12)
w spos6b bardziej bezposredni wyraza zwigzek pomiedzy momentami macierzowymi
drugiego oraz pierwszego rzedu dla odwrotnosci macierzy kowariancji. Tym samym
z punktu widzenia implementacji algorytmu generujacego kolejne relacje pomiedzy
momentami 2-go oraz 1-go rzedu dla rozwazanych macierzy wzor (5.12) bedzie bar-
dziej praktyczny.



Rozdzial 6

Zwiazki pomiedzy momentami macierzowymi

W Rozdziale 7 bedziemy rozwaza¢ widmo macierzy kowariancji S powstatej w naste-
pujacy sposéb. Danych jest M pomiaréw z,,, z ktérych kazdy jest N-wymiarowym
wektorem opisanych rozktadem Gaussa o zerowej $redniej oraz dodatnio zdefiniowa-
nej macierzy kowariancji %, przy czym M > N. Wektory pomiaréw mozna zapisaé w
postaci macierzy X = [x1,...,z)s], na podstawie ktorej definiujemy doswiadczalna
macierz kowariancji S = ﬁXXT.

Zagadnieniem, na ktérym skupimy nasza uwage w sposob szczegélny, jest mozliwosé
wnioskowania na temat widma macierzy ¥ na podstawie znajomogci doswiadczalnej
macierzy kowariancji S oraz wymiaréw N oraz M. Taki zabieg nazywany jest estyma-
cja widma macierzy kowariancji. Do skonstruowania kolejnych estymatoréw widma
macierzy kowariancji potrzebna bedzie znajomos§é relacji wigzacych momenty ma-
cierzowe l-rzedu macierzy S oraz macierzy X, oraz mozliwo$¢ wyrazenia momentow
macierzowych 2-go rzedu danej macierzy przez jej momenty macierzowe 1-go rzedu.
Ponadto do konstrukeji pewnej grupy estymatoréw (estymatory dualne) niezbedna
okaze sie znajomo$¢ analogicznych do wspomnianych relacji, jednak obowiazujacych
dla odwrotnosci rozpatrywanych macierzy. Wszystkie wspomniane powyzej relacje
istnieja, natomiast sposéb ich uzyskania zostanie pokazany w niniejszym rozdziale.

Przypomnijmy jeszcze, ze symbol ¥ pojawil sie juz w Rozdziale 4 przy okazji dia-
gramatycznego zapisu funkcji Greena jako suma wszystkich graféw 1-czastkowo nie-
redukowalnych, a wiec w zupelnie innej roli niz macierz kowariancji . Tak jak
juz wspomniano, stosowanie w tych dwoch przypadkach tego samego symbolu jest
powszechna praktyka, ktoéra nie prowadzi do zadnych nieporozumien ze wzgledu na
wynikajace zawsze jasno z kontekstu znaczenie pojawiajacego sie 2.

6.1. Zwigzek momentéw granicznych z obserwowanymi

Interesuje nas zalezno$¢ pomiedzy widmem macierzy kowariancji ¥ oraz widmem
macierzy S bedacej pewnym estymatorem macierzy . Rozwazmy zatem te macierze
oraz ich momenty macierzowe pierwszego rzedu zdefiniowane jako

1

CY% = NTI”EIC,
1

Oég = NTI"Sk

Zgodnie z ogdblnie przyjetym zargonem dla wygody momenty a% bedziemy nazywac
y2momentami prawdziwymi” lub ,momentami granicznymi” (z ang. ,true moments”),
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natomiast momenty af bedziemy nazywaé ,momentami obserwowanymi” lub ,mo-
mentami doswiadczalnymi” (z ang. ,sample moments”). Interesujaca nas zaleznoscé
miedzy widmem macierzy Y oraz macierzy S wyraza sie wlagnie poprzez relacje
miedzy momentami obserwowanymi a prawdziwymi, ktora zostata wyprowadzona w
pracy [52] (patrz takze [53, 54]) i przyjmuje postac

a ay af\"

k k I
E zk_g k <1—|—’I“E zl> . (6.1)
k=1 k=1 =1

Warto podkresli¢ obecnos¢ i znaczenie parametru r = 7, gdzie n oraz k to wymiary
macierzy obserwacji X. Jedli obserwacje sa dlugie, wéwczas mamy do czynienia
z macierzami o duzym wydhuzeniu, czyli parametr r jest maty. W takiej sytuacji
poprawka zawierajaca r po prawej stronie réwnosci ma niewielkie znaczenie, mo-
menty obserwowane sa bliskie prawdziwym. Zupelnie inaczej jest kiedy obserwacje
trwaja krotko i parametr r przyjmuje wieksza wartoéé, w praktyce moze on nieraz
by¢ nawet bliski jednosci. Woéwczas poprawka zawierajaca r zaczyna mieé istotny
wktad w warto$¢ wyrazenia.

Po ustaleniu rzedu Ky ax momentéw jakie nas interesujg oraz rozwigzaniu powyzszego
rOwnania jesteSmy w stanie uzyska¢ dwa komplety wzoréw, wyrazajace momenty ob-
serwowane w funkcji momentéw prawdziwych oraz w relacje strone przeciwna. Dla
wygody oznaczmy lewa strone réwnania jako f (%) a nastepnie wykonajmy podsta-
wienie é = z, wowczas mozemy przepisa¢ rownanie (6.1) do wygodniejszej postaci

Kmax Kmax Knla,x k
f(z) = Z aFoy = Z *ar <1 +r Z xlals> . (6.2)
k=1 k=1 =1

Jak wida¢ momenty obserwowane af sa kolejnymi wyrazami rozwiniecia Taylora
funkcji f(x) w zmiennej x. Wida¢ takze, ze momenty af uzyskane bezposrednio
7z wyrazoéw rozwiniecia Taylora beda sie wyrazaly nie tylko przez kolejne momenty
a% ale takze przez momenty af nizszych rzedéw. Dlatego tez aby uzyskaé¢ kom-
plet wzoréw dla momentéw do rzedu K4, nalezy rozwiazaé¢ najpierw réwnanie dla
wszystkich nizszych rzedow K < Kj,4,, Tugujac systematycznie af pojawiajace sie
we kolejnych wzorach wzorach na af(, gdzie k < K. Ostatecznie uzyskujemy zestaw

WZOrOW wyrazajacy ag przez alE, gdziel =1,...,k
S _ b))
oy = 0
S X 242
a; = ay +r(ay)
o = of +3ratad +r?(a})?

oraz zestaw wzoréw dla relacji w strone przeciwna, wyrazajacych a% przez alS , gdzie
l=1,...,k

oy = 0415
oy = a5 —r(af)’

of = of —3rajas + 2% (af)?
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Interesowaé¢ nas bedzie takze zwiazek pomiedzy widmem odwrotnodci macierzy ko-
wariancji % oraz widmem odwrotnosci macierzy S. Odpowiednia relacja pomiedzy
momentami a%k oraz o ,, Towniez zostata wyprowadzona w pracy [52] i przyjmuje

postac
k

o0 o0 o
Zangk:Zoﬁka 1—7"—7“204321 . (6.3)
k=1 k=1 =1

Spos6b postepowania jest podobny jak w poprzednim przypadku. Interesuje nas
rozwiniecie Taylora prawej strony réwnosci w zmiennej z. Analogicznie jak w po-
przednim przypadku uzyskane w ten sposéb wzory na momenty o> x beda zawieraty
momenty nizszych rzedow o> > gdzie k < K, ktore nalezy wyrugowa¢ wykonujac ko-
lejne podstawienia. Ostatecznie uzyskujemy komplet wzoréw wyrazajacy o> i Przez
afl, gdziel =1,...,k

o = (1- 7“)0451
o, = (1-r)%a%, —r(1—7r)(a)?
oy = a%;—3ra® 0% +2rt (a¥))?

1
ail == Oé§1
1—r
1 r
¥ \2
a_g = g (aZy
(1—r)2 A=y @)
2
S 1 3r s % 2r 5
aZg = o aZjaZy + a”y
’ (1—r)p3 7% (1—r) (1—r)?
Czas generowania wzoréw 1—point Czas generowania wzoréw 1—point INV
czas [s] czas [s]
1000 10000 -
100 1000
100
10
10
L 1
0.1 . 01
rzad obliczei 1zad obliczen
0.01 0.01
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 3 4 5 6 7 8 9 10

Rysunek 6.1. Czas obliczania kompletu wzoréw na momenty macierzowe graniczne pierw-

szego rzedu. Po lewej stronie przypadek dla macierzy kowariancji, po prawej dla jej odwrot-

noéci. Podstawowa specyfikacja komputera: procesor Intel Core 2 Duo 6400 (2x 2.0GHz),
pamie¢ RAM 4GB, system Windows 7, program Mathematica 7.

Rysunek 6.1 pokazuje czas obliczenn potrzebny na uzyskanie kompletu wzoréw w
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zaleznosci od rzedu obliczen. Po lewej stronie pokazano czas obliczania wzoréw na
podstawie relacji danej wzorem (6.2), natomiast po prawej stronie pokazano czas
obliczeri wzoréw na podstawie relacji danej wzorem (6.3). Dla pionowej osi obra-
zujacej czas zastosowano skale logarytmiczna. Dzieki zastosowaniu takiego sposobu
obrazowania mozemy miedzy innymi stwierdzié, ze zapotrzebowanie na czas obliczeri
wraz ze wzrostem rzedu obliczen rosnie z dobrym przyblizeniem eksponencjalnie w
przypadku wykresu po lewej stronie, oraz wyraznie szybciej niz eksponencjalnie w
przypadku wykresu po prawej stronie.

6.2. Zwigzek macierzy dyspersji z momentami 1-rzedu

W dalszej czesci pracy podczas konstrukcji estymatoréw statystycznego oraz staty-
stycznego dualnego (patrz Rozdzial 7) pojawia sie we wzorach macierze dyspersji
odpowiednio dla zespolu macierzy S oraz zespotu macierzy S—!, zapisane w wyraze-
niach typu logdet (). Macierz dyspersji Q z definicji wyrazona jest przez momenty
macierzowe drugiego rzedu «; ;, ktérych niestety nie potrafimy w sposob bezpo-
$redni obliczy¢. W obydwu wspomnianych przypadkach istnieja natomiast sciste
relacje wiazace momenty macierzowe drugiego rzedu z momentami macierzowymi
pierwszego rzedu, dzieki czemu zagadnienie jest mozliwe do rozwigzania.

Macierz dyspersji dla macierzy S

Rozwazmy najpierw zesp6t macierzowy S wraz z jego szeregami potegowymi pierw-
szego oraz drugiego rzedu Mg(y), Mgs(z,y). Interesuje nas posta¢ macierzy dyspersji
dla rozwazanego zespolu, zadanej z definicji poprzez momenty macierzowe drugiego
rzedu af: ;- Jak sig okazuje [55], [49], [40] pomigdzy szeregami pierwszego oraz dru-
giego rzedu istnieje relacja, ktéra pozwala wyrazi¢é momenty macierzowe drugiego
rzedu af ;j za pomocyg momentéw macierzowych pierwszego rzedu aiS . Warto zauwa-
zy¢, ze prace [49] oraz [40| pojawily sie praktycznie roéwnoczesnie.

Interesujaca nas relacja wyrazona w jezyku 2-punktowych funkcji Greena [49] przyj-
muje zwarta i elegancka postac

Gly) = 53 100, In (1 - G)GW))], (6.4)

natomiast w [40] pojawia sie obszerniejszy wzor, za to od razu zapisany za pomoca
szeregOéw macierzowych w postaci

2 . (% (xMs(x)) - 4 (yMs(y)) 1 >

Ms(z,y) = 5 oMs(2) —yMs(y) (@ —y)’

(6.5)

gdzie B wynosi 1 lub 2 w zaleznoéci czy rozwazane macierze S sg rzeczywiste czy
zespolone. Jak juz wspomniano mozna pokazac, ze wzory (6.5) oraz (6.4) sa tozsame,
co zostalo wykazane w Dodatku A.3.

Bezposrednio z definicji 6 szeregéw potegowych wynika, ze prawa strona réwnania
(6.5) wyrazona jest przez momenty macierzowe pierwszego rzedu, natomiast lewa
strone rownosci stanowia momenty macierzowe drugiego rzedu, a wiec rzeczywiscie
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istnieje pomiedzy nimi §cista relacja.

Rownanie (6.5) przyjmuje wygodniejsza do przeprowadzenia obliczeri numerycznych
posta¢ po wprowadzeniu pomocniczej funkcji Hg(z) = x Mg(z) oraz Hg(y) =
y Mg(y), mozemy wowczas zapisaé

Ms(x,y) = > afja'y’ = (6.6)

[ P H(x) £ H(y) 1
zy
s

(H(x) - H(y))? (@-y)?]’

gdrie Hs(z) = (1+ 5,5, 0529,

Wyliczenie af ; bedzie zatem polegato na obliczeniu kolejnych wyrazéw i, j rozwi-
niecia Taylora drugiego rzedu prawej strony rownania (6.6). W celu numerycznego
wyliczenia kompletu wzoréw do ustalonego rzedu Kpax nalezy najpierw w (6.6) ury-
wal nieskorniczone szeregi przy ¢,) < Kpax a nastepnie dla kazdej pary ¢,j obliczyé
rozwiniecie Taylora prawej strony (6.6). Warto zauwazy¢, ze rozwazane réwnanie
(6.6) jest symetryczne ze wzgledu na zamiane indeksow i, j, zatem af = ai i~ Wy-
starczy zatem obliczy¢ ai ; tylko dla i < j. Obliczenia zostaly wykonane przy uzyciu
programu Mathematica 6. Ze wzgledu na szybko rosnaca wraz z rzedem obliczent
ztozonos$é wyniku ponizej zostaly wypisane tylko elementy macierzy dyspersji o wy-
miarze 2x2. Wzory dla macierzy 5x5 zamieszczone zostaty w Tabeli C.6 znajdujacej
sie w Dodatku C. Dla poprawienia przejrzystosci pominieto indeks S wskazujacy na
zesp6t macierzowy.

Oé171 = —Oé% + a9
2(af — 20100 + 3)
—6af + 1603 — 603 — 8ajas + 4ay

a1.2
22

Czas generowania wzoréw 2—point
czas [s]

1000
100
10

1

0.1
rzad obliczefi

2 3 4 5

0.01

Rysunek 6.2. Czas obliczania kompletu wzoréw na momenty macierzowe drugiego rzedu.
Podstawowa specyfikacja komputera: procesor Intel Core 2 Duo 6400 (2x 2.0GHz), pamie¢
RAM 4GB, system Windows 7, program Mathematica 7.

Rysunek 6.2 pokazuje czas obliczern potrzebny na uzyskanie kompletu wzoréw na
momenty drugiego rzedu w funkcji momentéow pierwszego rzedu w zaleznosci od
rzedu obliczeri. Dla pionowej osi obrazujacej czas zastosowano skale logarytmiczna.
Obserwujemy wyraznie szybszy niz eksponencjalny wzrost zapotrzebowania na moc
obliczeniowa, wraz z rzedem przeprowadzanych obliczen.
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Macierz dyspersji dla macierzy S—!

W tym przypadku rozwazamy zespot macierzy S~ wraz z jego szeregami potego-
wymi pierwszego oraz drugiego rzedu Mg-1(y), Mg-1(x,y). Interesuje nas postac
macierzy dyspersji dla zespotu S™!, ktorej elementy zadane sa poprzez momenty
macierzowe drugiego rzedu afj_l. Punktem wyjdcia dla skonstruowania algorytmu
generujacego relacje wyrazajace momenty macierzowe drugiego rzedu macierzy od-
wrotnych afj_ w funkcji momentéw macierzowych pierwszego rzedu af_l bedzie

wzor (5.12). Przypomnijmy, ze przyjmuje on postac

d 1 d 1
deMs-1(z) g; Ms-1(y) 1
d S d S
Mg-1(z,y) = zy | — L | (6.7)
|51 (w) = M5 ()] v
gdzie
Mg-1(z,y) = Z afj 'y,
ij>1
oraz 1
Mgr(2) = Yoy 2"t = =~ [1 = Mg-1(2)].

n>1

Analogicznie jak w poprzednim przypadku rozwigzanie zagadnienia polega na obli-
czeniu kolejnych wyrazéw i, j rozwiniecia Taylora prawej strony réownania (6.7). W
celu uzyskania wzor6w do pewnego ustalonego rzedu K¢ nalezy najpierw obciaé
wszystkie pojawiajace sie w réwnaniu szeregi do wyrazéw 4,j < Kpax. Ponadto,
tak samo jak w poprzednim przypadku, zauwazamy, ze (6.7) jest symetryczne ze
wzgledu na zamiane indeksow wystepujacych w definicji momentéow macierzowych,
s S°' co w praktyce oznacza, ze wystarczy ograniczy¢ sie do ob-

a zatem « =«

(] VI
liczenia momentéw af:j_l dla ¢ < j. Rachunek zostal wykonany numerycznie przy
uzyciu programu Mathematica 6. Ze wzgledu na szybko rosnaca wraz z rzedem
obliczeri objetosé uzyskanych wzoréw ponizej zamieszczono tylko elementy macierzy

dyspersji o wymiarze 2x2.

11 = (—a3+ agdy)/ad
ar1o = (2(&3 — 2a2a3ay + a3a5))/a3
Qoo = (2(—3a3 + 8andidy — 4a3a3ds + a3(—3a3 + 2a2ds))) /a5

Symbol " oznacza, ze oznaczone nim momenty macierzowe odnosza, sie do odwortnosci
macierzy kowariancji ¥~'. Wzory dla macierzy 5x5 zamieszczone zostaly w Tabeli
C.7 znajdujacej sie¢ w Dodatku C. Ponownie, dla utrzymania przejrzystosci zapisu,
indeks S zostal pominiety.

Numeryczne sprawdzenie wzoréow

Istnieje prosta metoda pozwalajaca na sprawdzenie poprawnosci uzyskanych wzoréw

na momenty 2-go rzedu. Mamy bowiem dwie metody ich wyznaczenia, bezposrednio

z definicji oraz za pomoca wyprowadzonych wzoréw. Symulacja stuzaca takiemu

wlagnie sprawdzeniu zostata wykonana dla macierzy obserwacji X o wymiarach
N

N €<2,30 > oraz r = 4; €< 0.05,0.75 >. Dla kazdego z wymiaréw proba liczyta

100 macierzy, przy czym byly one losowane z rozktadu zawierajacego jedna wartosé
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wlasna réwng 1. Dla kazdego z wylosowanych w ten sposéb zespotéw obliczone zo-
staly kolejne momenty macierzowe 1-rzedu do rzedu 6 wtacznie, na ktoérych podstawie
za pomoca wyprowadzonych relacji obliczono momenty macierzowe 2-rzedu do rzedu
(3,3) wlacznie. Nastepnie bezposrednio z Definicji 5 obliczono momenty macierzowe

Zgodnos¢ wzoréw na momenty 2-rzedu

Rysunek 6.3. Srednie kwadratowe odchylenie wartosci momentéw 2-rzedu wyliczonych ze

wzorow 7z wartoscia otrzymana bezposrednio z definicji. Obliczenia wykonane na podstawie

statystyki liczacej 100 powtorzen (matla statystyka moze ttumaczy¢ widoczne na wykresach
dosy¢ mocne fluktuacje).

2-rzedu, réwniez do rzedu (3,3) wlacznie. Za miare odstepstwa wartosci momentow

a}?ﬁlﬁn' wyliczonych z deficinji od momentdw al\ivrff’r wyliczonych za pomoca wzoru
przyjeto
1 13,3
_ Defin. Wzor )2
n =gy 2o D (arn™ — e,
=1 m=l

Parametr 7 obliczony zostal dla kolejnych wymiarow (N,7). W ten sposob spraw-
dzona zostata poprawnosé¢ dziatania wzoréw w dosy¢ szerokim zakresie wymiardw
macierzy obserwacji X. Rezultat przeprowadzonych symulacji pokazany zostal na
Rysunku 6.3. Jak widzimy dla najmniejszych z badanych wymiaréw macierzy X
parametr n utrzymuje sie dosy¢ niskim poziomie ponizej 0.2 dla przypadku macierzy
SCM oraz ponizej 0.3 dla przypadku macierzy SCM !, przy czym dla wiekszych
wymiaréw macierzy wartosci te szybko spadaja i nie przekraczaja wartosci rzedu
kilku procent. Oznacza to, ze odstepstwa wartosci momentéw 2-go rzedu wyliczone
za pomoca wzoréw sg bliskie wartosciom obliczonym bezposrednio z definicji. Tym
samym przeprowadzony eksperyment mozna uznaé¢ za dostatecznie potwierdzenie
prawidtowego dzialania relacji taczacych momenty macierzowe 2-rzedu z momentami
1-rzedu.

Na koniec wyjadnijmy, ze statystyka liczaca w naszym przypadku tylko 100 powto-
rzen jest tak naprawde z punktu widzenia specyfiki obliczert pojawiajacych sie w
przeprowadzonej symulacji zdecydowanie mata, co skutkuje pojawieniem sie niepo-
zadanych fluktuacji, ktére mozemy obserwowaé¢ na przedstawionych wykresach. Po-
nadto obliczenia co prawda wykonano dla macierzy X o réznych wymiarach, jednak
wszystkie one byly stosunkowo mate. Ze wzgledu na bardzo duze zapotrzebowa-



nie na moc obliczeniowa przeprowadzonej symulacji wprowadzenie takich ograniczeri
byto koniecznodciag. Na przyktad obliczenia dla jednego tylko punktu na wykresie
odpowiadajacego wymiarowi dim X = 30 x 600 trwaly okoto 15 godzin dla kompu-
tera z procesorem 2x 2GHz, pamie¢ RAM 4GB, przy czym obliczenia wykonano w
programie Mathematica 7.



Rozdzial 7

Rekonstrukcja widma - konstrukcja estymatorow

Typowym zagadnieniem dotyczacym analizy zespoléw macierzowych jest badanie ich
macierzy kowariancji, w szczegélnosci zas nalezy podkreslié duze znaczenie zespotéw
Wisharta [56]. Obliczenie wartosci whasnych doswiadczalnej macierzy kowariancji
tylko w przypadku gdy wymiary macierzy obserwacji sa bardzo duze (N — oo) pro-
wadzi do wlasciwych wynikéw, natomiast w przypadku N skoniczonego otrzymane
widmo jest przesuniete w stosunku do widma macierzy kowariancji rozwazanego
zespotu. Powszechnie postugujemy sie wygodnymi terminami: widmo ,prawdzi-
wej” macierzy kowariancji, widmo ,do$wiadczalnej” macierzy kowariancji, estymator
widma (rozumiany jako metoda estymacji widma prawdziwej macierzy kowariancji
na podstawie obserwacji widma doswiadczalnej macierzy kowariancji). W praktycz-
nych zastosowaniach macierz obserwacji zwykle jest utworzona z szeregéw czasowych
otrzymanych poprzez rejestracje wartosci poszczegdélnych zmiennych w kolejnych
chwilach czasu. Wykonanie pomiaru o nieskoriczonej dtugosci jest z oczywistych
wzgledoéw niemozliwe. Co gorsza czesto bywa tak, ze dtugosé otrzymanej macierzy
obserwacji jest poréwnywalna z liczba zmiennych. Zaczeto wiec poszukiwaé sku-
tecznych estymatoréw widma. Obserwowane przesuniecia pomiedzy wspomnianymi
widmami sugerowaly intuicyjnie, ze najprawdopodobniej polozenie obserwowanych
wartosci wlasnych nalezy skorygowa¢. W ten sposéb powstaly pierwsze estyma-
tory widma [57, 58, 59]. Dziatanie innych estymatoréw polegato na analizie pewnej
kwadratowej ,funkcji straty” [60, 61]. Nastepnie, juz nieco bardziej wspotczesnie, po-
jawit sie pomyst opierajacy sie na estymacji widma na podstawie wykonania dtuzszej
obserwacji [62], czy tez metoda estymacji oparta o analize wielomianéw charaktery-
stycznych [63].

W roku 2007 pojawit sie dosy¢ atrakcyjny pomyst [39] konstrukcji estymatora w opar-
ciu o statystyczne wlasnosci zespotu, ktory wkrotce zyskal spora popularnosé [40].
Mniej wiecej w tym samym czasie (rok 2006) pojawit sie pomyst tzw. G-estymatora”
[42, 43], bedacego aktualnie jednym z najnowszych stosowanych rozwigzan.

Przedmiotem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie konstrukeji kilku estymato-
réw widma, ktore po zaimplementowaniu zostaly sprawdzone numerycznie (wyniki i
doktadny opis przeprowadzonych symulacji znajduja sie w Rozdziale 8). Pierwszym z
nich jest nowy estymator nazwany roboczo ,estymatorem analitycznym”, ktérego idea
oparta jest o rozwiniecie 1-punktowej funkcji Greena oraz o rozwigzanie tak otrzyma-
nego rownania z uzyciem transformacji Padé. Metoda ta odkryta zostata przez [64],
przy czym nie byta dotad publikowana. Jeden z fragmentow konstrukeji omawianego
estymatora analitycznego korzysta bezposrednio z wynikéw opublikowanych w [52].
Kolejny estymator, ktéry w obrebie pracy nazywamy ,estymatorem statystycznym?”,
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zaproponowano w pracach [39, 40]. Jego konstrukcja zostata odtworzona zgodnie ze
wskazowkami autoréw. Nastepnie do obydwu wspomnianych estymatoréw zostana,
przedstawione nowe konstrukcje nazwane jestymatorami dualnymi”, opierajace sie
na analizie moment6w macierzonych dla odwrotnosci macierzy kowariancji.

7.1. Estymacja widma - zalozenia ogoblne

Rozwazmy M niezaleznych pomiaréw z,,, z ktérych kazdy opisany jest N -wymia-
rowym rozkltadem Gaussa o zerowej sredniej oraz dodatnio zdefiniowanej macierzy
kowariancji ¥. Kazdy z pomiaréw traktowaé¢ bedziemy jako N -wymiarowy wektor
pomiaru. Zaktadamy, ze M > N, co oznacza ze liczba pomiaréw jest wieksza niz
liczba sktadowych poszczegblnych obserwacji. Zapiszmy teraz wszystkie M wektorow
w postaci macierzy X = [z1,...,2], ktorej wymiar bedzie rowny M x N. Zdefi-
niujemy do$wiadczalnag macierz kowariancji (z ang. ,Sample Covariance Matrix”)
jako

1
S=—XXT
M )

o wymiarze N x N. Mozna réwniez postugiwaé sie analogicznym do S obiektem
modyfikujac powyzsza definicje do postaci S = %X "X, co da w efekcie macierz o
wymiarze M x M, a wiec wiekszym niz w poprzednim przypadku. Zabieg taki nie
wriesie jednak do rozwazar zadnej dodatkowej informacji, macierze S oraz S r6znia
sie bowiem miedzy soba jedynie liczba modéw zerowych. Fakt ten staje sie jasny
kiedy rozwazymy réwnanie wtasne dla macierzy S w postaci

S‘Pn = XXT(Pn = )\n@na

gdzie ¢, to wektor wlasny do wartosci wtasnej A\,. Pomnézmy powyzsze réwnanie
od lewej strony przez X', otrzymujemy

XXX, = MXTp,,

ktore w bazie przetransformowanych wektorow wtasnych Xte, = ¢, mozemy zapisa¢
w postaci

XTXGn =856, = M@n.

Tak wiec réwnania wlasne dla macierzy S oraz dla macierzy S zawieraja w sobie do-
ktadnie te same wartosci wlasne A,,. Mozna zatem powiedzieé¢, ze z punktu widzenia
ilogci zawartej informacji nie ma zadnego znaczenia ktora macierza sie postugujemy.
W takiej sytuacji wybieramy macierz S, jako wygodniejsza ze wzgledu na brak nic
nie wnoszacych modéw zerowych i posiadajaca tym samym mniejszy wymiar.

Gléwnym celem dalszej czedci pracy bedzie proba odtworzenia widma ,prawdziwej”
macierzy kowariancji ¥ na podstawie doswiadczalnej macierzy kowariancji S, pocho-
dzacej od macierzy obserwacji X o skonczonych wymiarach. Bedziemy zatem po-
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szukiwaé macierzy A bedacej diagonalna postacia macierzy kowariancji ¥ = UAUT,
ktora zapiszemy w postaci

)\l]lnl
Aol

AlLas L

M Imax

Zakladamy, ze w widmie macierzy kowariancji X znajduje si¢ Iyax réznych wartosci
wlasnych, przy czym kazda z nich pojawia sie n; razy, a zatem ZZ-I:T‘ n; = N. Kazdej
z wartosci wlasnych \; mozna przyporzadkowaé prawdopodobieristwo jej wystapienia
w widmie macierzy A, ktore wynosi t; = n;/N. Ponadto zakladamy, ze wartosci wta-
sne \; ulozone sa w kolejnosci rosnacej. Postugujac sie ta notacja mozna zdefiniowaé
wektor parametréow widma

O = (A, ooy Apsr b1y e oy T —1)

opisujacy w sposob jednoznaczny widmo macierzy A. Problem rekonstrukcji widma
granicznego na podstawie macierzy obserwacji o skonczonych wymiarach mozna za-
tem sformutowaé¢ w postaci rownowaznej jako poszukiwanie oszacowania dla wektora
O, dzieki czemu zadanie przybiera bardziej zwartg postaé. Algorytm wyznaczenia
przyblizenia widma granicznego w postaci wektora © nazywac¢ bedziemy w skrocie
estymatorem wektora ©, natomiast wynik jego zastosowania nazywany bedzie w
skrocie estymacja widma badz tez estymacja wektora ©. Warto w tym momencie
podkresli¢, ze nie istnieje jedyna wtasciwa metoda konstrukcji estymatora ©. W
kolejnych fragmentach pracy przedstawiona zostanie konstrukcja kilku mozliwych
realizacji estymatora widma, ktére nastepnie zostana przetestowane i poréwnane ze
soba.

Nalezy pamietaé, ze warunki w jakich opisywane estymatory wektora © maja do-
celowo pracowaé podyktowane sg natura réznego rodzaju zastosowan praktycznych,
wraz ze wszystkimi ograniczeniami dotyczacymi zbierania informacji jakie z niej wy-
nikaja. W szczegdlnosci w dalszej czeSci pracy wezmiemy pod uwage przypadek,
gdy jestedmy ograniczeni do zarejestrowania tylko pojedynczej macierzy obserwacji
X. Sytuacja taka jakkolwiek niekorzystna czesto ma miejsce, cho¢by na przyktad w
przypadku rynkoéw finansowych, gdzie powtorzenie eksperymentu oznaczalo by cof-
niecie czasu. Zakladamy zatem, ze dysponujemy pojedyncza macierzg S. Estymacje
wektora © w takich warunkach nazywa¢ bedziemy wnioskowaniem na podstawie
pojedynczej obserwacji.

7.2. Estymator analityczny

7 racji swojej prostoty oraz pewnego rodzaju matematycznej elegancji jako pierwszy
estymator wektora © zostanie przedstawiony estymator analityczny. Jego konstruk-
cja bazuje na triku w postaci zastosowania estymaty Padé do obcietego rozwiniecia
1-punktowej funkcji Greena, co w efekcie pozwala zapisaé¢ przyblizenie funkcji Greena
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w postaci funkcji wymiernej. Od tego momentu pozostaje juz tylko krok do osta-
tecznego rozwiazania problemu. Prze$ledzmy zatem gléwne etapy wyprowadzenia
wspomnianego estymatora.

Zapiszmy definicje 1-punktowej funkcji Greena

G(z) = <%Tr1z i H>

ktorg zapiszemy w postaci

Nastepnie rozwazmy jej rozwiniecie w szereg wokét z = oo

11 1 1.\?
1 1/1 1 /1. .,

Rozwazmy powyzszy wzér w przypadku granicznym, kiedy wymiary macierzy H
daza do nieskoriczonosci. Woéwcezas zgodnie z definicja 5 momentéw macierzowych
1-rzedu o mozemy zapisac

1 1 = /1\*
ZGO(Z):1+;a{{+?a£{+...:1+Z(;)
k=1

Macierza H w naszym przypadku jest macierz kowariancji 3, zapiszemy zatem

2Go(z) =1+ a1+ a2+ +Z< ) oy, (7.1)

a wiec funkcja Greena okreslona jest przez szereg zawierajacy wszystkie momenty
macierzowe 1-go rzedu a%. Funkcje Greena mozemy wyrazi¢ takze nieco inaczej.
Przejdzmy w tym celu do diagonalnej postaci macierzy X, woéwczas momenty macie-

b . . , . .
rzowe qj’ mozemy zapisa¢ w wygodnej postaci

o = (S - (e (o)) = (Bmetaor) - £ 37 092

Dla utrzymania przejrzystosci rachunku przyjeto, ze indeks ¢ numerowaé¢ bedzie ko-
lejne wartosci wtasne wraz z ich prawdopodobienistwami, natomiast indeks k zare-
zerwowany bedzie do numerowania kolejnych momentéw macierzowych. Mozemy
przepisaé (7.1) do postaci

Imax

2Go(z —1+Z< > = > (PP (7.2)

7



7.2 Estymator analityczny 53

Z réwnati (7.1) oraz (7.2) wynika relacja wiazaca momenty o} z parametrami widma
)\Z-Z oraz piZ

Imax

2Go(z —1+Z<> ak:1—|—2(> = > (A)kp? (7.3)
7

Warto podkresli¢, ze kolejne momenty pojawiajace sie w powyzszym réwnaniu ozna-
czone sy symbolem Y co oznacza, ze sa to tzw. ,momenty prawdziwe” (lub tez
,momenty graniczne”) zwigzane z macierza kowariancji . Wowczas kolejne )\iz oraz
pl-E po prawej stronie rownosci to interesujace nas sktadowe wektora ©. Niestety wzor
(7.3) nie jest dla nas w sposob bezposredni uzyteczny, na co sktada sie kilka przyczyn.
Powaznym problemem jest zatozenie o nieskoriczonym rozmiarze macierzy H, gdyz
przeprowadzajac obserwacje w skoriczonym czasie dysponujemy jedynie macierzami
o skoniczonych wymiarach. Ponadto zgodnie z definicja funkcji Greena powinni-
$my przeprowadzi¢ usrednianie po calym nieskoniczonym zespole macierzowym, co
w przypadku préoby wykonania oszacowania na podstawie kilku pomiaréw lub nawet
pojedynczego pomiaru jest absolutnie nieosiaggalne. Niestety z takimi wtasnie danymi
mamy w praktyce do czynienia. Z tych powodéw tak naprawde nie ma mozliwosci
bezposredniego obliczenia momentdw alz, a wrecz mozna powiedzieé¢, ze nawet ich
oszacowanie jest sprawg trudng. Kolejnym istotnym problemem jest nieskoniczona
liczba momentéw wchodzacych w sktad szeregu. Tak wiec dalsze wyprowadzenie
bedzie polegato na wprowadzeniu kolejnych przyblizen i oszacowan.

Rozwazmy najpierw wzor (7.3) w postaci przyblizonej, urywajac szereg na Kyax
sktadnikach. Nalezy zauwazy¢, ze urywamc szereg zmieniamy warto$é¢ obydwu stron
réwnosci, a wiec zamiast )\E oraz pz pojawig sie tam \; oraz p;, bedace przyblizeniami
oryginalnych parametrow w1dma. Zapiszmy zatem

K K I
max max 1 max _
2Go(z —1+Z(>ak:1+2(> = > ()kp; (7.4)
=1
Jak juz wspomniano, obliczenie lewej strony réwnania stanowi pewien problem. W
tym momencie z pomocg przychodza nam relacje wyprowadzone w pracy [52] wyraza-
jace momenty macierzowe a% (tzw. ,momenty graniczne”) za pomoca momentoéw ma-
cierzowych af (tzw. ,momenty eksperymentalne”, czyli momenty eksperymentalnej
macierzy kowariancji S) przy zadanym wspoétczynniku prostokatnosci r = % (ang.
rectangularity) i skor’lczonych wymiarach N oraz M. Zalézmy zatem, ze znane nam
s relacje a% = <{als}l 1 ) Nie mamy jednak mozliwosci prawidtowego oblicze-

nia alS , do czego potrzebne by bylo wykonanie $redniej po calym zespole macierzo-
wym. W praktyce mamy do czynienia z pewna skrajnoécia, mianowicie w przypadku
oszacowania bazujacego na pojedynczym pomiarze dysponujemy tylko jedna macie-
rz3 obserwacji. W tej sytuacji zmuszeni jestesmy przyjac przybliZenie momentow
eksperymentalnych pierwszego rzedu w postaci < %TrSk >= ak = &k =+ TrSk
Warto mie¢ $swiadomosé, ze jest to przyblizenie mogace w niektorych przypadkach
mocno mija¢ sie z prawda, gdyz odzwierciedla wszystkie fluktuacje zespotu macierzo-
wego. W tej sytuacji relacje wigzace momenty eksperymentalne i graniczne réwniez
dadza przyblizony i fluktuujacy wynik

~ ~ =k
of =af = 1 ({af} ).
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Wstawiajac tak otrzymane d% do lewej strony wzoru (7.4) bedzie on od tej pory
zalezny od reprezentanta zespotu macierzowego, ktérego akurat bardziej lub mniej
szczesliwie wybierzemy do eksperymentu. Inaczej moéwiac wszystkie sktadniki sze-
regu beda podatne na fluktuacje. Nie mamy juz zatem \; oraz pj, zamiast nich
pojawia sie ich fluktuujace przyblizenia, ktére oznaczymy jako @; oraz pi. Ostatecz-
nie wzor wynikajacy z zastosowania kolejnych przyblizen dla funkcji Greena przyjmie

ostac
p 2Go(» —1+K§X() k_1+Kmex(> 1Imf(X) (7.5)

=1
Pozostaje kwestia jego rozwiazania, co nie jest trywialne, gdyz jak wida¢ jest to
w istocie uktad K4, réwnan nieliniowych w zmiennych % zawierajacy parametry
\; oraz p;. Prawdopodobieristwa p; muszg sie sumowaé do jednosci, zatem uktad
rownan posiada 2l — 1 stopni swobody. Parametry \i oraz p; nazywaé bedziemy
estymatorami poszczegdlnych parametréw widma macierzy kowariancji 3, lub tez w
skrocie caty zbior \; oraz p; nazywaé bedziemy estymatorem widma X.

Zaprezentujemy teraz metode pozwalajaca w tatwy sposob rozwigzac rownanie (7.5).
Zapiszmy najpierw jego prawg strone w nieco innej postaci. Jeszcze raz wyjdziemy
od og6lnej postaci funkcji Greena, ktérg zapiszemy w bazie diagonalnej jako

Imax Imax
1 Di Di
G = —T =
o) =+ ) 2 2 T = D

i=1 =1

gdzie I,,4, oznacza liczbe réznych wartoéci wlasnych. Zauwazmy, ze we wszystkich
sktadnikach szeregu wyrazenie é pojawia si¢ tylko w mianowniku kolejno dodawa-
nych utamkéw. Zatem po wykonaniu sumowania otrzymamy funkcje wymierna w
zmiennych %, ktorej licznik bedzie rzedu I,,4, — 1 natomiast mianownik bedzie rzedu
ILnaz- Licznik oraz mianownik mozna tak jak wspomniano zapisa¢ bezposrednio w

zmiennych %, lub tez po trywialnym podstawieniu w nieco wygodniejszych zmiennych
1
z

xr =

Imax ) 4 11[ —1 l 6
pi A max ( ) ( )
[ z max . .
( ) zz_— - )\z Blrnaac ( z ) lnrlnax( ) ( )

Kluczowa kwestia jest zalozenie, ze znamy lub tez potrafimy w jakikolwiek sposéb
prawidtowo okresli¢ liczbe réznych wartosci wtasnych w estymowanym widmie réwna
Imax, o jest rownoznaczne z okresleniem rzedéw licznika oraz mianownika A oraz B.
Posiadajac te informacje oraz znajac warto$¢ lewej strony réwnania mozemy uzyskaé
numeryczna wartosé¢ licznika i mianownika, stosujac aproksymacje Padé [65]. Jest
to algorytm pozwalajacy zapisa¢ dowolng funkcje w postaci funkcji wymiernej o
zadanych rzedach licznika oraz mianownika, a wiec idealnie pasujacy do problemu
ktory mamy do rozwigzania. Aktualnie aproskymacja Padé jest czescig pakietu Ma-
thematica, dzieki czemu jest stosunkowo tatwa do implementacji.

Nalezy pamietac, ze w praktyce nigdy nie znamy prawdziwej wartosci zGo(z), mu-
simy zatem zgodne ze lewa strong réwnania (7.5) skorzystaé z oszacowania w postaci

K.
max . B 1
2Go(2) = 2Go(2) =1+ Z ( ) ay, gdzie ay = NTrSk. (7.7)



7.2 Estymator analityczny 55

W konsekwencji zastosowania przyblizenia (7.7) w réwnaniu (7.6) zamiast prawdzi-

wych \; oraz p; pojawia sie ich estymatory \; oraz p;, zapiszemy

Imax ~

= . (7.8)

Zalézmy zatem, ze znamy wlasciwg wartoéé I.x, oraz ze stosujac aproksymate
Padé uzyskaliSmy posta¢ funkcyjna licznika oraz mianownika. fLatwo zauwazy¢, ze

estymatory kolejnych wartosci wlasnych \; réwne sa odwrotnosciom kolejnych miejsc
1

zerowych mianownika B]max(;). Ponadto mozna wykaza¢, ze prawdopodobieristwa

p; odpowiadajace kolejnym wartosciom wlasnym mozna obliczy¢ jako

pi = (7.9)

IS

(l
(

d 5

i
|

Zapis licznika oraz mianownika rozwazanej funkcji wymiernej w zmiennych x = %
moze byé¢ z praktycznego punktu widzenia nieco wygodniejszy. Krotki rachunek
prowadzi do wzoru na kolejne p; zapisanego w zmiennych x w postaci

o _l Ainv(x)
pi = xr [Binv(x)} . (7.10)

Podsumujmy zatem krotko gtéwne kroki konstrukeji estymatora analitycznego.

— wykonujemy pomiar otrzymujac macierz obserwacji X,
— obliczamy S = %X XT oraz momenty o?f ,
— stosujemy wzory wyrazajace momenty d% za pomocg parametru r oraz

zbioru momentow df gdzie j = 1,...,k,

— obliczamy zéo(é) =1+, (é)kdf,

— znajac warto$¢ Inmax (lub robiac zalozenie na ten temat) obliczamy aprok-
symate Padé funkcji Greena zéo(%) = %—),

— kolejne \; to odwrotnosci miejsc zerowych ?zllzcji B]max(%), natomiast od-

powiadajace im p; obliczamy ze wzoru (7.9) lub (7.10).

7.2.1. Wartos$é I,,x w estymatorze analitycznym

Tak jak juz wspomniano, liczba réznych wartosci wlasnych I,,x to zatozenie. Przy-
jecie wartosci Ipax niezgodnej z natura badanego modelu prowadzi do uzyskania
nieprawidtowego wyniku aproksymacji Padé. Zbyt mala warto§¢ I,.x w oczywisty
spos6b spowoduje pominiecie niektérych wartoéci wtasnych widma, przez co uzyskane
wyniki estymacji moga by¢ mocno przesuniete w stosunku do wlasciwych wartosci
wlasnych. 7 drugiej strony przyjecie zbyt duzej wartosé I .x réwniez jest bledem
i nalezy spodziewaé si¢ zwigzanych z tym nieprawidtowosci dotyczacych wynikéw
estymagcji.
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Dla zilustrowania tego zagadnienia wykonanych zostato kilka przykladowych esty-
macji, zgodnie z opisana powyzej procedura. Macierze obserwacji mialy wymiar
dim X = 320 x 1000, wylosowane zostaly z rozktadu zawierajacego 3 wartosci wlasne
rowne A\ = 1, Ao = 2 oraz A3 = 5 z prawdopodobieristwami odpowiednio p; = 0.5
oraz po = p3 = 0.25. Wyniki estymacji zaplanowano przedstawi¢ w postaci tabeli, co
praktycznie wyklucza sensowno$é¢ wykonania duzej liczby powtorzen ze wzgledu na
zupelna utrate czytelnosci w takim przypadku. Dlatego tez wylosowanych zostalto
tylko 6 macierzy obserwacji X. Kolejne estymacje wykonane zostaly przy zalozeniu
wartosci I w zakresie od 1 do 5. Estymowane wartosci wlasne oraz ich praw-
dopodobienstwa zostaly odpowiednio pogrupowane. Wynik wykonanych symulacji
przedstawia Rysunek 7.1.
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l-5.562x10"%) 10.2394/ 10.2527/ 10.5079
5.743 /[ 5.090 y  2.057 \ [0.9954
L -0.025%4 "/ v0.2712/ 10.2532) 10.5015/
6.269 [ 4.798 y  1.812 0.59644
Lo.o01817 ) L 0.2456/ '10.2884/ 10.4469
Ay Ay Ay Ay
[ 6.274+0.6521 i { 6.274-0.652 1 } (5.113 v [ 1.974 3 0.9887 |\
ImaX_S | -0.0041599- 0.0003%81 | -0.004199 +0.0003981 ) ‘0.2564/ '0.2669/ 0.4851 "/
f -30.95 i [ 68.924 (5.030 1 [ 2.050 0.9978
L 2.174x10718 ) L 0.003418 "/ L 0.2424 7 1 0.2473/ 0.5068 /
f 6.590+1.5361 Vo 6.590-1.5361 | [ 4.982 y  1.958 | [0.9788
| -0.0006540+0.00015174/ | -0.0006540-0.00015174i/ +0.2525/ 10.2663/ |0.4825/
©.897 § [ 5.139 [ 3.73% 4 [ 1.927 0.9780
L -0.0008709/ 0.223%9 "/ 0.03310/ .0.2707/ 0.4733/
f 5.771+1.1931 i { 5.771-1.1931i | [ 4.981 4y [ 2.018 0.9898
| 0.002727 + 0.000053 4/ 1 0.002727 - 0.000053 1/ 0.2432 "/ L 0.2582/ 0.4931 "/
i 5.432+1.01591 i { 5.432-1.0191 } (5.229 v [ 2.024 y ; 1.001
| -0.01680+0.023521 | -0.01680-0.023521 ) ‘0.2829/ '0.2463/ '0.5044/ ]
As Ay Az A, A

Rysunek 7.1. Wpltyw wartosci parametru I, na wynik estymacji. Przyktad pokazany na
podstawie 6 macierzy obserwacji o wymiarze dim X = 320 x 1000, wygenerowanych dla
Otrue = (1,2,5,0.5,0.25).

W przypadku przyjecia zbyt matej wartosci Inax obserwujemy znaczne przesuniecie
estymowanych parametrow w stosunku do potozenia wtasciwych wartoéci wtasnych
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widma. W przypadku kiedy przyjeto zbyt duza wartosé¢ I,.x zaobserwowaé mozna

kilka ciekawych zachowan:

— Pierwsze trzy wartosci wlasne maja wartosci bliskie whasciwym. Dodatkowe (nie-
prawidlowe) wartosci wlasne sa rzeczywiste albo urojone, przy czym urojone
wartosci wlasne pojawiaja sie dopiero dla I, = 5.

— Pierwsze trzy (prawidlowe) wartosci wlasne oraz ich prawdopodobienstwa prak-
tycznie nie ulegaja zmianie.

— Prawdopodobienstwa dodatkowych (nieprawidlowych) wartosci wlasnych sa bar-
dzo male.

Oczywiste jest, ze ostatnia obserwacja jest wlasciwie wnioskiem z drugiej. Warto
jednak wspomnieé, ze mozliwe jest ich konstruktywne wykorzystanie. Mianowicie
mozliwe jest skonstruowanie dosy¢ prostego i przy tym, jak sie wydaje, dosy¢ sku-
tecznego narzedzia stuzacego okresleniu liczby réznych wartosgci wlasnych zawartych
w widmie otrzymanej macierzy obserwacji X.

Intuicja podpowiada takze jeszcze inng mozliwosé reakcji na zbyt duza wartosé Iax,
polegajaca na pojawieniu si¢ w wynikach estymacji zdublowanych albo bardzo bli-
skich sobie wartosci wtasnych, przy czym odpowiadajace im prawdopodobiefistwa
dawatyby tacznie wartoé¢ prawdopodobienistwa otrzymanego dla estymacji kiedy
przyjeto prawidtowa wartos¢ Inax. Jednak w wyniku przeprowadzonych kroétkich
symulacji nie zaobserwowano w sposob bezposredni podobnego zjawiska.

7.3. Estymator statystyczny

Przedstawimy teraz zupelne inne podejscie do estymacji wektora ©, bazujace na
twierdzeniu o Gaussowskim charakterze fluktuacji momentéw macierzowych. Nie-
zbedne okaza sie takze wzory wyrazajace momenty macierzowe drugiego rzedu w
funkcji momentéw macierzowych pierwszego rzedu. Metoda ta zostala zapropono-
wana w pracy doktorskiej [39] a nastepnie w [40]. W poréwnaniu do estymatora
analitycznego konstrukcja estymatora statystycznego jest bardziej skomplikowana a
jego implementacja wymaga zapewnienia znacznie wiekszej mocy obliczeniowej.

Rozwazmy zatem fluktuacje kolejnych momentéw macierzowych oraz zdefiniujmy
na tej podstawie nieskoriczony wektor fluktuacji.

Definicja 11 (Wektor fluktuacji momentéw macierzowych) Niech zespét ma-
cierzowy An posiada graniczny rozktad momentow 2-go rzedu. Fluktuacje momen-
tow macierzowych pierwszego rzedu zapiszemy w postaci wektora o nieskoriczonym
wymiarze w postacs

(v); = TrA/ — <TrAj> .

Rozktad rozwazanych fluktuacji momentéw macierzowych pierwszego rzedu przyj-
muje dosy¢ szczegdlng postac. Okazuje sie, ze w przypadku duzych macierzy fluktu-
acje te dadza sie opisa¢ wielowymiarowym rozktadem Gaussa. Zapiszemy te wlasnoscé
w postaci twierdzenia, ktérego oryginalng postaé oraz dowdd znalezé mozna w pra-

cach [40, 39].
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Twierdzenie 1 (O fluktuacjach momentéw macierzowych) Wezmy pod uwage
zespot macierzy H o duzych wymiarach, posiadajocy graniczny rozktad momentow
2-go rzedu. Rozwazmy nieskoriczony wektor fluktuacji dla tego zespotu

(ve); = TrH!— < TrH' >,
ktory mozemy rowniez zapisaé w postaci
(ve); = TrHI — Nafl.

Wowczas rozktad wektora ve opisany jest wielowymiarowym rozktadem Gaussa, przy
czym macierz dyspersyi tego rozktadu tworzg momenty macierzowe drugiego rzedu

(’U@)j X N(M@v Q@)vgdZie [Q@]l,m == alI:Im

Indeksy © oznaczaja zaleznosé wektora v oraz macierzy @ od rozktadu widma gra-
nicznego bedacego przedmiotem naszego zainteresowania. Réwnoczesnie zauwazmy,
ze Twierdzenie 1 jest wazne dla macierzy o duzych rozmiarach, ale niekoniecznie w
granicy r — 0. W praktyce oznacza to, ze mozemy je z powodzeniem zapisaé¢ dla
macierzy H, a wiec dla macierzy pochodzacej od skoriczonego wektora obserwacji X.

Powyzsze twierdzenie petni z punktu widzenia naszych rozwazan niezwykle wazna
role, stanowi bowiem punkt wyjscia dla konstrukcji estymatora statystycznego. Na
jego podstawie funkcje gestosci prawdopodobienistwa wektora vg zapiszemy w postaci

L+

o=t L[ o]
Kierujac sie zasada maksymalnej wiarygodnodci bedziemy poszukiwaé takiego wek-
tora O, ktory maksymalizuje gestos¢ prawdopodobienstwa f(vg). Zadanie staje sie
znacznie tatwiejsze po zlogarytmowaniu wyrazenia, co jest formalnie poprawne, gdyz
logarytm jest funkcja monotoniczng natomiast gestos¢ prawdopodobieristwa przyj-
muje wartosci nieujemne. Bedziemy zatem rozwaza¢ pewna funkcje¢ pomocnicza g(e)
zdefiniowana jako

ge) = UT@Qélv@ + log det Qo.

Tak wiec estymator 5) parametréow widma granicznego zdefiniowany bedzie jako pa-
rametr © ekstremalizujacy zapisana powyzej funkcje pomocnicza ge), co zapiszemy
jako

0=06 taki, ze: g@) = UgQél?J@ + log det Qg osigga minimum. (7.11)

Zgodnie z trescig Twierdzenia 1 macierz dyspersji Qg zdefiniowana jest poprzez mo-
menty macierzowe drugiego rzedu afm, natomiast wektor vg zdefiniowany jest za
pomocg momentéw macierzowych pierwszego rzedu akH oraz obserwacji zwiazanej z
konkretna wartodcia © w postaci eksperymentalnej macierzy kowariancji H. Zaréwno
wektor vg oraz macierz Qo maja nieskoriczony wymiar.
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Przystepujac do konstrukeji estymatora statystycznego najpierw za macierze H wez-
miemy do$wiadczalne macierze kowariancji S obliczone na podstawie kolejnych ma-
cierzy obserwacji X o wymiarze dimX = N x M. Ponadto w praktycznych za-
stosowaniach bedziemy musieli ograniczy¢ wymiary obiektéw wchodzacych w sktad
funkcji gg). Zalézmy zatem, ze wektor vg jest wymiaru 1 X Kiax, natomiast macierz
Q jest wymiaru K ax X Kinax, WwOWwczas mozemy zapisaé

go = go <{azm}l max Loy p e S)

Gtoéwnym problemem sa pojawiajace sie momenty macierzowe drugiego rzedu, ktore
nie sa w bezposredni sposéb mierzalne. Istotnie, wyrazenie (7.11) bedzie stanowito
podstawe konstrukcji uzytecznego narzedzia w momencie kiedy zdotamy zapisaé je
w postaci zawierajacej wielkosci bezposrednio mierzalne, czyli macierz S, parametr
r oraz poszukiwane parametry widma, czyli wartosci wtasne \; wraz z odpowia-
dajacymi im prawdopodobieistwami p;. Jak juz wspomniano istnieja Sciste wzory
pozwalajace zapisa¢ momenty macierzowe drugiego rzedu za pomoca momentéw ma-
cierzowych pierwszego rzedu, dzialajace zaréwno w przypadku macierzy X jak tez
S. Sposob generowania wzoréw zostal wyjasniony w Rozdziale 6.2, natomiast w
Dodatku C zostaly one wypisane do rzedu as 5.

Mozemy wiec przyjac, ze relacje al 'm = ({ 5}2 max{l, m}) sa znane do takiego rzedu

do ktoérego bedzie to potrzebne, przy czym czas potrzebny na ich wygenerowanie jest
w tym momencie kwestig drugorzedna. Przy ustalonej wartoéci Ky ax wyrazenie na
ge mozemy zapisa¢ w postaci

go = go ({%}2 e ’5> :

Pozostaje przejéé od zapisu zawierajacego momenty o do zapisu zawierajacego
momenty «>. Jest to zabieg podobny do wykonanego przy wyprowadzeniu me-
tody analitycznej, jednak zauwazmy, ze tym razem potrzebne beda zwigzki af =
f <{a§n}fn:1 ,r), a wiec w strone odwrotng niz poprzednio. Zaktadamy, ze relacje

te s3 znane. Po skorzystaniu z nich wyrazenie na gg przyjmuje postac
2:Kmax
ge = ge ({042} S, ?"> :

Kolejny krok polega na zaobserwowaniu, ze jesli znamy wymiar wektora © wowczas
momenty graniczne aiz mozna zapisa¢ za pomoca skladowych wektora ©, gdyz

ay = % <Tr(§~])k> N <Tr (Ao) > N Z )\E

W ogélnym przypadku nie wszystkie sktadowe wektora © musza by¢ niezalezne. Jesli
posiadamy dodatkowa wiedze na temat wiezéw taczacych niektére parametry widma,
to stosujac powyzsza notacje wiezy te mozna w niezwykle prosty i przejrzysty sposéb
zaimplementowac.

Ostatecznie rozwazang funkcje go jestesmy w stanie zapisaé¢ explicite w interesu-
jacych nas zmiennych

go = go ({ AP pr s, ) . (7.12)
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Estymacja wektora © polega¢ wiec bedzie na zapisaniu funkcji go w powyzszej po-
staci a nastepnie odszukaniu wartosci sktadowych wektora ©, ktéry ja minimalizuje.

Warto w tym momencie zauwazy¢, ze poszukiwanie ekstremum funkeji wielu zmien-
nych niesie ze sobg pewna uciazliwo$¢, mianowicie konieczno$é¢ wystartowania algo-
rytmu z jakiego$ punktu, ktoérego potozenie niestety z rozwazanej metody nie wynika.
Na domiar ztego w wielu sytuacjach jego wyboér moze by¢ decydujacy dla uzyska-
nego wyniku, gdyz funkcja pomocnicza moze nie posiadaé ekstremum globalnego ale
wiecej ekstremoéw lokalnych. Zeby nasze postepowanie miato w takim przypadku
w ogole sens punkt startowy musi byé¢ potozony wystarczajaco blisko 'wlasciwego’
ekstremum, to znaczy ogblnie méwiac na tyle blisko, zeby procedura poszukiwania
ekstremum nie trafiata do sasiedniego ekstremum. Jest to oczywiscie problem wazny
juz przez sam fakt zaistnienia. Ponadto im wigksza liczba zmiennych w funkcji go
tym wiecej ekstreméw lokalnych moze sie pojawi¢. W praktyce punkt startowy dla
metody statystycznej jest bardzo wazny i tym samym musi by¢ starannie wybrany.
Mozna na przyktad za punkt startowy przyjaé¢ wynik koricowy estymacji wykonanej
inng metoda, na przyktad opisang w poprzednim rozdziale metoda analityczna, lub
tez skorzysta¢ z dodatkowych informacji, o ile takie oczywiscie posiadamy.

7 powodu nietrywialnego problemu wyboru punktu startowego w praktyce w wiek-
szosci przypadkow estymator statystyczny nalezy traktowaé jako korekte innego esty-
matora, od ktérego pochodzi punkt startowy. Doktadnie taka sytuacja ma miejsce w
naszym przypadku, estymator statystyczny stuzy do obliczenia poprawki dla wyniku
uzyskanego za pomoca estymatora analitycznego.

7 oczywistych wzgledéw liczba niezaleznych zmiennych w rozwazanym modelu nie
moze by¢ wieksza od liczby réwnan ktore jestedmy w stanie zapisaé, stad spetniony
musi by¢ warunek dim(vg) > dim(0). Zgodnie z sugestiami autoréw metody [40]
w praktycznych zastosowaniach najlepiej zeby wymiar wektora vg byt réwny liczbie
niezaleznych zmiennych.

Podsumujmy zatem kréotko gtéwne kroki konstrukcji estymatora statystycz-
nego.

— wykonujemy pomiar otrzymujac macierz obserwacji X,

— obliczamy S oraz momenty dg ,

— zapisujemy funkcje gg zgodnie ze wzorem (7.11);
2-max{l,m}

— stosujemy wzory wyrazajace momenty afm przez {af}kzl

k

m=1’

— momenty a% zapisujemy za pomoca A; oraz p;, uzyskujac zapis funkeji go
w postaci (7.12),

— ustalamy punkt startowy g, w poblizu ktérego spodziewamy sie odnalezé¢
minimum funkcji gg,

— szukamy minimum funkcji gg w zmiennych © uzyskujac estymacje para-
metréow widma ©.

— a nastepnie wzory wyrazajace ag przez {arzn}
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Wstepne poréwnianie estymatoréow:

— W metodzie estymatora statystycznego stosunkowo tatwo wprowadzi¢ wiezy po-
miedzy parametrami widma w przypadku posiadania wiedzy o ich istnieniu.
W przypadku estymatora analitycznego nie ma takiej mozliwosci.

— Estymator statystyczny wymaga wystartowania ze starannie wybranego punktu
startowego, co sprowadza sie do koniecznosci posiadania dodatkowej wiedzy na
ten temat, w praktyce wiec ogranicza to jego mozliwosci. Estymator analityczny
jest w tym sensie samodzielny i nie wymaga zadnej dodatkowej wiedzy.

— Implementacja estymatora statystycznego wydaje sie byé¢ zdecydowanie bardziej
skomplikowana. W efekcie nalezy sie spodziewaé, ze obliczenia numeryczne beda
wymagaly duzej mocy obliczeniowej. Estymator analityczny najprawdopodob-
niej jest znacznie mniej wymagajacy pod tym wzgledem. Przypuszczenia te w
sposéb zdecydowany potwierdzity sie podczas wykonywania symulacji opisanych
w dalszej czedci pracy.

7.4. Estymatory dualne

Zauwazmy, ze w rozwazanym przez nas modelu macierz obserwacji X jest prosto-
katna, czyli o wspolczynniku wydtuzenia opisywanym przez parametr r mniejszym
od jednosci, co w praktyce oznacza, ze liczba zarejestrowanych prébek jest wieksza od
liczby zmiennych. Woéwczas dla macierzy kowariancji S nie wystepuje tzw. 'mod ze-
rowy’ skupiajacy cze$¢ widma w punkcie zero, a zatem jej wszystkie wartogci wtasne
roztozone sa na dodatniej czesci osi X. Wynika stad, ze jedli rozwazyé¢ odwrotnosé
macierzy kowariancji S~!, wowczas jej wartosci wlasne na pewno nie beda skupione
w nieskoriczonoéci. Jesli zatem dla macierzy S~! zapiszemy funkcje Greena Gg-1(2),
wowczas mozliwe bedzie jej rozwiniecie wokédt nieskoriczonodci. Rozumowanie to sta-
nowi punkt wyjscia dla konstrukcji kolejnych estymatoréw, ktére nazywaé bedziemy
dualnymi do ich podstawowych postaci.

Motywacja dla wprowadzenia estymatoréow dualnych jest podejrzenie, ze by¢ moze w
niektorych przypadkach uda sie uzyskaé lepsza skutecznosé ich dziatania w poréwna-
niu do form podstawowych. W sposéb szczeg6lny nalezy skupié uwage na przypad-
kach, gdzie widmo sktada sie gtéwnie z wartoéci wlasnych wiekszych od jednosci, gdyz
w takim przypadku kolejne momenty macierzowe macierzy S rosng eksponencjalnie,
podczas gdy momenty macierzowe macierzy S~! maleja. Przeslanka ta nakazuje
sprawdzi¢, czy estymatory bazujace na kolejnych momentach macierzy S~' okazg sic
rzeczywiscie w pewnych przypadkach skuteczne.

7.4.1. Estymator analityczny dualny

Wyprowadzenie estymatora analitycznego dualnego przebiega analogicznie do wypro-
wadzenia jego podstawowej postaci, dlatego pokazemy tylko gtéwne kroki z pominie-
ciem czesci komentarzy, ktore pozostaja bez zmian. Rozwazmy macierz hermitowska
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H nie posiadajaca modéw zerowych oraz jej odwrotnosé H~!, dla ktérej mozemy
zapisaé¢ funkcje Green’a w postaci

1 1
GH—I(Z) = <NTI'W> .

Nastepnie dzieki zatozeniu o braku modéw zerowych macierzy H mozemy rozwazy¢
rozwiniecie funkcji Green’a macierzy H ! w szereg wokot z = oo

2
Gy-1(z) = é% <Tr <1+ %HA + (§H1> +>>

1 1 /1 1 /1
=+ 5 {=TH ')+ = (=Tr(H)?)+....
z+z2<Nr >+z3<N ¥ )+
W przypadku granicznym kiedy wymiary macierzy H ' daza do nieskoriczonosci
powyzszy wzér mozemy wyrazié poprzez momenty macierzowe pierwszego rzedu o
jako

1 1 © /1\*
Gra(z)=1+=-a" + a4+, . =1 —) oH7
Gpa(2) =1+ ~ofl " + 5ol + +> (7)) ok

Macierza H~' w naszym przypadku jest odwrotno$¢ macierzy kowariancji ¥, za-
piszemy zatem

1 1 1 1 /1 k 1

W kolejnym kroku wykonujemy przyblizenie polegajace na urywaniu szeregu na
sktadniku Ky ax otrzymujac

Kmax 1 k 1
Zszl(Z) =~ 1 —I— Z (;) Oé]% .
k=1

Nalezy zauwazy¢, ze momenty oz%_l nie s3 w bezposredni sposéb mierzalne, mozemy
jednak skorzystaé¢ ze wzoréw wyrazajacych je za pomoca momentéw eksperymental-
nych af_l. Metoda pochodzi z pracy [52], zostala ona omoéwiona w Rozdziale 6.1,
natomiast wzory o ktérych mowa wypisane zostalty w Tablicy C.3 w Dodatku C.
Przyjmujemy zatem, ze relacje

_ _1y i=k
oz,%l:f({aisl} ,7“>
i=1
sg znane. W praktyce prawidtowe obliczenie ozisi1 rowniez nie bedzie mozliwe ze
wzgledu na fakt, ze dysponujemy tylko pojedynczym pomiarem X. Zatem ko-
-1 o ‘*571

. e e g . . . 1 ~1\j —_ .S i
lejne przyblizenie jakie stosujemy bedzie postaci < ETr(S )Y >=a) =Zay =

%Tr(Sfl)Z, ostatecznie relacje miedzy momentami granicznymi a obserwowanymi

przyjma postaé
_ _ _1y =k
o txart = ({ar) ).
1=
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W efekcie na podstawie przeprowadzonego eksperymentu jestesmy w stanie obliczy¢
przyblizong wartos¢ funkcji Green’a

2Gy-1(2) 2 2Gp-1(z) = 1+sz§x( ) Ay (7.14)

Nastepnie zauwazmy, ze funkcje Green’a Gx-1(2) po przejsciu do diagonalnej bazy
macierzy ¥ ~! oraz przy zalozeniu, ze znamy liczbe réznych wartosci wlasnych two-
rzacych jej widmo mozna wyrazi¢ za pomocad poszukiwanych parametrow widma w

postaci funkcji wymiernej w zmiennej L Jub réwnowaznie w zmiennej z = i

~ e AKma l(é)_;ﬁ(ma 1(35)
Gsa() 2 3 T = e - et T

Symbol * w powyzszym zapisie oznacza powigzanie z macierza X~ Wartosci Kpax—
1 oraz Kyax oznaczaja rzedy wielomianow A* oraz B*. Znajac zadang wzorem (7.14)
przyblizona postaé funkcji zGx-1(z), ktora wstawiamy do wzoru (7.15) oraz zakta-
dajac prawidtowo warto$¢ Kpax jestesmy w stanie uzyskaé funkcyjna posta¢ A* oraz
B* poprzez wykonanie procedury aproksymacji Padé.

Na podstawie tak otrzymanych wielomianéw A* oraz B* mozemy juz obliczy¢ pa-
rametry widma p; oraz A; . Zauwazamy, ze zera mianownika B*(%) wyznaczaja
odwrotnosci wartosci wtasnych A, natomiast odpowiadajace im prawdopodobieri-
stwa p;. obliczamy korzystajac ze wzoru

L 1A
Pk = ; d > 1 ) (716)
& (B .oy
lub z réwnowaznego wzoru zapisanego w zmiennej x w postaci
. 1 A*(x
= -1 2@ (7.17)

Ostatecznie interesuje nas widmo macierzy ¥ nie za$ jej odwrotnosci X~ Widma te
ze soba w trywialny sposéb powiagzane, co staje sie jasne kiedy rozpatrzymy réwnanie
wlasne macierzy ¥ w postaci
Yok = Akpk,

gdzie ¢ to wektor wlasny do wartosci wlasnej ;. Pomnozenie réwnania od lewej
strony przez X! daje

S S0k = ok = T Ak,
a wiec

_ 1 .
Sty = )\—ksﬂk = A\pPks

czyli jak widzimy wartoéci wlasne macierzy ¥ oraz X! sg swoimi odwrotnogciami
M = (A\;)7!, prawdopodobieristwa natomiast sa sobie réwne py, = p}.
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Ponizej przedstawiono krotkie podsumowanie konstrukcji estymatora anali-
tycznego dualnego.

— wykonujemy pomiar otrzymujac macierz obserwacji X,

— obliczamy S—! = (%XXT)_1 oraz momenty df_l,

271

— stosujemy wzory wyrazajace momenty « za, pomocy momentow

~g-1 j=k
{a. } oraz parametru 7,
— obliczamy 2Gx-1(1) =14 > (é)kdf_l,

— znajac warto$¢ liczby Kpax obliczamy aproksymate Padé funkcji Greena

~ A* 1
2Gpoa (L) = Smmtls)

— kolejne \; to miejsca zerowe funkcji B*(
pr = p; obliczamy ze wzoru (7.16) lub (7

Kmax

natomiast odpowiadajace im

),
7).

1
z
1

7.4.2. Estymator statystyczny dualny

Rozpatrzmy zesp6t macierzy hermitowskich H nie posiadajacych modéw zerowych.
Interesowaé nas bedzie zespol H~! skladajacy sic z odwrotnosci macierzy H, przy
czym zaktadamy, ze zespot H~! spelnia zatozenia Twierdzenia 1. Woéwczas zgod-
nie z teza Twierdzenia 1 rozktad wekorow fluktuacji zdefiniowanych jako (ve); =
Tr(H1)7— < Tr(H~')7 > opisany bedzie rozktadem normalnym N(,ugil, ng) 0
dyspersji, ktorej poszczegdlne elementy réwne sa kolejnym momentom macierzowym
2-go rzedu (Qgil)m = af{l.

Analogicznie jak podczas wyprowadzenia podstawowej wersji estymatora, na pod-
stawie funkcji gestosci prawdopodobienstwa dla (ve) zapiszemy funkcje pomocnicza

-1, _ —1
g©) = v5(Q8 ) tve +logdet QF

ktora jak sie spodziewamy bedzie miata ekstremum dla pewnego argumentu ©. Za-
tem zgodnie z zasada maksymalnego prawdopodobieristwa estymator ) parametrow
widma granicznego dla zespotu macierzy H ! zdefiniowany bedzie jako parametr ©
ekstremalizujacy funkcje pomocnicza g(e)

© = O taki, ze: g(e) osiaga minimum. (7.18)

Ostatecznym celem jest wyznaczenie estymacji dla parametréw widma granicznego
macierzy Y71, a wiec w powyzszym wzorze (7.18) nalezy odpowiednio zdefiniowaé
funkcje g(e), tak by zbudowana byta wiasnie z parametrow widma granicznego czyli

kolejnych )\iz_l oraz piz_l. W tym celu za macierze H~! wezmiemy odwrotnosci
macierzy kowariancji S~!, przy czym macierze kowariancji S pochodza z obserwacji
X i zbudowane sa sposob zapewniajacy brak modéw zerowych. Jesli wiec macierze
obserwacji X maja wymiar dim X = N x M, gdzie N < M, wéwczas macierz S
powinna mie¢ wymiar dim S = N x . Ponadto nieskoriczonych rozmiaréw obiekty
wchodzace w sklad definicji funkeji gy obetniemy do zalozonego rzedu, czyli do
Kiax dla momentéw 2-go rzedu oraz do 2 X K« dla momentéw 1-go rzedu.



S—l

Nastepnie elementy macierzy dyspersji a7,

zapiszemy za pomoca momentow ma-
s—1 _

. . -1 . . -
cierzowych pierwszego rzedu af . Zaktadamy w tym momencie, ze relacje af,,

f <{af_l}: iKmax> sa znane do takiego rzedu, do jakiego tego potrzebujemy. Ich
wyprowadzenie znajduje sie w Rozdziale 6.2, natomiast wzory do rzedu K. = 5
(dla macierzy ozg; wlacznie) zostaly wypisane w Tabeli C.7 znajdujacej sic w Do-
datku C. Na koniec nalezy skorzystaé z relacji wyrazajacych momenty macierzowe
¥~ za pomoca momentéw granicznych 04,?_1, przy czym ponownie zakladamy, ze
sa one znane. Relacje te wyprowadzone zostaly w pracy [52], na potrzeby niniejszej
pracy algorytm ich generowania zostal powtérzony a wyniki dla kilku poczatkowych
rzedéw zostaly zamieszczone w Tabeli C.5 w Dodatku C.

W obecnej postaci funkcja g(e) zdefiniowana jest za pomocg momentéw azfl, Pozo-
staje wiec juz tylko wyrazi¢ je za pomocg kolejnych )\Z-E_l oraz pl-z_l . W tym momencie
musimy zrobi¢ zalozenie na temat znajomogci liczby I ax r6znych wartosci wlasnych
wchodzacych w sktad widma macierzy X', Woéwczas po przejéciu do diagonalnej
postaci macierzy ! zapiszemy

»-1 1 —1\k 1 —1\k 12 s-1\F 51
of "= (T = 5 (A )>:N;<Ai ) P

Ostatecznie funkcja g(e) pPrzyjmie posta¢ wyrazona przez parametry )\1271 oraz prl’

nalezy odszukaé¢ jej ekstremum w przestrzeni tych parametréw otrzymujac w ten
sposOb estymatory parametrow widma granicznego )\?71 oraz ﬁizfl. Interesujace
nas docelowo estymatory parametréw widma macierzy Y zwiazane sg z nimi prosta
relacja

~ Ax—1

)~ oraz pr = [ (7.19)

)



Rozdzial 8

Rekonstrukcja widma - symulacje

Postaramy sie teraz zbadaé¢ w praktyce przedstawione w poprzednim rozdziale esty-
matory widma. Gléwnym celem tej czesci pracy jest okreslenie zakresu stosowalnoéci
poszczegdlnych estymatoréw a nastepnie wzajemne poréwnanie skutecznoscei ich dzia-
tania pod katem takich cech jak precyzja estymacji oraz czas obliczen. Konieczne
okazalo sie podzielenie pracy na kilka etapéw. Najpierw nalezy zastanowié sie ktore
z parametréow estymacji maja istotny wpltyw na jej wynik. W ten sposob zostanie
zdefiniowana przestrzen parametréow w ktorej beda one badane i bedzie mozna w
konkretny sposéb okreéli¢ zakres przeprowadzanych symulacji. Nastepnie potrzeba
bedzie w jakis sposob wybra¢ miare adekwatng do specyfiki badanych estymatordw,
ktora w sposob ilosciowy pozwoli okredli¢ jakosé uzyskiwanego wyniku. Wprowa-
dzenie takiej miary umozliwi poréwnanie estymatoréw miedzy soba w wybranym
wczedniej zakresie istotnych parametrow.

8.1. Eksperyment wstepny

Jak dotad wiemy jak wyglada od strony teoretycznej konstrukcja kilku metod esty-
magcji widma. Zanim przejdziemy do dalszej czedci pracy sprawdzimy najpierw w spo-
sOb pobiezny dziatanie estymatoréw na kilku wybranych przyktadach. W tym celu
ustalono parametry widma granicznego rowne Ogrye = (2,3,0.5), mniejszy wymiar
macierzy obserwacji rowny 40 oraz wybrano kilka réznych wspoétczynnikéow prosto-
katnosci macierzy, zeby zaobserwowaé¢ zmienno§é pracy estymatoréw ze wzgledu na
ten parametr. Macierze X w kolejnych eksperymentach wstepnych miaty wymiary
kolejno 40x 640, 40 x 320, 40 x 160, 40x 80 oraz 40 x40. W eksperymencie do obliczeri
wrzietych zostato 6 kolejnych momentéw macierzowych pierwszego rzedu. Symulacje
w kazdej z 5 kombinacji wykonano réwnolegle z uzyciem estymatora analitycznego
oraz statystycznego, aby zaobserwowa¢ ewentualne réznice z skutecznosci ich dzia-
tania. Dla kazdego z estymatoréw w kazdej z kombinacji eksperyment sktadal sie
z 500 powtorzen. Warto podkresli¢, ze wybér zadnej z wymienionych liczb nie byt
niczym konkretnym podyktowany, chodzito jedynie o wykonanie wstepnego testu, na
podstawie ktorego mial zostaé¢ zaprojektowany eksperyment wtasciwy.

Rezultat eksperymentu zapisano w postaci macierzy wynikéw o wymiarze 3 x 500,
gdzie kolejne wiersze to wyniki pojedynczej estymacji w postaci trojki liczb (A1, A2, p1).
Pierwszym pomystem analizy uzyskanych wynikéw byto przedstawienie ich na wykre-
sie w zmiennych p(\). Rzeczywiscie tatwo zauwazy¢, ze wynik pojedynczej estymacji
(A1, A2, p1) mozna zobrazowaé na takim wykresie w postaci 2 punktow o wspotrzed-
nych (A1,p1) oraz (A2,p2) = (A2,1 — p1). Intuicyjnie spodziewamy sie, ze jesli A\
nie lezy zbyt blisko A9, wéwczas wyniki estymacji powinny tworzy¢ dwa roztaczne
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Wymiar
macierzy
obserwacji
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pl, p2
1
0.5
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1
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Rysunek 8.1. Estymacja dla O, = (2,3,0.5), seria 500 powtorzeri. Obserwujemy wyrazna

separacje estymowanych parametréw wraz z wydtuzeniem macierzy obserwacji X.

obszary skupione wokot punktow o wspotrzednych (2,0.5) oraz (3,0.5), ktére odpowia-
daja Oue = (2,3,0.5). Trzeba pamietac, ze postepujac w ten sposob tak naprawde
na jednym wykresie zamieszczamy dwa wykresy natozone na siebie. Jest to w naszym
przypadku uzasadnione, gdyz spodziewamy sie, ze punkty pochodzace od pierwszej
i drugiej wartosci wtasnej powinny leze¢ w innych miejscach na wykresie. Rezultaty
wykonanych symulacji zostaly zebrane i przedstawione zbiorczo na rysunku 8.1. Po
lewej stronie zamieszczono wyniki estymacji metoda analityczna, po prawej stronie
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metoda statystyczna.

Przede wszystkim nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze przy odpowiednio duzych ma-
cierzach obserwacji rozwazane estymatory w ogélnosci dziataja. Im wieksza dtugosé
macierzy X tym lepsze sa uzyskiwane rezultaty i obserwujemy zgodne z przewi-
dywaniem rozdzielenie punktéw na dwie roztaczne wyspy skupione wokédt punktow
o spodziewanych wspoétrzednych. Przy coraz mniejszych macierzach wyspy staja
sie coraz bardziej rozlegte co odpowiada coraz wiekszemu rozrzutowi estymowanych
parametréw, az w konicu przestajg by¢ wyraznie rozréznialne. W przypadku bar-
dzo matych macierzy wyniki estymacji zaczynaja by¢ mocno przektamane, czesto
pojawiaja sie liczby nie majace sensu fizycznego. Poréwnujac wzajemnie dziatanie
metod w przypadku malych macierzy nalezy stwierdzié, ze przy uzyciu metody sta-
tystycznej pojawia sie zdecydowanie mniej ujemnych wartosci wtasnych. Mimo to
wiarygodnos¢ wynikéw estymacji w przypadku matych macierzy pozostawia wiele
do zyczenia, nalezy raczej uznaé ze obydwa estymatory w tym zakresie wymiardéw
macierzy obserwacji po prostu nie nadaja sie do uzycia. Natomiast w przypadku
wiekszych macierzy (40 x 320 oraz 40 x 640) obserwujemy zgodne z przewidywanie
rozdzielenie punktéw na dwa roztaczne obszary skupione wokél punktéow o wspodl-
rzednych (2,0.5) oraz (3,0.5), oraz bardzo duze podobienistwo wykresow uzyskanych
dla obydwu metod. Sugeruje to podobne dzialanie estymatoréw w warunkach gdzie
wyniki estymacji sg zadowalajace. Spostrzezenie to wymaga doktadniejszego spraw-
dzenia, co zostalto zrobione i opisane w dalszej czesci pracy.

5
o

Estymator 150 Estymator
= 150 analityczny \5 125 statystyczny
2125 N
& = 100
=~ 100 =

<
£ 7 E: 75
N
o 2 50
s 50 ]
25 25
0 0
1.5 2.0 25 3.0 3.5 1.5 2.0 25 3.0 3.5
Wartos¢ wlasna Wartos¢ wlasna

Rysunek 8.2. Histogramy dla estymacji przy Oiye = (2,3,0.5), dimX = 40 x 320, 500
powtorzen.

Kolejnym pomystem byto wykonanie histograméw z tak uzyskanych wykreséw po-
przez ich zrzutowanie na pozioma o$. Rezultat zostal pokazany na rysunku 8.2. Wi-
dzimy wyraZne rozseparowanie estymowanych wartosci wtasnych, ktére sa skupione
wokot wartoéci 2 oraz 3, czyli wokoét takich wartosci jak nalezato sie spodziewaé. Hi-
stogramy uzyskane dla obydwu metod nie sg co prawda w 100% identyczne, jednak
na pewno nalezy podkresli¢ bardzo duze wzajemne podobieristwo. Mozna réwniez
pokusi¢ sie o bezposrednie wykredlenie histogramu 3-wymiarowego. Przyktad dla
estymatora analitycznego zostal zaprezentowany na rysunku 8.3. Analogiczny histo-
gram 3-wymiarowy dla estymatora statystycznego jest praktycznie taki sam, dlatego
nie zostal juz zamieszczony.
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Rysunek 8.3. Histogram 3-D dla estymatora analitycznego, ©¢ye = (2,3,0.5), dimX =
40 x 320, 500 powtorzen.

8.2. Istotne parametry

Rozwazmy macierz obserwacji M o wymiarach k X n, gdzie k& > n pochodzaca z
zespolu macierzowego okre$lonego przez wektor parametréw widma Oypye. Zakla-
damy, ze liczba poszukiwanych wartosci wlasnych oraz odpowiadajacych im praw-
dopodobienistw jest znana. Mozemy zatem uruchomié¢ wybrang procedure estymacji
otrzymujac w ten sposéb estymacje parametrow widma ©. Nastepnie powtarzamy
procedure wielokrotnie, za kazdym razem wybierajac z tego samego zespolu ma-
cierzowego kolejnego reprezentanta. W efekcie uzyskamy pewien wielowymiarowy
rozktad estymowanych parametrow.

Na rysunku 8.4 pokazany zostal przyktad dla zespolu macierzowego opisanego przez
Otrue = (1,1.5,0.5). Wymiary macierzy obserwacji M wynosit 70 x 1400, natomiast
statystyka liczyta 500 powtorzen. Wykres z lewej strony przedstawia histogram war-
tosci wlasnych obliczanych bezposrednio z kolejnych macierzy obserwacji. Kolejne
2 rysunki przedstawiaja histogramy wartoéci wtasnych uzyskanych jako wynik esty-
macji kolejno estymatora analitycznego (Srodkowy rysunek) oraz estymatora anali-
tycznego dualnego (rysunek po prawej stronie).

Juz pobiezna ocena pozwala stwierdzié, ze zastosowanie estymatora daje w poréwna-
niu do bezpodredniego obliczania wartosci wlasnych znacznie lepszy rezultat. Uzy-
skane widmo jest waskie, co oznacza, ze kolejne estymacje daja zblizone wyniki,
ponadto wyniki te sg skupione wokot wiasciwych wartoéci. Ogoélnie rzecz biorac
wydaje sie, ze efekt jest bardzo zadowalajacy. Nalezy jednak by¢ ostroznym przy
wycigganiu tego typu wnioskéw, gdyz te same metody uzyte dla macierzy obserwacji
o innych wymiarach lub innej wartosci ©¢ moga dawa¢ wyniki odbiegajace od wta-
gciwych wartoéci albo na przyktad bardzo mocno rozrzucone. W takim przypadku
dany estymator w ogéle nie bedzie spetniat swojego zadania. Odpowiedni przyktad
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Widmo macierzy SCM Estymator analityczny Estymator analityczny
dualny
= ‘= =
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Rysunek 8.4. Przyktad estymacji dla ©,.,e = (1,1.5,0.5), wybrano macierze X o wymiarach
n =70, r = 0.05. Estymowane wartosci wtasne skupiaja sie wokét prawidlowych wartodci,
duza powtarzalno$é estymacji.

zostal pokazany na rysunku 8.5, gdzie widac silng zaleznoéé szerokosci uzyskiwanego
widma w zaleznogci od wiekszego wymiaru macierzy obserwacji.

Widmo macierzy SCM Estymator analityczny Estymator analityczny
dualny

©=(1,1.5,0.5)
n=70
r=0.05

Liczba zliczen
Liczba zliczen
Liczba zliczen

1 2 3 4 05 1.0 15 20 25 05 1.0 15 20 25

©=(1,1.5,0.5)
n=70
r=0.2

Liczba zliczef
Liczba zliczen
Liczba zliczef

05 1.0 15 20 25

©=(1.1.5,0.5)
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r=0.5
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Wartos¢ wlasna Wartoé¢ wlasna
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Rysunek 8.5. Zmiana niedokladnosci estymacji wraz ze wzrostem r. Skracanie macierzy
obserwacji powoduje wyrazne rozmycie estymowanych parametrow.

Jeden z celéw jakie sobie stawiamy w tej pracy polega na zbadaniu jak zmienia
sie precyzja estymacji danego estymatora w funkcji parametréow, ktére moga na te
precyzje wptywaé. Parametry te bedziemy okredla¢ mianem istotnych. Zaktadamy
zatem, ze parametrami istotnymi w tym kontekscie sa: mniejszy wymiar macierzy
obserwacji n, 'prostokatnosé¢’ r macierzy obserwacji wyrazona jako stosunek jej dtu-
gosci do szerokosci oraz caty wektor parametrow Oqpye Okreslajacy zespot macierzowy

z ktorego losowane sg macierze obserwacji. Rozwazang niedokladnos$é¢ estymacji za-
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pisywa¢ bedziemy jako

estym estym (’I“, n, @true)a (81)

n =0

gdzie indeks ’estym’ numerowaé bedzie kolejno rozwazane estymatory.

Jak pamietamy od poczatku zakladamy, ze macierze obserwacji sa duze a obser-
wacje trwaja dlugo, co oznacza duza wartos¢ n oraz mala wartos¢ r. Odpowiada to
wymiarom magcierzy, dla ktérych spodziewamy sie najlepszego dziatania estymato-
row. Ponadto mozna wysunaé pewne intuicyjne przypuszczenie na temat zaleznosci
niedoktadnodci estymacji od wektora Oqrye, mianowicie jesli wartosci wtasne beda
od siebie wystarczajaco oddalone wowczas estymator powinien dziataé lepiej niz w
przypadku kiedy wartosci wlasne beda lezeé blisko siebie. Jakosciowe okreslenia typu
duza macierz obserwacji, dtugie obserwacje, wartosci wtasne lezace blisko lub daleko
od siebie oraz lepsza lub gorsza estymacja sa oczywiécie bardzo ogbélne i nieprecy-
zyjne. Postugujemy si¢ nimi w tym momencie jedynie w celu wstepnego, intuicyjnego
przyblizenia sie do badanego zagadnienia. Ich precyzyjne, ilosciowe odpowiedniki
pojawia sie w kolejnych fragmentach pracy.

8.3. Miara niedokladno$ci estymacji

Powtarzajac wielokrotnie procedure rekonstrukeji widma granicznego bedziemy otrzy-
mywaé kolejne estymacje ©. Spodziewamy sie, ze beda one w pewien spos6b roz-
tozone wokdt pewnego punktu w przestrzeni parametréow ©. Pojawiaja sie w tym
momencie dwa wazne pytania, mianowicie jak bardzo wyniki kolejnych estymacji sa
wzgledem siebie rozrzucone oraz czy punktem ich skupienia jest tak jak sie spodzie-
wamy Oirye, Czy tez rozktad estymacji skupiony jest w innym jakimg innym punkcie.
Odpowiedzi na te pytania prowadza do takich pojeé¢ jak dobrze pracujacy estymator,
czy tez estymator dajacy przewaznie wyniki bliskie prawdy. Estymator dobrze pra-
cujacy to po prostu taki, ktérego statystyka jest mocno skupiona wokét wlasciwego
punktu Oe. Pojecia takie dobrze rozumiemy intuicyjnie, jednak znacznie lepiej
byto by mieé¢ do dyspozycji jakas miare ilogciowa, ktéra za pomoca jednej liczby w
spos6b konkretny opisywata by ten aspekt dziatania rozwazanej metody estymacji
widma. Woéwczas mozliwe stanie sie poréwnanie efektywnosci dzialania danej metody
testowanej w réznych warunkach okreslonych przez zbiér istotnych parametréow, czy
tez poréwnanie réznych metod w caltym zakresie rozwazanych parametréw istotnych.
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Rysunek 8.6. Miara niedoktadnosci 7, kilka przyktadow dla Ogme = (1,1.5,0.5).
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Ostateczna posta¢ miary niedoktadnosci estymacji nie jest wcale oczywista ze wzgledu
na fakt, ze wynik estymacji © jest f-wymiarowym wektorem. Wykonujac m powto-
rzen otrzymujemy macierz wynikéw estymacji o wymiarze k x m. Kolejne wyniki sa
zatem pewnego rodzaju chmura w f-wymiarowej przestrzeni. Miara niedoktadnoéci
rozwazanego estymatora moze by¢ zatem wielkos¢ moéwiaca na przyktad o objeto-
$ci tej chmury, lub tez w nieco uproszczonej wersji o jej maksymalnej szeroko$ci.
Oznaczmy wspomniang macierz wynikow estymacji przez Efs;tlyglt e Wowczas kolejne
wartosci wlasne macierzy kowariancji Cov[Efi“f& me] dadza nam informacje na temat
kwadratu szerokosci rozktadu wynikéw estymacji w kolejnych kierunkach wtasnych.
Wystarczy wybraé kierunek wtasny w ktérym rozktad jest najszerszy. Przyjeta przez
nas miara niedoktadnosci estymacji przyjmie zatem postaé

1
estym (7 7 Ourne) = | Mawx { Eigl[Cov[ESTEr 1] (82)

Na rysunku 8.6 zostal pokazany przyktad zastosowania tak zdefiniowanej miary nie-
doktadnosci estymacji w kilku przypadkach. Jak wida¢ w sytuacji gdy mamy do czy-
nienia z powtarzalnymi estymacjami, ktore sa skupione wokoét wlasciwych wartosci
Otrue nasza miara niedoktadnodci n przyjmuje mate wartosci, natomiast w przypadku
estymacji mocno rozrzuconych n ma duza wartosc¢, co jest zgodne z przyjetymi zalo-
zeniami.

Warto na koniec wspomnieé, ze zaproponowana miara niedoktadnosci jest miara
absolutna, czyli informuje nas o bezwzglednej wartosci szerokosci rozktadu wynikéw
estymacji (btad bezwzgledny). Wydaje sie, ze w niektorych przypadkach informacja
taka moze by¢ mylaca, na przyktad gdy cale estymowane widmo zawiera wszyst-
kie wartosci wtasne o duzych wartosciach. Mozliwe zatem, ze w ogdlnosci lepiej
sprawdzita by sie inna miara, uwzgledniajaca potozenie wartosci wtasnych wchodza-
cych w sktad estymowanego widma. Problem jednak w tym, ze w sytuacji kiedy
wartosci wlasnych w widmie jest wiele zaproponowanie sensownej wzglednej miary
niedoktadnosci wcale nie jest sprawa trywialng i w ramach tej pracy nie bedziemy
sie tym zagadnieniem dokladniej zajmowac.

8.4. Wnioskowanie z pojedynczego pomiaru, mapa niedokladno$ci

Opisana powyzej miara niedoktadnosci estymacji jest bardzo pozytecznym narze-
dziem, gdyz dostarcza informacji na temat skali rozrzutu estymowanych parame-
trow. Im mniejsza jest jej wartosé tym lepiej, gdyz estymacje dajace wynik daleki od
prawdy zdarzaja sie¢ rzadko i tym samym zdecydowana wiekszos$¢ estymacji jest sku-
piona wokoét prawidtowych wartosci. Mozna powiedzieé, ze wynik takich estymacji
jest wiarygodny. Jej obliczenie wymaga jednak dysponowania statystyka, czyli wie-
lokrotnego powtorzenia eksperymentu. Sprawia to, ze w przypadku wykonania po-
jedynczego pomiaru jest ona bezuzyteczna. Niestety w zastosowaniach praktycznych
sytuacja gdzie nie ma mozliwosci powtorzenia pomiaru jest dosyé¢ czesta. Obliczenie
miary niedoktadnosci w takich warunkach jest oczywiscie niemozliwe, ale pojawia sie
pytanie czy jesteémy wtedy catkowicie pozbawieni wiedzy na temat wiarygodnosci
takiego pomiaru i czy rzeczywiscie nic juz wiecej nie mozna zrobié¢?
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Pomyst na poradzenie sobie z tym problemem polega na tym, zeby wiedze na te-
mat skutecznosci dziatania danej metody estymacji zdoby¢ wczesniej, jeszcze zanim
wlasciwy pomiar zostanie wykonany. W tym celu nalezy przeprowadzi¢ symulacje
wielokrotnego pomiaru przy zatozeniu, ze wszystkie parametry istotne podczas tej
symulacji sa takie same jak podczas docelowego pojedynczego pomiaru. Oczywiscie
aby taki sposéb postepowania byl sensowny zbiér branych pod uwage parametréw
istotnych musi by¢ kompletny. Chcemy bowiem unikna¢ sytuacji w ktorej przez nie-
wiedze nie wzieli bySmy czegos waznego pod uwage i z tego powodu niedoktadnosé
estymacji podczas docelowego pomiaru okazala by sie inna niz wczesniej oszacowali-
$my. Mogto by to prowadzié¢ do btednej interpretacji uzyskanego wyniku. Zaktadamy
zatem, ze ustalony zbiér parametréw istotnych dla dziatania rozwazanych metod
okreslony wzorem(8.1) zostal wybrany w sposéb wlasciwy i rzeczywiscie jest kom-
pletny.

W naturalny sposéb nasuwa sie kolejny pomyst polegajacy na wielokrotnym wyko-
naniu opisanego powyzej oszacowania, jednak za kazdym razem dla innych wartosci
parametréow istotnych. W ten sposéb jestesmy w stanie odtworzyé¢ wielowymiarows
funkcje niedoktadnosci dziatania danej metody, ktérej argumentami beda wtasnie
parametry istotne. Tak zdefiniowang funkcje bedziemy nazywa¢ mapa niedoktadno-
$ci danej metody estymacji.

Odtworzenie mapy niedoktadnosci metody daje zupelnie nowa mozliwos$é spojrzenia
na problem globalnie. W postaci jednej funkcji mamy bowiem zawarta informacje o
skutecznosci dziatania metody w calym rozwazanym zakresie parametréw istotnych.
Mozna na przyktad zakladajac jaki§ akceptowalny poziom niedoktadnosci estyma-
cji pokusi¢ sie o préobe zbadania zakresu stosowalnoéci danej metody. Zakres ten
powinien byé¢ widoczny w postaci pewnego obszaru, gdzie uzyskana funkcja bedzie
przyjmowala mate wartosci, co odpowiada dobrej powtarzalnosci uzyskiwanych es-
tymacji bliskich wartosciom prawdziwym, tak jak w przyktadzie zilustrowanym na
rysunku 8.4. Ostatecznie takze wzajemne poréwnanie skutecznosci dziatania kilku
metod estymacji widma powinno by¢ w takim podejéciu stosunkowo tatwe.

8.5. Minimalna liczba powtérzen

Zaproponowana miara niedoktadnosci estymacji jest obliczana na podstawie wynikow
estymacji uzyskanych za jej pomoca i przyjmuje postaé

1

Nestym (7 10, Otrye) = [Max {Eig[Cov[Efiféntme]]}] )
gdzie macierz Efséy(glt . zawiera estymowane parametry uzyskane z kolejnych po-
wtorzen. Chcieliby$my oczywiscie, zeby uzyskana w ten sposéb liczba dostarczata
sensownej informacji na temat rozwazanej metody. W szczeg6lnosci niedoktadnosé
1 przy powtérnym jej obliczeniu powinna za kazdym razem przyjmowac taka sama
warto$¢ oraz nie moze sie ona zmienia¢ w zaleznogci od liczebnogci branej pod uwage
statystyki. Najprostszym sposobem wydaje sie¢ po prostu wykonanie bardzo duzej
liczby powtérzen dla kazdego zbioru parametréw istotnych. Natychmiast pojawia sie
jednak pytanie czy ta bardzo duza liczba powtoérzen jest rzeczywiscie az tak duza,
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zeby funkcja n spetniata powyzsze warunki? Jesli tak to z kolei czy nie zmarnujemy
przypadkiem zbyt duzo mocy obliczeniowej podczas symulacji, byé moze mniejsza
statystyka byta by w zupetnosci wystarczajaca?

Aby odpowiedzie¢ na te pytania rozwazmy najpierw pomocnicza funkcje n(x), gdzie
x jest liczebnodcia statystyki branej pod uwage. Dla uproszczenia zapisu pomi-
niete zostaly pozostale argumenty funkcji 7. Spodziewamy sie, ze n(z) okaze sie
pewng fluktuujaca funkcja, ktorej fluktuacje wraz ze wzrostem argumentu beda ma-
le¢, az w koticu jej wartoéé sie ustabilizuje. Naszym celem bedzie sprawdzenie jak
przedstawiaja sie wspomniane fluktuacje i ustalenie minimalnej liczebnosci staty-
styki & = xgiap, ktora zapewnia zadowalajaca stabilnos¢ funkeji n(z). W ten sposob
zostanie ustalony pewien kompromis pozwalajacy w sposéb w miare optymalny za-
projektowaé pdzniejsze symulacje.

Eksperyment pomocniczy wykonany zostat w kilku wersjach, przy warunkach Oy =
(2,3,0.5) oraz mniejszym wymiarze n macierzy X réwnym kolejno 200, 100, 50 oraz
25. Wspotezynnik prostokatnosci w kazdym z przypadkéw byt réwny r = - = 0.2.
Warunki te ustalono w taki wtasnie sposoéb dlatego, ze pdzniejsze symulacje maja
zosta¢ wykonane rowniez w podobnym zakresie. Funkcja n(z) badana byta w zakresie
xr €< 10,2200 >, ktéry to zakres jak sie okazato byl wystarczajacy aby zaobserwowad
spodziewane wtasnosci. Rezultat przeprowadzonego eksperymentu pomocniczego zo-

statl pokazany na Rysunku 8.7.
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Rysunek 8.7. Zaleznosé n? od liczby powtdrzert

Linia znajdujaca sie najnizej odpowiada przypadkowi n = 200, nastepnie posrodku
jest n = 100 oraz n = 50 na gorze. Mozna zaobserwowaé, ze stabilizacja funkcji n(x)
nastepuje przy roznej wielkosei statystyki w zaleznosci od wymiaréw macierzy, jednak
liczebnosdé rowna 500 wydaje sie wystarczajaca w kazdym z przypadkéw. Przy okazji
mozna zauwazy¢ pewng ciekawa zaleznosé, mianowicie wydaje sie, ze spelniony jest
warunek w postaci limy_s oo Amax - 72 = const, gdzie Apax 0znacza stabilng wartosé
badanej najwiekszej wartosci wlasnej dla danego n. Warunek ten mozna zapisaé¢ w
rownowaznej postaci jako limg 00 - 7)(z) = const.
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Jak wida¢ na Rysunku 8.7 nie zostal ujety przypadek dla n = 25, ktéry wymaga
osobnego komentarza. Zostal on rozwazony osobno i pokazany po lewej stronie Ry-
sunku 8.8. Widzimy, ze w pewnym momencie, okoto powtorzenia 600-nego, rozwa-
zana funkcja rosnie bardzo gwaltownie, a nastepnie stopniowo opada, jednak wartosci
funkcji od momentu skoku sg zaskakujaco duze. Ponadto wtasnosé graniczna wspo-
mniana powyzej nie jest spetniona. Mozemy takze zauwazy¢ znacznie mniejsze skoki
wartosci funkeji okoto powtdrzenia 1000 oraz 1300.
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Rysunek 8.8. Zaleznoéé n? od liczby powtoérzen w przypadku malych macierzy - wplyw
skrajnie nieprawidtowych estymacji na miare niedoktadnosci oraz ilustracja prostej filtracji
danych

Pojawia sie podejrzenie, ze by¢ moze od czasu do czasu wynik kolejnej estymacji jest
bardzo mocno oddalony od pozostalych, wowczas pamietajac o postaci rozwazanej
funkcji nalezalo by sie spodziewaé doktadnie takiego jej zachowania. Wystarczyto
przejrze¢ wyniki kolejnych estymacji w miejscu pojawienia sie naglego skoku aby sie
przekonaé, ze dokladnie takie byto jego zrédlo. Ponadto mozna sie byto przekonag,
ze podobnych przypadkéw estymacji bardzo mocno odbiegajacych od spodziewanych
wartosci (2,3,0.5) jest wiecej. Mowimy tutaj o estymacjach zawierajacych liczby
rzedu kilkadziesigt, czasem powyzej 100 lub tez ujemne, ktére w ewidentny sposéb
sa niewlasciwe. Ten przypadek, ktory sie przydarzyt okoto 600-nego powtdrzenia
stanowit akurat najwieksze odstepstwo, dlatego najwyrazniej zaznaczyl sie na wykre-
sie. Nalezy podkresli¢, ze przypadki skrajnie niewtasciwych estymacji wystepowalty
rownoczesnie w metodach analitycznej oraz statystycznej. Zatem mozna wysnué
wniosek, ze w przypadku macierzy o matych wymiarach obydwie metody estymacji
zaczynaja mocno szwankowaé produkujac od czasu do czasu wyniki bardzo mocno
oddalone od wtasciwych i tym samym przestaja by¢ wiarygodne.

Ciekawoé¢ nakazuje sprawdzi¢ co by zmienilo usuniecie ze zbioru wykonanych esty-
macji wynikow ewidentnie niewtasciwych. Zeby tak moc zrobi¢ w praktyce potrzebna
jest oczywiscie dodatkowa wiedza na temat zakresu wartoéci wtasnych, spoza ktoé-
rego wynik na pewno jest zty. Inna sprawa to liczby ujemne, ktére mozna odrzucié
od razu. Dla testu ustanowiono warunek dla akceptowalnych wartosci wtasnych w
postaci przedziatu A €< 0,10 >. Wynik dla tak przefiltrowanych danych pokazany
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zostal po prawej stronie rysunku 8.8. Co ciekawe okazuje sie, ze wspomniana juz
wilasnosé limy, oo m - N(z) = const znowu jest spelniona.

8.6. Eksperyment 1 - estymatory analityczny i statystyczny

Posiadamy juz miare niedoktadnosci estymacji, za pomoca ktérej mozemy badaé
rozwazany estymator. SprawdziliSmy tez jak duzo powtorzen potrzebujemy, aby
uzywana przez nas miara stata sie uzytecznym i wiarygodnym narzedziem. Ponadto
zaproponowana zostalta idea mapy niedokltadnoéci, gdzie maja zosta¢ zebrane warto-
$ci niedoktadnosci estymacji zmierzone przy réznych wymiarach macierzy obserwacji
X, co umozliwi przejrzyste przedstawienie uzyskanych wynikéw i znacznie utatwi ich
analize. Przystapmy zatem do przeprowadzenia symulacji numerycznych, ktérych
celem bedzie sprawdzenie dzialania estymatoréw analitycznego oraz statystycznego.

Szczegodly eksperymentu

Symulacje przeprowadzono z udziatem macierzy X o wymiarach z zakresu n €<
20,300 > oraz r €< 0.05,0.74 > o widmie granicznym Oy,e = (2,3,0.5). Zostata
uzyta skala logarytmiczna zdefiniowana jako n = 20 - (1,4)™ oraz r = 0,05 - (1,4)",
gdzie n; €< 0,8 > oraz r; €< 0,8 >. Ostatecznie zatem na wykresie znalazlo sie 81
punktéow. W kazdym z punktéw pomiar powtdrzony zostat 900 razy, aby uzyskana
funkcja nie byta obarczona szkodliwymi fluktuacjami takze w rejonie mniejszych
wymiaréow macierzy. Obliczenia trwajace ostatecznie 4 tygodnie bez przerwy wy-
konano w programie Mathematica 6, ktéry uruchomiono na komputerze Pentium 4
2000MHz. Uzyskane wyniki zebrane zostaly w postaci map niedokltadnosci, ktére
pokazano na Rysunku 8.9.
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Rysunek 8.9. Mapy niedoktadnosci dla estymatoréw analitycznego oraz statystycznego,
Otrue = (2,3,0.5)

Przypomnijmy, ze mate wartoéci na wykresie oznaczaja wiarygodne estymacje, gdzie
estymowane parametry skupione sa wokoét prawdziwych wartoéci oraz rozrzut esty-
macji z kolejnych powtérzen jest maty. Zatem krotko méwiac - im mniejsze wartosci
na mapie niedoktadnosci tym lepiej. Rezultat symulacji przedstawiony na rysunku
8.9 pozwala na sformutowanie kilku wstepnych wnioskéw:



8.7 Por6éwnanie estymatorow 77

— Najlepsze wyniki obserwujemy w rejonie matych wartosci r przy réwnoczesnie
duzych wartodciach n. Jest to wynik, ktérego nalezato sie spodziewaé, gdyz ten
rejon odpowiada duzym macierzom o duzym wydtuzeniu.

— Niedoktadno$é pozostaje na niskim poziomie takze w przypadku bardzo matych
macierzy ale o duzym wydtuzeniu (mate n oraz mate r). Jest to raczej zaskaku-
jacy rezultat, gdyz z zatozenia rozwazania dotyczy¢ mialy duzych macierzy.

— Nawet w przypadku duzych macierzy (duze n) wraz ze wzrostem r powierzchnia
wykresu wyraznie podnosi sie, co oznacza ze estymacje staja sie coraz mniej
doktadne. Rosnacy parametr r oznacza coraz mniej wydtuzone macierze i tym
samym coraz krétsze obserwacje. Parametr r bliski jednoéci oznacza, ze macierz
obserwacji jest juz prawie kwadratowa, czyli dysponujemy bardzo krétkimi ob-
serwacjami, gdzie liczba zarejestrowanych prébek zbliza sie do liczby zmiennych.
Wobec tego nalezy sie spodziewaé¢ pogorszenia doktadnosci estymacji, co wtagnie
obserwujemy.

— W obszarze malych macierzy o matym wydtuzeniu (male n oraz duze r) niedo-
ktadnosé estymacji jest bardzo duza. Estymacje daja wyniki bardzo nieprawi-
dlowe, czyli krotko méwiac estymatory w tym rejonie po prostu nie dziataja.

— Widaé wyraznie, ze nie jest prawda, ze niedoktadno$é estymacji zalezy tylko od
wydtuzenia macierzy r lub tylko od jej wielkosdci zdefiniowanej przez n. Cieka-
wym zagadnieniem wydaje sie zatem préba odpowiedzi na pytanie od czego tak
naprawde zalezy niedoktadnoéé¢ estymacji, czyli zbadanie rejonu na mapie niedo-
ktadnosci gdzie wartosci gwaltownie rosna. Zagadnienie to jest interesujace, gdyz
tak zdefiniowany obszar mozna interpretowaé jaki granice stosowalnogci metod.
7 tego wzgledu powrdcimy do niego jeszcze.

— Rzuca sie w oczy bardzo duze podobieristwo obydwu wykreséw, ktére wrecz
wydaja sie by¢ takie same. W rzeczywistosci nie sg one identyczne, co tatwo
potwierdzi¢ poréwnujac parami liczby dla losowo wybranych punktéw na wykre-
sach. Podobienstwo jednak jest bardzo duze. W dalszej czesci pracy zostanie
sprawdzone, czy pomiedzy mapami niedoktadnosci uzyskanymi dla poszczegél-
nych estymatoréw istnieja statystycznie istotne réznice.

8.7. Poréwnanie estymatoréw

Jak juz zostalo wspomniane mapy niedoktadnosci uzyskane dla obydwu estymatoréw
sa do siebie niezwykle podobne. Chcieliby$my sprawdzi¢ jakie réznice wystepuja po-
miedzy nimi, w szczegdlnosci czy ktorys z estymatoréw okazuje sie by¢é skuteczniejszy
od drugiego. Jednym z prostszych sposobéw, dajacych szybka i czytelng odpowiedz
na tak postawione pytanie, jest obliczenie réznicy wykreséw lub tez obliczenie ich
ilorazu. W przypadku obliczenia réznicy wartodci na wykresie wieksze od zera ozna-
czaly by wieksze bledy pierwszej metody, podobnie jak wartosci wieksze od jednosci
w przypadku obliczenia ilorazu. Zdecydowano sie obliczyé¢ réznice wykreséw, od
mapy niedoktadnosci estymatora statystycznego odjeto mape estymatora analitycz-
nego, wynik pokazany zostat na Rysunku 8.10. Obserwowane r6znice sg bardzo mate,
co uzmystawia zakres wartoéci na pionowej skali. Ponadto w niektérych miejscach
wartosci na wykresie sa dodatnie, w innych natomiast ujemne. W tej sytuacji roz-
sadne wydaje sie postawienie oraz przetestowanie hipotezy o braku istotnych réznic
pomiedzy obydwoma wykresami. Postuzymy sie w tym celu standardowa metoda
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statystyczna w postaci testu Pearsona.

Rysunek 8.10. Roéznica niedoktadnodci estymatoréow analitycznego i statystycznego

Wspolrzedne na wykresach oznaczymy przez n;,rj, natomiast wartosci na mapach
dla estymatora analitycznego oraz statystycznego oznaczymy odpowiednio jako A; ;
oraz S;;. Nalezy w tym momencie podkredli¢, ze poréwnywanie uzyskanych po-
wierzchni ma fizyczne uzasadnienie jedynie w tych rejonach, gdzie obydwie metody
w ogodle dziataja. Zatem z poréwnywanych map niedoktadnosci pozostawimy jedynie
te rejony gdzie wartosci sa stosunkowo mate réwnoczesnie dla obydwu metod. Pozo-
state rejony odrzucamy. Za wartos$¢ graniczna niedoktadnosci przyjmiemy 0.6, gdyz
wydaje sie, ze jest to mniej wiecej wartoé¢ graniczna powyzej ktérej wyniki estymacji
przestaja by¢ wiarygodne. Rzeczywiscie analizujac wnikliwiej kilka przypadkow dla
ktorych miara n przyjmuje wartosci ponizej 0.6 mozna stwierdzi¢, ze wyniki esty-
macji przedstawione na wykresie py) tworzg jeszcze rozlaczne wyspy, natomiast w
pozostalych przypadkach wyspy zaczynaja sie juz zlewaé.

Kolejna wazng sprawa jest normalizacja obcietych funkceji, ktéra zostala wykonana
w zmiennych n;, 7;, czyli kazdemu z punktéw na mapie niedoktadnosci odpowiadala
jednostkowa powierzchnia podstawy. Tak obciete a nastepnie znormalizowane funk-
cje zapisywacé bedziemy jako /ul” oraz 5'” Zatem wartos¢ statystyki testowej nalezy
obliczy¢ ze wzoru

A &2
test = Z 7(AZ’J — Sig) )
i, Aij

ktory po wykonaniu obliczenn daje wynik 0.022. Liczba stopni swobody w naszym
przypadku wynosi 2 oraz ustalamy poziom istotnosci standardowo réwny 0.05, co po-
zwala odczyta¢ z tablic wartosé graniczna dla obszaru krytycznego réwna 5.99. Nie
ma zatem podstaw dla odrzucenia testowanej hipotezy zerowej, ktéra wobec tego
przyjmujemy jako prawdziwa. W zwiazku z tym od tej pory uwazaé¢ bedziemy, ze
mapy niedoktadnosci uzyskane dla metod statystycznej oraz analitycznej nie r6znia
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sie miedzy sobg w sposéb istotny.

Podsumujmy zatem jak przedstawiaja sie od strony praktycznej estymatory ana-
lityczny oraz statystyczny. Informacje zostaly przedstawione w postaci zbiorczej w

Tabeli 8.1.

Tablica 8.1. Poréwnanie dzialania estymatoréw analitycznego oraz statystycznego

Estymator
statystyczny

Estymator
analityczny

Algorytm

dosyé¢ skomplikowany ze
wrzgledu na rozbudo-
wang konstrukcje oraz
zawarte
menty macierzowe dru-
giego rzedu

w nim mo-

prosty i przejrzysty

Liczba wymaganych momen- | 2f f

tow pierwszego rzedu przy f

stopniach swobody

Dodatkowe informacje po- | potrzebny jest punkt | brak

trzebne do  uruchomienia | startowy dla  proce-

estymatora dury poszukiwania
ekstremum, estymator
moze byé czuly na

odpowiedni wybor tego
punktu

Obliczenia numeryczne czasochtonne,  wyma- | dosy¢ szybkie

gana jest duza moc

obliczeniowa,
Mozliwosci uzyskania poten- | jest brak mozliwosci, algo-
cjalnie lepszej precyzji po- rytm wykorzystuje do-
przez zaangazowanie wickszej ktadnie f momentow
liczby momentéw macierzo-
wych
Mozliwosci wykorzystania in- | jest brak mozliwosci

formacji o wiezach
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8.8. Eksperyment 2 - estymator analityczny zwykly oraz dualny

Bedziemy chcieli sprawdzi¢ jak wypada poréwnanie dziatania estymatora analitycz-
nego w postaci podstawowej oraz dualnej. Symulacje wykonane zostaty w takim sa-
mym zakresie zmiennych istotnych co poprzednio, czyli dla macierzy X o wymiarach
z zakresu n €< 20,300 > oraz r €< 0.05,0.74 >. Zostata uzyta skala logarytmiczna
zdefiniowana jako n = 20 - (1,4)"™ oraz r = 0,05 - (1,4)", gdzie n; €< 0,8 >
oraz r; €< 0,8 >. Do badania jakosci estymacji réwniez uzyto tej samej miary
niedoktadnoéci. Eksperyment przeprowadzono dla 5 r6znych wartosci wektora Oypye
wymienionych ponizej

©1 = (0.33,0.5,0.5),
0, = (1,1.5,0.5),
O3 = (2,3,0.5),
64:(6905)

= (10,15,0.5).

Dla wygody prowadzenia dalszej dyskusji w niniejszym rozdziale przyjmiemy umow-
nie, ze wartosci wtasne rzedu okoto jednogci lub mniejsze nazywaé bedziemy ,ma-
tymi”, natomiast wartosci wtasne réwne 10 lub wiecej nazywaé¢ bedziemy ,duzymi”.
Zgodnie z powyzsza konwencja wartosci wlasne wchodzace w sktad ©1 oraz O na-
zwaliby$my malymi, wektory ©3 oraz ©4 zawieralyby $rednie wartosci wlasne, nato-
miast wektor O5 zawieratby duze wartosci wtasne. Nalezy przy tym mieé na uwadze,
ze jest to w gruncie rzeczy podzial bardzo umowny i stuzy¢ ma jedynie wygodzie
prowadzonej dyskus;ji.

W stosunku do poprzedniego eksperymentu zakres wartosci wtasnych wchodzacych
w sktad Oy zostal poszerzony, w szczegdlnosci pod uwage zostaty wziete przypadki
gdzie pojawiaja si¢ srednie oraz stosunkowo duze wartosci wtasne. Chcemy bowiem
sprawdzié¢, czy estymator analityczny dualny rzeczywidcie bedzie wykazywal lepsze
od formy podstawowej wlasnosci przy coraz wiekszych wartosciach wlasnych. Rezul-
tat przeprowadzonych symulacji zostal pokazany na Rysunku 8.11.

Przede wszystkim nalezy wyjasni¢ dlaczego uzyskane powierzchnie nie sg tak gtadkie
jak te z poprzedniego eksperymentu. Jest to zapewne wina zbyt malej liczebnosci
statystyki, ktora w naszym przypadku liczyta okoto 100 powtoérzen dla kazdego z wy-
kreséw. Jak pamietamy aby uzyskaé¢ zadowalajaca stabilnodé stosowanej miary nie-
doktadnosci minimalna wielko$é statystyki powinna wynosi¢ 500 powtorzenri lub wie-
cej. W przeciwnym wypadku miara niedoktadnosci wykazuje wciaz stosunkowo duze
fluktuacje, co wlasnie obserwujemy na wykresach. Niemniej wyniki eksperymentu
pozostaja cenne, gdyz fluktuacje zaburzajace gtadkos¢ uzyskanych powierzchni sg i
tak duzo mniejsze niz obserwowane réznice pomiedzy wykresami dla poréwnywanych
metod.

Przeanalizujmy najpierw uzyskane wyniki w obrebie jednej metody. Skupmy uwage
na mapach niedoktadnodci estymatora analitycznego w podstawowej wersji, sa to
wykresy umieszczone po lewej stronie Rysunku 8.11. Zauwazamy, ze wraz ze wzro-
stem wartosci wtasnych wchodzacych w sktad Oy niedoktadnosé estymacji rosnie i
zmniejsza sie obszar gdzie niedoktadnodé estymacji jest stosunkowo niska. Zgadza sie
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Estymator analityczny - zwykly Estymator analityczny - dualny

0,=0.33
0,70.5
0,=0.5

000
I n
S © &
w1

Rysunek 8.11. Poréwnanie podstawowej oraz dualnej postaci estymatora analitycznego
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to z przewidywaniem, gdyz coraz wieksze wartosci wtasne przektadaja sie na szybszy
wzrost wartodci momentéw macierzowych. Natomiast dosy¢ zaskakujace jest to, co
obserwujemy analizujac wykresy po prawej stronie, uzyskane dla dualnej postaci
estymatora. W tym przypadku réwniez skutecznoéé¢ dziatania estymacji pogarsza sie
ze wzrostem wartosci wtasnych wektora Oy, natomiast spodziewaliSmy sie raczej,
ze estymacje beda si¢ polepszaé ze wzgledu na malejace warto$ci momentéw macie-
rzowych.

Poréwnajmy jeszcze metody miedzy soba rozwazajac pary wykreséw uzyskane dla
coraz wiekszych wartoéci wlasnych. Mozna zaobserwowaé nastepujace prawidtowo-
$ci. Po pierwsze im wicksze wartosci wtasne wchodzace w sktad widma tym bardziej
mapy niedoktadnosci uzyskane dla obydwu metod staja sie do siebie podobne. Dla
ostatniego przypadku ©5 podobieistwo jest najwieksze i mozna przypuszczaé, ze dla
widma sktadajacego sie z jeszcze wiekszych wartosci wlasnych obydwa estymatory
beda dziataly z podobng skutecznoscia. Po drugie jak wida¢ w przypadku srednich
oraz malych wartosci wtasnych estymator analityczny dualny daje rezultaty raczej
kiepskie w stosunku do estymatora w postaci podstawowej. Obszar gdzie wartosci
niedoktadnodci estymacji utrzymuja sie na stosunkowo niskim poziomie jest znacznie
mniejszy niz w przypadku estymatora analitycznego w postaci pierwotnej, ktéry wraz
z malejacymi wartosciami wlasnymi widma dziata wyraznie coraz lepiej.

Podsumowujac nalezy stwierdzié¢, ze przeprowadzony eksperyment jednoznacznie
wskazal na przewage oryginalnej postaci estymatora analitycznego nad jego dualna
wersja bazujaca na momentach macierzowych pochodzacych od odwrotnosci macie-
rzy kowariancji.

8.9. Poziomice na mapie niedokladnosci

Przypusémy, ze interesuje nas odpowiedZ na pytanie w jakim zakresie parametréow
rozwazany estymator daje wyniki o niedokltadnosci ponizej okreslonego poziomu.
Informacja ta jest oczywiscie zawarta w mapie niedoktadnosci uzyskanej dla tego
estymatora, nie jest jednak w tej formie zbyt przejrzysta. W celu poprawienia
czytelnosci mapy niedoktadnoséci mozna na przyktad nanie$é na niag kilka poziomic
zadanych przez warunek n = const, czyli linii taczacych punkty o tej samej wartosci
niedoktadnodci. Zadanie nie wydaje sie specjalnie trudne, natomiast z zastosowania
tego prostego obrazowania wynikaja oczywiste korzysci. Na przyktad odpowiedz
na pytanie o ksztalt granicy poza ktéra niedoktadnosé estymacji wzrasta powyzej
zalozonego poziomu staje sie¢ banalna, gdyz bedzie widoczna w bezposredni sposéb
wlagnie w postaci jednej ze wspomnianych poziomic. 7 tego wzgledu ksztalt i poto-
zenie krzywych tworzacych poziomice wydaje sie ciekawym pytaniem.

W zwiazku z faktem, ze nie stwierdzono istotnych réznic pomiedzy mapami nie-
doktadnosci dla estymatoréw analitycznego oraz statystycznego w rozdziale tym
rozwazaé bedziemy poziomice na mapie niedoktadnosci uzyskanej dla estymatora
analitycznego. W celu wyznaczania punktéw tworzacych ostatecznie dana pozio-
mice zatozono, ze warto$é¢ niedoktadnosdci pomiedzy sasiednimi punktami na mapie
niedoktadnoéci zmienia sie liniowo w obydwu kierunkach. Zatem kazda z poziomic
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utworzona zostata ze zbioru punktéw, ktérych wspotrzedne na wykresie obliczone
zostaly na podstawie interpolacji liniowej wartosci niedoktadnosci pomiedzy sasied-
nimi punktami na mapie. Pod uwage wziete zostaly obydwa kierunki na wykresie,
to znaczy wspotrzednych punktéw poziomicy poszukiwano najpierw pomiedzy punk-
tami mapy o tej samej wspoéltrzednej poziomej, a nastepnie pomiedzy punktami mapy
o tej samej wspotrzednej pionowej. Ten prosty trick pozwolil wykresli¢ poszukiwane
poziomice z dosy¢ zadowalajaca rozdzielczoscia. Ostatecznie wyznaczono 10 pozio-
mic, natomiast wartosci niedoktadnosci dla jakich je wyznaczono wybrane zostaty z
przedziatu n €< 0.01,0.40 > w taki sposéb, aby odstepy na wykresie pomiedzy ko-
lejnymi poziomicami byty mniej wiecej podobne. Wynik zostal pokazany na rysunku
8.12.

Poziomice na mapie niedokladnosci

0.74
wartoéé
0.53 1
o 0.4
0.38 ) N - 0.25
0.27 e 015
N — S — 010
0.19 e e — 0.07
g S — 005
0.14 S 0.035
— e 0.025
0.10 - 0015
- ']
0.07 /
0.05
n

20 28 39 55 77 108 150 210 300

Rysunek 8.12. Przekroje przez mape niedoktadnosci dla © = (2,3,0.5). Kolejne poziomice
wyznaczaja obszary wymiaréw macierzy, dla ktérych niedoktadnosé estymacji utrzymuje sie
ponizej ustalonego poziomu 7.

Analizujac wstepnie uzyskany wykres nasuwa si¢ od razu pewne spostrzezenie, mia-
nowicie dla wiekszych wartosci n wynoszacych mniej wiecej powyzej 100 poziomice
przebiegaja praktycznie poziomo. tatwo to potwierdzi¢ analizujac nachylenie ko-
lejnych poziomic w rejonie duzych n, ktére wynosi praktycznie zero. Bezposrednim
wnioskiem z tej obserwacji jest fakt, ze kolejne poziomice wyznaczone sa poprzez wa-
runek By = r, gdzie B; bedzie dodatkowym parametrem numerujacym poziomice.
Widaé zatem, ze dla duzych n kolejne poziomice wyznaczone sg bezposrednio przez
wspoétezynnik r wydtuzenia macierzy X. Oznacza to, ze o ile tylko mniejszy wymiar
macierzy obserwacji jest wystarczajaco duzy, woéwczas niedoktadno$é estymacji nie
zalezy w ogble od konkretnej wartosci tego wymiaru, ale juz tylko od proporcji miedzy
wymiarami macierzy X. Warto podkresli¢, ze okreslenie "wymiar n wystarczajaco
duzy” jest dosyé¢ nieprecyzyjne, w przeprowadzonym eksperymencie wydaje sie, ze
wartoscia tg jest akurat wymiar n powyzej 100. Niemniej warte odnotowania jest, ze
dla n powyzej pewnej wartosci nachylenie wszystkich poziomic wynosi praktycznie
zero. Na Rysunku 8.13 zostato pokazane przyblizenie prawej strony wykresu przed-
stawionego na Rysunku 8.12.
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Poziomice na mapie niedokladnosci
- duze macierze
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Rysunek 8.13. Przekroje przez mape niedoktadnosci dla © = (2,3,0.5) - obszar duzych
macierzy.

Kolejna obserwacja dotyczy ksztaltu poziomic w rejonie matych wartoéci parametru
n. Ponownie nalezy wyjasnié, ze okreslenie ,mata warto$é n” jest umowne. Nalezy
je rozumieé¢ w ten sposédb, ze ponizej pewnej wartosci n obserwujemy, ze ksztalt po-
ziomic przyjmuje szczegdlng postaé, przy czym w gruncie rzeczy nie wiemy dlaczego
jest to akurat taka a nie inna warto$¢ n. Istotne jest, ze warto$é n ponizej ktorej
ksztalt poziomic mozna zaklasyfikowa¢ w pewien okreslony sposéb w ogole istnieje.
Przyblizenie lewej czedci wykresu zostalo pokazane na rysunku 8.14. Poziomice w
tym rejonie wydaja sie przebiega¢ wzdtuz linii prostych, jednak pod pewnym nieze-
rowym katem do poziomu. Zrobimy zatem zalozenie, ze dla n < 40 poziomice sg w
rozwazanych zmiennych dodatnio nachylonymi funkcjami liniowymi.

Poziomice na mapie niedokladnosci
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Rysunek 8.14. Przekroje przez mape niedokladnosci dla © = (2,3,0.5) - obszar matych
macierzy.

Jak pamietamy rozwazane wykresy pokazane sa w zmiennych logarytmicznych, gdzie
kolejne wspotrzedne wyznaczone sa jako n = 20-(1.4)™ oraz r = 0,05-(1,4)". Tym
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samym obserwowana na wykresach liniowa posta¢ fragmentéw poziomic w rejonie
matych wartosdci r jest liniowoscig w zmiennych n;,r;. Wzory opisujace poziomice
nalezy zapisa¢ w postaci r; = a - n; + b, przy czym dla wygody w zapisie tym pomi-
jamy indeks numerujacy kolejne poziomice. Jezeli dodatkowo przyjaé zatozenie, ze
obserwowane poziomice sg do siebie réwnolegle, co nie wydaje sie zbytnio odbiegaé
od prawdy, bedzie to oznaczalo, ze parametr a dla wszystkich poziomic jest taki
sam. Woéwczas kolejne poziomice podobnie jak w poprzednim przypadku beda nu-
merowane przez jeden parametr, ktérym jest b. Zobaczmy co wynika z powyzszych
zaltozen.

Rozpocznijmy od oszacowania wartosci parametru a, ktory przyjmujemy roéwny sred-
niej uzyskanej dla poszczegélnych fragmentéw poziomic. Wynikiem jest a = 0.8,
réwnanie dla poziomic przyjmuje zatem postaé

r; = 0.8 -n; +b.

Mozemy teraz przejs¢ do interesujacych nas wspotrzednych n oraz r przepisujac
powyzsze réwnanie do postaci

log; 4(207) = 0.8logy 4(5=) + 0,

n
20
ktére po pozbyciu sie logarytmu zapiszemy jako

20 = (o=

o) ().

Przyblizymy 20%8 do 11 oraz przyjmiemy oznaczenie (1.4)° = Bs, przy czym na-
lezy zauwazy¢, ze z faktu monotonicznosci funkcji wyktadniczej wynika, ze By jest
jednoznacznie wyznaczone przez b i na odwrét. Wniosek z tego jest taki, ze nowy
parametr By moze z powodzeniem stuzyé¢ do numerowania kolejnych poziomic w ob-
szarze matych wartosci n, a wiec jego rola bedzie analogiczna jak B; wprowadzonego
w przypadku obszaru duzych wartosci n. Powyzsze réwnanie przyjmie postac

0.2

By =220 = 220°—. (8.3)
n- m

Warto zauwazy¢, ze dla n €< 20,40 > wyrazenie w liczniku n®? przyjmuje wartosci
z zakresu od 1.82 do 2.09, czyli jest raczej wolno zmienna funkcja. Przyblizymy wiec
n%?2 wokot érodka rozwazanego przedzialu za pomoca rozwiniecia Taylora zapisanego
do wyrazu liniowego

no'z/nzgo = no'z/nzgo + 0.27170'8/”:30(71 - 30) + ...
=1.5840.013n +....
Zgodnie z powyzszym réwnanie 8.3 zapiszemy w postaci uproszczonej jako

1
By = 345— + 2, 86r- (8.4)
m

Sprawdzmy, czy ktérys z parametrow ma wyraznie wickszy wktad do wartosci catego
wyrazenia, co pozwalalo by na pominiecie znaczenia drugiego z nich. W rozwaza-
nym zakresie n €< 20,40 > oraz r €< 0.05,0.2 > parametr m przyjmuje wartosci



86 Rekonstrukcja widma - symulacje

m €< 100,800 >. Zatem pierwszy sktadnik sumy w réwnaniu 8.4 przyjmuje wartosci
z zakresu okoto < 0.43,3,47 >, natomiast drugi z zakresu < 0.15,0.58 >. Wktad
drugiego sktadnika jest wzglednie najmniejszy kiedy rozpatrujemy przypadek ma-
tych r oraz rownoczesnie rowniez matych m, jednak w pozostatych sytuacjach taki
wniosek przestaje by¢ juz prawdziwy. Nie mozna zatem méwi¢ o wyraznej dominacji
ktoregokolwiek z parametrow.

8.10. Analiza wektoréw wlasnych

Celem skonstruowania mapy niedoktadnosci jest zobrazowanie niedoktadnosci esty-
macji wykonywanych w okre§lonych warunkach. Informacje te zawarte sa w macie-
rzy kowariancji macierzy obserwacji Cov(X), a konkretnie w maksymalnej wartosci
wtasnej tej macierzy. Orientacja wektora wtlasnego odpowiadajacego tej wartosci
wlasnej wydaje sie zagadnieniem wartym zbadania, gdyz uzupetnia informacje przed-
stawione na mapie niedoktadnosci. Do kazdego z punktéw na mapie niedoktadnoéci
mozna obliczyé¢ odpowiadajacy mu wektor wlasny, ktére to wektory mozna naniesé
na mape niedoktadnodci. Uzyskujemy w ten spos6b mape wektoréw wihasnych za-
wierajaca informacje na temat kierunku korelacji maksymalnych fluktuacji w prze-
strzeni {A1, Ao, p1} dla poszczegolnych wymiaréw macierzy obserwacji. Uzyskana
mapa wektoréw wlasnych zostata zobrazowana za pomoca wykresu 3-D pokazanego
na rysunku 8.15. Po prawej stronie rysunku zostal naszkicowany szedcian, ktérego
orientacja jest taka sama jak mapy wektoréw wtasnych, ktoéry pokazuje orientacje
wektorow wtasnych w przestrzeni {A1, Aa, p1}.

Wektory wlasne

orientacja wektorow
na wykresie

0.74

Rysunek 8.15. Wektory wtasne macierzy Cov(X) od max. wartosci wlasnej

Analizujac uzyskana mape wektorow wtasnych nalezy zwroci¢ uwage na nastepujace
fakty.
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— Czes¢ wektoréw wilasnych jest ustawiona w jednym kierunku, po wnikliwszym
sprawdzeniu ich sktadowych okazuja sie wynosi¢ niemal dokladnie (1,0,0). Wek-
tory te zostaly zaznaczone na wykresie za pomoca dodatkowego symbolu kéteczka
u swojej podstawy. Potozenie tych wektoréw doktadnie pokrywa sie z regionem
gdzie estymatory praktycznie przestaja dzialaé¢ i miara niedoktadnodci staje sie
bardzo duza, to jest z obszarem malych macierzy. Ustawienie wektoréw wta-
snych w kierunku (1,0,0) oznacza, ze praktycznie wszystkie fluktuacje pochodza
od pierwszej sktadowej estymowanego wektora ©.

— W pozostalej czesci wykresu wektory obracaja sie od tego kierunku, zatem zadna
ze sktadowych estymowanej trojki © nie ma juz znaczaco wiekszego wktadu do
fluktuacji niz pozostate sktadowe. Ponadto nalezy stwierdzi¢, ze wektory obra-
caja sie w zdecydowanie nieprzypadkowy sposéb. Wszystkie sktadowe wektoréw
sa tego samego znaku, poza tym odnosi sie wrazenie, ze zmiana kierunku jest
‘ptynna’ od punktu do punktu. Nalezy jednak przede wszystkim stwierdzié¢, ze w
zaleznosci od wymiar6w macierzy kierunek wektora wtasnego jest r6zny. Zatem
w ogblnym przypadku badajac szerokosé rozktadu estymowanych parametréw nie
mozna zaniedbaé¢ wktadu zadnego z nich.

8.11. Przyklad estymacji przy dim© =5

W przyktadzie rozwazanym dotychczas wektor © sktadat sie z dwoéch nieznanych
wartosci wlasnych oraz jednego prawdopodobieristwa, zatem jego wymiar wynosit
dim © = 3. Wykonane zostalo poréwnanie rozwazanych metod estymacji ze wska-
zaniem na duzy stopienn skomplikowania oraz duze zapotrzebowanie na moc obli-
czeniowg w przypadku metody statystycznej. Rozwazmy teraz przypadek kiedy w
widmie granicznym spodziewamy sie nie dwoch ale trzech wartosci wlasnych, czyli
wymiar wektora parametréow wzrasta do dim® = 5. Warto podkreslié, ze imple-
mentacja estymatora statystycznego staje sie juz dosyé¢ trudnym zadaniem, ktory
wymaga przeprowadzenia obliczen z uzyciem az 10 momentéw macierzowych pierw-
szego rzedu, przez co czas obliczent dramatycznie rosnie. Pokazemy, ze estymator
analityczny réwniez przy wprowadzeniu wiekszej liczby stopni swobody jest narze-
dziem mozliwym do zastosowania i w okre§lonych warunkach dajacym zadowalajace
rezultaty.

Zalézmy na potrzeby tego eksperymentu, ze dane generowane sa dla widma gra-
nicznego o parametrach Ogye = (2,3,4,0.4,0.3), natomiast wymiary macierzy X
okreslone sa za pomoca parametréow n €< 20,300 > oraz n €< 0.05,0.67 >. Wsp6i-
rzedne w jakich sporzadzony bedzie wykres to n = 20-(1,4)™ oraz r = 0,05-(1,45)™,
gdzien; =0,...8 oraz r; = 0,...7. Ze wzgledu na wydtuzony czas obliczeit wielkogé
statystyki ograniczono 10-krotnie, czyli do 90 powtorzen dla kazdego punktu. Jest
prawdopodobnie zbyt mata wartosé¢ aby méwié o dobrej stabilnosci stosowanej miary
niedoktadnodci, ale wydaje sie by¢ wartoscig wystarczajaca dla realizacji postawio-
nego celu, czyli pokazania, ze metoda analityczna jest w stanie sprostaé takiemu
zadaniu.

Miara niedoktadnosci w rozwazanym przypadku dim © = 5 zostata skonstruowana
doktadnie tak samo jak w przypadku dim © = 3, czyli jest to pierwiastek kwadratowy
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Estymator analityczny
dim©=5

Rysunek 8.16. Ilustracja dzialania estymatora analitycznego przy wiekszej liczbie stopni

swobody, przyklad dla Oiye = (2,3,4,0.4,0.3). Obserwujemy, ze obszar prawidtowych

estymacji zmniejszyl sie w stosunku do poprzednich symulacji, jednak nadal dla pewnego
zakresu wymiaréw niedoktadnosé estymacji pozostaje stosunkowo niska.

obliczony z maksymalnej wartosci wtasnej macierzy Cov(X). Rysunek 8.16 przedsta-
wia uzyskany rezultat. Ogoélna zaleznosé jest podobna jak poprzednio, to znaczy
estymacja widma dziata najlepiej w przypadku duzych macierzy o duzym wydtu-
zeniu. Natomiast wyrazna réznica dotyczy obszaru stosowalnosci metody, ktory to
ulegt znacznemu pomniejszeniu. Podsumowujac, w przypadku dim © = 5 estymacja
widma jest nadal mozliwa, ale juz tylko dla wiekszych macierzy, w dodatku o wiek-
szym wspotczynniku wydtuzenia niz to obserwowaliémy w przypadku dim © = 3.

Nasuwa sie w tym momencie ciekawe pytanie, czy miedzy mapami niedoktadnoéci
uzyskanymi dla przypadkéw dim© = 3 oraz dim © = 5 istnieje jakag $cista relacja,
a jesli tak to jaka jest jej posta¢ albo przynajmniej od czego ona zalezy. Intuicja
podpowiada, ze relacja ta o ile istnieje zaleze¢ powinna od tych samych parame-
trow istotnych co stosowana miara niedoktadnosci, czyli wymiaréw macierzy X oraz
od wektora Oye. Nawet znajomosé tego typu relacji dzialajacej tylko w obrebie
dim©® = const byla by juz niezmiernie uzyteczna, jednak jej postaé nie zostala
dotad odkryta i pytanie to jak na razie pozostaje bez odpowiedzi.

8.12. Poréwnanie do estymatora Girko przy dim© =7

Pokazemy teraz dziatanie estymatora analitycznego przy czterech poszukiwanych
wartosciach wlasnych. W przeciwienstwie do poprzednio prezentowanych symula-
cji, ktore obejmowaly pewna przestrzen wymiaré6w macierzy obserwacji X, w tym
przypadku zostaly one wykonane dla konkretnie ustalonych wymiaréw macierzy X.
Motywacja przeprowadzenia takich wtasnie symulacji byto uzyskanie wynikéw, ktore
bedzie mozna w sposéb bezposredni odnies¢ do opublikowanych w ostatnim czasie
wynikow [43] bedacych implementacja estymatora Girko (w skrocie ,;G-estimator”).
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Na wstepie nalezy wspomnieé¢ o bardzo istotnej z praktycznego punktu widzenia
roznicy pomiedzy estymatorem analitycznym a wspomnianym estymatorem Girko.
Mianowicie jednym z zatozen konstrukcji G-estymatora jest doktadna znajomosé
ymultiplicity” (jest to parametr informujacy ile razy dana wartos$¢ wlasna pojawia
sie w widmie, a wiec jest on réwny Np;, gdzie N to mniejszy wymiar macierzy
obserwacji X, natomiast p; to prawdopodobieristwo pojawienia sie w widmie warto-
$ci whasnej \;) wszystkich wartosci wtasnych wchodzacych w sktad widma, podczas
gdy w przypadku estymatora analitycznego takiego zalozenia nie ma i tym samym
,multiplicity” poszczegblnych wartosci wtasnych sa kolejnymi z estymowanych para-
metréw. Roznica ta jest bardzo istotna, poniewaz ostatecznie estymatory pracuja
w przestrzeniach parametréw o innych wymiarach. W rozpatrywanym przypadku
widmo macierzy obserwacji X zawiera 4 nieznane wartosci wlasne i taki jest wymiar
przestrzeni estymowanych parametrow w jakiej pracuje G-estymator. Réwnoczednie
jesli zatozymy, ze nie znamy ich ,multiplicity”, wéwczas mamy tak naprawde juz 7
nieznanych parametréow, ktére wyznaczaja wymiar przestrzeni estymowanych para-
metréow dla estymatora analitycznego.

Symulacje podzielone zostaty na 3 czedci, przy czym w kazdym z wymienionych
przypadkéw statystyka macierzy obserwacji X liczyta 1200 powtérzeri. Macierze X
losowane byty z nastepujacych rozkltadéw:

— czesé 1 - dim X = 8 x 25 oraz Oye = (1,7,15,25,0.5,0.25,0.125),

— czesé 2 - dim X = 320 x 1000 oraz Oe = (1,7,15,25,0.5,0.25,0.125),

— cze$¢ 3 - dim X = 320 x 1000 oraz Oye = (1,7,15,25,0.5,0.25,0.2469).
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Rysunek 8.17. Histogram estymowanych wartosci wtasnych dla dim X = 320 x 1000 oraz

Otrue = (1,7,15,25,0.5,0.25,0.125). Mimo pewnego rozmycia obserwujemy separacje esty-
mowanych wartodci wtasnych.

Pierwsza czes¢ eksperymentu nie powiodta sie, przy tak malym wymiarze macierzy
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Tablica 8.2. Symulacja 2 - poréwnanie dzialania proponowanego estymatora analitycznego
do estymatora Girko, symulacje dla dim X = 320 x 1000.

Estymator analityczny G-estymator
i N pi EA) [ o®(N) [ E(p) [ o®(p) | EQw) | o*(N) | E(pi) [ o (p2)
1)1 0.5 0.9910 | 0.1623 | 0.4959 | 0.0501 | 0.9997 | 0.0031 - -
21 7 | 0.25 | 7.2255 | 1.3738 | 0.2674 | 0.0223 | 6.9972 | 0.0325 - -
8|15 ] 0.125 | 16.7095 | 2.6153 | 0.1315 | 0.0297 | 14.9771 | 0.1072 - -
4125 |0.125 | 25.6615 | 0.8818 | 0.1049 | 0.0254 | 25.0014 | 0.1620 - -

obserwacji estymator analityczny praktycznie nie dziala. W przypadku drugim ob-
serwujemy rozdzielenie estymowanych wartosci wtasnych, jednak nalezy przyznaé,
ze sa one dosy¢ mocno rozmyte i do tego troche przesuniete w stosunku do wtasci-
wych potozen. Rezultat ten pokazany zostatl na Rysunku 8.17. Za to w przypadku
trzeciej czesci eksperymentu otrzymano bardzo zadowalajace wyniki, co przedstawia
Rysunek 8.18. Estymowane wartosci wlasne sa bardzo dobrze zlokalizowane i do tego
mocno skupione, co daje w efekcie bardzo dobra ich separacje. Jedynie najwicksza
warto$¢ wlasna Ay = 25 jest dosy¢ rozmyta, jednak nalezy pamietaé, ze jej ,multipli-
city” wynosito tylko 1 dajac prawdopodobienistwo py = 0.0031, co moze ttumaczyé
wieksze rozmycie.
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Rysunek 8.18. Histogram otrzymany dla dimX = 320 x 1000 oraz Oiye =

(1,7,15,25,0.5,0.25,0.0031). Obserwujemy wyrazne rozdzielenie poszczegdlnych wartodci
wtasnych widma i dobrg ich lokalizacje.

Wyniki estymacji zostaly rozdzielone na 4 czesci uzyskujac w ten sposéb osobne
serie dla kolejnych wartosci wlasnych. Nastepnie dla kazdej z serii zostaty obliczone
srednia oraz §rednie odchylenie standardowe. Wyniki w tej postaci mozna juz byto
bezposrednio porownaé do wynikow dla G-estymatora [43]. Rezultat przedstawiony



zostal w Tabelach 8.2 oraz 8.3.

Tablica 8.3. Symulacja 3 - poréwnanie dzialania proponowanego estymatora analitycznego
do estymatora Girko, symulacje dla dim X = 320 x 1000.

Estymator analityczny G-estymator
i | N | pi E\) [ o®(\) | Elps) | o®(p) | EO) | o (N) | Blpa) | o*(pi)
111 0.5 1.0000 | 0.0083 | 0.5003 | 0.0023 | 0.9997 | 0.0032 - -
21 7 | 025 | 7.0093 | 0.1257 | 0.2504 | 0.0044 | 6.9942 | 0.0343 - -
3 115 ] 0.2469 | 15.002 | 0.1519 | 0.2453 | 0.0075 | 14.9556 | 0.0681 - -
4 | 25| 0.0031 | 24.563 | 1.4329 | 0.0040 | 0.0048 | 24.9892 | 1.0713 - -

Analizujac przeprowadzone symulacje nalezy stwierdzié, ze we wszystkich badanych
przypadkach G-estymator dat wyniki doktadniej zlokalizowane i o mniejszym roz-
myciu w stosunku do estymatora analitycznego, przy czym w przypadku pierwszej
symulacji estymator analityczny dal wyniki bardzo odbiegajace od wtasciwych. W
przypadku macierzy X o wymiarze dim X = 320 x 1000 estymator analityczny dal
wyniki pozwalajace w zdecydowany sposéb rozdzieli¢ otrzymane wartodci wtasne,
ale wciaz wyniki te sa gorsze niz uzyskiwane za pomoca G-estymatora. Z drugiej
jednak strony nalezy pamietaé, ze estymator analityczny pracowal w trudniejszych
warunkach, gdyz liczba estymowanych parametrow tak naprawde byta wieksza. Co
wiecej, w sytuacji kiedy nie mamy wiedzy na temat ,multiplicity” poszczegdlnych
wartosci wrasnych w widmie G-estymator jest calkowicie bezradny, podczas gdy za-
stosowanie estymatora analitycznego pozwala uzyskaé¢ catkiem zadowalajace wyniki,
o ile tylko macierze obserwacji X nie sa zbyt mate. Z tego tez powodu pomimo
widocznych réznic w doktadnosci uzyskanych estymacji niemozliwe jest wskazanie
ktoregokolwiek z estymatoréow jako bezwzglednie lepszego. Nalezy raczej pamietaé
o praktycznych réznicach pomiedzy nimi i wynikajacych z tego innych obszarach
potencjalnego zastosowania.



Rozdzial 9

Podsumowanie

Obserwowany w ostatnich latach niezwykle dynamiczny rozwdj w dziedzinie prze-
sytu informacji zaowocowal powstaniem nowych technologii, takich jak komunikacja
MIMO, stanowiaca zupetnie nowa jako$¢ w telekomunikacji. Dla pelnego wyko-
rzystania mozliwosci, jakie kryje w sobie komunikacja wielowymiarowa, konieczne
sa wydajne algorytmy detekcji sygnatu, do ktérych dziatania z kolei niezbedne sa
skutecznie dziatajace metody estymacji widma macierzy kowariancji na podstawie
zaszumionych macierzy danych. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku ekono-
fizyki. Dobo6r spétek do tzw. optymalnego portfela inwesycyjnego réwniez wymaga
znajomosci macierzy kowariancji, kt6ra musimy oszacowaé na podstawie obserwowa-
nych notowan. W pracy zaproponowanych zostato kilka zupetnie nowych, nie prezen-
towanych dotad metod odtwarzania widma. Spodrod nich nalezy wymienié zwtaszcza
metode nazwana roboczo estymatorem analitycznym [64]. W wyniku przeprowadzo-
nych symulacji okazalo sig, ze zar6wno powtarzalnosé uzyskiwanych w wyniku jej
zastosowania estymacji, jak tez i predko$é¢ dzialania sa bardzo zadowalajace. Po-
nadto jedna z naturalnych wtasnosci estymatora analitycznego jest estymacja warto-
$ci wlasnych tworzacych widmo wraz z odpowiadajacymi im prawdopodobiefistwami.
Wspomniane wtasnosci stanowia o jego duzej atrakcyjnosci. Dzieje sie tak dlatego,
ze inne stosowane obecnie estymatory albo zaktadaja znajomos$é prawdopodobienstw
wartosci wlasnych (G-estymator) i tym samym sa mniej uniwersalne, albo co prawda
nie maja takiego ogranicznenia, ale za to sa bardzo wymagajace obliczeniowo i przez
to dzialaja wyraznie wolniej (estymator statystyczny).

Jednym z nowych estymatoréw zaproponowanych w pracy byta dualna postaé esty-
matora analitycznego, ktérego konstrukcja oparta byta na znajomosci relacji dotycza-
cych momentéw macierzowych odwrotnosci macierzy kowariancji. Jak sie okazalo, we
wszystkich testowanych przypadkach (rézne wartosci wlasne tworzace widmo, rozne
wymiary macierzy obserwacji) estymator ten dawal gorsze rezultaty w stosunku do
swojej oryginalnej postaci.

Duza czes¢ pracy stanowilo zaimplementowanie algorytmoéw estymacji widma (esty-
mator statystyczny, estymator analityczny, estymator analityczny dualny) oraz prze-
prowadzenie szeregu symulacji a nastepnie analiz otrzymanych rezultatéw. Na po-
trzeby dokonania poréwnania dzialania réznych estymatoréw widma zaproponwano
nieskomplikowang metode wizualizacji niedoktadnosci estymacji danego estymatora
w postaci tzw. ,mapy niedoktadnosci”. Przy okazji zabieg ten okazal sie przydatny
dla okreslenia zakresu stosowalnosci danego estymatora w sensie wymiaréw macierzy
obserwacji, przy zatozonej postaci widma. Rozwazano takze zagadnienie okreslenia
warunku jaki musza spetnia¢ wymiary macierzy obserwacji, aby spodziewaé sie nie-



doktadnosci estymacji na poziomie nie gorszym od zalozonego. OdpowiedZ na tak
postawione pytanie jest mozliwa, ale znowu pod warunkiem, ze znane jest widmo
macierzy kowariancji. Powodem tego jest fakt, ze uzyskiwana dla danego estyma-
tora widma mapa niedoktadnodci zmienia si¢ wraz z samym widmem. Nie udato
sie natomiast niestety udzieli¢ odpowiedzi na pytanie w jaki doktadnie sposéb mapa
ulega zmianie, tak wiec problem ten na chwile obecna pozostaje nierozwiazany.

W Dodatku B.2 wyprowadzony zostat znany juz wzér Marchenko-Pastura, jednak
rachunek przeprowadzono w oparciu o zastosowanie transformacji B (réwnowaznej do
transformacji R), a wiec narzedzia wywodzacego sie z koncepcji swobodnych zmien-
nych przypadkowych.

Nowym wynikiem jest takze relacja uzyskana dla odwrotnoéci macierzy kowariancji,
wyrazajaca funkcje Greena 2-punktowa przez funkcje Greena l-punktowa. Na jej
podstawie skonstruowany zostat algorytm pozwalajacy wyrazi¢ momenty macierzowe
drugiego rzedu przez kolejne momenty macierzowe pierwszego rzedu. Rozdzial 5
przedstawia przebieg rachunkéw, natomiast w Tabelach C.7 oraz C.8 zamieszczonych
w Dodatku C wypisano pierwszych kilka z uzyskanych wzorow.

Znajomoé¢ wspomnianej relacji pozwolita na przeprowadzenie konstrukcji jeszcze
jednej metody estymacji widma - dualnej postaci estymatora statystycznego. Jed-
nak z uwagi na fakt niezadowalajacego dziatania zaréwno estymatora analitycznego
dualnego jak tez statystycznego (w poréwnaniu do estymatora analitycznego: esty-
mator analityczny dualny - stosunkowo duzy rozrzut kolejnych estymacji, estyma-
tor statystyczny - wolne dziatanie) zdecydowano zrezygnowac z jego implementacji,
przedstawiona zostala tylko jego konstrukcja.



Dodatek A

Konwencje w telekomunikacji 1 fizyce

Podczas rozwazania zagadnien zawartych w niniejszej pracy stosowane byty narzedzia
fizyki teoretycznej oraz terminologia i notacja wywodzace sie z fizyki. Jak sie czesto
okazuje bardzo podobne lub nieraz takie same wrecz problemy poruszane sa takze w
innych dziedzinach nauki, jak na przyktad telekomunikacja. Trzeba pamieta¢, ze w
obrebie kazdej dziedziny naukowej mamy do czynienia ze specyficzng terminologia,
ktora wyksztalcita sie na przestrzeni czasu. W przypadku telekomunikacji terminolo-
gia zaczerpnieta zostata gtéwnie z matematyki. 7 tego wzgledu te same zagadnienia
na ogdt bywaja nieco odmiennie sformutowane oraz pojawiaja sie wynikajace ze sto-
sowania, odmiennych definicji wieksze lub mniejsze réznice we wzorach. Wszystko to
skutkuje tym, ze przeptyw informacji pomiedzy specjalistami z r6znych dziedzin jest
coraz bardziej utrudniony, nawet w sytuacjach kiedy rozwazaja oni podobne zagad-
nienia. Rozdzial ten stuzyé ma wtasnie usystematyzowaniu terminologii uzywanej
w fizyce oraz telekomunikacji. Wskazane zostang réznice w stosowanych definicjach
oraz wykazana zostanie réwnowaznos¢ pomiedzy niektérymi wzorami.

A.1. Funkcja Greena oraz transformata Stieltjesa

W fizyce postugujemy sie funkcja Greena oraz jej odwrotnoscia zdefiniowanymi jako

G(z) = <%Trz _1H> (A1)
pa(x) = — 61_i>%1+ %%G(m + i€). (A.2)

Natomiast w jezyku telekomunikacji mamy do czynienia z transformata Stieltjesa
wraz z transformata do niej odwrotna, ktére zadane sg poprzez formuty

S(z) =/%@, (A.3)
ps(@) = lim ~3S(x + iy). (A4)
y—0t+ T

Definicje funkcji Greena (A.1) oraz transformaty Stieltjesa (A.3) jak widzimy roz-
nig sie jedynie znakiem, natomiast ich odwrotnosci (A.2) oraz (A.4) sa tozsame.
Zapiszemy zatem

S(z) = =G(2),

pa(z) =ps(z) = p(x).
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A.2. 1-punktowa funkcja Greena oraz transformata Cauchy’ego

Kolejnym interesujacym nas obiektem jest transformata Cauchy’ego zdefiniowana w
oparciu o szereg potegowy, ktorych definicje sa nastepujace

Geo(z) = %M(i) gdzie M(z) =1+ Zanw (A.5)
n>1

Pokazemy teraz, ze tak zdefiniowana transformata Cauchy’ego jest tozsama z uzy-
wana w fizyce funkcja Greena (A.1). Zapiszmy najpierw funkcje Greena rozwijajac
ja w szereg do postaci

1.1 1 (YA .
G(z) = <NTI‘Z = H> == +nz>; (—an <NTrH >) ,

a nastepnie zapiszmy transformate Cauchy’ego korzystajac bezposrednio z definicji
(A.5) oraz z definicji momentow ay,

Gol) = T M(2) =~ 1+z(—an> _

n>1

1 1 /1
n>1

Otrzymujemy ostatecznie dokladnie te same wyrazenia, zatem mozemy zapisac

A.3. 2-punktowa funkcja Greena oraz transformata Cauchy’ego

Stosowana w fizyce 2-punktowa funkcja Greena oraz 2-punktowa transformata Cau-
chy’ego uzywana w telekomunikacji sa nieco odmiennie zdefiniowane, jednak réwniez
i w tym przypadku mozna wykazac ich réwnowazno$é. Zapiszmy najpierw dwupunk-
towa funkcje Greena zgodnie z konwencja stosowana w fizyce jako

Glo) = Glo)
-y
W Rozdziale 4.4 zostalo wykazane, ze definicja ta obowiazuje zaréwno w przypadku

zespotu Gaussa jak rowniez zespolu Wisharta. Analogiczny obiekt pojawiajacy sie
w telekomunikacji zdefiniowany jest w oparciu o szereg M (x,y) i przyjmuje postaé

L@M@)EyMy) 1

G(z,y) = —6 Oy In (A.6)

M(z,y) = zy - ; (A7)
(zM(z) —yM(y))*  (z—y)?
przy czym 2-punktowa transformata Cauchy’ego zdefiniowana jest jako
M(3. )
Go(z,y) = ;T, gdzie M (z,y) Z ity (A.8)

4,521
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Zmierimy najpierw zmienne w réwnaniu (A.7) na k = % oraz | = %, nie zapominajac
. . . L. cood _dkd _ _12d .
o zmianie zmiennych rézniczkowania - = g7 = —k“ 7. Otrzymujemy

11, L [ReARM(anMG)] ke
SR MG -t G=0?)

przy czym podzielimy jeszcze obie strony réwnosci przez kl. Doprowadzenie wy-
razenia do tej postaci pozwala skorzysta¢ bezposrednio z definicji dwupunktowej
transformaty Cauchy’ego (A.8) po lewej stronie rownosci oraz z definicji 1-punktowe;
transformaty Cauchy’ego (A.5) po prawej stronie. Ostatecznie otrzymujemy réwna-
nie w postaci

_ Gmen 1
D= Tam —owp " G0 A

Powr6¢my w tym momencie do réwnania (A.6), w ktorym nalezy tylko wykonaé
dwukrotne roézniczkowanie, w efekcie czego otrzymujemy
1 G (x)G'(y) 1

N S VT e g

co dowodzi réwnowaznosci definicji wyrazonych wzorami (A.6) oraz (A.7).

A.4. Wolne kumulanty w podej$ciu Voiculescu oraz Zee

Rozwazmy dwa asymptotycznie swobodne zespoly macierzowe A oraz B. Interesuje
nas obiekt, ktéry bedzie addytywna cecha tych zespotow. Wtasnosé taka posiadaja
tzw. swobodne kumulanty, ktére z tej racji sa waznym obiektem naszego zaintereso-
wania. Podamy teraz pierwotng postaé definicji swobodnych kumulant, a nastepnie
jej posta¢ w ujeciu Voiculescu oraz Zee.

Zatozmy, ze dla pewnego zespotu macierzowego znane sa jego momenty macierzowe
pierwszego rzedu «,,. Tym samym mozemy zapisaé dla tego zespotu szereg potegowy
M (x) w postaci
M(z)=1+ Zanw”.
n>1

Swobodne kumulanty x, definiujemy sa w spos6b posdredni poprzez relacje

Clz) =1+ kna", gdze C(zM(x)) = M(z). (A.10)

n>1

Swobodne kumulanty jak wspomniano sg obiektem o bardzo pozytecznej wtasnosci,
mianowicie jesli zespoly macierzowe A oraz B sa asymptotycznie swobodne, woéwczas
zachodzi

KiatB = A 4 kB,

Definicja swobodnych kumulant w terminologii wprowadzonej przez Voiculescu [24],
[25] przyjmuje nieco inng postaé, gdyz zamiast funkcji C'(x) oraz szeregu M (z) uzywa
on nowych funkcji nazywanych transformata R(z) oraz transformata Cauchy G(z).

Zwiazane sa one z oryginalnymi funkcjami poprzez relacje R(z) = 1(C(z) — 1) oraz
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G(z) = 1M (L). Prosty rachunek dowodzi, ze w tej notacji oryginalne wyrazenie na

wolne kumulanty (A.10) przyjmuje postac

R(z) =) k2", gdzie + R(G(z)) =z (A.11)

1
Pojawia sie pytanie jaki jest cel we wprowadzaniu nowej notacji, skoro chodzi o
definicje tych samych obiektow. Okazuje sie, ze wprowadzenie nowej funkcji R(z)
niesie ze sobg bardzo konkretne korzysci, mianowicie podobnie jak wolne kumulanty
Kn tak samo funkcja R(x) jest obiektem addytywnym w przypadku asymptotycznie
swobodnych zespoléw macierzowych, co zapiszemy w postaci

Rayp(z) = Ra(z) + Rp(x).

Cecha ta jest bardzo pozyteczna ze wzgledu na mozliwosé wygodniejszego i bardziej
przejrzystego prowadzenia rachunkéw. Nalezy zatem stwierdzié, ze postugiwanie sie
funkcja R(x) w ogolnym przypadku jest uzasadnione.

Kolejnym krokiem w strone poprawienia przejrzystosci rachunkéw jest zapropono-
wana przez Zee [27] funkcja B(z) (patrz takze np. [66]) powiazana z funkcja R(z)
poprzez relacje B(z) = R(x) + % W tej notacji wolne kumulanty zdefiniowane sa w
maksymalnie zwartej postaci

B(G) = % + Z knz" 1 gdzie B(G(z)) = . (A.12)

Zatem jak widzimy nowa funkcja B(G(x)) jest funkcjonalna odwrotnoscia funkcji
Greena G(z), stad zreszta wziela sie jej nazwa: funkcja ,Blue” jako odwrotnosc
funkgji ,,Green”.

Funkcja B z jednej strony pozwala w tatwy sposob obliczy¢ momenty rozktadu beda-
cego sumgy rozktadow spelniajacych  freeness”. Ponadto w niektérych sytuacjach ob-
liczeniowych stanowi réwniez bardzo uzyteczny obiekt z innego powodu, mianowicie
jej postac jest czesto prostsza niz oryginalnej funkcji G. Z tego powodu na przyktad
niektére catki, gdzie pojawia sie funkcja G, mozna wykonaé¢ tatwiej postugujac sie
funkcja B.

A.5. Pojemno$¢ informacyjna, wolna energia oraz funkcja Blue

Pojemno$é informacyjna C kanatu MIMO okresla maksymalna predkosé przesytania
danych za posrednictwem rozpatrywanego kanalu H. Zakltadajac, ze macierz kanatu
H jest znana i nie zmienia si¢ w czasie (to znaczy w praktyce zmienia sie na tyle
wolno, ze na czas trwania transji mozna przyjac ja jako niezmienng) wowczas mamy
do czynienia z ,Quasi-static flat fading channel”. W takim przypadku pojemnosé
kanatu MIMO definiowana jest jako

1 1
C(o%) = N log, det (1N + EHHT> , (A.13)
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gdzie 02 to tzw. ,odstep sygnal-szum” (w skréocie SNR, z ang. ,signal-to-noise
ratio”), natomiast macierz kowariancji HH” jest macierza hermitowsks. Warto
zwrécié uwage, ze uzyto logarytmu przy podstawie 2, co ma odzwierciedlenie w
dwbjkowej naturze przesytanych danych. Przy takiej konwencji jednostka informacji
jest [bit/(s*Hz)]. Zapisujac definicje pojemnosci informacyjnej z uzyciem logarytmu
naturalnego (standardowe podejscie stosowane w fizyce) nalezy pamietac¢ o dodatko-
wym czynniku log(2). Jezeli kanal zmienia sie w czasie, wowczas mamy do czynienia
z ,Time-varying Rayleigh channel”, definicja pojemnosci uwzgledniajaca zmiennosé
kanatu przyjmuje postaé

C(0?) = / % log, det <1N + %HHT> dPy. (A.14)

Skupmy uwage na kanalach Quasi-static o hermitowskiej macierzy kowariancji. Stan-
dardowe podejscie do problemu obliczenia pojemnoéci kanatu polega na zapisie wzoru
(A.13) w bazie diagonalnej w postaci

C(o?) = /OOO log, (1 + %) ot (N)dA, (A.15)

gdzie pyyr(A) to gestosé prawdopodobienistwa wartosci wlasnych rozwazanego mo-
delu HHT | a wiec rozktadu Wisharta, (4.11). Otrzymujemy w ten sposéb pojemnosc
kanatu MIMO, ktoéra zapiszemy jako

et = [om (142 VOV =00 =0+,

o 2mr

gdzie r = N/M, przy czym N, M — oo. Wynik ten pojawit sie juz w roku 1999 w
pionierskiej pracy [4]. Ostatnio [28] otrzymano takze inne, interesujac wyrazenie na
pojemnos¢ kanatu MIMO w postaci

1

2\ _
Clo7) = log, (1 T 1)

1
) + Hloga(1 4+ 7d) + logy ()0 — 1],

gdzie § to dodatnie rozwiazanie wyrazenia

1 —1
_ 2
6_(1+r6+0>

wynoszace

Zwigzek pojemnosci kanatu z funkcja Greena

Do problemu obliczenia pojemnosci kanatu mozna tez podej$é w nieco odmienny spo-
s6b. Zauwazmy, ze posta¢ wzoru (A.13) przypomina nieco strukture funkcji Greena i
rzeczywiscie, pomiedzy funkcjami G(z) oraz C(o?) istnieje $cista relacja. Rozwazmy
pochodng funkcji C(0?) po zmiennej o2

d |1 1
2\ T —
—dg2C(U ) = 73 [_N log det (1N + UQHH )] =
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1
=3 [ﬁTrlog (021N —I—HHT) —logaﬂ =
1 1 1 1
- T = _G(—0%) - —.
N role—}—HHT 02 (=) 02

W nastepnym kroku nalezy wykonaé catkowanie powyzszego wyrazenia, pamietajac
o prawidlowym ustaleniu granic. Latwo sprawdzi¢, ze rozwigzaniem jest

C(0?) = /:o (G(—x) + 1) dx. (A.16)

2 X

Zauwazmy, ze wyrazenie pojemnosci C' w postaci (A.16) jest w praktyce bardzo
atrakcyjne. Mianowicie dla obliczenia pojemnosci kanatu wystarczy funkcja Gre-
ena macierzy kanatowej H oraz warto$¢ parametru o2 okreglajacego stosunek mocy
sygnalu do mocy szumu. Nie ma natomiast potrzeby obliczania gestosci rozktadu
wartosci wlasnych w widmie, mamy wiec do czynienia ze sporym utatwieniem ra-
chunkowym.

Zwiazek wolnej energii z funkcja Greena
Rozwazmy funkcje rozdziatu

Z = (det (z — H)) = (exp[ln det (z — H)|) = (exp[Tr In (z — H)]).
Wyrazenie postaci <6A> mozna rozwinaé jako

)

<€A> — <A (AT>—<AS)
zatem rozwazang funkcje rozdzialu Z zapiszemy jako
1 9 2
Z=exp [(Tr In (z—H)>—|—§[<Tr In(z—H))— (Tr In (z — H))*] +...],

przy czym kolejne sktadniki pojawiajace si¢ w wyktadniku eksponenty oznaczymy
nowymi symbolami i tym samym zapiszemy funkcje rozdziatu w postaci

7 = eNFO‘F%Fl‘f’---'
Cale wyrazenie znajdujace sie w wyktadniku eksponenty nazywamy wolna energia

F' i mozemy zapisa¢ ja w postaci F' = In Z. Rozwazmy pierwszy sktadnik wolnej
energii N Fy nazywany pojemnosciag modelu

NFy=(Tr In (z — H)).

Po zrézniczkowaniu po prawej stronie réwnosci otrzymujemy

on (1 LY e

jak wiec widzimy sktadnik F{ wolnej energii w prosty sposob jest powiazany z funkcja
Green’a

Fyo(z) = /_Z Gu(2)d7'.



Warto zauwazy¢, ze gdyby rozwazy¢ wolna energie dla innej funkcji rozdziatu, to
jej posta¢ w zmiennej bedacej funkcja Greena nie ulegnie zmianie, zmieni si¢ na-
tomiast oczywiscie sama funkcja Greena jako funkcja w zmiennej z. Mozemy wiec
rownie dobrze rozwazaé pierwszy sktadnik rozwiniecia wolnej energii dla zespotu Wi-
sharta FOHHT (2), ktory dla wygody bedziemy w dalszym ciagu oznaczaé¢ jako Fy(z).
Zmiennmy zmienne catkowania na k = —z, zapiszemy wowczas

Fo(—k) = /k Gugr(—k)dkK,

a nastepnie zapiszmy powyzsze wyrazenie w punkcie k = —o?

FO(UQ) :/ Gypr(—z)dz,

Zatem pojemnos¢ kanatu mozemy zapisa¢ takze w postaci

C (%) = Fy(o?) + /Oo %dw (A.17)

o2



Dodatek B

Przyklady rachunkéow FRV

Rachunki dotyczace funkcji Greena czy tez funkcji tworzacej momenty przeprowa-
dzane s czesto przy uzyciu diagraméw Feynmana, tak jako to zostato pokazane w
Rozdziale 4. Atrakcyjng alternatywa dla takiego podejscia jest wykorzystanie kon-
cepcji swobodnych zmiennych przypadkowych, a w szczegélnosci mozliwosei jakie
daja funkcje R oraz S (lub rownowaznie B oraz N), zaprezentowane w Rozdziale
3.3.

B.1. Relacje dla momenté6w macierzy kowariancji

W pracy [52] z uzyciem diagramatyki Feynmana zostala wyprowadzona relacja (6.1)
wigzgca momenty macierzowe a% 7z momentami al%, gdzie ¥ to macierz kowariancji,
natomiast S to doswiadczalna macierz kowariancji. Jej wyprowadzenie mozna takze
przeprowadzi¢ w inny sposob [44], korzystajac z narzedzia w postaci transformacji S
(lub rownowaznej transformacji V), co pokazemy ponizej jako przyktad jego zasto-

sowania.

Rachunek podzielony zostal na dwie czesci. Najpierw rozpatrzymy pomocnicza ma-
cierz ¢ nie zawierajacg korelacji i obliczymy dla niej transformacje N. Nastepnie
rozpatrzona zostanie docelowa macierz kowariancji ¢, dla ktérej rowniez obliczymy
transformacje N, przy czym zostanie wykorzystany wynik uzyskany w pierwszej cze-
$ci. Na koniec pokazemy w jaki sposoéb, korzystajac z obliczonych transformacji N,
uzyskac interesujaca nas relacje (6.1).

Gauss bez korelacji

Rozwazmy macierz ¢ = %RT]:Z o wymiarze T' x T, gdzie R to prostokatna macierz
Gaussowska o wymiarze N x T nie zawierajaca zadnych korelacji, przy czym N < T
Zauwazmy, ze dopisujac do macierzy R dodatkowe wiersze lub kolumny wypekione
zerami macierz ¢ pozostaje bez zmian. Zatem z punktu widzenia macierzy ¢ mo-
zemy poshuzy¢ sie wygodnym modelem macierzy R w postaci R = PX, gdzie X jest
kwadratowa macierza Gaussowska nie zawierajaca korelacji, natomiast P jest tzw.
sprojektorem”, czyli diagonalng macierza posiadajaca na diagonali N jedynek a poza
tym wypelniong zerami. Zapiszemy

- 1 ~T 1 T 1 T
== =—(PX) (PX)==X"PX B.1
¢= =BT R= —(PX)T(PX) = ZXTPX, (B.1)
gdyz P’ = P dla dowolnego i. Ze wzgledu na wlasnosé cyklicznosci §ladu macierzo-
wego mozemy zapisacé

N%RTR(Z) = Niyrpx(2) = Nipyxr(2),
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a wiec zgodnie z (3.6) zapiszemy

N

RTR(Z) = 41 ( )N%XxT(Z). (B.Q)

1
T

Potrzebujemy zatem obliczy¢ transformacje N dla macierzy P a nastepnie dla ma-
cierzy TX XT. Rozpatrzmy najpierw macierz projektora P, ktorej funkcje Greena
zapiszemy w postaci

1 1 ,
Gp(z ):—+;T<TrP>+ T<TrP > 4.

przy czym ze wzgledu na wlasnoéé V; P = P mozemy zapisaé

1 1 1 T N
Gr(z) =4 - (14 -F =t )= d " pdrier = .
P(z) 22 <+z+22+ ) z+z(z—1)’gzwr T

Transformacje N dla projektora P obliczymy wstawiajac powyzszy wynik bezposred-
nio do réwnania (3.5)
N()G (N(2)) = 2+ 1,

co prowadzi do wyniku w postaci

(B.3)

Obliczmy nastepnie transformacje N dla macierzy TXXT Rozpoczniemy od zapi-
sania funkcji Greena G y2(z) oraz wykonania podstawienia z = w?, otrzymujemy

1 1 1 11
GX2(’Z)_T<TTZ—X2> T<Tr<w—Xw+X>>
1 (1 1 1 1
T 2w [f<Trw—X>+f<Trw+X>}’

przy czym ze wzgledu na fakt, ze macierz X jest symetryczna powyzsze réwnanie

mozemy zapisaé jako

Gro(e) = 1 (Tt ) = LGx(u) = =G (v3),

gdzie Gx jest funkcja Greena dla zespotu Gaussa, a wiec opisana jest réwnaniem
potkola Wignera (4.4). Poszukiwana funkcja Greena G2 przyjmie zatem postac

Gxg(z):%<1— Z;4>.

Nastepnie postepujac analogicznie jak poprzednio, wstawiamy powyzsze réwnanie
do (3.5) i po krotkim rachunku otrzymujemy transformacje N dla macierzy X2 w
postaci

2
Nyo(2) = @ (B.4)
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Pozostaje wstawié otrzymane wyrazenia (B.3) oraz (B.4) do réwnania (B.2), otrzy-
many wynik przyjmuje postac

Nigrplz) = 22T (B.5)

S~

Gauss z korelacjami

Rozwazmy nastepnie macierz ¢ = %RRT, przy czym R to macierz Gaussowska pro-
stokatna IV x T' zawierajaca korelacje. Standardowo korelacje uwzglednimy zapisujac
R = V/CR, gdzie C to macierz kowariancji, natomiast R to macierz Gaussowska nie
zawierajaca korelacji. Macierz ¢ przyjmuje postaé

1 -~
c= f\/ERRT\/E.

Obliczmy transformacje N dla macierzy c¢. Korzystajac z wtasnosci cyklicznosci §ladu
macierzowego oraz stosujac prawo mnozenia dla transformacji N zapiszemy

Ne(2) = N1 vepiryve(?) = Nigare(2)

z

Zauwazmy, ze W powyzszym zapisie pojawia sie macierz RRT o wymiarze N x N.
Chcac skorzystaé z wyniku (B.5) musimy jeszcze przestawi¢ miejscami macierze R
oraz RT, co spowoduje zamiane argumentu z na rz. Zapiszemy zatem

z
B.

zrr(rz)Ne(z),

a nastepnie skorzystamy z wyniku (B.5). Otrzymujemy wyrazenie na transformacje

N w postaci
Nc(z) = (rz+ 1)Ne (). (B.6)

Przypomnijmy, ze docelowo interesuje nas relacja pomiedzy funkcjami generujacymi
momenty dla macierzy c oraz C, ktore (3.8) sa funkcjonalnymi odwrotnosciami trans-
formacji N.(z) oraz N¢(z). Podstawmy zatem N — z oraz z — M. w réwnaniu
(B.6) otrzymujac

2= (rMc(z) + 1) No(M,(2))-

Zauwazmy, ze w powyzszym zapisie funkcja M.(z) pojawia sie¢ w sposob jawny jako
odwrotnosé N¢, zapiszemy wiec

Mc (H%M(ZQ = M.(2). (B.7)

Z powyzszego rownania (B.7) w sposob bezposredni wynika (6.1).
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B.2. Rozklad Marchenko-Pastura

Kolejnym przyktadem zastosowania rachunku swobodnych zmiennych przypadko-
wych jest wyprowadzenie funkcji Greena dla przypadku rozkladu Wisharta. Za-
piszmy macierz Wisharta w postaci C' = %X XT, przy czym element i, j macierzy C
wynosi¢ bedzie

1 1 1
(Chij = mXia X[y + = Xio Xl 4. 4 S Xig X =
= (c1)ig + (e2)iy + -+ (er)iy- (B.8)

Istota rachunku polega na obserwacji, ze macierze ¢; sa swobodne oraz ze ich funkcje
Greena sg takie same. Obliczymy zatem funkcje Greena dla macierzy c¢; a nastep-
nie korzystajac z prawa dodawania macierzy w postaci transformacji B obliczymy
funkcje Greena C'. Dla uproszczenia w zapisie macierzy ¢; bedziemy pomijaé indeks i.

Zauwazmy, ze rzad macierzy ¢ wynosi 1, dlatego mozemy zapisa¢ funkcje Greena
dla macierzy ¢ w postaci

T
1 1 1 1 N-1 1 1 1
Gc(z)_N<Tr1z—c>_N;z—)\k_ N Z—O+NZ—)\.

Ponadto rzad macierzy ¢ wynoszacy 1 pozwala w latwy sposéb obliczyé wartoéé
wlasna A jako §lad macierzy ¢;, przy czym mozemy skorzystaé z cyklicznosci sladu

1 1 1
——— TXXT>:—<TXTX>:—N: .
A T<r T T T T

Zapiszemy wiec funkcje Greena dla macierzy c¢ jako

Go(2) N—1+ 1 1+1 T
o(2) = =4+ —_—.
zN (z—=7m)N z Nz(z—r)

Zauwazmy, ze funkcja G.(z) jest postaci G. = go + %gl, zatozymy wiec, ze funkcja
B bedzie analogicznej postaci B, = bg + %bl. Chcac obliczy¢ funkcje B wykonujemy
podstawienie z — B oraz G — z, otrzymujemy
1 n 1 T
z = — .
bo+ b1 N (bo+ a1 — ) (bo + b1)

Sktadnik by otrzymujemy natychmiast sprawdzajac zachowanie réwnania dla N —
1

00, wynosi on by = 3. Zapiszemy

z 1 T
z = + — ,
1+%Zb1 N(é—l—%bl—T)(l +%b1)

z

a nastepnie zauwazmy, ze pierwszy ulamek jest suma szeregu geometrycznego o ilo-

razie ¢ = —%zbl. Roéwnanie przyblizymy biorac pod uwage jego fragmenty do rzedu
%. Zapiszmy rozwiniecie pojawiajacego sie szeregu geometrycznego do pierwszego
wyrazu
<1 L b+ ) 2 :
z=z|1— —=zbj+... — .
N N@E+ Lo -nt+4b)

z




W nastepnej kolejnosci wytaczymy czynnik % z pozostalej czesci réwnania, przy
czym w drugim utamku zaniedbamy cztony w mianowniku zawiarajace % Wyrazenie
mozna bedzie zapisa¢ w postaci

0=—2%1 + T,
(z—1);

Funckja B dla macierzy ¢ przyjmie postac

czego rozwigzaniem jest by = 1.

B. = % + % 1=, tym samym transformacja R, wyniesie

1 1 r
Re(2) = Be(2) = > N1—rz

Przypomnijmy, ze macierz Wisharta C' przedstawiliémy (B.8) w postaci sumy T
macierzy c;, przy czym funkcje Greena G, sa dla wszystkich ¢ takie same. Zatem
transformacja R¢o bedzie suma transformacji R., co zapiszemy jako

T

Ro(2) =Y R, =T

i=1

i T _ 1
Nl—rz 1-—rz

tym samym funkcja B dla catej macierzy Wisharta C' wyniesie

Bo(z) =+ + —* (B.9)

z 1—rz

Chcac otrzymaé funkcje Greena musimy powyzsze Rownanie (B.9) odwrocié funk-
cjonalnie, a wiec otrzymujemy
1 1

T el T1orak)y

co po krotkim przeksztalceniu prowadzi do réwnania w postaci

z+r—1x/(z+7r—1)2—4dzr
2zr

G(z) =

)

przy czym jak tatwo sprawdzié, prawidtowe zachowanie é funkcji Greena dla z —
oo otrzymujemy przy wyborze znaku ,-”. Funkcje Greena dla przypadku rozktadu

Wishatra zapiszemy zatem w postaci réwnania

1
G(z):2—[z+r—1—\/(z+7“—1)2—4zr], (B.10)
zr
ktore jest odpowiednikiem Rownania (4.9) zapisanym z uzyciem parametru r = %,
podczas gdy Rownanie (4.9) zapisane zostato z uzyciem parametru m = %

Postepujac analogicznie jak w Rozdziale 4.3 mozemy obliczy¢ rozktad wartoséci wia-
snych w widmie. Po kilku prostych przeksztatceniach Réwnanie (B.10) mozna zapisa¢
w postaci

Glz) = zHr—1—+/(z—z4)(z —20)

, gdzie zo = (1 £+/1)%
2zr
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Nastepnie korzystajac z relacji

1
T e—=0

otrzymujemy rozktad wartodci wtasnych w postaci

prrp(N) = % V- AL)H(A — A), gdzie A = (1 4+ /7)2, (B.11)

a wiec zgodny z wynikiem w postaci Réwnania 4.11.



Dodatek C

Tabele momentéw macierzowych 1-go oraz 2-go
rzedu

Sposoéb obliczania relacji wigzacych momenty macierzowe pierwszego rzedu macierzy
obserwacji z momentami macierzy kowariancji, jak réwniez sposéb uzyskania analo-
gicznych relacji pomiedzy momentami pochodzacymi od odwrotnosci tych macierzy
przedstawiony zostal w rozdziale 6.1. Ponadto w rozdziale 6.2 pokazany zostat spo-
sob wyprowadzenia wzoréw wyrazajacych momenty macierzowe drugiego rzedu za
pomoca momentéw macierzowych pierwszego rzedu. Ze wzgledu na duza objetosé
poszczegdlnych kompletéw wzoréw w przypadku wyzszych rzedéw zostaly one za-
mieszczone w ponizszym dodatku.

Stosowana terminologia jest nastepujaca:

M; - momenty 1-rzedu macierzy kowariancji, X

my, - momenty 1-rzedu macierzy obserwacji, S

M; - momenty 1-rzedu odwrotnosci macierzy kowariancji £ 1,
my, - momenty 1-rzedu odwrotnosci macierzy obserwacji S~1,
«; j - momenty macierzowe 2-rzedu macierzy S,

g - momenty macierzowe 1-rzedu macierzy S,

& j - momenty macierzowe 2-rzedu macierzy X,

ay - momenty macierzowe 1-rzedu macierzy X.
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Tabele momentéw macierzowych 1-go oraz 2-go rzedu

mio

Tablica C.1. Momenty macierzowe 1-rzedu: obserwowane w funkcji granicznych

M,y

rM3Z + Mo

r2 M3 + 3r My Ms + M;

r3Mi + 6r2MEMy + 2r(M2 + 2M; Ms) + My

r4MD + 1073 M My + 1002 My (M3 + My M3) + 5r( My M3z + My My) + Ms
PO MY + 157 M Mo + 103 ME(3M3 + 2My M3) + 512 (M3 + 6 My Mo Ms +
3M2My) + 3r(M2 + 2My My + 2My Ms) + Mg

76 MY +217° M Mo+35r* M3 (2M32 + My M3)+ 3573 My (M +3 My Mo M+
M2 My) + 2173 (M3 M3 + 2My Mo My + My (M3 + My Ms)) + Tr(MsMy +
My Ms + My Mg) + My

r MY+ 28rSMEMy + 2875 ME(5ME + 2MiMs) + TOriME(2Ms +
4M1M2M3 —|—M12M4)+147“3(M§+12M1M22M3+6M12M§—|—12M12M2M4+
AM3 M) + 2872 (M3 My + Ma(M3 + 2My Ms) + My (2M3 My + My Mg)) +
47“(M£ + 2(M3M5 + M Mg + M1M7)) + Mg

rSMY + 36r" M7 My + 84rSMP(3MZ + MiMs) + 42r° M3 (10M3 +
15M1 Mo My + 3MEMy) + 12604 My (M3 + 6 My M2 Mz + 4MZ MM,y +
MZ(2M2+ My Ms))+84r3 (M3 M3 +3M; M3 My+3My Mo (M3 + My M)+
M2 (3M3My+ My Mg)) + 1202 (M3 + 6 M3(Ma My + My Ms) + 3(M3 My +
My (MZ+2Mo Mg )+ M7 Mz))+9r (Mg Ms+ Ms Mg+ Mo M7+ My Mg )+ Mg

MO + 458 MEMy + 60r" MO(TM2 + 2M; M3) + 21075 M (5M3 +
6M1 Mo My + M2 My) + 12675 ME(5My + 20M; M3 Ms + 10M7 My My +
MZ(5M3 + 2MMs)) + 42r* (M35 + 20M; M3Ms + 30MEM3My +
10M2 M (3M2 + 2M1 Ms) + 5ME(4M3 My + My Mg)) + 60r3(2M3 My +
3M22(M§+2M1M5)+6M1M2(2M3M4—|—M1M6)—|—M1(2M§—|—6M1M3M5+
My (3MZ +2M; Mz))) + 45r% (M3 My + M2 Mg + 2M3 (Mo Ms + My Mg) +
My (M3 42M; M)+ M,y (2My M+ My Mg))+5r (M3 +2(My Mg+ Mz M7+
My Mg + My My)) + Mo
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Mo

Tablica C.2. Momenty macierzowe 1-rzedu: graniczne w funkcji obserwowanych

m1

—(rm?) + m3

27“2m:1” — 3rmimso + m3

—5r3mf + 10r2m3mg — 2r(m3 + 2myms) + my

L4rtm3 — 35r3m3mg + 15r2my (m32 +myms) — 5r(mams + mimy) +ms
—42r°m$ 4+ 126r4*mima — 2873m2 (3m3 + 2myms) + 7r2 (m3 + 6mimams +
3m3my) — 3r(m3 + 2mamy + 2myms) + mg

132r5m] — 462r°mimg + 210r*m3(2m3 + mims) — 84r3my(mi +
3mimams + mimy) + 28r%(m3mg + 2mimaomy + ml(mg + mims)) —
Tr(msgmyg + mams + mime) + my

—429r™"m8 + 171675m8my — 396r°m7(5m3 + 2mim3) + 330rim?2(2m3 +
dmimams + m3my) — 30r3(m3 + 12mym3ms + 6m%m§ + 12m2maomy +
4m3ms) + 3612 (m3my + ma(m3 + 2mims) + m1(2msmg + mimg)) —
4r(m3 + 2(m3ms + mame + mymz)) + mg

143078m3 — 64357 "mIma + 3003r°m3 (3m3 + mims) — 429r°m3 (10m3 +
15mymamg+3m2my)+495rimy (m3-+6mim3ms+4mImaoma-+m?2 (2mi+
mims)) —165r3(m§m3+3m1m%m4+3m1m2(m§+m1m5)+m%(3m3m4+
mime))+15r2(m3 +6ms(mama+mims) +3(m3ms+my(m3+2mame) +
mimy)) — 9r(mams + mame + mamz + mims) + myg

—4862r9mi® + 24310r¥mims — 5720r"mS$(Tm3 + 2mims3) +
500575m{(5m3 + 6mimams + mmy) — 1001r°m2(5m3 + 20mym3ms +
10m2mama+m?2 (5m3+2myms))+143r% (m3+20m m3ms+30m3m3my+
10m%m2(3m§ + 2myms) + 5m3(dmgmy + mimg)) — 110r3(2mimy +
3m%(m§ + 2myms) + 6myma(2mgmy + mymeg) + m1(2m§ + 6mimsms +
m1(3m3 4+ 2mimz))) + 55r2(mimy + m3me + 2ms(mams + mime) +
ma(m3 + 2mymz) +ma (2mams + mims)) — 5r(mé + 2(myme +mgmz +
momsg + mlmg)) + mio
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Tabele momentéw macierzowych 1-go oraz 2-go rzedu

Tablica C.3. Momenty macierzowe 1-rzedu macierzy odwrotnych: graniczne w funkcji ob-

serwowanych

ml — 7“7”7”01

—(rm?) + r2m?2 + mg — 2rma + rmgy

M3 —rmz + 172 (13 + 3mymg +m3) — r3 (M3 + 3myme +m3) — r(3m1me +
21m3) + 72 (3myms + 21m3)

My — ring — (M + 6mma + 23 + dmag +my) + rt(mf + 6mime +
23+ 4myms +ma) —r(2m3 4 4myms -+ 3mg) + 2 (2m3 + 4y s + 3y ) +
72 (61319 + 4173 + 8y + 3imy) — 73 (6M3 e + 4m3 + 8mymg + 31y
ms — rims + ri(m) + 10m3meg + 10m3ms + 5maems + 5my (2m3 + my) +
ms) — 70 (mf + 10m3me + 10m3ms + 5mams + 5mq (2m3 + my) +1ms) —
7 (5mamg + 5my g + 4 ) + 172 (5maemms -+ 5y iy + 4 ) — r3 (10m3me +
20m3ma + 15mama + 5mq (43 + 31y + 4ims ) +rt (10m3me + 20Mm2ms +
15g1ms + 5 (43 + 3imy) +41s ) + 12 (10m3 s + 15maems + 5mq (2m3 +
3my) + 6mms) — r3(10m2mmg + 15mars + 5 (23 + 31my) + 61ms)

me — ring — rO(m$ + 15mima + 5m3 + 20Mm3mg + 3m3 + 6oy +
1513 (2m3 + 1my) + 61y (5marg + ms) +mg) + 75 (M8 + 15mime + 5m3 +
20mm3mg + 3m3 + 6manmg + 15m3 (23 +1my4) + 61 (5rngmg + s ) +1me) —
7(3M3 + 61may + 61115 + 5ie) + 12 (313 + 61mgmhy + 6m s + 5ig) +
rd(15mims + 15m3 + 40m3ms + 12m3 + 24marg + 15m3 (4m3 + 3r) +
611 (15mammg + dis) + bring) — 7°(15mime + 15m3 + 40mimg + 12m3 +
24mgmmg + 15m3 (4103 + 31my) + 611 (15mams + 41ms) + bing ) + r2(5mi +
12/m3 + 15m21my + 6mma(5m1mmg + 4mg) + 24 + 10mg) — r3(5m3 +
1213 + 15m3my + 6ma (5my g + 41my) + 24my s + 10mg) — r3(15m3 +
20mm3mg + 183 + 361y + 15m3 (23 + 31y) + 181y (5mems + 2mms) +
10706) + r*(15m3 + 20m3ms + 18m3 + 36mamy + 15m3(2m3 + 3my) +
1871 (5rgrg + 21ms) + 101h)
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Tablica C.4. Momenty macierzowe 1-rzedu macierzy odwrotnych: graniczne w funkcji ob-
serwowanych (ciag dalszy)

My = tig—ring+r0(m]+21mbmg + 35m s + 21m3ms + Tigmg + 35m3 (2m3 +
my) + Tigis + 2132 (5meing + ms ) + Ty (513 + 3m3 + 6rmarmg + e +
mr) — rT(m] + 21m3meg + 35mimg + 21m3mg + Timsmg + 35m3 (2m3 +
my) + Tigms + 213 (5mams + ms) + T (53 + 3m2 + 6mamy +
me) + my) — r(Tmsmy + Tmems + Tigme + 6my) + r2(Tmsmy +
Tigms + Tiame + 6mr ) — r° (21mI Mg + 70 ms + 84m3ms + 35m3my +
353 (4m3+3my)+35mars+21m32 (15memms+4ms)+ 7 (15m3+12m3+
24y + 5 ) + 6mr) + 1 (21m e + T0Mm s + 84m3ms + 35mgma +
35m3 (4m3 + 3iny) + 35mamms + 21m2 (15marms + 4ms) + T (15m3 +
123 + 24mgimy + 5img) + 617) + r2(21m3mg + 21mym3 + 35mgmy +
21mims + Tma(6mymy + 5ms) + 35myme + 15mr7) — r3(21mims +
211702 + 35m31g + 2131 + Ting (611 17y + 5s ) + 351 g + 1517 ) +
r4(35mims + 126m3ms + T0msmy + 353 (2m3 + 3ma) + T0mams +
6313 (5rmams + 2ms) + Ty (15m3 + 183 + 36marg + 10me) + 15m7) —
r5(35mims + 126m3ms + 7T0msmy + 35m3 (2m3 + 3ma) + T0mams +
6313 (5rmams + 2ms) + Ty (15m3 + 183 + 36magrig + 10me) + 15m7) —
r3(84m3ms + 35mima + T0mgmy + T0mars + 213 (5mems + 41is) +
T (53 + 123 + 24mmgrng + 10mme) + 2017 + r*(84m3rns + 35mimy +
70m3ma+T0mgms +21m3 (5mams+4ms ) + 7 (53 +12m3 +24manmg +
10mg) + 20m7)
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Tablica C.5. Momenty macierzowe 1-rzedu macierzy odwrotnych: obserwowane w funkcji

granicznych
my —(My/( 1+r)) )
my = —((r(M{ — Ma))/(=1+7)°) = Mz/(~1+7)° N o
m3 ((T(3M1M2—2M3))/( 147)7) = M3/ (=1+47)° = (r?(2M7} — 3M; M +
M) /( 1—1—7“)
my = (r?(— 10M1 My + 4M2 + 8M Mz — 3My))/(—1+7)7 — My/(—=1+7)7 +

r3(=5ME 4+ 10ME Mo — 2M3 — 4My M3 + My)) /(=1 +1)7 + (r(—2M3 —
AM M5 + 3My)) /(=1 +7)7

s = —(Ms/(=1 + r)°) — (r*(14M7 — 35M7P M, + 15MPM;s — 5MyM;s +
5M, (3M3 — M4)+M5))/( 1"‘7“) —(3r? (5M12M3—5M2M3+5M1(M2
My) + 2M5)) /(=1 + 7)° + (r¥(— 35Mf’M2 + 30MP M3z — 15MyMs +
15M1(2M2 M4) + 4M5))/( 1+ 7”) ( ( 5M2M3 — 5M1M4 +
AM5))/(~1 +1)°

e = (r?(=7TM3 + 12M3 — 6M2(7M1M3 — 4My) — 21MEM, + 24M1M5 -
10Ms))/(—1 + 1“)11 + (r(—126M7 M,y — 2105 + 112M§M3 + 12M3 +
21 M7 (8M3 — 3My) + 24M, My — 6M: (21My My — 4Ms) — 5Mg) ) /(—1 +
r)'t —(r (3M3 + 6MyMy + 6N, Ms — 5Ms)) /(=1 + )t — Mg /(-1
) (r®(—42M$ + 126 M My + M5 — 56 M7 Ms — 3M3 — 6M2M4 +
21 M7 (— 4M2+M4)+6M1(7M2M3 Ms)+Me))/(=1+r)" 4 (r3 (21035 —
56M3M3 — 18M3 — 36M2M4 + Ml( 84M2 + 63M4) + 18M1(7M2M3 —
2M5) + 10Mg)) /(=1 + )t

my = (=2r%(- 56 M3 Ms + 42M3 M4 + 35M3M4 + 14M2(9M2M3 — 4Ms) +
35M2M5 + TMy(6M5 — 8M3 — 16MyMy + 5Mg) — 10M7))/(—1 +
)13 — (r(TMsMy + TMyMs + TMiMg — 6M7))/(—1 + 1)t —
(r®(4620M My—A420 M M3 —112M3 M3 — 84N (1003 —3 My ) +35Ms M+
28M1 (27M2M3 — 4M5) + 35M2M5 + 7M1(36M3 — 16M3 — 32M2M4 +
5Mg) — 6My)) /(=1 4 )13 — Mz /(—1+r)'3 — (rO(132M] — 462M7 M, +
210M§M3 + 28 M3 M3 + 84M3(5M2 My) — TM3 My — 28ME(9My My —

Ms) = 7Mo M5 — 7My (1205 — 4M3 — 8My My + Me) + My)) /(—1+1)13 —

( (28M22M3—35M3M4+7M2(8M1M4—5M5)+28M12M5+7M1(4M3
5Mg) +15M7)) /(— 1+r)13 (r*(210M Ms + 168 M3 M; + 84M7 (5M3 —
3My) — T0Ms My — 84M3F (9MyMs — 2M5) — T0My Mz — 140, (18M5 —
12M3 — 24My My + 5Mg) + 15My7)) /(=1 +7)'3

—~
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Q1,1
Q1,2
13
Qi 4
15
Q22
Q2 3
Qa4
az s
Qas 3

3.4

a3 5

Q4.4

Q45

Q55

Tablica C.6. Momenty macierzowe 2-rzedu w funkcji momentéw 1-rzedu

—a% + Qo

2(af — 20100 + 3)

—3(af —3a2as + a3 + 20103 — ay)

4(a} — 4adas + 3a2as — 2asa3 + a1 (303 — 204) + as)

—5(af —5afas —aj+4aiaz+ad+ a2 (603 —3ay) +2asas + a1 (—6agag +
2045) — 046)

—6a] + 16a3as — 603 — 8agasz + day

6(205 — Tadag + 4afaz — 3asas + a1(5a3 — 2ay) + as)

—4(5a$ — 22afas — 403 + 14adas + 303 + 8a2(3a3 — ay) + 6azay +
4041(—50&20&3 + 045) — 2@6)

10(3af — 16a5as + 11afas + 6a3as + o (2403 — Tay) — 3agay — 3agas +
403 (—6asag + as) + a1 (—9a3 + 5a3 + 10asay — 205) + ay)

—3(10a8 — 42afas — Taj + 24adas + 603 + 303 (1503 — day) + Yazay +
6a1 (—6agas + 045) — 3046)

12(5af — 2505 s + 15afas + 8a3as + 403 (903 — 2ay) — dagay — 3agas +
a3 (—33aas + 4as) + a1 (—13a3 + 7a3 + 120004 — 205) + a7)

—15(7af — 41aSas + 4aj + 2605 a;s + 1504 (503 — ay) — 8a3ay + 203 +
dazas + af(—T6azas + 8as) + a2 (—44ai + 18a2 + 33asay — 4ag) +
(=903 + 3ag) + 201 (21a3as — Tazay — 6asas + az) — as)

—4(3508 — 20008 s + 1903 + 12003 a3 — 40203 + 8af(4503 — 8ay) —
36030y + 1003 + 16z + 3203 (—11lagas + as) + 12aza6 — 4o (520 —
2102 — 36agay + 4ag) + 8 (24a3as — 8azay — bagas + ar) — 4ag)
20(14af —91a]as +56afas —22a3a3 +4a3 +a3 (19803 — 31ay) +9a3as —
Sagas + af(—205a0a3 + 16a5) + o3 (—160a3 + 5203 + 92as0y — 8ag) —
dagag + (220304 — 3ar) + a2 (180a3as — 45azay — 36azas + daz) +
a1(35a3 — bladay + 9a3 + 16azas + aa(—57a3 + 12a6) — 2ag) + ag)
—5(126a1° — 91005 g — 5105 +5600] a3 +10a§ (23102 — 31y )+ 12503 vy —
2003 (1233 —8ars ) +1503 (1402 —3aig) — 10 (24003 — 6503 — 1150004 +
8ag) + 4003 (Thadas — 15azay — 12a0a5 + ap) + 5a2 (17505 — 204cday +
2703 +48aza5 +an(—22803 +3606) —4ag) —baz (1303 +24azas —3as) —
100 (883 g — 1203 — 2703 a5 + 10 a5 + 8agag + o (—66a30q + 6v7) —
ag) — 5(14aday — 302 — bayag — 4azar + aip))
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Tabele momentéw macierzowych 1-go oraz 2-go rzedu

Tablica C.7. Momenty macierzowe 2-rzedu macierzy odwrotnych w funkcji momentéw

11

)

Q12

13
Q14
a15

)

Q92

)

Qo3
Q9 4

Qa2 5

)

Q3,3

as3.4

Qg5

Oy 4

1-rzedu

—G3 + G20) /a3
3 _
2(0 — 20203014 +a2a5))/a2
(a3 — 32030y + 28303605 + &3(a2 — dedg))) /a5
4(a3 — 4d2d§d4 + 3ada3as + a3as(3a3 — 2da0d6) + a3(—2dauds +

—~~

—~
w

—~

Qaqr )))/a2

(5(—a8 + bagasay — 4a3a3das + 3a2a3( 203 + Giodg) — 2053 (— 3 dus +
Gd7) + G3(a] — 20204dg + Go(—a3 + G2as)))) /A5

(2(—3a3 + 8aga3ay — 4a3a3as + a3(—3a2 + 2a2d4))) /a5

(6(263 — Tana3dy + 4630305 + a3as(ba3 — 2d9de) + &3 (—3duds +
dodr)))/63

(4(—5as+22a203 0y — 146503 a5 +8a30% (—3a3 +ande) —4a3 a3 (—5as s+
Godir) + a3 (4a3 — 6anduds + do(—3a2 + 2a2ds))))/aS

(10(3a% — 16600304+ 11830505 +a305 (2403 — Tagde) +4a5a3 (—6a4cs +
Qobir) + adas(—9a3 + 10a9duds + a2(5a2 — 2a9ds)) + as(6a3ds —

3atgtvr + 542(—3545546 + 5&25&9))))/5&2

(3(-=10a5 + 42a0a3a4 — 24636305 + 3a3a3(— 15a4 + 4daoas) —
603 a3 (—6auds + dadr) + a3 (Tad — 9andude + 3az(—202 + dnas))))/as
(12(5a% — 25600304 + 156305 s +4a303 (95 —2026) +a303 (— 3304 s+
4aod7) + a3 (—13a35 + 12800466 + a2(7TG2 — 2a2ds)) + as(8aZdas —
3a0a4ar + Ao —4dsdg + aodg))))/al

(15(=7a8 + 4lasalay — 26a3a3as + 15a3a3(—ba3 + daodg) +
a3 (7603 ey dus — 8Gi vy ) + A3 (3 (44473 — 33aaidrg + 202 (—9G2 +2d9a8)) —
2&3d3(21d3&5 — 60 adur +d2(—7d5d6 + aindig)) + ag (—4a] +8asdids —
35&25&4( 3545 + 542668) + 5&2( 2546 —4dasar + 5&25&10))))/5&2

(4(— 35a3 + 200a2a3a4 — 120a2a3a5 + 80z20z3( 4562 + 8andg) —
32a2a3( 1layas + aoday) + 4a2a3(52a4 — 3620406 + Go(— 21&% +
4Gpag)) — 83 (2482 &y — 6a Gy iy + G (—8aisai + Giadig ) ) + aig (— 1967 +
362036 + 4aay (1002 — 3dnds) + 283 (—5a2 — 8asdr + 2a2d19)))) /a5
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Tablica C.8. Momenty macierzowe 2-rzedu macierzy odwrotnych w funkcji momentéw

45

as 5

1-rzedu (ciag dalszy)

(—20(—14a3 + 9lasatay — 56a3a5as + a3a3(—198a3 + 31@2@6) +
a2a3(205a4a5 — 16a2a7) + 4a2a3(40a4 — 23G0a4b6 + ao(— 130z5 +
20205)) + Aa3a3(—180a3ds + 36020407 + G2(45a5G6 — 4dadyg)) +
a3(22a3 fus — 90 G dr+ o (—4a3 +5an dipfr+4aa ais g ) + oty (— 2265 G+
3a26g)) + asa3(—35a74 + 5laed2ds + 3204 (1942 — 4agdg) + &3 (—9a —
16a5a7 + 2&2&10)))) /dg

(—=5(12663° — 910a2a5ay + 56Od2d3d5 + 10a2a5(231a3 — 3lagds) +
20a2a3( 123a4a5 +8aar) — 10a2a3(240a4 115600 Gey g + dg(—65o~z§ +
80[20[8)) + 40a2a3(75a4a5 — 12ap0407 + 042( 15a506 + 5[25[9)) -
105&85&3(880@0&5 — 27a2a4a7 + 2042( 60&5 + 50&25&65&7 + 4662665668) +
6026y (—11a506 + Godo)) + a5(—51a5 + 12502030 + 15@@3(145% -
3542548)+5O~é%(—145¢50~46+3d2d7+5d2d60~48+40~420~455&9)+50~420~44( 13546
246567 + 3adng)) — 5a2a3( 175&; + 204a2a4a6 + 12a2a4(19a5 —
3a9dg) + a3(—27a2 — 48asa7 + 4a2d)))))/ad?



Dodatek D

Interpretacja topologiczna diagramow Feynmana

Rozwazmy funkcje Greena G(z) dla pewnego zespolu macierzowego H, przy czym
dim H = N x N. Funkcja ta sktadaé sie moze w ogdlnoéci z réznych fragmentéw,
ktére moga w roézny sposdb zaleze¢ od N. Zalézmy, ze sa to zaleznosci typu ﬁ,

gdzie k = 0,1,2,.... Zgrupujmy wszystkie sktadowe G o takim samym zachowaniu
1

~% 1 oznaczmy je wspolnym symbolem Gj. Mozemy wowczas zapisac

1 1 1
G(Z) = Go(z) + NGI(Z) + WGQ(Z) + FG?)(Z) + ...,
gdzie kolejne Gy nazywaé bedziemy k-tym wyrazami rozwiniecia funkcji G. Za-
uwazmy przy tym, ze niekoniecznie wszystkie sktadniki Gy musza w powyzszym
zapisie wystepowa¢. Na przyktad dla zespotéw Wisharta, ktére pojawiaja sie w

niniejszej pracy najczesciej, wszystkie sktadniki dla k nieparzystych wynosza zero.

Jesli interesuje nas postac¢ funkcji Greena w przypadku N — oo, wéwczas w oczywisty
sposob jedynym istotnym sktadnikiem jest Gg. Jesli natomiast chcieli by$my poznad
zachowanie funkcji Greena réwniez dla skonczonych wartosci N, wéwczas konieczne
jest juz rozpatrzenie wszystkich jej sktadnikow.

Interesujaca jest interpretacja topologiczna dotyczaca zapisu funkcji Greena w po-
staci diagramoéw Feynmana (patrz np. [23] str. 47-52). Rysowane grafy skladaja
sie z takich fragmentow jak propagator, werteks oraz petla, ktorych liczbe w danym
grafie oznaczymy kolejno jako P,V, L. Zaldézmy, ze wszystkie rozwazane grafy be-
dziemy rysowaé jako "zamkniete”, co nalezy rozumieé¢ w ten sposéb, ze kazda z linii
bedzie potaczona z obydwu stron z jaka$ cze$cia grafu. W praktyce aby warunek
ten byl spelniony rozwazane grafy trzeba bedzie domknaé dorysowujac dodatkowsa
linie taczaca poczatek i koniec grafu. Linia ta zostanie pdzniej usunieta i otrzymamy
ponownie graf wyjsciowy. Dowolnemu grafowi spelniajacemu powyzsze zalozenia
mozna bedzie przypisaé¢ jego charakterystyke Eulera [67] wynoszaca

X=—-P+V+1I,

okreslajaca topologiczne wlasnosci rozwazanego grafu. Mianowicie okazuje sie, ze
wartos$¢ x okresla w jakiego rodzaju przestrzeni mozna dany graf narysowaé bez
przecie¢. Na przyktad grafy posiadajace charakterystyke Eulera x = 2 mozna nary-
sowal na sferze, grafy posiadajace y = 0 mozemy narysowaé na torusie, natomiast
dla x = —2 graf mozemy narysowaé na podwojnym torusie. Rysunek D.1 pokazuje
kilka przyktadowych diagraméw dla ktérych obliczono charakterystyke Eulera.

Dodatkowa interpretacja topologiczna polega na zaobserwowaniu, ze kazdy graf moze
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Rysunek D.1. Charakterystyka Eulera dla kilku przyktadowych diagraméw.

by¢ przedstawiony w postaci wielo$cianu. Woéwczas kazdemu propagatorowi odpo-
wiada¢ bedzie krawedz wieloscianu, werteksy zamienia si¢ w wierzchotki, natomiast
petle odpowiada¢ beda $cianom. Przyktad transformacji grafu w wielo$cian zostat
pokazany na Rysunku D.1.

Rysunek D.2. Mozliwosé przedstawienia grafu w postaci wielo§cianu. Kazdemu propagato-
rowi odpowia jedna krawedz, werteksom odpowiadaja wierzchotki, natomiast petlom odpo-
wiadaja Sciany wielo$cianu.

Zwiazek charakterystyki Fulera danego grafu z interesujaca nas funkcja Greena wy-
nika z nastepujacych dwoch faktéow. Po pierwsze po usunieciu dodatkowej linii za-
mykajacej tymczasowo graf charakterystyka y zmniejsza sie zawsze o 2. Ponadto z fi-
zycznego punktu widzenia poszczegdlnym fragmentom graféw odpowiadaja czynniki
wynoszace % dla propagatora oraz N w przypadku werteksu oraz petli. Powyzsze
obserwacje w praktyce oznaczaja, ze istnieje Scisty zwigzek

k=2-—x

pomiedzy charakterystyka Eulera danego grafu a rzedem k w rozwinieciu funkcji
Greena, do ktorego rozwazany graf przynalezy. Na przyktad wszystkie grafy po-
siadajace charakterystyke x = 2 beda skladnikami Gy. Sa to grafy, ktore mozna
narysowa¢ bez przecie¢ na powierzchni kuli, stad tez pochodzi ich nazwa - grafy
planarne. Nastepnie grafy posiadajace x = 0 (mozliwe do narysowania na torusie)
beda sktadnikami Ga, grafy posiadajace x = —2 beda skladnikami G4 itd. Tak jak
wspomniano, w przypadku zespotu Wisharta grafy o nieparzystej charakterystyce
Eulera nie wystepuja.
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