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Rozdzial 1
Wstep — cel pracy i motywacja

Zgodnie ze standardowym modelem, zalazki struktury kosmicznej po-
wstaty jako kwantowe fluktuacje we wezesnym etapie ewolucji Wszech$wiata.
Bardzo mate w epoce rekombinacji zaburzenia gestosci (pomiary fluktuacji
temperatury mikrofalowego promieniowania tta daja warto$é¢ AT /T ~ 107°)
narastaly wskutek niestabilnosci grawitacyjnej w erze dominacji materii, two-
rzac galaktyki, gromady i supergromady galaktyk.

W 1946 r. Lifszyc [1] sformulowal liniowa teori¢ zaburzen przestrzennie
jednorodnych i izotropowych modeli Friedmanna-Lemaitre’a-Robertsona—
Walkera (FLRW). Rozwiniecie tej pracy i podsumowanie uzyskanych wy-
nikéw znajdujemy w publikacji Lifszyca i Chatatnikowa [2] z 1963 r. Prace te
byty pierwszym ogdlnorelatywistycznym podejsciem do problemu formowa-
nia globalnej struktury Wszechswiata. Autorzy konstruuja mate zaburzenie
pola grawitacyjnego w postaci symetrycznego tensora h,, — poprawki do
metryki Robertsona—Walkera. Rozktad pola h,, na funkcje wtasne operatora
Laplace’a (dzialajacego na hiperpowierzchni statego czasu) pozwala, w teorii
liniowej, na niezalezna analize skalarnych, wektorowych i tensorowych per-
turbacji kosmicznego pola grawitacyjnego. Linearyzujac réwnania Einsteina,
wyprowadzaja (w uktadzie synchronicznym) réwnania dynamiki zaburzen
modeli FLRW z materia w postaci barotropowego ptynu doskonatego.

Prace Lifszyca wytyczyty droge, dynamicznie rozwijajacej sie od poto-
wy lat sze$c¢dziesigtych, relatywistycznej teorii perturbacji kosmologicznych,
i jednoczesnie ukazaty ztozonos¢ zagadnienia. Istnienie grupy wyroznionych
obserwatoréw fundamentalnych w przestrzennie jednorodnych i izotropowych
modelach FLRW prowadzi do naturalnego wyboru wspoétrzednej czasowej
oraz jednoznacznego rozktadu czasoprzestrzeni na czas i przestrzen. Nato-
miast wybor hiperpowierzchni stalego czasu w obecnosci zaburzenia czaso-
przestrzeni nie jest juz tak oczywisty. Infinitezymalna transformacja wspot-
rzednych postaci z# — x4+ £HdT (£# jest dowolng funkcja wspotrzednych z#,



a 0T jest malym parametrem), ktéra w oczywisty sposéb zachowuje geometrie
czasoprzestrzeni, prowadzi do matematycznie réznych rozwigzan rownan per-
turbacyjnych. Ta dowolnos¢ wyboru uktadu wspotrzednych, nazywana swo-
boda cechowania lub swobodg gauge, moze prowadzi¢ do btedéw w interpre-
tacji otrzymanych wynikow. Niewtasciwy wybor uktadu wspotrzednych moze
ukry¢ rzeczywiste zaburzenie pola grawitacyjnego badz wygenerowaé zabu-
rzenie niefizyczne (czesto nazywane w literaturze zaburzeniem fikcyjnym).

Wybor uktadu synchronicznego ogranicza swobode gauge, ale nie elimi-
nuje jej catkowicie. W konsekwencji rownania perturbacyjne posiadaja roz-
wiazania fikcyjne, ktére nie opisuja rzeczywistego zaburzenia pola grawita-
cyjnego i moga by¢ kreowane lub eliminowane w wyniku deformacji hiperpo-
wierzchni stalego czasu, przy zachowaniu synchronicznosci uktadu odniesie-
nia. Analiza perturbacji kosmologicznych, w standardowym podejsciu Lifszy-
ca iinnych, ktére pozostawiajg swobode cechowania, byta przedmiotem wielu
znaczacych publikacji (niektére z nich to [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]). Jednak
trudnosci zwiazane z identyfikacja zaburzen fikcyjnych zachecity kosmologdw
do poszukiwania alternatywnych metod.

Pierwsza z nich byta kontynuacja i rozwinieciem klasycznego formalizmu
Lifszyca. Jej gléwnym zatozeniem byto uwolnienie si¢ od niejednoznacznosci
rozwigzan rownan perturbacyjnych poprzez catkowite wyeliminowanie swo-
body gauge. Niektore z waznych prac poswigconych badaniu perturbacji przy
Scisle okreslonej (wyr6znionej fizycznie lub geometrycznie) hiperpowierzchni
statego czasu — $cisle wyspecyfikowanym gauge, to: orthogonal zero-she-
ar gauge (nazywany réwniez conformal Newtonian gauge lub longitudinal
gauge) [12, 13, 14], comoving gauge (velocity-orthogonal gauge) [12, 13|, uni-
form-ezpansion gauge (uniform Hubble-constant gauge) [12, 15, 16], uniform-
-density gauge (pure metric-fluctuation gauge) [17, 15, 16], uniform-curva-
ture gauge (off-diagonal gauge) [13, 15, 16]. Punktem wyjscia dla rozwoju
nowej idei byla praca Bardeena [12], w ktérej autor wykazal, ze pertur-
bacje takie jak zaburzenie gestosci, odniesione do odpowiednio wybranych
hiperpowierzchni jednoczesnosci, daja si¢ wyrazi¢ przez kombinacje ampli-
tud metryki, ktore sg niezmiennicze wzgledem dowolnych infinitezymalnych
transformacji wspotrzednych — sg gauge-inwariantne. Bardeen zauwazyt, ze
istniejg dwie niezalezne gauge-inwariantne zmienne dla zaburzen skalarnych
i jedna dla zaburzen wektorowych. Nazwal je gauge-inwariantnymi poten-
cjatami grawitacyjnymi. Wykazal takze, iz rownania perturbacyjne, wyrazo-
ne przez gauge-inwariantne potencjaty, przyjmuja szczegélnie prosta postac.
Wryliczyt Sciste rozwigzania tych réwnan oraz ich dlugofalowe asymptoty-
ki w przypadku statego wspotczynnika w réwnaniu stanu ptynu doskona-
lego (w = p/e = const.) oraz zerowej krzywizny przestrzennej (K = 0);
dla trzech wyrdznionych hiperpowierzchni stalego czasu: zerowego $cinania,



ortogonalnej do przeptywu materii i jednorodnej ekspansji. Obszerna kolekcje
rozwigzan réwnan perturbacyjnych, zarowno w postaci $cistej jak i asymp-
totycznej; dla szczegdlnych postaci réwnania stanu materii lub w przypadku
og6lnym; dla wiekszosci stosowanych w kosmologii cechowan, mozna znalezé
w pracach [13, 16].

Stewart i Walker [18] dowiedli, ze liniowa perturbacja §¢) pewnej wielko-
sci Qo w czasoprzestrzeni (M, g) jest gauge-inwariantna wtedy i tylko wte-
dy, gdy wielkos¢ Qg jest tozsamosciowo réwna zeru, jest stalym skalarem
lub kombinacja liniowa delt Kroneckera ze statymi wspotczynnikami. Widaé
zatem, ze wielkodci takie jak zaburzenie gestosci energii de czy zaburzenie
predkosci materii du* w czasoprzestrzeni FLRW sa z natury rzeczy zalez-
ne od wyboru hiperpowierzchni statego czasu. Gauge-inwariantne zaburzenia
skalarne, ktore zgodnie z lematem Stewarta—Walkera sa $cisle zwiazane z cal-
kami ruchu modeli FLRW, staty sie narzedziem dla wyjasnienia pochodzenia
i ewolucji wielkoskalowej struktury Wszechswiata. Jednym z przyktadow ta-
kich zaburzen sa tzw. perturbacje krzywizny (curvature perturbations), wpro-
wadzone przez Bardeena, Steinhardta i Turnera [19], ktore staty sie podstawa
inflacyjnych scenariuszy generacji pierwotnego widma fluktuacji gestosci.

Idea, ktora wyraza przytoczony wezesniej lemat Stewarta—Walkera [18],
stata sie fundamentem drugiej z alternatywnych metod badania perturba-
cji kosmologicznych, zaproponowanej przez Olsona [20], a opartej na wcze-
$niejszej pracy Hawkinga [21]. Punktem wyjscia rachunku perturbacyjnego
Olsona sa hydrodynamiczne réwnania ciagtosci i Raychaudhuri, a nie metry-
ka modeli FLRW, jak miato to miejsce w standardowym formalizmie Bar-
deena. Autorzy badaja perturbacje krzywizny przestrzennej S, ktéra znika
w przestrzennie ptaskim modelu FLRW, a zatem jest gauge-inwariantna. Wy-
liczaja Sciste (nie jest wymagane zatozenie o matosci perturbacji) réwnania
propagacji dla perturbacji S w fizycznej czasoprzestrzeni wzdtuz linii $wiata
obserwatora wspotporuszajacego sie z materia, a nastepnie dokonuja jego li-
nearyzacji. Dynamiczny rozwoj tego formalizmu przypada na przetom lat 80.
i 90. Woszczyna i Kutak [22] uogélnili rachunek Olsona na modele z dowolna
krzywizng. Jako gauge-inwariantne miary zaburzen wybrali laplasjany gesto-
Sci energii i ekspansji rzutowane na powierzchni¢ ortogonalng do przeptywu
materii. Ellis i Bruni [23] definiuja inny zbiér gauge-inwariantnych perturba-
¢ji, utworzonych z gradientow gestosci energii, cisnienia i ekspansji rzutowa-
nych na powierzchnie ortogonalng do przeptywu. Szczegdlng uwage poswie-
caja tzw. wspotporuszajacemu sie gradientowi kontrastu gestosci energii D,,,
ktérego modul D koresponduje z klasyczna gauge-zalezna wielkoscia d¢/e.
Dla zmiennych D, i D wyprowadzaja rownania propagacji w materii bez-
cisnieniowej. Wynik ten zostal uogélniony na przypadek ptynu doskonatego
o liniowym réwnaniu stanu (p = we) przez Ellisa, Hwanga i Bruniego [24].
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W kolejnych pracach tych samych autoréw znajdujemy analize perturbacji
w modelu wypetnionym mieszaning ptynow doskonaltych z uwzglednieniem
oddziatywan pomiedzy sktadnikami [25], a takze w modelu zdominowanym
przez pole skalarne [26].

Standardowy formalizm Bardeena i formalizm hydrodynamiczny daja
zgodny opis ewolucji matych zaburzen modeli FLRW — prowadza do tych
samych réwnan dynamicznych [27]. Jednak w podejsciu Bardeena definicja
oraz fizyczna interpretacja gauge-inwariantnych perturbacji nie jest tak pro-
sta jak w podejsciu hydrodynamicznym. Z drugiej strony, analiza ewolucji
wielkosci hydrodynamicznych nie daje bezposredniego wgladu w ksztalt za-
burzonej metryki.

Przedmiotem niniejszej rozprawy bedzie badanie szczegodlnej klasy gau-
ge-inwariantnych zmiennych perturbacyjnych — takich, ktoére spetniaja row-
nanie d’Alemberta w postaci kanonicznej. Na potrzeby tej pracy zmienne te
bedziemy nazywaé¢ gauge-inwariantnymi zmiennymi falowymi lub po prostu
zmiennymi falowymi.

Juz od 1967 r. pojawiaja sie opracowania zauwazajace falowg nature
perturbacji kosmologicznych. Sachs i Wolfe [3] dowiedli, ze istnieje skalar-
na zmienna perturbacyjna FE, ktora spelnia réwnanie falowe w przestrzen-
nie ptaskim modelu FLRW wypetnionym promieniowaniem. W 1968 r. Field
i Shepley [4] niezaleznie znalezli inna gauge-inwariantna zmienna falowa, kt6-
ra oznaczyli przez H. Znane sa p6zniejsze prace [9, 11, 28], w ktérych autorzy
potwierdzaja wynik otrzymany przez Sachsa, Wolfe’a, Fielda i Shepley’a.

Jak sugeruja Golda i Woszczyna [29, 30], twierdzenie Sachsa—Wolfe’a po-
winno mie¢ uogolnienie na modele FLRW o dowolnej krzywiznie przestrzen-
nej, wypetnione ptynem doskonatym o barotropowym réwnaniu stanu. Wy-
nika to z postaci réwnan ewolucji dla poszczegdlnych modéw w rozwinie-
ciu fourierowskim. Badajac zaburzenia skalarne w standardowym podejsciu
Lifszyca, skonstruowali gauge-inwariantng miare zaburzenia gestosci, ktora
spetnia czasowe rownanie ewolucji identyczne z tym, jakie mozna by uzy-
ska¢ z analizy Fouriera réwnania d’Alemberta. W publikacji [29] potwierdzili
otrzymany wynik, wskazujac podobne transformacje do zmiennych falowych
w innych, czesto uzywanych w kosmologii, podej$ciach gauge-inwariantnych
[20, 12, 31, 22, 32, 27].

Celem niniejszej pracy jest:

1) dowdd twierdzenia Sachsa—Wolfe’a — uogdlnionego na przypadek mo-
deli FLRW o dowolnej krzywiznie przestrzennej K, wypelnionych baro-
tropowym (p = p(e€)) ptynem doskonalym — polegajacy na bezposred-
nim przeksztatceniu rownan perturbacyjnych w postaci rownan roz-
niczkowych czastkowych;



2) zbadanie zwiazkéw pomiedzy gauge-inwariantnymi zmiennymi falowy-
mi zdefiniowanymi w dwoch formalizmach: standardowym podejsciu Li-
fszyca, czesto nazywanym w literaturze cechowaniem synchronicznym
(synchronous gauge) [1, 2], oraz cechowaniu podtuznym (longitudinal
gauge) [14];

3) definicja gauge-inwariantnego fourierowskiego rozktadu skalarnych per-
turbacji kosmologicznych.

Praca sktada sie z:

1) programu w jezyku Mathematica, zawierajacego dowdd uogdlnionego
twierdzenia Sachsa—Wolfe’a oraz rachunki pomocnicze: wyprowadze-
nie perturbacyjnych rownan Lifszyca w postaci rownan rézniczkowych
czastkowych; konstrukcje bazy w przestrzeni niezmiennikéw transfor-
macji gauge zachowujacych synchronicznos¢ uktadu odniesienia; trans-
formacje rownan Lifszyca do postaci jawnie gauge-inwariantnej; kon-
strukcje gauge-inwariantnej zmiennej falowe;j o z zaburzenia gestosci
energii w uktadzie synchronicznym; dowod gauge-niezmienniczo$ci per-
turbacji ) metodg rozktadu w bazie potencjatéw Bardeena; znalezienie
zwigzku perturbacji ¢ ze zmienng falowg @ [29], zdefiniowang w cecho-
waniu podtuznym w postaci transformacji Darboux potencjatu metry-
ki; konstrukcje innych zmiennych falowych;

2) tradycyjnej rozprawy, zawierajacej zwarty opis prowadzonych badan
(w kluczowych punktach rozprawy znajduja sie odwotania (linki #) do
algebraicznych procedur obliczeniowych, zawartych w kodzie programu
dotaczonym do rozprawy).

Rozprawa zawiera 8 rozdziatow. W rozdziale 2 przedstawiamy ogélnore-
latywistyczny opis ewolucji wszech$wiata FLRW jednorodnie wypelionego
materig w postaci ptynu doskonatego. Podajemy rozwigzania rownan Ein-
steina dla modelu z ultrarelatywistyczna materig o réwnaniu stanu p = €/3,
bezcisnieniowa materig p = 0 oraz dla przestrzennie ptaskiego modelu z ma-
terig o linlowym réwnaniu stanu p = we, w = const. Rozdzial 3 jest po-
swigcony konstrukeji liniowego zaburzenia h,, pola grawitacyjnego oraz jego
kowariantnemu rozkladowi na zaburzenia skalarne, wektorowe i tensorowe
(scalar-vector-tensor decomposition), przeprowadzonemu na tréjwymiarowej
hiperpowierzchni ¢ = const. w czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera — troj-
wymiarowej przestrzeni o stalej krzywiznie. Rozdzialy 4 i 5 zawieraja wy-
prowadzenie rownan propagacji skalarnych zaburzen metryki Robertsona—
Walkera w uktadzie synchronicznym (tzw. réwnan Lifszyca). W odrdznieniu



od oryginalnego rachunku Lifszyca [1, 2] nie dokonujemy rozktadu zaburze-
nia metryki na funkcje wlasne operatora Laplace’a dziatajacego na hiperpo-
wierzchni statego czasu. W konsekwencji, wyprowadzone przez nas réwnania
dynamiki zaburzen skalarnych sa réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi.
Rozdzial 6 jest poswiecony gauge-inwariantnym skalarnym zmiennym falo-
wym w modelach FLRW wypetnionych barotropowym ptynem doskonatym.
Zaczynamy od analizy fikcyjnych zaburzen w uktadzie synchronicznym, kto-
ra pozwala skonstruowaé¢ baze w przestrzeni inwariantéw skalarnych trans-
formacji cechowania, a nastepnie przeksztalci¢ réwnania Lifszyca do posta-
ci jawnie gauge-inwariantnej. W dalszej czesSci przedstawiamy konstrukecje
gauge-inwariantnej zmiennej falowej jako odpowiednig transformacje zabu-
rzenia gestosci energii w uktadzie synchronicznym. Wykorzystujac rownania
Lifszyca, dowodzimy, ze zmienna ta spelnia réwnanie d’Alemberta w pew-
nej konforemnej czasoprzestrzeni Robertsona-Walkera. Dowdd ten opiera sig
na przeksztatceniach réwnan perturbacyjnych w ich oryginalnej formie (jako
réwnan rézniczkowych czastkowych), a nie jak dotychczas [33, 29, 30], na ba-
daniu szczegoélnych klas rozwigzan tych réwnan. Znajdujemy relacje wiazace
zmienne falowe zdefiniowane w dwoch réznych cechowaniach i proponujemy
prosta metode konstrukcji innych zmiennych falowych. W podsumowaniu
rozdziatu 6 pokazemy, ze zdefiniowane przez nas zmienne falowe korespondu-
ja z rozwazanymi wczesniej w literaturze zmiennymi perturbacyjnymi, ktore
spetniajg rownanie d’Alemberta w przestrzennie ptaskich modelach FLRW
dla szczegélnych przypadkéw réwnania stanu materii. Sprowadzenie proble-
mu propagacji matych zaburzen w modelach Robertsona-Walkera wypel-
nionych barotropowym plynem doskonatym do badania rozwigzan réwnania
d’Alemberta, pozwala nam — przy wykorzystaniu metod teorii pola w za-
krzywionych czasoprzestrzeniach [34] — przedstawi¢ w rozdziale 7 ogblna
procedure gauge-inwariantnego rozktadu pola zaburzen na elementarne roz-
wigzania réwnania ruchu.



Rozdziatl 2

Jednorodne 1 izotropowe
modele Wszechswiata

Punktem wyjscia i zarazem zerowym przyblizeniem w rachunku zaburzen
kosmologicznych jest czasoprzestrzen Friedmanna-Lemaitre’a—Robertsona—
Walkera (FLRW), spetniajaca, zgodnie z Zasada Kopernikanska, warunek
przestrzennej jednorodnosci i izotropii. Element liniowy tej czasoprzestrzeni
mozemy zapisa¢ w postaci

ds? = g, dr"dz” = dt* — a*gydr'da”, (2.1)

gdzie x' sg wspotrzednymi, ktére okreélajg stale polozenie obserwatoréw
wspotporuszajacych si¢ z materig i postrzegajacych wszechswiat jako izotro-
powy — tzw. obserwatoréw fundamentalnych; ¢ jest czasem kosmicznym —
czasem wlasnym obserwatoréw fundamentalnych; a jest kosmicznym czynni-
kiem skali wszechswiata, zaleznym jedynie od uniwersalnego czasu t; g; jest
tensorem metrycznym tréjwymiarowej, maksymalnie symetrycznej przestrze-
ni o statej krzywiznie, ktéry najczesciej zapisujemy we wspoirzednych sfe-
rycznych (1,9, @), (x, 9, ¢) lub kartezjanskich (z,y, 2)

: 1 2 2.2
g = diag [1_KT2,7’ , 77 8in 19} (2.2a)
sin® \/?X sin? \/FX
= diag |1, <K ) , (K ) sin? ¢ (2.2b)
_ 1 2 2, 2\|

Do parametryzacji (2.2b) i (2.2¢) prowadza transformacje

L (VEY) VI

, T :
VK 141K (22 + 3% + 2?)
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W zaleznosci od wartosci parametru krzywizny K = —1,0, 1, przestrzen ma
odpowiednio geometrie hiperboliczna, euklidesowa lub sferyczna. Sktadowe
tensora krzywizny Riemanna, tensora Ricciego oraz skalar krzywizny dla tej
przestrzeni maja postac

Riji = K(gik&j1 — ugjk), (2.3a)
Rik = 2K g, (2.3b)
R = 6K. (2.3¢)

W dalszej czedci pracy bedziemy postugiwaé sie czasem konforemnym 7
zwigzanym z uniwersalnym czasem kosmicznym t relacja,

dn = dt/a. (2.4)
Element liniowy (2.1) przyjmie wéwczas forme
ds* = a® (dn2 — gikdxidxk) : (2.5)

Pochodng po czasie konforemnym 7 bedziemy oznaczaé znakiem ' przy roz-
niczkowanej funkcji (zob. dodatek I — Notacja i konwencje).
Ewolucje czynnika skali @ modeli FLRW opisuja réwnania Einsteina

1 174 14
5 YR=T,", (2.6)

GMV:RMV_Q n

gdzie R,” jest tensorem Ricciego; R = R/ skalarem krzywizny; T," ten-
sorem energii-pedu materii jednorodnie wypelniajacej przestrzen. Przyjmu-
jemy uktad jednostek, w ktorym 87G = 11 ¢ = 1 (G — stala grawitacji,
¢ — predkosé swiatta). Zaktadamy ponadto, ze materia wypelniajaca wszech-
sSwiat jest ptynem doskonatym o hydrodynamicznym tensorze energii-pedu
postaci [6, 35]

T," = (e +p)u,u” —péd”, (2.7)

gdzie € jest gestoscig energii, p ciSnieniem, a u” czteropredkoscia materii.
W uktadzie wspoétrzednych wspotporuszajacych sie z materia

W =1/a, u' =0 (2.8)

otrzymujemy '
T‘OO =6 T;O = Oa 7;] = =P (29)



Dla metryki (2.5) wyliczamy sktadowe mieszane tensora Ricciego oraz skalar
krzywizny

" 2
R =—3 (CL - “) , (2.10a)

ad  a*
R’ =0, (2.10c)
R=R/ = -6 <Z;/ + f;) : (2.10d)

Podstawiajac (2.10) oraz (2.9) do réwnan Einsteina (2.6) otrzymujemy dwa
niezalezne réwnania odpowiednio dla sktadowych (") oraz ()

a? K €
E‘FE - g, (2.11&)
2d"  d? K

Uktad dwdch réwnan rézniczkowych (2.11) na trzy nieznane funkcje a, € i p
uzupelniamy réwnaniem stanu materii wypelniajacej wszechswiat — baro-
tropowym réwnaniem stanu postaci p = p(e).

Roézniczkowanie pierwszego réwnania Friedmanna (2.11a) wzgledem czasu
konforemnego 7 oraz eliminacja a” i K przy uzyciu uktadu (2.11), prowadzi
do réwnania ruchu materii kosmiczne;j

!/

¢ = —3% (e+p). (2.12)

Mozna wykazaé, iz réwnanie (2.12) jest konsekwencja zerowej sktadowej ko-
wariantnego prawa zachowania 1,", = 0. Rozwiazanie réwnania (2.12) dla
przypadku materii o statym Wspolczynmku w w linlowym rownaniu stanu
p = we ma postac

€ = Ma 30+, (2.13)

gdzie M jest gestoscia energii dla a = 1.

Rozwiazmy rownania dynamiki (2.11) dla kilku szczegélnych przypadkéw
rOwnania stanu materii wypelniajacej wszech$wiat FLRW. Rozwigzania te
postuza nam w dalszej czesci pracy jako zerowy rzad w rachunku zaburzen
przestrzennie jednorodnych i izotropowych modeli Wszechswiata.
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[0 Wszech$§wiat wypelniony promieniowaniem (p = ¢/3, w = 1/3)

Dodajac stronami rownania (2.11) i catkujac tak otrzymane wyrazenie
z warunkiem poczatkowym a(n = 0) = 0 (ustalajacym poczatek czasu 7
w osobliwosci), dostajemy

a = C;sin (\/fn), (2.14)

gdzie C] jest dowolng stala catkowania. Po wstawieniu tego rozwigzania do
pierwszego réwnania Friedmanna (2.11a) zauwazamy, iz wielkosé

M = ea* = 3KC} = const. (2.15)

jest stata ruchu. Taki sam wynik dostajemy ze wzoru (2.13) dla w = 1/3.

Wykorzystujac wzory (2.15) i (2.4), zapisujemy rozwiazanie dla czynnika
skali a(n) oraz zwiazek pomiedzy uniwersalnym czasem kosmicznym i czasem
konforemnym ¢(n)

oo D (0 o)
3

JE TV E I \RT T K

Eliminujac czas n z réwnan (2.16), otrzymujemy ewolucje czynnika skali
w uniwersalnym czasie kosmicznym ¢

a= \IQ\/?t — Kt2. (2.17)

O Wszech$wiat wypelniony pylem (p =0, w = 0)

Caltkujac rownanie (2.11b), otrzymujemy rozwiazanie dla czynnika skali
zalezne od dwoch dowolnych statych Cs3 i Cy

a = Cycos? (\/E <C4 — g)) (2.18)

Podobnie jak w przypadku promieniowania, wykorzystujac warunek poczat-
kowy a(n = 0) = 0; fakt, ze wielkos¢ dana wyrazeniem

M = ea® = const. (2.19)
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jest stalg ruchu; oraz wzor (2.4), eliminujemy state C3 i Cy, a rozwiazanie
dla czynnika skali a(t) przedstawiamy w postaci parametrycznej

M (VK M sin(\/fn)
@ = g-sin (217), t:6—K (77—\/?). (2.20)

Eliminujac czas konforemny 7 z réwnan (2.20), otrzymujemy rozwiazanie
w postaci uwiktane;j

M . 3K . . 3K
t= G [2 arcsin (\/Ma) — sin (2 arcsin (\/ Ma))] : (2.21)

[0 Wszechs$wiat ze stala predkoscia dzwieku (¢ = dp/de = w = const.)

Z réwnan (2.11a) i (2.13) eliminujemy gestosé¢ energii €, a otrzymane
wyrazenie catkujemy z warunkiem poczatkowym a(n = 0) = 0. Korzystajac
ponadto z zaleznosci (2.4), znajdujemy ewolucje czynnika skali a(t) w postaci
parametrycznej

2 3

_2 _2
143w M\ B3w+1 (3w+1 M swe ™™
“= oo t=g3 > V3" ” ‘

(w+1) ER
(2.22)
Eliminacja czasu konforemnego n z uktadu (2.22), prowadzi do zwiazku

a= (1;“)\/3/\/115) o (2.23)

Przedstawione powyzej rozwigzania rownan Einsteina, dla szczegdlnych
postaci réwnania stanu materii wypehiajacej wszechswiaty FLRW, opisuja
dynamike czynnika skali, a wiec dynamike przestrzennie jednorodnej i izo-
tropowej czasoprzestrzeni z metryka (2.5). W dalszej czesci pracy zajmiemy
sie badaniem ewolucji matych zaburzen pola grawitacyjnego i materii w mo-

delach FLRW.



Rozdziat 3

Konstrukcja liniowego
zaburzenia czasoprzestrzeni

FLRW

Mate zaburzenie pola grawitacyjnego, w liniowej teorii perturbacji kosmo-
logicznych, definiujemy jako poprawke do metryki (2.5) w postaci symetrycz-
nego pola tensorowego h,,. Tensor metryczny zaburzonej czasoprzestrzeni
przedstawiamy w postaci

D g (1, %) = G (1) + T (0, %). (3.1)

Sktadowe kontrawariantne i mieszane h,, otrzymujemy przez podnoszenie
lub opuszczanie wskaznikéw przy pomocy niezaburzonych tensoréw g, i g"”.
Sktadowe kontrawariantne poprawki maja znak przeciwny

ogh” = —ht". (3.2)
Wynika to z tozsamosci
(G + 0G0 ) (9" + 09"7) = 0,° (3.3)

po zaniedbaniu wyrazu kwadratowego w poprawce. Bez utraty ogoélnosci,
poprawke h,,, mozemy zapisa¢ w formie

-A B
_ 2 k
P = (Bi &m;gikc’)’ (34)

gdzie A, B;, C i &, sa matymi funkcjami czasu konforemnego n i wspotrzed-
nych przestrzennych x. Ponadto o funkcjach tych zaktadamy, ze sg gtadkie
1 ograniczone.
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Dokonamy teraz kowariantnego rozktadu symetrycznego pola tensorowe-
go hy,, na hiperpowierzchni n = const. (w przestrzeni o statej krzywiznie) na
zaburzenia skalarne, wektorowe i tensorowe. Rozktad ten, wystepujacy w lite-
raturze pod nazwa scalar-vector-tensor decomposition, zostal po raz pierwszy
zastosowany do perturbacji kosmologicznych przez Lifszyca [1]. W pdzniej-
szej pracy Stewarta [36] mozemy znalezé jego doktadna analize pod katem
jednoznacznosci.

Gtadkie, ograniczone (asymptotycznie zanikajace w przypadku niezwartej
przestrzeni) pole wektorowe B; mozemy roztozy¢ w tréjwymiarowej przestrze-
ni o statej krzywiznie na sktadowe: podtuzng i poprzeczna

gdzie

B, =0. (3.6)

li
T|; oznacza pochodng kowariantng tensora 7  wzgledem wspoétrzednej xt
w tréjwymiarowej przestrzeni z metryka g;.

Symetryczne, bez$ladowe, gtadkie i ograniczone (asymptotycznie zani-
kajace w przypadku niezwartej przestrzeni) pole tensorowe & rozkladamy
przy pomocy bezéladowego pola tensorowego & o znikajacej dywergencii,
poprzecznego pola wektorowego &; oraz pola skalarnego £

1 [ _ =
Eir = Eji, — ggikg”' + 5 (&\k + €k|i) + Eik, (3.7)
gdzie - _ B
g'=0, &% =0, &,=0. (3.8)

Uwzgledniajac rozktady (3.5) oraz (3.7), zapisujemy poprawke do metryki
FLRW w postaci sumy zaburzen: skalarnego, wektorowego i tensorowego

n Bi Eu+ien(C—&,")

0 B, 0 0
_2 (Y - - 2 h
a (Bi 1 (&m + gk”)) a (0 5¢k> : (3.9)

Zaburzeniem skalarnym (wektorowym) nazywamy wielkos¢é utworzona
z pol skalarnych A, B, C i £ (pdl wektorowych B;, &) w wyniku réznicz-
kowania kowariantnego lub mnozenia przez metryke g;r. Zaburzenia skalarne
pola grawitacyjnego sa zwigzane z perturbacjami gestosci i predkosci materii;
natomiast zaburzenia wektorowe, nazywane réwniez rotacyjnymi, sg zwigza-
ne z perturbacjami predkoéci materii, ale nie gestoéci. Pole &, ktérego nie
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mozna ztozy¢ z gradientéw lub produktéw pdl skalarnych lub wektorowych
nazywamy zaburzeniem tensorowym. Odpowiada ono takim perturbacjom
pola grawitacyjnego, przy ktorych materia pozostaje nieruchoma i roztozona
jednorodnie w przestrzeni — sa to fale grawitacyjne. -

Dla symetrycznego, bezéladowego pola tensorowego &, o znikajacej dy-
wergencji mamy 6 — 1 — 3 = 2 stopnie swobody (2 niezalezne funkcje wspot-
rzednych przestrzennych i czasu) odpowiadajace dwém polaryzacjom fali gra-
witacyjnej. Dla zaburzenia wektorowego, utworzonego z dwoch pol B; i &;
o znikajacej dywergencji, mamy 6 — 2 = 4 stopnie swobody; a dla zaburzenia
skalarnego, utworzonego z gradientéw i produktéw pél A, B, C i £, kolej-
ne 4 stopnie swobody. Symetryczne zaburzenie h,, metryki czasoprzestrzeni
ma zatem 10 stopni swobody. Cztery z nich — po dwa dla zaburzenia ska-
larnego i wektorowego — sa niefizyczne (nazywamy je stopniami swobody
cechowania lub stopniami swobody gauge) i moga zosta¢ usuniete w wy-
niku odpowiednich infinitezymalnych transformacji wspotrzednych — tzw.
transformacji cechowania. Zaburzenia tensorowe sa gauge-inwariantne [6, 37].
Zagadnienie swobody cechowania i zwigzanych z nig fikcyjnych zaburzen po-
la grawitacyjnego w uktadzie synchronicznym bedzie szerzej dyskutowane
w rozdziale 6.

Wazna konsekwencja jednoznacznosci rozktadu (3.9) jest fakt, iz kowa-
riantne i liniowe w poprawkach rownania perturbacyjne separuja sie na trzy
grupy rownan skalarnych, wektorowych i tensorowych. Innymi stowy, w rezi-
mie liniowym kazde z zaburzen (skalarne, wektorowe i tensorowe) ewoluuje
niezaleznie od pozostatych i mozemy badaé¢ je oddzielnie. Dowdd powyz-
szego twierdzenia mozna znalezé w publikacji [13]. W dalszej czesci pracy
gtowng uwage poswiecimy zaburzeniom gestosci w modelach FLRW wypel-
nionych barotropowym ptynem doskonalym. Ograniczymy sie jednoczesnie
do badania ewolucji zaburzen skalarnych pola grawitacyjnego, ktére w peini
determinuja ewolucje zaburzen gestosci.



Rozdziat 4

Rownania perturbacyjne
w ukladzie synchronicznym

Prze§ledZzmy rachunek Lifszyca [1, 2|, ktéry prowadzi do réwnan pertur-
bacyjnych dla malego zaburzenia h,, metryki jednorodnego i izotropowego
wszech$wiata FLRW. Na metryke zaburzonej czasoprzestrzeni naktadamy
dodatkowe wiezy

hoo =0, hi =0, (4.1)

co jest réwnowazne z wyborem uktadu synchronicznego [38]. Wiezy (4.1)
nie eliminuja w peli swobody gauge (zob. rozdz. 6) — w ramach ukladu
synchronicznego wciaz istnieje dowolnos¢ wyboru hiperpowierzchni statego
czasu. Konsekwencja pozostawienia tej swobody beda fikcyjne rozwiazania
rownan perturbacyjnych, ktore nie opisuja fizycznego zaburzenia czasoprze-
strzeni.

Poddajac wariacji tozsamos¢ g, utu” = 1 i wykorzystujac réwnania (2.8)
oraz (4.1), zauwazamy, ze du’ = 0, natomiast du’ sa na og6l rézne od zera.
Wynika stad, ze uktad odniesienia nie jest uktadem unoszonym z materia.
Roéwnania perturbacyjne, opisujace ewolucje matego zaburzenia h,,, metryki
FLRW, maja postac

v 1 12 v
oR,” — 55’” OR =4T,". (4.2)
Poddajmy wariacji tensor energii-pedu (2.7)
6T, = (€ + p)(uudu” + u”du,) + (0¢ + op)u,u” — pd,”. (4.3)
Korzystajac ze wzorow na sktadowe u* (2.8) oraz du*, wyliczamy

0T," = de, 0Ty = ale + p)ou, OT;F = —6 op. (4.4)
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Dla malych wielkosci dp i de mozemy napisaé, ze dp = %56, co, po uwzgled-
nieniu wzoréw (4.4), prowadzi do zwiazku

§TF = —6
(2 (2 d€

6T,°. (4.5)

Perturbacje koneksji afinicznej i tensora Ricciego dajg sie wyrazi¢ przez po-
chodne kowariantne zaburzenia h,, metryki czasoprzestrzenne;j

1
A A A A
o, = =3 (2 + R+ ) (4.6a)
1 .
OBy = 5 (B 10,y = P = i) (4.6b)

gdzie T, oznacza pochodna kowariantng tensora 7 wzgledem wspotrzed-
nej * w niezaburzonej czasoprzestrzeni FLRW z metryka (2.5). Z relacji

Ruy + 5Ruy - (Rup + 5Rup) (9™ +69™) (4.7)
wynika postaé¢ perturbacji mieszanego tensora Ricciego
oR,” = g""0R,, — h""R,,. (4.8)

Proste przeksztalcenia formuty (4.8), z wykorzystaniem wzoréw (4.6b)
i (2.10), prowadza do nastepujacych wyrazen na poprawki do mieszanych
sktadowych tensora Ricciego i skalara krzywizny

R 0_ _ L h’/ g/h/ 49
0 2q2 + a ’ (4.9a)
1 /
0 — !
OR =~ 22 (h\i —h; u) > (4.9b)
/
OR" =~ 212 [hk + % (20f+ héik)/]
a a
1 llk E |l k|l Ik &
© 92a2 (hi oty =h —h" = 4K, ) ; (4.9¢)
1 /
0R=——7 (h” + 3%h’ +h —h - 2Kh> . (4.9d)

Tensor h;; jest poprawka do przestrzennej czesci metryki Robertsona—Walke-
ra (hy, = —a 2hy, h = g*hy;,), a T); oznacza pochodna kowariantng tensora
T wzgledem wspotrzednej x!, w trojwymiarowe]j przestrzeni z metryka (2.2).
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Ze wzoru (4.5) otrzymujemy dwa niezalezne réwnania: odpowiednio dla skta-
dowych i # k oraz i = k, podstawiajac perturbacje sktadowych tensora ener-
gii-pedu 07, wyliczone ze zlinearyzowanych réwnan Einsteina (4.2), wyra-
zonych uprzednio przez perturbacje (4.9)

!/
2T h 1 e S aRhE =0, (410m)
a

Iz i i

dp\a,, 1 d
h" + <2 + 3di’> %h’ +3 (1 + 3;6?) (h —h" —2Kh) =0.  (4.10b)

Perturbacje gestosci energii i predkos$ci materii wyliczamy ze wzoréw (4.4)

1
de = 6T,° = 6R," — 3R, (4.11a)
. , 1 ’ 1 ;
' = adu' = 0T, = R, (4.11Db)
€E+p e+p

Podstawiajac do réwnan (4.11) wariacje sktadowych tensora Ricciego (4.9a),
(4.9b) i skalara krzywizny (4.9d), dostajemy

1 /
be=75 <2Zh' =y -2 h) ) (4.12a)

Uktad réwnan (4.10), uzupelniony réwnaniem stanu materii wypelnia-
jacej wszech$wiat, opisuje dynamike skalarnych, wektorowych i tensorowych
(zob. rozdz. 3) zaburzen modeli FLRW. W nastepnym rozdziale wyprowadzi-
my réwnania propagacji zaburzen skalarnych (tzw. rownania Lifszyca) w po-
staci rownan rozniczkowych czastkowych — bez rozktadu perturbacji metryki
na funkcje wtasne operatora Laplace’a, jak miato to miejsce w oryginalnych
pracach [1, 2].



Rozdziatl 5

Zaburzenia skalarne —
Rownania Lifszyca w postaci
rownan rozniczkowych
czastkowych

W liniowej teorii perturbacji kosmologicznych réwnania dynamiczne dla
zaburzen skalarnych, wektorowych i tensorowych pola grawitacyjnego i ma-
terii separuja sie. Mozemy zatem bada¢ dynamike kazdego z tych zaburzen
oddzielnie. W rozdziale tym wyprowadzimy réwnania dynamiki dla zabu-
rzen skalarnych pola grawitacyjnego (tzw. réwnania Lifszyca), nie dokonu-
jac uprzednio rozktadu harmonicznego perturbacji metryki, jak to uczyniono
w oryginalnych pracach [1, 2].

Do réwnan perturbacyjnych (4.10) podstawiamy skalarne zaburzenie (s) h,
metryki Robertsona—Walkera w uktadzie synchronicznym, ktére zgodnie
ze wzorem (3.9) ma postaé

k

1 :

i otrzymujemy rownania propagacji dla p6l C i €
|n

(5” +2aHE — 4KE — ;C) +

Im

+ 5|ipmlg gpl - ggﬁplmg pgl + E\impl (g lg P — g gpl) = 07 (523‘)
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C"+ (2 - 30?) aHC'+
+ é (1+32) [ql,wm (3e"g" — g"g™) —2(c," + 3KC)] —0, (5.2b)

gdzie m # n, H = a/a® jest funkcja Hubble’a, ¢2 = p//€ to kwadrat pred-
kosci dzwieku w ptynie kosmicznym.
Korzystajac z tozsamosci

EipmiR™" + i R™P = AK€, 1", (5.3a)
EunsmREM = 2K7%€, 1", (5.3b)

dla dowolnego pola skalarnego £ w trojwymiarowej przestrzeni o statej krzy-
wiznie, oraz z postaci tensora krzywizny Riemanna tej przestrzeni, danej
wzorem (2.3a), sprowadzamy réwnania Lifszyca (5.2) do prostszej postaci

In
1
m #n, (5” +2aHE + B (AE — C)) =0, (5.4a)

|m

C"+ (2+3¢2) aHC' + :1)) (143¢2) (A+3K)(AE-C)| =0,  (5.4b)

gdzie Af = g* fiie jest laplasjanem pola skalarnego f w tréjwymiarowe;j
przestrzeni o statej krzywiznie.

Zauwazamy, ze, aby réwnanie (5.4a) postaci f (X)‘m‘" = 0 bylo spetnione
w dowolnym uktadzie wspolrzednych, funkcja f(x) musi by¢ suma funkcji
liniowych od poszczegdlnych wspéhrzednych f(x) = Y2, [;(2%). Z drugiej
strony, perturbacja f(x) powinna by¢ ograniczona, a jej $rednia przestrzen-
na réwna zeru. Jedyna funkcja speniajaca te warunki jest f(x) = 0. Zgod-
nie z powyzszym rozumowaniem, pierwsze rownanie Lifszyca (5.4a) mozemy
przepisa¢ w postaci

£ 4+ 2HE' + ; (AE—C) =0 (5.5)

Uklad réwnan rézniczkowych czastkowych (5.4b, 5.5) jest odpowiednikiem
uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych (8.4) na funkcje A(n) i u(n), wy-
prowadzonych w pracy [2]. Latwo mozna sprawdzié¢, ze uklady te wiaze trans-
formacja

A& — _)‘(n)QO{a X)? C— M(n)@(ka X)v (56)

gdzie A\(n) i u(n) sa dowolnymi funkcjami czasu konforemnego 7, a funkcja
Q(k,x) jest rozwiazaniem réwnania Helmholtza

AQ(k,x) = — (|k|* - K) Q(k,x). (5.7)

20

e 3%



Podstawiajac zaleznosci (5.1) do wzoréw (4.12), znajdujemy wyrazenia na
skalarne zaburzenia gestoéci energii de i predkosci materii dv?

1 /
be =5 [(A+3K) (A€ - C) + 3aHC|, (5.84)
1

" 3a2(c +p)

i

vt ¢ — (A +3K)¢] (5.8b)

System (5.4b, 5.5) jest uktadem dwdch sprzezonych réwnan rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu, na funkcje C i AE. Uktad ten jest rownowaz-
ny réwnaniu rozniczkowemu czastkowemu czwartego rzedu, ktére, w zwiazku
z pozostawionag w uktadzie synchronicznym swoboda cechowania, posiada
rozwigzania fikcyjne. Rozwigzania te nie opisujg fizycznych stopni swobody
pola zaburzen i moga by¢ kreowane lub eliminowane w wyniku transformacji
wspotrzednych, zachowujacych synchronicznosé uktadu odniesienia. 7 tego
samego powodu zaburzenie gestosci energii de dane wzorem (5.8a) zalezy od
wyboru hiperpowierzchni jednoczesnosci w uktadzie synchronicznym, a za-
tem zawiera sktadowa fikcyjng. Pomimo iz posta¢ fikcyjnych zaburzen metry-
ki w uktadzie synchronicznym zostata wyliczona w pracy Lifszyca [1], inter-
pretacja rozwigzan rownan perturbacyjnych przez dtuzszy czas nastreczata
trudnosci. Rozwigzanie tego problemu zostalo podane przez Golde i Wosz-
czyne [33], ktérzy wyeliminowali znane fikcyjne zaburzenia metryki, stosujac
klasyczna metode redukcji rzedu rownania rézniczkowego.

W nastepnym rozdziale szerzej omowimy problem swobody gauge w li-
niowej teorii perturbacji kosmologicznych zaréwno w przypadku ogdlnym,
jak i w uktadzie synchronicznym. Dokonamy eliminacji fikcyjnych stopni
swobody skalarnego zaburzenia metryki poprzez transformacje do nowych
zmiennych pola zaburzen {C,£} — {®, U} — inwariantéw transformacji ce-
chowania. Réwnania Lifszyca (5.4b, 5.5) zapiszemy w postaci jawnie gauge-
-inwariantnej. Skonstruujemy gauge-inwariantng skalarna zmienna perturba-
cyjng, ktéra spelnia rownanie d’Alemberta w pewnej konforemnej przestrzeni
Robertsona—Walkera.



Rozdzial 6

Gauge-inwariantne zaburzenia
skalarne

Liniowa teoria perturbacji kosmologicznych dopuszcza dowolne infinite-
zymalne transformacje wspotrzednych postaci

at — Tt = ot 4 Mo, (6.1)

ktore prowadza do matematycznie roznych rozwigzan réwnan Einsteina, opi-
sujacych ta sama czasoprzestrzen. Niejednoznacznosé rozwigzan rownan Ein-
steina jest analogiczna do wystepujacej w teorii elektromagnetyzmu dla po-
tencjatu wektorowego A,. Transformacja A, — fly =A,+0V/0xt, gdzie V
jest dowolng funkcjg wspotrzednych, nie zmienia pola elektromagnetyczne-
go. Transformacje (6.1), podobnie jak te ostatnie, nazywamy transformacja-
mi cechowania lub transformacjami gauge. Jak wiemy z prac Lifszyca [1, 2],
wybor uktadu synchronicznego nie eliminuje w pelni swobody cechowania,
w wyniku czego réwnania propagacji (5.4b, 5.5) skalarnego zaburzenia pola
grawitacyjnego posiadaja fikcyjne rozwiagzania. Rozwiazania te moga by¢ kre-
owane lub eliminowane w wyniku transformacji wspotrzednych, (6.1) zacho-
wujacych synchronicznos¢ uktadu odniesienia. Dla poprawnej interpretacji
wynikéw konieczna jest identyfikacja i eliminacja rozwigzan fikcyjnych.

Wyznaczmy postaé fikcyjnego skalarnego zaburzenie pola grawitacyjnego
(g)hm, = (g)églw, indukowanego infinitezymalng transformacjg wspdhrzed-
nych (6.1), gdzie £ sa czterema niezaleznymi funkcjami czasu konforemne-
go 1 1 wspétrzednych przestrzennych x, a §7 jest malym parametrem (matym
w takim sensie, w jakim mate sa sktadowe zaburzenia h,, metryki). W wy-
niku transformacji (6.1) sktadowe dowolnego tensora 7 przeksztalcaja sie
zgodnie z formuty [6]

T HL N fj‘ul...um = T HL-Hm _ *CETMI.“NmV (57‘7 (62&)

Vi...Un Vi...Un Vi...Un 1---Un
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m

LeTrem — T HLebm -3 THL-O ot ¢

Vi...Un Vi.--Un;o Vi...VUn
=1

+ Z Tul."Hmlzl.“g‘..ynfa;yk7 (62b)
k=1

gdzie LgTH#m  jest pochodng Liego tensora 7 w kierunku pola &, réw-
ng zmianie sktadowych tensora 7~ w wyniku infinitezymalnego przesuniecia
(o 07) wzdtuz krzywej catkowej pola wektorowego &€. Pochodng kowariant-
ng tensora 7 wzgledem wspdtrzednej x7, w niezaburzonej czasoprzestrzeni
Robertsona—Walkera, oznaczmy przez 7 ,,. Fikcyjne zaburzenie metryki g,
wyliczamy zgodnie ze wzorami (6.2)

(g)hw/ = —L£guu 0T = —(Eu + &) 0T (6.3)

Swoboda gauge (6.1) manifestuje sie w postaci czterech dowolnych, niezalez-
nych funkcji £# (czterech fikcyjnych stopni swobody) w metryce. Z rozktadu
pola wektorowego &' na cze$é podtuzng i poprzeczng

¢ = (€%¢) = (£¢") + (0.€), (6.4)

gdzie E@'li = 0, a £ jest rozwigzaniem roéwnania §i|i = fli‘i, widaé, iz tylko
dwa z czterech fikcyjnych stopni swobody (dwie niezalezne funkcje £° 1 &) sa
skalarne (w ramach klasyfikacji przedstawionej w rozdziale 3), pozostale dwa
(dwie niezalezne sktadowe pola wektorowego & o znikajacej dywergencji)
sg wektorowe. Dla rozwazanych przez nas skalarnych zaburzen fikcyjnych
metryki dostajemy ze wzoru (6.3)

Dhgy = —a? (2‘250 + 250/) o, (6.5a)
S (e 5’)|, o7, (6.5b)
Dhy = —a? (—2(2gik§0 — 2§ik> oT. (6.5¢)
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Zgodnie z kowariantnym rozktadem (3.9) identyfikujemy fikcyjne sktado-
we perturbacji metryki

@A =2 (Zgo + g°’> or, (6.62)

=(&-¢)or, (6.6b)
O =2 (32/50 + g,”) or, (6.6¢)
@e = —2¢57. (6.6d)

Korzystajac ze wzoréw (6.6), znajdujemy postaé transformacji cechowania,
ktoéra prowadzi od dowolnego uktadu wspotrzednych do uktadu synchronicz-

nego (A= B=0)

n—nt o [ Aadn+ - Gi(x), (6.72)

xi_)mi+gik[/<8+/Aadn)dn—i—gl /—+Q2 )] . (6.7b)
Ik

gdzie G1(x) i Ga(x) sa dowolnymi niezaleznymi funkcjami wspotrzednych

przestrzennych. Zawezona do uktadu synchronicznego klasa skalarnych trans-

formacji cechowania spelia warunki

€97 = LGi(x), (6.80)
§0T = Gi(x / + Ga(x). (6.8b)

Zauwazamy, ze transformacja (6.7) nie eliminuje w pelni swobody gauge,
gdyz wprowadza dwie nowe, dowolne funkcje G;(x) i Go(x), ktére okreslaja
geometrie hiperpowierzchni statego czasu w uktadzie synchronicznym.

W dalszej czesci pracy, o ile nie zostanie wyraznie wskazane o jakie trans-
formacje wspotrzednych chodzi, terminem transformacje gauge bedziemy na-
zywaé klase transformacji skalarnych (6.1) spetniajacych warunki (6.8), czy-
li takich, ktore zachowuja synchronicznos¢ uktadu odniesienia; wielkoScia-
mi gauge-inwariantnymi bedziemy nazywaé¢ wielko$ci niezmiennicze wzgle-
dem tych transformacji, a sktadowymi fikcyjnymi wielkosci, ktére dzigki tym
transformacjom mozna wyeliminowac.

Dwoém fizycznym stopniom swobody skalarnego zaburzenia metryki czaso-
przestrzennej (zob. rozdz. 3) odpowiadaja dwie niezalezne gauge-inwariantne
wielkosci [12, 14, 39], ktore konstruujemy w postaci kombinacji perturbacji C
i & metryki i ich pochodnych. Definiujemy dwie zmienne pomocnicze W i V

W=AE—C, V=-3aHE, (6.9)
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ktérych sktadowe fikcyjne, zgodnie ze wzorami (6.6) i (6.8), maja postaé

@y = Wy = 6HG (x). (6.10) 3
Zauwazamy, ze funkcje
i LIRS
0¢:v_H@wx (6.11a)
i H
(w:W—E§M% (6.11b) 3%
v=W-=Y, (6.11c)

gdzie f@ jest i-ta pochodng funkcji f wzgledem czasu konforemnego 7, sa
wielko$ciami gauge-inwariantnymi (sktadowe fikcyjne tych funkeji sa réwne
zeru, wiec same funkcje sa niezmiennicze wzgledem transformacji gauge).

Wybieramy baze w dwuwymiarowe] przestrzeni inwariantéw transforma-
cji cechowania w postaci pary {¢,9} = { Mg, @/J}. Kazdg zmienng gauge-in-
wariantng mozemy zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej zmiennych {¢, ¢}
i ich pochodnych, na przyktad

Wy = ¢+ — gﬂ”/’ (6.12a)
@y =g+ + ;/ (H'¢/ — Hy"). (6.12b)

bLatwo mozna sprawdzié¢ nastepujace zwiazki

1 H 1,
o = 3ol Hgb = (a&')", (6.13a) %
- ;w _ ;mg _C) +aHE!, (6.13D)

gdzie {®, U} jest baza gauge-inwariantnych potencjalow Bardeena [12]. W do-
wolnym uktadzie wspotrzednych (przy pelnej swobodzie cechowania) poten-
cjaty (6.13) przyjmuja forme

1
d=A+—(a(2B-E"), (6.14a)
a
1
U = g(AS —C)—aH (2B-¢&"). (6.14b)
Funkcje {®, ¥} odgrywaja wazna role w teorii perturbacji kosmologicznych,
gdyz, z jednej strony, stanowig proste gauge-inwariantne kombinacje pertur-

bacji metryki, a z drugiej posiadaja prosta interpretacje fizyczng — sg rowne
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perturbacjom metryki w cechowaniu podtuznym (B = £ = 0) [14]. W przy-
padku pltynéw doskonalych (diagonalnego tensora napieé¢) funkcje ® i W sa
sobie rowne, a metryka przyjmuje posta¢ konforemnie newtonowska. Dlatego
funkcje ® i ¥ czesto nazywa sie relatywistycznymi potencjatami grawitacyj-
nymi, a cechowanie podtuzne cechowaniem konforemnie newtonowskim.

Réwnania Lifszyca (5.4), opisujace ewolucje zaburzen skalarnych w uktla-
dzie synchronicznym, przeksztatcamy do postaci jawnie gauge-inwariantnej,
wyrazajac je przez niezmiennicze potencjaly Bardeena (6.13)

O=U, (6.15a)

®" 4 3aH (1+3¢2) &' — AP+
+[2(aH) + (143¢2) (®H? = K)| ® = 0. (6.15b)

Wzér (6.15a) wyraza warunek izotropii ci$nienia kosmicznego plynu, nato-
miast réwnanie (6.15b) determinuje ewolucje adiabatycznych zaburzen ska-
larnych w ekspandujacym wszech$wiecie, ktére w tym modelu opisywane sg
tylko jednym polem skalarnym & [12, 31, 14].

Liniowa teoria zaburzen kosmologicznych poswieca szczegdlng uwage ba-
daniu wielkoéci, ktore sa niezmiennicze wzgledem transformacji cechowa-
nia (6.1), gdyz jedynie takie wielkosci sa odpowiednimi kandydatami na ob-
serwable [18, 40]. W dalszej czesci pracy zajmiemy sie pewna klasa gauge-in-
wariantnych zmiennych perturbacyjnych — takich, ktére spetniaja réwnanie
d’Alemberta. Sachs i Wolfe [3] w 1967 roku jako pierwsi dowiedli, Ze istnieje
skalarna zmienna perturbacyjna FE, ktéra spelnia réwnanie falowe w prze-
strzennie ptaskim modelu FLRW wypelionym promieniowaniem. Wynik ten
zostal potwierdzony w pdzniejszych pracach [4, 9, 11, 28]. Golda i Woszczy-
na [33, 29] zauwazyli, ze twierdzenie Sachsa—Wolfe’a powinno mieé¢ uogdl-
nienie na modele FLRW o dowolnej krzywiznie przestrzennej, wypekione
plynem doskonatym o barotropowym réwnaniu stanu.

Przeprowadzimy teraz dowod uogdlnionego twierdzenia Sachsa—Wolfe’a.
W tym celu przedstawimy prosta konstrukcje gauge-inwariantnej zmienne;j
falowej z zaburzenia gestosci energii de w uktadzie synchronicznym. Skorzy-
stamy tutaj z przeprowadzonej wczesniej analizy zaburzen fikcyjnych.

Perturbacja gestosci energii de dana wzorem (5.8a) zalezy od wyboru hi-
perpowierzchni statego czasu w uktadzie synchronicznym. Sktadowa fikcyjna
tej wielkosci otrzymujemy, korzystajac ze wzoréw (6.2b, 6.8a), w postaci

@§e = —LeedT = %1 = —a71G (x), (6.16)
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gdzie G;(x) jest dowolna funkcja wspotrzednych przestrzennych x. Zauwaza-
my, iz wielko$¢
oe o€

—
€a! ea!

+ G1(x) (6.17)

posiada sktadowg fikcyjna, ktora zalezy tylko od wspotrzednych przestrzen-
nych, wiec rézniczkowanie wzgledem czasu konforemnego 7 usunie ja. Twier-
dzimy, iz nowa zmienna postaci

95— F ()0,

z dowolna funkcja tta F(n), jest wielkoscia gauge-inwariantna. Wybor czyn-
nika F(n) = aH? sprawia, ze wielko$¢ (6.18) jest gauge-inwariantna zmienng

falowg
Oe

—1°

0 = aH?d, (6.19)

€a
Wykazmy, ze istnieje jednoznaczny rozktad zmiennej perturbacyjnej o w ba-
zie niezmienniczych potencjatéw Bardeena {®, ¥} (6.13). Rozktad ten stano-
wi niezalezny dowdd niezmienniczosci 5 wzgledem dowolnych transformacji
postaci (6.1). Korzystajac ze wzoréw (6.13) i réwnan Lifszyca (6.15), przed-
stawiamy zmienng ¢ w formie kombinacji liniowej relatywistycznego poten-
cjatu grawitacyjnego ® i jego pochodnych wzgledem czasu konforemnego 7,
ze wspoOtczynnikami ¢; zaleznymi jedynie od funkcji tta

3
0= ¢:0,, (6.20a)
i=0
1 / 2
—coa® [36 (24 3¢2) H* — 9 ((2+3¢2) (e + 3p) +
—4c? (2¢ + Sp)) H? — (e + 3p) (2¢ + 3p)} } , (6.20Db)
18¢,H? — csaH [3(8 + 9¢%) H* — (2¢ + 3p)]
o1 = 9¢3 (e 1 p) , (6.20c)
12¢,H — csa[6 (5 + 3¢?) H? + (e + 3p)]
— S S .2
02 18c3a (e + p) ’ (6.204)
H
¢3 = (6.20¢)

" 3a(e+p)
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W przypadku statej predkosci dzwieku (¢s = const.) wspdlezynniki rozktadu
(6.20a) przyjmuja prostsza postaé
2+ 3c%)a? (3H? —€) [12H? 1+ 3c?
¢0:_( + Cs>a’ ( E)[ +< + 68)6]7 (6213)
54c2 (14 c2)e
H 2 H? — (2 2
¢l:_a [3(8+9c¢3) ( —|—303)e]7 (6.21D)
9 (1+cP)e
6(5+3c%) H? + (1+3c?) e
S s 5 6.21
Z 18c2(1+¢c2)e ’ (6.21c)
H

32 (1+A)ae

P3 = (6.21d)

Golda i Woszczyna [29] sformulowali teze, ze zmienna perturbacyjna 5,
zwiazana z zaburzeniem gestosci w uktadzie synchronicznym transformacja
(6.19), spetnia réwnanie propagacji

i a’ C; NG 2 A S
o+ (25 - )8 - Qas =0, (6.22)

Cs

€E+p
N Ak 2
° TN 3.2 (6.23)

Stusznos¢ tej tezy argumentuja na podstawie badan ewolucji modéw w roz-
winieciu fourierowskim perturbacji ) [29], a wiec szczegblnych klas rozwia-
zan separowalnych (stanowiacych iloczyn funkcji czasu i funkcji zmiennych
przestrzennych). Jezeli postawiona teza jest prawdziwa dla dowolnych zabu-
rzen skalarnych, to réwnania perturbacyjne Lifszyca (6.15), traktowane jako
réwnania czgstkowe, powinny daé sie sprowadzi¢ do réwnania (6.22). Scisty
dowod, ktory przedstawiamy w tej pracy, nie nastrecza istotnych trudnosci
pojeciowych, jednak ze wzgledu na mnogo$¢ obliczen wymaga zastosowania
systemow algebry komputerowej. Do niniejszej pracy dotaczamy program
w jezyku Mathematica, zawierajacy implementacje tego dowodu.

Whprowadzajac nowa zmienna ¢ (tzw. konforemny czas akustyczny) zwia-
zang z czasem konforemnym 7 wzorem d( = cydn, sprowadzamy réwnanie
(6.22) do postaci

gdzie

\
3 + 2%5‘ ~AS =0, (6.24)

gdzie symbolem * przy funkcji oznaczamy jej pochodna wzgledem czasu (.
Formuta (6.24) jest réwnaniem d’Alemberta [J§ = 6,,/# = 0 w czasoprze-
strzeni Robertsona—Walkera z forma metryczna postaci

ds* = a” (d¢* — gipda'da®) . (6.25)
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Udowodnili$émy zatem:

Twierdzenie. Dla dowolnego modelu Robertsona—Walkera wypeinionego ba-
rotropowym plynem doskonalym istnieje gauge-inwariantna skalarna zmien-
na perturbacyjna, ktora spelnia kanoniczne réwnanie d’Alemberta w konfo-
remnej przestrzeni Robertsona—Walkera (6.25), z czynnikiem skali a danym
wzorem (0.23).

Whniosek. Perturbacja B propaguje sie¢ w czasoprzestrzeni (6.25) jak mini-
malnie sprzezone bezmasowe pole skalarne.

Podobna konstrukcje geometrii akustycznej (6.25), w postaci odpowied-
niej transformacji Darboux zmiennej perturbacyjnej i reparametryzacji czasu
n — (¢, Golda i Woszczyna [29] proponuja w innych gauge-inwariantnych for-
malizmach teorii perturbacji kosmologicznych [20, 12, 31, 22, 32, 27]. Jako
przyktad przytoczymy tutaj transformacje Darboux potencjatu Bardeena &

A 1 H\? a

ktora spetnia réwnanie d’Alemberta J® = & # = 0 w czasoprzestrzeni

(6.25). Perturbacje 6 i ®, ktére sa transformacjami wielkoéci zdefiniowa-
nych przy dwoch réznych cechowaniach, pozostaja niezmiennikami dowolnych
transformacji (6.1). Wnioskujemy stad, iz powinna istnie¢ jednoznaczna wia-
zaca je relacja. Relacje te znajdujemy dokonujac, rozktadu pola ow pochodne
zmiennej o wzgledem czasu konforemnego n

2
0= ¢:0,, (6.27a)
=0
bo = L2 (sm? - , (6.27D)
3

~ 6c.H —ca[3(1+3c%) H* + (e + 3p)]

— S S 2
¢ 9 H ’ (6:27c)
. 1

= 6.27d
o 32 ( )

Korzystajac z réwnania ruchu dla pola ® oraz réwnania Friedmanna (2.11a),
sprowadzamy relacje (6.27a) do postaci

5 = _; (A+3K)d, (6.28) 3
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gdzie A jest operatorem Laplace’a na dowolnie wybranej hiperpowierzchni
statego czasu (poprawki do laplasjanu perturbacji od infinitezymalnej trans-
formacji (6.1) sa rzedu wyzszego niz pierwszy).

Jezeli pole @ jest rozwigzaniem réwnania d’Alemberta (6.24) w czaso-
przestrzeni (6.25), to jest nim rowniez wielkosé AQ z dokladnoscia do stalej
addytywnej i/lub multiplikatywnej. Korzystajac z tego, znajdujemy nowa
zmienng falowy ¢, taka, ze

ale+p), .
ktora spelnia rownanie d’Alemberta [J¢ = ¢ # = 0 w czasoprzestrzeni

(6.25), a jej rzad rézniczkowy jest o dwa nizszy od rzedu rézniczkowego
zmiennej ¢

d = A (6.30)

Mozna wykazaé, iz gauge-inwariantne zmienne akustyczne b , @, ¢ korespon-
duja z rozwazanymi wezesniej w literaturze zmiennymi perturbacyjnymi, kto-
re spelniaja rownanie d’Alemberta w przestrzennie ptaskich modelach FLRW
dla szczego6lnych przypadkow rownania stanu materii kosmicznej:

e zmienna perturbacyjna H Fielda—Shepley’a [4]

A 1
S~ H, ze % v €c+p, (6.31)
" Z” ! 2
H" — = H — AAH = 0. (6.32)
z

W przypadku znikajacej krzywizny przestrzennej (K = 0) i réwnania
stanu materii w postaci p = €/3 wzér (6.32) mozna sprowadzi¢ do
réwnania d’Alemberta w przestrzeni statycznej HY — AH = 0.

e zmienna perturbacyjna g Lukasha [9]

d~g dla K =0,
| 2
q+<3H+23)q—<Cj) Ag=0 a=->_ (6.33)

a+/cs

Dla stalej predkosci dzwigku ¢y = const. wzér (6.33) mozna sprowadzié
do réwnania d’Alemberta Llg = ¢, * = 0 w przestrzeni Robertsona-

Walkera z metryky ds? = a? (dC2 - gikdxid:vk)
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e zmienna perturbacyjna D Mukhanova—Feldmana—Brandenbergera [14]

1
¢~ ;D’ dla K=0, p=¢/3, (6.34)

1
D'~ JAD =0. (6.35)

Transformacja czasu postaci d{ = c,dn przeprowadza formute (6.35)
w réwnanie d’Alemberta w przestrzeni statycznej DV — AD = 0.

e perturbacje krzywizny ¢ [14] (uwaga! zachowujemy tradycyjne ozna-
czenie ¢ pomimo kolizji z czasem akustycznym)

d~¢, dla K =0, (6.36)
2 @ 4+ aHD

_ g2 Tad®
=m0t @)

(6.37)

Perturbacje krzywizny (curvature perturbations), po raz pierwszy wprowa-
dzone przez Bardeena, Steinhardta i Turnera [19], maja fundamentalne zna-
czenie dla inflacyjnych scenariuszy generacji pierwotnego widma fluktuacji
gestosci.



Rozdziat 7

Fourierowski rozktad pola
akustycznego

W rozdziale 6 wykazaliSmy, ze gauge-inwariantne skalarne zaburzenie do-
wolnego modelu FLRW propaguje si¢ jak minimalnie sprzezone bezmasowe
pole skalarne w czasoprzestrzeni (6.25). Za autorami pracy [29] nazywamy je
polem akustycznym. Stosujac metody teorii pola w zakrzywionych czasoprze-
strzeniach [41, 34|, przedstawimy, jako przyktad zastosowania uogélnionego
twierdzenia Sachsa—Wolfe’a, procedure gauge-inwariantnego fourierowskiego
rozktadu skalarnego zaburzenia pola grawitacyjnego w przestrzennie ptaskim
modelu FLRW. Wyliczymy jawng posta¢ baz fourierowskich dla modelu wy-
pelnionego ultrarelatywistyczna materia z réwnaniem stanu p = €/3 oraz
materig o liniowym réwnania stanu p = we, w = ¢ = const. W dalszej czesci
pracy symbolem o bedziemy oznaczaé¢ dowolng gauge-inwariantng zmienng
spelniajaca réwnanie d’Alemberta (6.24) w czasoprzestrzeni (6.25) (czyli do-
wolng zmienng falowa).

O Wszech$wiat wypelniony promieniowaniem (p = ¢/3, w = 1/3)

Dokonujac transformacji zmiennej perturbacyjnej d—d=0adi korzy-
stajac ze wzordéw (2.11a, 2.16, 6.23), sprowadzamy réwnanie propagacji (6.24)
do réwnania d’Alemberta w czasoprzestrzeni statycznej

()" — Ad(z) = 0. (7.1)

Czterowymiarowa transformata Fouriera pola ®(z) ma postaé

B(z) = (2;)3/2 [ @k)ear, (7.2)
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gdzie kx = ny kot = kox®—kx = kox"4nk'a?, dk = dk°dk = dk°dkdk*dk>.
Podstawiajac wyrazenie (7.2) do réwnania d’Alemberta (7.1), otrzymujemy

kk®(k) =0, (7.3)
gdzie kk = (k°)? — kk, kk = |k|* = —n,;k’k’. Z relacji (7.3) wynika, 7e

wspotezynnik Fouriera <i>(k;) powinien by¢ rowny zeru wszedzie tam, gdzie
kk # 0. W zwiazku z tym dokonamy redefinicji

D(k) — 6(kk)D(k), (7.4)
gdzie §(kk) jest funkcja Delta Diraca. Fourierowska catka w przestrzeni pe-
déw (7.2), ktéra przyjmie teraz postaé

(2) = (273)3/2 o (k)" = ) @) an
- (27r1)3/2/(5 (ko_‘k’)+5(k°+!k\))¢>(k)eikx;ﬁ;, (7.5)

przebiega po akustycznych stozkach odpowiadajacych dodatnim i ujemnym
czestosciom k? = +|k|. Calkowanie wyrazenia (7.5) wzgledem kY, przy jed-
noczesnej zmianie zmiennej k — —k w drugim sktadniku wyrazenia podcat-
kowego, prowadzi do wzoru

¥ 1 =S —ikx ¥ ik dk
b(z) = (27T>3/2/k0:|k| (®(k)e % + B(~k)e™* )2|k|. (7.6)

Jesli pole skalarne ®(z) jest rzeczywiste (®*(z) = ®(z)), to jego transformata
Fouriera spetia zwiazek ®(—k) = ®*(k), a zatem rozklad (7.6) mozemy
przepisa¢ w postaci

d(z) = !

. . . , dk

s [ (D(k)e ™ + DF(k)e ) = 7.7
e | (#0974 8096 S (.7)
7 warunkow poczatkowych Cauchy’ego

. 1 dk

d(20,x) = W/(i)(k)e—i(koxo_kx) n ci)*(k)ei(koxo—kX)> 2 (7.8a)
m

H V(.0 _ i ¥ —i(kox®—kx) _ F* i(kox®—kx) dk

B2, x) = (27T)3/2/(<I>(k)e 0 P (k)elos709) T2 (7.8D)

wyliczamy wspotczynniki rozktadu Fouriera

(k) = (27:)3/2 /xo (@\(x) — Z'/{;O(i)(l‘>) o gy

= z'/xo Wy (u;;, é(x)) dx = z'/xo ui%@(m)dx = (uk, @(m))KG. (7.9)
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Wielko$¢ x° we wzorach (7.8, 7.9) oznacza pewng ustalong chwile czasu aku-
stycznego ¢ (zob. rozdz. 6), a iloczyn Kleina—Gordona ( , )xg jest zdefi-
niowany zgodnie z konwencja stosowanag w relatywistycznej kwantowej teorii

pola [42].
Normalizacja funkcji bazowych uy, wzgledem iloczynu Kleina—Gordona
1 .
U = ————e kT (7.10)
\/2K0(27)3
(uk7 uk’)KG =90 (k - k/) ) (uikcv uk’)KG =0 (711)

i jednoczesne przeskalowanie wspotezynnikéw Fouriera ®(k) — /2k00(k),
pozwala zapisaé¢ fourierowska catke dla pola skalarnego ® w postaci

b(z) = / (®()u + &* (K)uy) dk, (7.12)
b(k) = (e, (v)) d* (k) = (Ci)(x),uk)KG. (7.13)

Hoczyn Kleina—Gordona, zadany formuta (7.9), mozna uogdlni¢ na dowolna
przestrzenno-podobna hiperpowierzchnie Cauchy’ego 3 [42, 41, 34]

KG’

(®1(2), da(a)) =i /E W, (®5(x), By (x)) d8*

—i [ & (2)V ,Py(x)dSH. (7.14)
2
Zauwazmy ponadto, ze wroniskian pary rozwigzan ®;(z) i ®o(x) réwnania
(7.1) jest bezzrodtowym polem wektorowym

®i(r)  Pa(2)

0di(e) Do) =" (7.15)

RACERO

Niech Y bedzie przestrzenno-podobna powierzchnig Cauchy’ego otrzymang
w wyniku infinitezymalnej deformacji powierzchni ¥ na zbiorze zwartym.
Woéwezas, na mocy twierdzenia Gaussa, strumienl pola W, przez zamknigta
powierzchnie Y3/ = 0, ograniczajaca pewna objetosé czasoprzestrzeni €,
jest rowny zeru

/8 W (i), Da(e)) de = /Q VI, (83 (2), da(a)) d2=0.  (7.16)

Z powyzszego wynika, ze warto$¢ catki (7.14), a zatem iloczyn Kleina—Gordo-
na, nie zalezy od wyboru powierzchni Cauchy’ego ¥. Funkcje uy tworza or-
tonormalna baze wzgledem iloczynu (7.14). Fourierowski rozktad perturbacji
®(z) zadany wzorem (7.12) jest gauge-inwariantny, a wspétczynniki Fouriera
(7.14) nie zaleza od czasu.
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[0 Wszechs$wiat ze stala predkoscia dzwieku (¢ = dp/de = w = const.)
W przestrzennie ptaskim modelu wszechswiata FLRW, wypelionym pty-
nem doskonatym o liniowym réwnaniu stanu p = we, w = const., réwnanie
propagacji pola ® (6.24) przyjmuje postaé
A A a' A
O0¢=d"+2—9'— Ad =0. (7.17)
a

Gauge-inwariantny rozktad fourierowski rzeczywistego pola ® w bazie roz-
wiazan réwnania (7.17) mozemy zapisa¢ w formie

b(z) = / (B (0w + &* (K)uy) dk, (7.18)
gdzie funkcje uy postaci
L Xk
= Ak gilex 1
Uk G772 q e (7.19)

stanowia ortonormalna baze wzgledem iloczynu Kleina—Gordona (7.14)
('Lbk, uk/)KG =94 (k — k/> s (u;;, uk/)KG =0. (720)

Podstawiajac funkcje bazowe wy, dane wyrazeniem (7.19), do réwnania
d’Alemberta (7.17) i korzystajac ze wzoru (2.22), otrzymujemy réwnanie na
funkcje x,., ktore zaleza tylko od konforemnego czasu akustycznego ¢

(1 —3w)

I 2 r
+ | k| — = =0, »#=2——"77-5. 7.21

Warunki ortonormalnosci (7.20) bazy uy indukuja warunek normalizacji am-
plitud x;

a

(e, i ) kG = z’/EWH (., ue) dSF = i6(k — K)a2 W, (XS X’f) (7.22)
= Wo (i xx) = —i- (7.23)

Rozwiazanie szczegblne réwnania (7.21), spetlniajace warunek normalizacji
(7.23), ma postaé

HD ([¢), v=""——" 1;4%, (7.24)

VAT

Xk = 9

gdzie H(M jest funkcjg Hankela pierwszego rodzaju. Wzér (7.18) przedstawia
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fourierowski rozktad skalarnego zaburzenia o pola grawitacyjnego w czaso-
przestrzeni FLRW z materig o liniowym réwnaniu stanu p = we, w = const.
Wspétezynniki Fouriera ®(k) mozna wyliczy¢ ze wzordéw

(k) = (u, D(2))ke, P (k) = (D(x), u) ke (7.25)
Z niezaleznosci iloczynu Kleina—Gordona (7.14) od wyboru hiperpowierzchni
Cauchy’ego wynika, ze wspétczynniki Fouriera (7.25) nie zalezg od czasu.

[0 Schemat konstrukcji bazy ortonormalnej w przypadku barotro-
powego réwnania stanu p = p(e)

Przedstawiong wczesniej procedure gauge-inwariantnego fourierowskiego
rozktadu pola akustycznego mozna uogélni¢ na przypadek dowolnego ba-
rotropowego réwnania stanu materii kosmicznej. Réwnanie propagacji pola
akustycznego w czasoprzestrzeni (6.25) ma postaé

\
" + 2‘%@‘ —Ad =0 (7.26)

Fourierowski rozktad rzeczywistego pola ® w przestrzeni rozwigzan réwnania
(7.26) mozemy zapisa¢ w formie

b(z) = / (®()u + &* (K)uy) dk, (7.27)
gdzie funkcje
o 1 Xk ikx
ux = )2 € (7.28)

stanowia ortonormalna baze wzgledem iloczynu skalarnego Kleina—Gordo-
na (7.14). Funkcje y,, sa rozwiazaniami réwnania

a\\
Xk;“ + (‘k’2 _ a) Xp = 0 (729)
i spetniaja warunek normalizacji
Wo (k™ Xa) = Xa Xk — Xe" X = —1- (7.30)

Niezalezne od czasu wspotezynniki Fouriera @ (k) rozktadu (7.27) wyznacza-
my ze wzoru

O(k) = (uk, ®(2)) ke, P (k)= (P(z),ux)xe, (7.31)
gdzie ( , )kg jest iloczynem Kleina—Gordona (7.14) na dowolnie wybranej
hiperpowierzchni stalego czasu ( = const. w czasoprzestrzeni (6.25). Moz-
liwoé¢ efektywnej konstrukeji bazy (7.28) zalezy od mozliwosci scatkowania
réwnania (7.29). W wielu fizycznie interesujacych przypadkach rozwiazania
te moga by¢ zlozone [43, 44].



Rozdziat 8

Podsumowanie

Wyniki

Problemem postawionym i rozwiazanym w pracy jest uogoélnienie twier-
dzenia Sachsa—Wolfe’a na modele Friedmanna-Lemaitre’a—Robertsona—Wal-
kera z materia o barotropowym réwnaniu stanu (p = p(e)) i dowolna krzywi-
zna przestrzenna (K = 0, £1). Wspomagany komputerowo dowdd jest oparty
na przeksztatceniach rownan perturbacyjnych w postaci réwnan rozniczko-
wych czastkowych — nie wymaga on rozkladu harmonicznego zaburzenia
w rozumieniu pracy [1]. W rozdziale 5 wyprowadziliSmy réwnania propa-
gacji skalarnych zaburzen pola grawitacyjnego w uktadzie synchronicznym
w postaci réwnan rézniczkowych czastkowych (5.4b, 5.5). Réwnania te sta-
nowia odpowiednik uktadu réownan Lifszyca [1], a ich wyprowadzenie jest
pierwszym krokiem dowodu uogélnionego twierdzenia Sachsa—Wolfe’a. Ana-
liza fikcyjnych zaburzen w uktadzie synchronicznym oraz konstrukcja ba-
zy (6.13) w przestrzeni niezmiennikéw transformacji cechowania, przepro-
wadzona w rozdziale 6, pozwolita nam zapisa¢ uogoélnione rownania Lifszy-
ca (5.4b, 5.5) w postaci jawnie gauge-inwariantnej (6.15). Konstrukcja ta
jest odpowiednikiem procedury eliminacji fikcyjnych stopni swobody (zna-
nych w klasycznym formalizmie Lifszyca) poprzez redukcje rzedu réwnania
ewolucji dla poszczegdlnych modéw w rozwinieciu fourierowskim zaburzenia
[33].

Gloéwnym punktem dowodu jest konstrukcja gauge-inwariantnej zmiennej
falowej § 7 zaburzenia gestosci de w ukltadzie synchronicznym. Pokazali$my, iz
transformacja (6.19) eliminuje sktadowa fikcyjna zaburzenia gestosci i jedno-
czesnie prowadzi do zmiennej perturbacyjnej ) , W ktérej rownanie propagacji
pola zaburzen przyjmuje posta¢ réwnania d’Alemberta (6.24) w przestrze-
ni Robertsona—Walkera (6.25) z czynnikiem skali (6.23). W przestrzeni tej
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zaburzenie skalarne propaguje sie jak bezmasowe minimalnie sprzezone pole
skalarne. Opis pola zaburzen przy pomocy nowej zmiennej 5, spetniajacej
réwnanie (6.24), uwidacznia bezposrednie analogie pomiedzy teoria kosmolo-
gicznych zaburzen skalarnych pola grawitacyjnego i teorig semiklasyczna [34].
Identyczno$¢ réwnan propagacji w obu tych teoriach (dla zaburzenia skalar-
nego (6.24) i dla minimalnie sprzezonego bezmasowego pola skalarnego ([34]
rown. (3.26)) powoduje, ze klasyczna (nie kwantowa) warstwa formalizmu
teorii pola w przestrzeniach zakrzywionych moze by¢ stosowana do opisu ko-
smologicznych zaburzen gestosci. W szczegdlnoéci mozliwa jest konstrukcja
ortonormalnych baz Fouriera w przestrzeni rozwiazan normowalnych z ilo-
czynem skalarnym Kleina—Gordona. Wtasnosci iloczynu Kleina—Gordona za-
pewniaja niezaleznosé¢ rozktadu Fouriera od wyboru powierzchni Cauchy’ego.
W konsekwencji otrzymujemy (rozdz. 7) gauge-inwariantny rozktad pola za-
burzen o wspotezynnikach Fouriera niezaleznych od czasu.

Relacje do literatury

Skalarne zaburzenie przestrzennie ptaskiego wszech$wiata Robertsona—
Walkera mozna (za Lukashem [9, 28]) przedstawi¢ jako pole skalarne o zmien-
nej masie, propagujace sie¢ w przestrzeni statycznej (patrz réwnanie (6.33)),
lub réwnowaznie jako bezmasowe pole skalarne w ekspandujacej czasoprze-
strzeni Robertsona-Walkera (wynik tej pracy, patrz réwnanie (6.24)). Rézni-
ca pomiedzy hamiltonowskim formalizmem Lukasha i przedstawionym w tej
pracy opisem zaburzen skalarnych (dla K = 0) ma charakter przede wszyst-
kim interpretacyjny. Nie mozna natomiast poréwna¢ obu formalizmdow
w przypadku ogolniejszym — zaburzenia czasoprzestrzeni Robertsona—Wal-
kera z nieznikajaca krzywizna przestrzenna (K = =£1) nie sa badane w teorii
Lukasha.

Zgodno$é¢ prowadzonych w tej pracy rachunkéw z innymi teoriami gauge-
-inwariantnymi (nie postugujacymi sie jawnie falowym réwnaniem ewolucji
zaburzen) sprawdziliémy na etapie wynikéw posrednich (6.15, 6.20, 6.27, 6.28,
6.34, 6.36).

Problemy otwarte

Problem spektralny w kosmologii nie jest identyczny z problemem spek-
tralnym w teorii pola. Roznica tkwi w definicji przestrzeni rozwiagzan. W ko-
smologii, zaburzenie h,, jest ograniczone (wraz z pochodnymi czastkowymi)
na powierzchni Cauchy’ego, ale nie jest na niej catkowalne (poza przypad-
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kami topologii o zwartych cieciach przestrzennych). Ostabienie warunku cat-
kowalnosci moze prowadzi¢ do trudnosci matematycznych. Na przyktad w
modelach o ujemnej krzywiznie przestrzennej istniejg regularne ograniczone
rozwiazania rownania Helmholtza z urojona liczba falowa (mody serii dodat-
kowej [45]). Rozwiazan tych nie mozna zortogonalizowaé w sensie iloczynu
(7.14), nie ma takze powodu, dla ktérego nalezaloby je odrzucié. Z drugiej
strony, dla funkcji niecatkowalnych z kwadratem nie mozna zbudowaé bazy
Fouriera ztozonej wylacznie z rozwiazan o rzeczywistej liczbie falowej (modow
serii gléwnej). Uzupelnienie rozwazan rozdziatu 7 analiza zaburzen wszech-
Swiata o ujemnej krzywiznie wydaje sie by¢ kluczowe dla kompletnej definicji
widma kosmologicznych zaburzen gestosci.



Dodatek 1

Notacja i konwencje

przyjmujemy uktad jednostek, w ktorym 877G =1, ¢ = 1,
metryka czasoprzestrzeni ma sygnature (+, —, —, —),
indeksy tacinskie a, b, c... przebiegaja wartosci od 1 do 3,
indeksy greckie «, 3, v... przebiegaja wartosci od 0 do 3,

t
U
¢
a
a

H

K

ik
hik

()hip,

v

uniwersalny czas kosmiczny

czas konforemny, dn = dt/a

konforemny czas akustyczny, d¢ = csdn

czynnik skali czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera

czynnik skali konforemnej przestrzeni Robertsona—-Walkera (6.25)
funkcja Hubble’a H = a’/a?

parametr krzywizny przestrzeni z metryka g;x

gestos¢ energii plynu doskonalego

ci$nienie

predko$é dzwigku w materii kosmicznej, ¢ = w = p'/€

catka ruchu modeli FLRW, M = eq3(1+w)

wspolrzedne przestrzenne

wspolrzedne czasoprzestrzenne

czterowektor predkosci materii

metryka trojwymiarowej przestrzeni maksymalnie symetrycznej
zaburzenie przestrzennej metryki gi, hir = —a ™ 2hi

§lad tensora h;i, h = gikhik

skalarne zaburzenie metryki g;; (5.1)

metryka czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera
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G1 (X)7 QQ(X)
(i)¢’ (i)fU’ "

T, V. T

O

zaburzenie metryki g,, (3.9)

metryka zaburzonej czasoprzestrzeni

perturbacje metryki (3.9)

koneksja afiniczna w czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera
tensor Ricciego i skalar krzywizny w przestrzeni z metryka g
tensor Ricciego i skalar krzywizny w czasoprzestrzeni
Robertsona—Walkera

tensor Einsteina w czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera
tensor energii-pedu materii (ptynu doskonalego)

amplitudy w rozwinieciu fourierowskim zaburzenia metryki (5.6)
funkcje wlasne operatora Laplace’a w tréjwymiarowe;j
przestrzeni z metryka g;x (5.7)

skladowa fikcyjna zmiennej perturbacyjnej ¢

gauge-inwariantna zmienna ¢

skalarne zmienne falowe (spelniaja réwnanie d’Alemberta (6.24))

swoboda gauge w ukladzie synchronicznym (6.8)
niezmienniki transformacji cechowania zachowujacych
synchroniczno$é ukladu odniesienia (6.11), (i € N)
niezmiennicze potencjaly Bardeena (6.14)

dowolny skalar

tensor dowolnego rzedu

pochodna tensora 7 wzgledem czasu konforemnego 7

i-ta pochodna funkcji f wzgledem czasu konforemnego 7
pochodna tensora 7 wzgledem czasu akustycznego (
pochodna kowariantna tensora 7~ wzgledem wspélrzednej 2
w tréjwymiarowej przestrzeni z metryka g,

laplasjan funkcji skalarnej f w tréjwymiarowej przestrzeni

z metryka gik, Af = g™ fiux

pochodna kowariantna tensora 7 wzgledem wspélrzednej x#
w czasoprzestrzeni Robertsona—Walkera z metryka g,
dalambercjan funkcji skalarnej f w czasoprzestrzeni
Robertsona—Walkera z metryka (6.25)

pochodna Liego tensora 7 wzdluz pola wektorowego &€ (6.2Db)
ortonormalny uktad funkcji bazowych w przestrzeni rozwigzan
réwnania Kleina—Gordona (7.26)

amplitudy funkcji ug, rozwiazania réwnania czasowego (7.29)
iloczyn Kleina—Gordona (7.14)

wyznacznik Wronskiego (7.15)



Dodatek 11

Oprogramowanie

Do pracy dotaczamy kod programu napisanego w jezyku Mathematica za-
wierajacy implementacje dowodu uogdlnionego twierdzenia Sachsa—Wolfe’a
oraz rachunkow pomocniczych. Dla prawidtowego dziatania programu wyma-
gane sa:

e Mathematica v.6.0 lub v.7.0
http://www.wolfram.com

e Tensorial v.4.0 — pakiet procedur napisanych w jezyku Mathematica
wspomagajacy rachunek tensorowy.
http://home.comcast.net/ djmpark/TensorialPage.html

Pakiet Tensorial v.4.0 zawiera btad w definicji pochodnej czastkowej rzedu
wyzszego niz drugi i nie posiada procedury catkowania wyrazen w notacji ten-
sorowej. Aby zapewni¢ prawidtowe dziatanie dotaczonego do pracy programu
wystarczy na pakiet Tensorial (plik Tensorial.m) nalozy¢ tate w postaci

——-wytnij--(diff.txt)
2346,2352c2346

(*

Ponizsza linia powoduje btad w pochodnej czastkowej rzedu wyzszego niz pierwszy

PartialD[labs_List] [a_ b_,c_1/;FreeQ[a,Tensor[__]|c]\[And]FreeQ[c,Tensor[__]]:=a PartialD[labs] [b,c]
*)

(* Pochodna czagstkowa z calki *)

PartialD[labs_] [Integrate[uint_,tens_],tens_]:=uint

A A A AN A A A

PartialD[labs_] [Integrate[uint_,tens_],par_]:=Integrate[PartialD[labs] [uint,par],tens]

> PartialD[labs_List][a_ b_,c_]/;FreeQ[a,Tensor[__]|c]\[And]FreeQ[c,Tensor[__]]:=a PartialD[labs] [b,c]
---wytnij

W tym celu nalezy z oryginalnego pliku Tensorial.m usuna¢ linie rozpo-
czynajace sie znakiem > oraz dopisa¢ do tego pliku linie rozpoczynajace sie
znakiem <. Zadanie to utatwi program patch uzyty w nastepujacy sposéb
$ patch Tensorial.m diff.txt.


http://www.wolfram.com
http://home.comcast.net/~djmpark/TensorialPage.html
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