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Rozdzial 1

Wstep

Efekt Casimira w swojej pierwotnej postaci polega na przyciaganiu sie (innym
niz grawitacyjne) dwoch ptaskich, rownolegltych, przewodzacych, nienatadowa-
nych ptyt. Jest on zwigzany z kwantowymi fluktuacjami prézni majacymi teore-
tyczna podstawe w kwantowej teorii pola (KTP). Bierze on swa nazwe od na-
zwiska holenderskiego fizyka Hendrika B. G. Casimira, ktéry w swoim artykule
[1] z 1948 roku przewidzial go teoretycznie. Ten pionierski artykut zapoczatko-
wal szereg badan naukowych zaré6wno teoretycznych jak i eksperymentalnych.
Szczegodlnie plodny okres rozpoczat sie pod koniec XX w. wraz z przetomowymi
doswiadczalnymi potwierdzeniami tego zjawiska [2, 3] i trwa nadal.

Istnieje wiele pogladéw na nature tego efektu oraz wiele sposobow wyli-
czania energii i silty Casimira. Podejsécia te znacznie réznia si¢ pod wzgledem
konceptualnym oraz ze wzgledu na matematyczny i fizyczny rygor (lub jego
brak). Podstawowa wada wielu modeli starajacych sie opisa¢ efekt Casimira
jest niepoprawna idealizacja warunkéw brzegowych. Ostre warunki brzegowe
(Dirichleta badz Neumanna — dla pola skalarnego, lub idealnego przewodnika
— dla pola elektromagnetycznego) majac zalete wyjatkowej prostoty sa jed-
nak, jak zobaczymy, zbyt skrajng idealizacja, ktéra prowadzi do pojawienia si¢
nieskonczonosci. Czesta obecno$é rozbieznosci w rachunkach dotyczacych efek-
tu Casimira jest wyjatkowo niepokojaca, gdyz rozwazany uktad jest liniowy!
Niefizyczno$é ostrych warunkéw brzegowych zostata zauwazona przez innych
autorow (zob. np. [4, 5]), jednak podejscie stosowane w niniejszej rozprawie (za
pracami A. Herdegena [6, 7, 8]) jest inne i posiada nowe istotne zalety, ktore
omoéwimy doktadniej w dalszej czesci pracy.

Literatura dotyczaca efektu Casimira jest bardzo bogata. Podstawowymi
pracami przegladowymi sa |9 — 17|. Pracami przestawiajacymi bezposrednio
eksperymentalne wyniki dotyczace tego fenomenu sa wspomniane juz |2, 3| oraz
m.in. [18, 19, 20, 21].
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Niektore uzywane powszechnie metody

Niniejsza rozprawa nie ma na celu przegladu podstawowych wynikéw dotycza-
cych efektu Casimira. Omoéwimy teraz tylko bardzo pobieznie dwa tradycyjne
sposoby wyznaczania sity Casimira.

Metoda stosowana przez samego Hendrika Casimira w [1] jest tzw. sumo-
wanie modoéw zerowych. W podejsciu tym kwantowe pole traktowane jest ja-
ko kolekcja nieskoriczenie wielu kwantowych oscylatorow harmonicznych (ktore
bedziemy numerowaé indeksem «), kazdy charakteryzowany poprzez czestosé
wlasng wq. Stan prézni takiego pola to stan w ktorym wszystkie te oscylatory
znajduja sie w swoim najnizszym stanie o energii %hwa. Energia calego pola
w stanie prézni wynosi zatem %h Yo Wa (tzw. ,zero-point energy”). Jest to roz-
biezna suma. W celu uzyskania skorniczonego wyniku dokonuje sie odpowiedniej
regularyzacji, a nastepnie renormalizacji. Stosuje sie wiele réznych sposobow
regularyzacji, jak np. za pomoca uzbiezniajacej funkcji (np. eksponenty) czy
korzystajac z przedtuzenia analitycznego funkcji zeta Riemanna. Ostateczny
wynik nie powinien oczywiscie zalezeé¢ od uzytej metody regularyzacji. Renor-
malizacji dokonuje si¢ odejmujac od zregularyzowanej energii rozwazanego ukta-
du (np. pola w obecnosci plyt) zregularyzowana energie pola w innym stanie
(przede wszystkim w prézni — bez obecnosci plyt), po czym usuwa sie regula-
ryzacje. W przypadku regularyzacji za pomoca funkcji zeta Riemanna, poprzez
przedhuzenie analityczne uzyskuje sie od razu zrenormalizowana energie. Hen-
drik Casimir we wspomnianej pracy [1], korzystajac z regularyzacji za pomoca
pewnej gasnacej funkcji oraz odejmujac warto$é prozniows energii, otrzymuje
nastepujacy wynik na przyciagajaca sile na cm? dla ptaskich, idealnie przewo-
dzacych plyt

72 1 1 5
F = hC%g = 0,013% dyn/Cm s

gdzie a, jest odlegtosciag pomiedzy plytami mierzong w mikrometrach (1 dyna
to 107° N).

Drugi sposéb wyliczania sity Casimira mozna w skrocie nazwaé lokalnym.
W 1969 roku L. Brown i G. Jordan Maclay w pracy [22| otrzymali wynik H. Ca-
simira wyznaczajac zrenormalizowang prézniows warto$é oczekiwang operatora
energii-pedu. W og6lnosci w podejsciu tym wyznacza sie najpierw funkcje Gree-
na, a nastepnie na tej podstawie otrzymuje sie tensor energii-pedu TH”. Z tego
tensora dostaje sie site Casimira na dwa sposoby. Calkujac zrenormalizowang
gestoéé energii (0]7°°)0) e, Wyznacza sie energie Casimira, a nastepnie réznicz-
kujac otrzymuje sie sile, albo bezposrednio catkuje sie zrenormalizowana gestosé
ci$nienia, np. dla rownoleglych ptyt nalezy scatkowaé (0| 7%%|0).,.,,, gdzie z jest
kierunkiem prostopadtym do plyt. W cytowanej pracy [22| pokazano, ze oba te
podejscia prowadza do sily otrzymanej przez H. Casimira w [1].

Podstawowa wada wiekszo$ci podejsé stosujacych przedstawione powyzej
metody jest stosowanie ostrych warunkéw brzegowych, ktére skomentowaliSmy



juz wezesniej. Dodajmy tylko, ze dla takich warunkéw oba podejécia daja w ogol-
nosci nieskonczone energie (skoriczona wartosé energii dla rownolegtych plyt jest
wyjatkowa i wynika z symetrii), potwierdzajac niefizycznos¢ takich warunkow
(zob. [4]). Ponadto réwniez sama zrenormalizowana gestos¢ energii, dla ostrych
warunkéw, jest w ogolnosci wielkoscia rozbiezna w poblizu rozwazanego brzegu
(zob. [4, 23]). Zauwazmy takze, ze podejscie lokalne oraz sumowanie modow
zerowych nie sa rownowazne i w ogolnosci daja rozne wyniki (jest to zwiazane
z nieprzemiennoscia operacji catkowania oraz renormalizacji dla gestosci energii)
(zob. |4, 44]).

Metoda sumowania energii modéw zerowych ma dodatkowo sama w sobie
szereg mankamentow (zob. |7, 23, 24, 25]). Zwro¢my uwage jedynie na fakt, ze
poszczegblne energie modéw zerowych sa energiami wlasnymi réznych hamilto-
nianéw (opisujacych uktad bez iz pltytami), poréwnujemy wiec w tym podejsciu
nie stany o réznej energii wzgledem pewnego hamiltonianu, lecz stany o réznych
energiach wzgledem réznych hamiltonianéw.

Motywacje, stosowane podejscie, cel i plan pracy

Widzimy wiec, iz chcac od samego poczatku poprawnie opisaé efekt Casimira
musimy w naszym modelu dokonaé¢ przede wszystkim poprawnej idealizacji wa-
runkéw brzegowych. Dokladng kontrole jej poprawnosci umozliwia tzw. algebra-
iczna kwantowa teoria pola (zob. np. [26, 27, 28], rzetelna monografia dotyczaca
algebr operatorow jest [29, 30]). Jednym z sukcesoéw algebraicznego podejscia
byto doktadniejsze zrozumienie rozbieznosci ultrafioletowych w KTP, jako zwia-
zanych z nierownowaznymi reprezentacjami algebry pola (|27, 24]). Doktadne;
analizy efektu Casimira (a nawet szerszej klasy probleméw) w ramach tego po-
dejscia dokonal A. Herdegen w swoich pracach [6, 7, 8]. Podano tam kryteria na
dopuszczalne idealizacje warunkoéw brzegowych oraz zaproponowano (i zanali-
zowano) klase modeli je speliajacych. Modele te, skonstruowane w przestrzeni
pedéw, nie daja jednak mozliwosci analizy lokalnych wlasnosci takich modeli.
Podstawowe rozumienie efektu Casimira we wspomnianych pracach A. Her-
degena i stosowane w niniejszej rozprawie mozna skrotowo przedstawi¢ w na-
stepujacy sposob. Efekt ten bierze sie z odpowiedzi ukladu kwantowego na
adiabatycznie zmieniajgce sie warunki zewnetrzne. Rozwazmy uktad fizyczny
sktadajacy sie z kwantowego pola, ktére poddane jest pewnym adiabatycznie
zmiennym zewnetrznym warunkom (zadanym na przyktad przez ptyty o zmien-
nym potozeniu). Dla réoznych warunkéw zewnetrznych bedziemy mieli rézne
stany pola (rézne proznie). Nieoczywista, a wazna, kwestia jest definicja energii
Casimira. W omawianym podejsciu jest ona przypisana do warto$ci oczeki-
wanej hamiltonianu pola swobodnego (bez plyt) wyliczonej na stanach prozni
uktadu w obecnodci ptyt. Szersza dyskusja takiej definicji energii Casimira znaj-
duje sie w pracy [7] (zob. takze [25, 23, 24], gdzie autorzy stosuja analogiczne
podejécie 1 podaja argumenty za nim). Zmianie energii (dla réznych warun-
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kow zewnetrznych) bedzie towarzyszyta pewna sila reakcji dziatajaca na ptyty,
ktora przejawia sie w postaci sity Casimira. Wrécimy do opisu tego podejscia
i uszczegdlowimy je w rozdziale 2.

Celem niniejszej rozprawy jest analiza pewnej klasy modeli aproksymujacych
warunki brzegowe w KTP (w podejsciu algebraicznym) w sposéb pozwalajacy
na opis efektu Casimira, w ktorym od samego poczatku nie pojawiaja sie zad-
ne nieskoriczonosci, a jednocze$nie dzieki opisowi uktadu w przestrzeni potozen
za pomoca potencjalu o zwartym nosniku, umozliwiajacych badanie lokalnych
wlasnosci rozwazanych uktadow. Bazujac na pracach |7, 8] konstruujemy wiec
nowg, klase modeli kwantowego pola skalarnego w obecnoéci dwoch réwnoleglych
plyt, zgodnych z podanymi tam dopuszczalnymi idealizacjami zwiazanymi ze
struktura algebraiczna teorii kwantowej. W ramach tych modeli pokazujemy
odtwarzanie w odpowiedniej granicy skalowania ostrych warunkéw brzegowych
(Dirichleta i Neumanna) oraz wyznaczamy energie i site Casimira. Potwierdza-
my tym samym podstawowe wyniki otrzymane w [7, 8]. Badamy takze pewne
lokalne wtasnosci zaproponowanej klasy modeli, przede wszystkim lokalna ge-
stosé energii.

Plan niniejszej pracy przedstawia sie nastepujaco. W nastepnym rozdziale
omawiamy dokladniej stosowane tutaj podejscie oraz wprowadzamy podstawo-
we oznaczenia uzywane w dalszej czesci pracy. Przytaczamy tam réwniez zasad-
nicze warunki jakie musi spetnia¢ model aby z punktu widzenia algebraicznego
podejscia do teorii kwantowej mogl poprawnie opisywaé sytuacje rozwazang
w przypadku efektu Casimira. W rozdziale 3 definiujemy rozwazana w niniej-
szej rozprawie klase modeli oraz pewne wielkosci uzywane w dalszej czesci pracy
(m.in. funkcje Greena). Nastepnie, w rozdziale 4, omawiamy kwestie zbieznosci
operatoré6w nieograniczonych i pokazujemy odtwarzanie przez rozwazang klase
modeli ostrych warunkéw brzegowych w zdefiniowanej wczesniej odpowiedniej
granicy skalowania. Analizy spektralnej pewnej klasy operatoréw (zdefiniowa-
nych w pierwszym rozdziale) dokonujemy w rozdziale 5, po czym, w kolejnym
rozdziale, dowodzimy iz zaproponowana klasa modeli spelnia warunki oméwione
w rozdziale 2, zwigzane z poprawna idealizacja warunkéw brzegowych. W roz-
dziale 7 analizujemy, od nieco innej strony niz w rozdziale 4, rozwazane skalowa-
nie. Rozdzial 8 zawiera wyznaczenie energii Casimira dla zaproponowanej klasy
modeli (jest to fragment rozwiniecia tej energii w odpowiedni szereg, zgodnie
z uwaga pod koniec rozdzialu 7) oraz wyliczenie na tej podstawie sity Casi-
mira. W kolejnym rozdziale rozwazamy wtasnosci lokalne modeli. Analizujemy
najpierw, w odpowiednio okre$lonej granicy, odtwarzanie stanu prézni mode-
lu z ostrymi warunkami brzegowymi przez stany prézni postulowanych modeli.
Nastepnie rozwazamy lokalng gesto$¢ energii oraz jej granice skalowania. Ostat-
ni, 10 rozdzial, stanowi dyskusje i podsumowanie uzyskanych wynikow. Krotko
omawiamy w nim takze przypadek pola elektromagnetycznego, ograniczenia
rozwazanych modeli oraz problemy otwarte zwiazane z niniejsza praca. Rozpra-
wa posiada trzy dodatki, stanowiace wazne cho¢ bardziej techniczne rachunki,



przeniesione z gtownej czedci pracy dla jasno$ci wywodu.

Znaczna czes¢ niniejszej rozprawy bazuje zasadniczo na pracy [31]. W calej
dalszej czesci rozprawy stosujemy jednostki naturalne: ¢ = 1, A = 1. Domy$lnie,
rozwazanym polem jest bezmasowe pole skalarne.






Rozdzial 2

Efekt Casimira w ujeciu
algebraicznym

W niniejszym rozdziale przedstawiamy podstawowe elementy ogblnej konstruk-
cji modelu. Material zawarty w podrozdziale 2.1 jest skrétowym zreferowa-
niem procedury kwantowania liniowych uktadéw symplektycznych wedtug uje-
cia z rozdziatu trzeciego pracy [7|. Zalezy nam jednak bardziej na pokazaniu
pewnych idei niz rygorystycznym przedstawieniu catej koncepcji, ktore to Czy-
telnik znajdzie we wspomnianej pracy. W nastepnym podrozdziale rozwazamy
najpierw swobodne pole skalarne, po czym wskazujemy na trudnosci pojawiaja-
ce sie, w rozwazanym podejsciu, przy probie modelowania oddzialywania pola
z ptytami poprzez zadanie ostrych warunkéw brzegowych. Nastepnie, referujac
pobieznie fragmenty prac |7, 8|, zajmujemy sie kwestia dopuszczalnych ideali-
zacji — najpierw w sytuacji ogélnej a nastepnie w zastosowaniu do symetrii
planarnej rozwazanej w niniejszej rozprawie — podajac warunki jakie musi spet-
nia¢ model aby moc poprawnie opisywaé efekt Casimira w ramach stosowanego
tutaj podejscia.

2.1 Kwantowanie

Konstrukcje modelu zaczynamy od klasycznej, symplektycznej przestrzeni fazo-
wej. Niech R bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta, ktorej iloczyn skalarny
bedziemy oznaczac przez (-, -). Niech dalej h bedzie samosprzezonym, $cisle do-
datnim operatorem na R z dziedzing Dg(h). Jak zaraz zobaczymy h jest §cisle
zwiazany z hamiltonianem rozwazanego uktadu. Oznaczamy £ = Dgr(h) ® R,
a elementy tego zbioru bedziemy zapisywaé¢ jako V = v @ u (v jest zwiazane
z kanonicznym potozeniem, a u z pedem). Przestrzen ta wzbogacona o forme
symplektyczna

o(Vi,V2) = (v2,u1) — (v1,u2),
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staje sie przestrzenia fazowa klasycznego modelu. Hamiltonian uktadu dany
jest przez H(v,u) = 5[(u,u) + (hv, hv)]. Zadaje on na £ nastepujaca ewolucje
(wyprowadzenie tej ewolucji dla przypadku oscylatora harmonicznego znajduje

sie pod koniec tego podrozdziatu)
Ti(v @ u) = (cos(ht)v + sin(ht)h " u) @ ( — sin(ht)hv + cos(ht)u),  (2.1)
ktora tworzy jednoparametrowa grupe transformacji symplektycznych
TiTs =Ty s, o(TV1, TiVa) = o(Vh, Va) . (2.2)

Wprowadzamy teraz zespolong przestrzen Hilberta IC, jako kompleksyfikacje
przestrzeni R, tj. K = R @ iR z iloczynem skalarnym (tak samo oznaczanym
jak ten na przestrzeni R)

(Ul + tuq, v + ’iUQ) = (Ul, ’UQ) + (ul,uz) + i(vl, UQ) — i(ul, UQ) . (2.3)

Operator h ma jednoznaczne rozszerzenie do C-liniowego operatora na K (row-
niez tutaj pozostajemy przy dotychczasowym oznaczeniu), ktory takze jest sa-
mosprzezony i dodatni. Ograniczamy sie teraz do przestrzeni (tu takze pozo-
stawiamy stare oznaczenie) £ = Dr(h) ® Dr(h~/?) i definiujemy R-liniowy
operator

j:L— Ranj C I, J(V) =20 — i1 2 (2.4)

Odwzorowanie j jest poprawnie okreslone na powyzszym L, poniewaz mamy
Dr(h) C Dr(h'/?). Jak tatwo sprawdzié¢ rozwazane aktualnie £ jest takze nie-
zmiennicze ze wzgledu na ewolucje (2.1). Obraz Ran j jest R-liniowa podprze-
strzenia KC, gesta w IC, a j jest bijekcja na Ran j. Zachodzi

J(TV) = e™j(V), (2.5)

widzimy wiec iz ewolucja (2.1) ttumaczy sie poprzez odwzorowanie j na unitar-
na ewolucje na przestrzeni K. Przestrzen K rozwazana jako rzeczywista prze-
strzenn wektorowa, ma naturalng strukture symplektyczng zadana przez forme
symplektyczng Jm(-, -). Poniewaz zachodzi

o(V1,Va) = Jm (j(V1), 5 (V2))

zatem j jest bijektywna, symplektyczna transformacja z £ na Ranj C K.

Ze wzgledu na dalsze zastosowanie stawiamy teraz pytanie o mozliwe naj-
wiecksze rozszerzenie przestrzeni symplektycznej £, ktére bytoby zgodne z od-
wzorowaniem symplektycznym (2.4). Doktadniej, pytamy o rozszerzenie L i j
tak aby Ran j = K. W pracy [7] zostalo wykazane, ze rozszerzenie to ma postaé
przestrzeni L okreslonej w nastepujacy sposob

L=R,®R_,
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gdzie R1 sa przestrzeniami Hilberta powstajacymi przez uzupelnienie prze-
strzeni Dr (h*1/?) C R wagledem iloczynéw skalarnych

(v1,v2) 1 = (K201, W'/ ?0y) | v1,v9 € Dr(h'/?),
(ur,ug)— = (W ?uy, h ™ ?uy), uy,ug € Dr(h™/?).
Dla v € Dr(h'/?) oraz u € Dr(h~?) mamy
(v, u)| = [(h %0, k= 20)| < o4 |lul -, (2.6)

gdzie || - ||+ jest norma zadana przez iloczyn skalarny (-,-)+. Dzieki temu ilo-
czyn (v, u) rozszerza sie przez ciaglosé do formy biliniowej (v, u) okreslonej dla
wszystkich v € R4 1 u € R_. Struktura symplektyczna na L jest teraz zadana
rozszerzeniem formy o danym przez

a(V1,V2) = (v2,u1) — (vi,u2)
a odwzorowanie j rozszerza sie do symplektycznej bijekcji
3 L2 K
Rozszerzenie ewolucji czasowej uzyskujemy ktadac
TV =5 (V). (2.7)
Dla dalszego uzytku zauwazmy, ze zachodzi
LN(R&R) =Dr(h'?) & Dr(h~/?). (2.8)

Algebre obserwabli modelu z przestrzenia symplektyczng L konstruujemy
przyporzadkowujac kazdemu V = v @ v nalezacemu do L samosprzezony ele-
ment algebry ¢(V') = ¢(v,u) (zaktadamy liniowa zaleznosé funkcyjna ¢ od V)
oraz narzucajac kanoniczne relacje komutacji

[p(V1), #(V2)] = ia(V1, V2)id . (2.9)

Element X (u) = ¢(0,u) ma interpretacje kwantowej zmiennej potozeniowej,
a P(v) = ¢(v,0) pedu kanonicznie do niej sprzezonego. Relacje (2.9) mozemy
réwnowaznie zapisaé teraz jako

[X (u1), X (u2)] =0, [P(v1), P(v2)] =0, [X(u), P(v)] =i(v,u)id . (2.10)

Relacje kanoniczne w powyzszej postaci sa niewygodne do Scistego bada-
nia, gdyz jak wiadomo nie posiadaja reprezentacji za pomocg ograniczonych
operator6w w przestrzeni Hilberta. Dlatego tez przyjeto sie uzywaé ich eks-
ponencjalnej formy, tzw. formy Weyla kanonicznych relacji komutacji. Algebra
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Weyla na przestrzeni symplektyczne;j L to jedyna C*-algebra generowana przez
elementy W(V'), V' € L poprzez relacje

(2.11)

Algebra ta (jak wszystkie C*-algebry, przez co odgrywaja one szczegdlna role
w fizyce teoretycznej) zawsze posiada reprezentacje za pomoca ograniczonych
operatoré6w na pewnej przestrzeni Hilberta. Mowimy, ze reprezentacja 7 tej alge-
bry jest regularna, gdy unitarne jednoparametrowe grupy R 3 s — (W (sV))
sa silnie ciagle, a wiec maja generatory ¢(V):

T(W(V)) = V).

Wykazuje sie, ze wtedy ¢(V') spetniaja (2.9) na dostatecznie ,duzych” gestych
podprzestrzeniach przestrzeni Hilberta (por. lemat 5.2.12 w [30]) i zwykle roz-
patruje sie tylko realizacje (2.9) powstajace w opisany sposob. Z twierdzenia
Stone’a — von Neumanna o jednoznacznosci wiemy ze wszystkie regularne re-
prezentacje algebry (2.9) w przypadku skoniczenie wymiarowej L sa unitarnie
rownowazne. Wiemy réwniez ze istnieje wiele nieréwnowaznych reprezentacji
takiej algebry w przypadku nieskoriczenie wymiarowej [,A, co jest gléownym po-
wodem rozpatrywania abstrakcyjnych algebr, a nie wychodzenia od konkretnej
reprezentacji.
Ewolucja na poziomie algebry jest zadana poprzez automorfizm

ar(W(V)) = W(T;V). (2.12)

Szukamy takiej reprezentacji m w ktorej ewolucja moze byé¢ zaimplementowana
poprzez unitarng transformacje

T(W(TV)) = U0 n(W(V)U®)*, Ut) =etH (2.13)

z H samosprzezonym. Jesli H jest nieujemny, ze stanem podstawowym o zero-
wej energii to reprezentacje takag nazywamy reprezentacja stanu podstawowego.
Taka reprezentacje konstruujemy za pomoca przestrzeni Focka, rozwazmy wiec
najpierw bardzo skréotowo sama przestrzenn Focka i pewne szczegblne operatory
na tej przestrzeni (dokladna analize mozna znalez¢ np. w [30], a zwigzle ze-
branie podstawowych faktéw dotyczacych przestrzeni Focka i operatoréw na tej
przestrzeni znajduje sie w dodatku w pracy [7]).

Symetryczng, przestrzen Focka H oparta na jednoczastkowej przestrzeni K
konstruujemy jako

H=PHn, Ho=C, H,=8SK®...9K) (n>1),

n=0 n razy
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gdzie S jest operatorem symetryzacji. Proznie Focka bedziemy oznaczaé przez €2,
operator liczby czastek przez N, a iloczyn skalarny na tej przestrzeni, jako ze nie
powinno to prowadzi¢ do nieporozumieni, bedziemy oznaczaé jak wczesniej przez
(+,-). Nieograniczone operatory kreacji i anihilacji sa okreslone na dziedzinie
D(N'/?), dla f € K poprzez

a’ ()Y =S(f@VN+1¢),  (x,alf)P) = (a*(f)x, V).
Speliajg one zaleznosé

[a(f),a* (9l = (f.9)p, @€ D).

Samosprzezone operatory pola definiujemy jako (pozioma kreska oznacza do-
mkniecie operatora)

Bo(f) = \}i(a(f) +ar(f)),

a z ich pomoca okreslamy operatory Weyla poprzez
Wo(f) = APo(f)
Okazuje sie, ze jesli potozyé
m(W(V)) = Wo(i(V)),

to otrzymamy w ten sposéb nieredukowalng reprezentacje stanu podstawowego
algebry Weyla (2.11). Korzystajac z (2.5) mozemy teraz zapisa¢ ewolucje (2.13)
w nastepujacy sposéb

Wo(e™ f) = Wy (fe™™ . feK.

Zachodzi
H =dTl'(h),

gdzie dI'(h) jest tzw. druga kwantyzacja samosprzezonego operatora h. Hamil-
tonian ten ma nieujemne spektrum i pojedynczy stan podstawowy do zerowej
wartosci wlasnej, ktorym jest fockowska proznia Q. Jesli { f;} jest dowolna, orto-
normalng baza K utworzong z elementow zbioru D(h'/?), wtedy H moze by¢
przedstawiony jako

H = dl(h) = i a* (h2f) a (h12F,) . (2.14)
=1

Zanim zastosujemy powyzsze rozwazania do opisu efektu Casimira, podamy
najpierw prosty przyklad ilustrujacy fragment powyzszego schematu. Rozwaz-
my jednowymiarowy oscylator harmoniczny o czestosci w oraz jednostkowej ma-
sie. Jako przestrzen R wybieramy zbior liczb rzeczywistych a iloczyn skalarny
na tej przestrzeni to zwykte mnozenie liczb

R:Rv (x,y)zajy
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Operator h to mnozenie przez dodatnia stala, het = wzr, x € R. Zmienne z
przestrzeni fazowej v, u bedziemy oznaczaé przez x, p odpowiednio. Hamiltonian
F¢ przyjmuje postaé
1 1
H(x,p) = §p2 + §w2x2 )

Rozwigzaniem rownan Hamiltona jest

z(t) = cos(wt)x(0) + sin(wt)w™'p(0),
p(t) = — sin(wt)wz(0) 4 cos(wt)p(0)

co dla h = w pokrywa sie z ewolucja (2.1).

2.2 Dopuszczalne idealizacje

W celu sprawdzenia jakie ogélne warunki musi spelnia¢ model aby méc popraw-
nie opisywaé efekt Casimira, rozwazmy najpierw sytuacje pola bez ptyt, a wiec
swobodne kwantowe pole skalarne w R3. Do opisu tego uktadu stosujemy kon-
strukcje z poprzedniego podrozdziatu, bez zmiany oznaczen, z nastepujacymi
identyfikacjami:

R=IL%L([R?), K=L*R?*, h=V-A,

gdzie, tutaj i w dalszej czesci pracy, dolny indeks R oznacza cze$é rzeczywista
przestrzeni funkeyjnej (tzn. rozpatrujemy funkcje o wartosciach rzeczywistych),
a A oznacza trojwymiarowy operator Laplace’a. Jako przestrzen symplektyczng
wybieramy L. Podsumujmy najwazniejsze informacje. Algebra obserwabli jest
teraz algebra Weyla generowana przez

{(W(V),VeLl}. (2.15)
Jej nieredukowalna reprezentacja stanu podstawowego jest dana przez
r(W (V) = Wo(§(V)), (2.16)

a przestrzenn Focka H jest zbudowana na jednoczastkowej przestrzeni Hilberta
K = L*(R3). Operatorem energii jest H = dI'(h).

Zanim przejdziemy do opisu pola w obecnosci ptyt wskazemy najpierw na
trudnosci powstajace przy wprowadzaniu ostrych warunkow brzegowych (Di-
richleta lub Neumanna) na pewnych powierzchniach w przestrzeni fizycznej.
Trudnosci te pojawiaja sie juz na poziomie klasycznym (poczatek poprzednie-
go rozdziatlu, az do wzoru (2.2) wlacznie), ktory teraz rozwazymy. Przypadek
kwantowy omawiamy na dalszych stronach tego rozdzialu. Dla prostoty za-
dajemy warunki brzegowe na plaszczyznach z = +a/2 = +b, ale mechanizm
pozostaje taki sam dla innych rozgraniczajgcych powierzchni.
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Rozwazmy najpierw, niezmiennicza ze wzgledu na swobodna ewolucje, prze-
strzeri symplektyczna ztozong z gtadkich funkcji o zwartym nosniku, ktoére zwy-
kle przyjmuje sie jako funkcje prébne w kwantowej teorii pola. Mamy wiec

L =Cer(R?) & CeR(R?). (2.17)

Jako operator h z poprzedniego podrozdzialu nalezy przyjaé teraz (dodatni)
pierwiastek z operatora [hZ]? (bedziemy go oznacza¢ hP), okreslonego jako
minus operator Laplace’a na dziedzinie

DR([hf]Z) :{w € H]%{(RZ X (_007 _b)) : w(')(x,y, _b) = O}
o € HE(R? x (=b,b)) : v (z,y, +b) = 0}
o{y € Hg(R* x (b,00)) : ) (z,y,b) = 0},

gdzie dla przypadku Dirichleta nalezy wziaé¢ warunek zerowania sie funkcji, a
dla przypadku Neumanna zerowania sie pochodnej (prim oznacza pochodna w
kierunku 2). H?(€2), a takze H'(Q) ponizej, sa standardowymi oznaczeniami
odpowiednich przestrzeni Soboleva stosowanymi w calej pracy. Operator [h2]2
odpowiada wiec ostrym warunkom brzegowym Dirichleta albo Neumanna. Moz-
na wykaza¢ (por. [32] str. 83 tw. 2.3), ze dla pierwiastka zachodzi

DR(haB) :{ﬂ) € HHIQ(RQ X (_007 _b)) : ¢($7y7 _b) = 0}
®{ € HE (R? x (=b,b)) : ¢(x,y, £b) = 0}
@{¢ € Hy (R? x (b,00)) : ¢(x,y,b) = 0},

dla przypadku Dirichleta, a dla Neumanna podobnie tylko bez warunku zerowa-
nia si¢ funkeji (tzn. suma prosta samych przestrzeni Hf (2) dla odpowiednich
Q). Widzimy wiec, ze dla przestrzeni symplektycznej (2.17) ewolucja w obec-
nosci ostrych warunkéw brzegowych dla réznych elementéw tej przestrzeni albo
od poczatku nie daje sie zastosowaé, albo w skoriczonym czasie wyprowadza
poza te przestrzen.

Rozwazmy teraz, dla h = h¥ oraz R = L%(R?), przestrzen symplektyczna
ktora przyjelisSmy na poczatku poprzedniego podrozdziatu, a wiec

£ = Dr(h?) ® L} (R).

Dla takich przestrzeni, przy zmieniajacym sie a, takze napotykamy na trudnosci,
gdyz nie istnieje wspoélna ich podprzestrzent inwariantna ze wzgledu na wszystkie
ewolucje (kwesti¢ potrzeby takiej wspolnej przestrzeni rozwazamy ponizej).

Warunek uniwersalny

Powyzsze trudnosci zwigzane z modelowaniem oddzialywania pola z ptytami
wskazujg na potrzebe analizy dopuszczalnych idealizacji przy opisywaniu tego
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typu uktadéw. Rozwazmy wiec ogolng klase modeli uktadu z plytami skonstru-
owanych wedtug schematu opisanego w podrozdziale 2.1, z zastapieniem opera-
tora h przez operator h,, dla ustalonej odleglosci pomiedzy ptytami a (mamy
wiec cala rodzine operatorow h, dla réznych a). Przestrzenie symplektyczne CACL,
zbudowane na nich algebry Weyla (wraz z ewolucja zadana przez h,) oraz ich
reprezentacje prozniowe sa skonstruowane wedtug schematu z podrozdziatu 2.1.
Analogicznie do (2.8), zachodzi teraz

LoN(R®R) =Dr(hl/?) @& Dr(h;?).

W ogoélnosci przestrzenie symplektyczne E, Za sa rozne, zatem rézne sa tez
zbudowane na nich algebry Weyla (zob. tw. 5.2.9 w [30]). Aby moc zbadaé
wplyw obecnosci pltyt na zachowanie uktadu naktadamy na rozwazane modele
nastepujace warunki:

(i) wszystkie rozwazane algebry maja dostatecznie duza wspolna podalgebre,
ktora stanowi¢ bedzie algebre stuzacg do opisu efektu Casimira;

(ii) reprezentacje prozniowe tej algebry, przy réznych polozeniach plyt oraz
w ich nieobecnosci sa unitarnie réwnowazne.

Dostatecznie duza, powyzej, nalezy rozumieé tak, ze przestrzen symplektyczna
tej algebry jest gesta w przestrzeniach £, L,. W pracy [7] pokazano, iz naste-
pujace warunki na operatory h,

Dr(h™/?) = Dr(h'/?) oraz B, = hl/?h=Y2 B:' ograniczone, (2.18)

sa konieczne dla koniunkeji (i) i (ii). Okazuje sie, ze wtedy £ = L, dla wszystkich
a i dodatkowo operator L, = Ejg ! jest ograniczonym operatorem na K, wraz
ze swoim odwrotnym. Widzimy zatem, iz w istocie przy tym zadaniu wszystkie
algebry pokrywaja sie.

Przyjmujemy wiec warunki (2.18). Podsumujmy najwazniejsze informacje.
Mamy wspdlng algebre, na ktorej ewolucja (dla ustalonego a) dana jest przez

aat(W(V)) = W(TwuV),

gdzie To dane jest przez (2.7) z h zastapionym przez hy ijzastqpionym przez
Ea. Dla kazdego a nieredukowalna reprezentacja stanu podstawowego algebry —
skonstruowana analogicznie do sytuacji bez ptyt, w tej samej przestrzeni Focka
‘H — ma postaé R
ma(W(V)) = Wo(Ja(V)) -

Hamiltonianem jest dI'(hg), a jego stanem podstawowym fockowska proznia €2
(por. (2.14) z h, zamiast h).

Jak wspomnieliSmy powyzej — warunek (ii), chcemy opisa¢ te sama sytu-
acje fizyczna (pole w obecnosci plyt) przy pomocy reprezentacji w (2.16). Dla
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kazdego a szukamy wiec unitarnego operatora U,, ktéry poprzez transformacje
podobieristwa przeksztatca jedng reprezentacje w druga, a wiec

Uama(W(V)UZ = n(W(V)). (2.19)

Podstawiajac definicje poszczegblnych reprezentacji oraz ktadac ja(V) = f,
zapisujemy ten warunek jako

UWo (U = WolLaf), [EK, (2.20)

gdzie
Le=7J;', Lio:K*% K.

Oba odwzorowania 3 i 3a sa bijektywnymi transformacjami symplektycznymi,
zatem odwzorowanie L, jest bijektywna, symplektyczna transformacjg na prze-
strzeni symplektycznej (IC, Jm(-,)).

Dowolna bijektywna transformacja symplektyczna przestrzeni (K, Im(-,-))
(dla odroznienia oznaczmy ja przez L) zadaje, jak tatwo sprawdzi¢ korzystajac
z (2.11), *-automorfizm algebry Weyla

Wo(f) — Wor(f) = Wo(Lf),

znany jako transformacja Bogoliubova. Méwimy ze transformacja taka jest im-
plementowalna w przestrzeni Hilberta H jesli istnieje operator unitarny Uy, taki
ze

Wor(f) = ULWo (/U] .

Kazda transformacja symplektyczna L ma jednoznaczny rozkltad L = T 4 S,
gdzie T jest C-liniowy, a S jest C-antyliniowy. Koniecznym i wystarczajacym
warunkiem na implementowalno$¢ transformacji Bogoliubova L jest aby S byt
operatorem Hilberta-Schmidta (zob. [33, 34, 35| a takze dodatek A w pracy [7]),
tzn.

Tr[S*S] < 0.

Wzor (2.20) stanowi wiec implementacje transformacji Bogoliubova L, co
jest mozliwe wtedy, i tylko wtedy, gdy

Tr[S;S.] < o, (2.21)

gdzie L, = T, + S, jest wspomnianym weczesniej rozktadem. Mozna wykazaé
(por. [7] wzory (4.6) i (4.7)), ze

L, )
Sa_g(h h /2= hT PR K

gdzie K jest operatorem sprzezenia zespolonego. Zadanie (2.21) jest zatem wa-
runkiem koniecznym i wystarczajgcym na unitarna rownowaznosé reprezentacji
7 1 m,. Zakladamy tymczasowo ze zachodzi (2.21).
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Dzigki (2.19) mozemy wyrazi¢ hamiltoniany ewolucji w obecnosci plyt dI'(hg,)
w reprezentacji 7 jako

H, = UydD(ho) U .

Ich stany podstawowe w tej reprezentacji to
Q,=U0,9Q.

Jesli zatozyé¢, ze stan pola w obecnosci ptyt przechodzi w stany €2, (przybli-
zenie adiabatyczne), to energia potencjalna zwiazana ze zwrotna sita reakcji
(backreaction force) dana jest przez (omowilismy juz pobieznie te kwestie w
rozdziale 1, jej szersza dyskusja znajduje sie w pracy [7])

o= (D, HQ) (2.22)

gdzie H = dI'(h). Mozna pokazaé¢ (korzystajac m.in. z (2.14)), ze zachodzi
1
Ea = Tr[hY/28,8,*h1/?] = 7 Te[(ha — hhyt(he — h)] - (2.23)

Widzimy zatem ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym na skoriczona war-
tosé energii &, jest by S;hl/ 2 rozszerzal sie do operatora Hilberta-Schmidta.
Warunek (2.21) takze posiada fizyczne znaczenie, gdyz mozna pokazaé ze

Tr[SESa] = (Qay NQ) = N,

gdzie N to tradycyjny fockowski operator liczby czastek.

Symetria planarna

Zastosujemy teraz powyzsze ogdlne rozwazania do konkretnej sytuacji zakta-
danej w niniejszej rozprawie (symetria planarna). Przestrzei R wybieramy
jako R = R} ® R.. Analogicznie, dla wersji zespolonej tej przestrzeni, mamy
K = K, ®K,. Niech teraz dodatni, samosprzezony operator h | na IC | , z dziedzi-
na D(h, ), opisuje dynamike w kierunkach prostopadlych, natomiast dodatni,
samosprzezony operator h, na K, z dziedzing D(h,), opisuje dynamike w wy-
roznionym kierunku z. Wtedy operator h na K zdefiniowany w standardowy
sposéb jako

h=/(he ®id)? + (id®@h.)?, D(h) =D(h. ®id)ND(d®h.), (2.24)

jest dodatnim, samosprzezonym operatorem.
Model swobodnego pola skalarnego w R? otrzymujemy dla

K1 = L*(R? dedy), K,=L*R,dz), h®=-A, h?®=-0%

gdzie A jest dwuwymiarowym laplasjanem. Wprowadzamy teraz model z ze-
wnetrznymi warunkami i zakladamy ze modyfikacji ulega jedynie dynamika
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w kierunku z. Nie mozemy wtedy spelni¢ warunku réwnowaznosci reprezen-
tacji zadanych przez obie dynamiki (swobodng i zmodyfikowana) — warunek
(2.21), wynika to jednak nie z niewlasciwie zadanej konkretnej dynamiki, a z sy-
metrii translacyjnej w kierunkach z-y. Mozemy obejé¢ ten problem rozwazajac
tzw. granice termodynamiczng. Ograniczamy sie zatem do zwartego obszaru
(tzw. pudla) w kierunkach x-y, zadajemy odpowiednie warunki na brzegach
tego obszaru i przechodzimy do granicy nieskoniczonego obszaru, rozwazajac
odpowiednie wielkosci liczone na jednostke powierzchni (zob. [8]).

Wprowadzamy wiec warunki zewnetrzne zastepujac jedynie operator h, no-
wym dodatnim, samosprzezonym operatorem h,. W analogii do wzoru (2.24)
mamy wiec

ha = \/(he ®1d)? + (id®hsa)?,  Dl(ha) = D(hy ®id) N D(id Dhsg). (2.25)

Konkretna posta¢ operatora h,, (doktadnie cala klase operatoréw) zaproponu-
jemy w nastepnym rozdziale. Pomijajac znowu doktadna analize z pracy [§],
przytoczymy tylko jeden z najwazniejszych wynikoéw tam zawartych. Okazuje
L . 1/2 L )
sie, ze jesli operatory h.q — hy 1 (hyq — h,)hz'~ rozszerzaja sie do operatorow
Hilberta-Schmidta, tzn.

Tr [(hao = h)?] < o0, (2.26)

Tr [(hea = h2)ha(heo = h2)| < o0, (227)

to swobodna i zmodyfikowana dynamika sa opisywane w ramach tej samej al-
gebry (dla dowolnego rozmiaru pudla) poprzez unitarnie réwnowazne repre-
zentacje (dla dowolnego rozmiaru pudta) oraz w granicy nieskonczonego pudta
dostajemy skoriczona wartosé energii £, na jednostke powierzchni, ktéra be-
dziemy oznaczaé przez €4, i skoriczong wartosé liczby czastek A, na jednostke
powierzchni. Jesli warunki (2.26) i (2.27) sa spelnione wtedy energia na jednost-
ke powierzchni wyraza sie wzorem
1

fa= 5Tt [(hza = h2)(2h= + hea) (hog — h2)| (2.28)

Sita Casimira na jednostke powierzchni wynosi wtedy

f, =L (2.29)

da
Zwracamy uwagge, ze (2.26) oznacza w szczegdlnosci, ze operator h,,—h, jest
ograniczony, a zatem operatory hq, h, musza mieé te sama dziedzing. Oznacza
to, iz operator h,, nie moze by¢ zadany przez ostre warunki brzegowe.






Rozdzial 3

Model

W tym rozdziale przedstawiamy proponowang klase modeli oraz zwiazane z nimi
potrzebne dalej wielkosci. W nastepnym rozdziale pokazemy iz w granicy od-
powiednio zdefiniowanego skalowania modele te odtwarzaja (w sensie sprecy-
zowanym w nastepnym rozdziale) uklad z plytami z warunkami brzegowymi
Dirichleta lub Neumanna.

Postulujemy nastepujaca klase nielokalnych potencjatéw majacych modelowaé
rozwazane plyty
a

V= U(’Ub9> (Upgl + [U-s9) <U—b9|) , 0<b=g5, o=4=£I, (3.1)
gdzie U4y jest operatorem translacji o b, a ¢ = 1, —1 oznacza odpowied-
nio przypadek majacy odtwarza¢ warunek Dirichleta (D) albo Neumanna (N)
(bedziemy o nich pisa¢ w skrocie jako o przypadkach Dirichleta i Neumanna).
W calej pracy, o ile nie jest wspomniane inaczej, traktujemy oba przypadki
réwnolegle. Majac na uwadze czytelnos¢ wzoré6w pomijamy bardzo czesto jaw-
ny zapis parametrow od ktorych dane wielkosci zaleza (w powyzszym wzorze na
przyktad nie zaznaczamy zaleznosci V' od o czy b). W reprezentacji potozeniowej
rowazany potencjal jest operatorem catkowym

Vo)) = [V

z jadrem

V(z2) = o|g(z = b)gz' = b) + (= + b)g(Z +1)| .

Jako funkcje g bierzemy

o(z) = {f(z) dla o =1, (D) (3.2)

L f(z) dlao=—1, (N)

—ig
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gdzie o f zakladamy

fECP(R), f(—z)=f(z), suppf C (~R,R), R<b, f(0)#0, (D\N)

IfIl = 1. (N) (3.4)

Powyzej i w calej pracy stosujemy nastepujaca definicje transformaty Fouriera
(dla funkcji jednej zmiennej)

/\

f(p) e P f (@

-
oraz przyjmujemy konwencje, ze catki bez okreslonych granic nalezy rozumieé
jako catki po R lub R? — zaleznie od miary. Ograniczono$é¢ nognika w (3.3)
umozliwia nam kontrole nad przestrzennym zasiegiem potencjalu, parzystosé
odpowiada symetrycznosci kazdej z ptyt (dla przypadku Neumanna funkcja g
jest oczywiscie nieparzysta, jednak w obu przypadkach potencjat dla pojedyn-
czej plyty komutuje z operatorem parzystosci), trzeci warunek oznacza iz caly
potencjal sktada sie z dwoch nieprzekrywajacych sie cztonéw, odpowiadajacych
kazdej plycie z osobna, a ostatni warunek w (3.3) oraz warunek (3.4) sa tech-
niczne.

Proponowany model ma strukture omoéwiona w rozdziale 2, w szczegdlnosci
pod koniec tego rozdziatu gdzie rozwazaliSmy symetrie planarna. Przyjmujemy
nastepujaca posta¢ operatorow (dla roznych a) h,,

h2, =hi+V, (3.5)
z dziedzing D(h?) = D(h%,) = H*(R), gdzie przypominamy, ze h? = —%.
Oba te nieograniczone operatory sa samosprzezone — dla h? jest to ogdlnie

znany fakt, a dla h?, wynika to z tw. Kato-Rellicha (zob. [37] tw. X.12), jako ze
V' jest ograniczony i symetryczny. Oba te operatory sa takze dodatnie — znowu
dla pierwszego jest to oczywiste, dla drugiego w przypadku Dirichleta rowniez.
W przypadku Neumanna dla 1) € D(h?), calkujac przez czesici, dostajemy

(Y, h2.0) = |[W|1> = |(Upf. ") * = (U= f, ¥)?, (N)

gdzie '(z) = %(Zz). Funkcje Uiy f tworzg ortonormalny zbior, gdyz ich no$niki
nie przekrywaja si¢ oraz korzystajac m.in. z (3.4) mamy |Uwpf|| = || f]| =
zatem (z nieréwnosci Bessela) dostajemy ze (1, h2,1) > 0 dla kazdego 1. Za-
uwazmy tylko, ze ten sam wynik mozna dostaé¢ przyjmujac stabsze zalozenie,
mianowicie ||f|| < 1, jednak — jak zobaczymy w nastepnym rozdziale — do
odtwarzania ostrego warunku Neumanna potrzebujemy doktadnie (3.4). Korzy-
stajac z dodatniosci oznaczmy przez h,, h,, samosprzezone dodatnie pierwiastki
7 operatorow h2, h?, odpowiednio.
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Wprowadzimy teraz kilka oznaczeni i zwiazkdéw uzytecznych w dalszej czesci
pracy. Spektrum dodatnich operatoréow samosprzezonych zawiera sie w R4 U{0}.
Dla w? € ©, takich ze Jmw? # 0 istnieja zatem rezolwenty, ktére oznaczamy

Go(w?) = (w* = h2)™",  G(w?) = (w® - hZ,)"".

Bez straty ogolnosci zaktadamy dalej ze Jmw > 0. Ponizej korzystamy ze stan-
dardowych definicji i wzoréw w ramach stacjonarnej teorii rozpraszania, zain-
teresowany Czytelnik moze znalez¢ szersze omowienie np. w [38] (ponizsze dwa
wzory pochodza z rozdzialu ésmego tej ksiazki). Wprowadzamy operator T

T(w?) =V + VG(w?)V, (3.6)
ktory spelnia nastepujace rownanie
T(w?) =V + VGo(w?)T(w?).
Dla naszego potencjatu wzor (3.6) sugeruje nastepujacy Ansatz
(Uspy
(U —bg|> 7

gdzie T (w?) jest liczbowa macierza. Korzystajac z faktow, iz UL, = Uz oraz
ULy komutuje z Go(w?), dostajemy

ng_<0—@GWﬁm —wwﬂawmv“
~(U-ag,Go(w?)g) o —(9,Go(u?)g))

Wyliczajac iloczyny skalarne w przestrzeni pedéw oraz uwzgledniajac (3.2)
otrzymujemy

Tmaz(w%muLwUTw%< (3.7)

(3.8)

l—0o
2y ) _ p M,
7~ (9.Go(wt)g) =~ [ Br—2ap. (3.9)
5 - 5 - eiappl—aMp
- (Uaga GO(w )g) - (U—ag7G0(w )g> - w2 _p2 dp7 (310)
gdzie M, = |j¢(p)|2 Przy wyprowadzeniu powyzszych wzoréow skorzystaliSmy

z faktu, ze reprezentacja pedowa jest spektralng reprezentacja operatora Go(w?).
Ostatnia catke mozna jawnie wyliczyé. Dla przypadku Dirichleta, korzystajac
z analitycznosci i odpowiedniego oszacowania funkcji M, (wzor (A.4)) oraz z za-
chowania eksponenty dla zespolonych wartosci zmiennej p (mamy a > 2R, co
przy domykaniu konturu od géry daje odpowiednie znikanie funkcji podcatko-
wej), wynik dostajemy wprost z catkowania metoda residuéw. Dla przypadku
Neumanna mamy

6iapr]\4p ) eiapM
— | ———d :/e“’pMd —w2/7pd.
/w2—p2 P pap w2—p2p
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Pierwsza calka wynosi zero (zob. (A.3)), a druga calka jest ta z przypadku
Dirichleta. W ten sposéb otrzymujemy

tapyl—opr )
- (Uaga GO(U)Q)Q) = - %dp =imw 7e" "M, . (3.11)

Definicja rozszerzenia funkcji M, poza os rzeczywista oraz wiele faktow zwig-
zanych z ta funkcjg zostaly zebrane w dodatku A.1. Dla rezolwenty zachodzi
(ponizsze rownanie wynika ze wzoréw (8.4) i (8.10) z rozdziatu ésmego w [38])

G(w?) = Go(w?) + Go(w?) T(w?)Go(w?). (3.12)
Wprowadzajac oznaczenie
Fo=p7 f(p) (e ey, (3.13)

mozemy, korzystajac z (3.7) oraz (3.12), zapisac

AT () ) = FT ()7}, (314
T
B G) = Gotw?) o) = 2T P @)



Rozdzial 4

Odtwarzanie ostrych warunkow
brzegowych

W rozdziale tym pokazemy jak odpowiednio przeskalowane modele z poprzed-
niego rozdziatu odtwarzaja w pewnej granicy skalowania ostre warunki brzegowe
Dirichleta lub Neumanna. Odtwarzanie to rozumiemy na poziomie hamiltonia-
néw pierwszej kwantyzacji zadajacych ewolucje w danych warunkach. Poniewaz
operatory te sa nieograniczone, wprowadza si¢ pojecia zbieznosci rezolwentowej
(silnej lub wedtug normy), ktore pociagaja za soba odpowiednie zbieznosci szer-
szych klas funkcji ograniczonych od tych operatoréw (szersza analize zbieznosci
operatoréw nieograniczonych mozna znalez¢ w [36], rozdz. VIIL.7).

Rozwazmy rodzing przeskalowanych potencjatow Vi, A € (0,1), skonstruowa-
nych jak w (3.1), gdzie zamiast funkcji g bierzemy przeskalowana funkcje g,.
Postulujemy nastepujaca postaé¢ skalowania

z

n@ =33 (5) 0 KE=NEr(5) L A= Rl =2 E 0.

Wzor (3.2) zachodzi wiec takze dla przeskalowanych funkcji. Mamy rowniez
My = X" My, . (4.2)

Jako granice skalowania przyjmujemy A — 07. Analogicznie jak dla nieprze-
skalowanego przypadku, ewolucja w przeskalowanym potencjale niech bedzie
opisywana przez operator h., », a wigc dla kwadratu tego operatora mamy

h2, \ =h2+ V.

za,\

Wprowadzenie skalowania nalezy rozumie¢ jako zastapienie funkcji f (lub g)
jej przeskalowana wersja fy (gr). Wszystkie wielkosci zalezne od tych funkcji
po wprowadzeniu skalowania zyskuja indeks A. Aby zobaczy¢ jak skaluje sie

25
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sam potencjal, oznaczmy na moment jawnie zaleznos¢ potencjatu od odlegtosci
pomiedzy ptytami dopisujac dolny indeks do potencjatu, tj. piszac V,. Zachodzi

/ -3 z Z,
Var(z,2) = A7Ve (X’ X) . (4.3)
Intuicja stojaca za takim prawem skalowania jest nastepujaca: przeskalowanie
argumentoéw jak powyzej sprawia ze nosnik przeskalowanego potencjalu w gra-
nicy skalowania kurczy sie, a czynnik przed potencjalem sprawia iz warto$é¢ po-
tencjalu w tej granicy wybucha. Dla lokalnego potencjatu (mnozenia w punkcie)
odtwarzanie ostrych warunkéw jest osiggane przy wspotczynniku przed poten-
cjatem A~2 (zob. [39]). Nielokalno$¢ potencjatu wymaga o jedng potenge silniej-
szej zaleznosci. Definicja skalowania (4.1) zostala tak wybrana aby zachodzit
wzor (4.3).

Niech teraz hfa bedzie samosprzezonym, dodatnim pierwiastkiem z opera-
tora

d2

pB12 — _ 4
[ za] d22

(4.4a)

z dziedzing

D([h%]?) ={v € H?((—o00, b)) : ) (=b) = 0}
o € H*((=b,b)) : v (£b) = 0} (4.4b)
e{v € H*((b,00)) : 9 (b) = 0},

gdzie dla przypadku Dirichleta nalezy wzia¢ warunek zerowania sie funkcji, a dla
przypadku Neumanna zerowania sie pochodnej. Operator ten odpowiada wiec
ostrym warunkom brzegowym Dirichleta albo Neumanna. Rezolwente operatora
[RB]? bedziemy oznaczaé¢ przez G (w?).
Celem tego rozdzialu jest pokazanie nastepujacej zaleznosci
- 2 By, 2
)\li}r{)h HG/\(w ) —G7(w )HHS =0. (4.5)
Z (4.5) wynika juz zaréwno zbieznos¢ rezolwentowa wedtug normy — gdyz nor-
ma Hilberta-Schmidta spelnia || A||%g = Tr(A*A4) > ||A||> — jak i silna — gdyz
jak wiadomo topologia zadana przez norme operatorowa jest mocniejsza od
topologii silnej — operatoréw hga’ 5 do [hB]2. Te ostatnie zbieznoci pociagaja
za soba (zob. tw. VIIL.20 w [36]) zbieznos¢ wzgledem normy
. B
/\li%l_‘_ HF(hza)\) - F(hza)H - 07
dla dowolnej ciaglej i znikajacej w nieskonczonosci zespolonej funkcji F' na R
oraz silng zbieznosé

Jim ([P (e ) = F(hz)]of = 0, (4.6)



27

dla dowolnej ciagtej i ograniczonej zespolonej funkcji F' na R oraz wszystkich
Y € L?(R). Te zbieznosci sa écistym sformutowaniem odtwarzania ostrych wa-
runkéw brzegowych i tak to odtwarzanie rozumiemy w calej pracy.

Udowodnimy teraz wzor (4.5). W tym celu zobaczmy najpierw jaka jest roz-
nica miedzy granica z G\ (w?) a rezolwenta swobodnego operatora, tj. Go(w?).
Zauwazmy najpierw, ze z postaci (3.15) widaé, ze G(w?) — Go(w?), a zatem
réwniez Gy (w?) — Go(w?), sa operatorami skonczonego rzedu, a wiec takze
operatorami Hilberta-Schmidta (HS). Kazdy operator HS jest operatorem cal-
kowym z jadrem catkowalnym z kwadratem, ponadto jesli A jest operatorem
HS, a K odpowiadajacym mu jadrem, tzn.

(A0)) = [ K2,

to zachodzi
[Alls = [ 15 (2, 2)Pdzdz’ = K]

Wystarcza zatem rozwazaé granice wzgledem normy L?(IR2, dp dq) z odpowied-
nich jader catkowych. Policzmy wiec granice A — 0T w sensie normy przestrze-
ni L?(R?,dpdq) (bedziemy ja oznaczaé¢ jako s —limy_+) z jadra calkowego
(p| Gx(w?) — Go(w?) |q) (por. (3.15)). Rozwazmy najpierw macierz liczbowa 7.
Patrzymy od razu réwniez na wyzsze rzedy w A, gdyz bedziemy potrzebowaé tej
informacji w dalszej czesci. Przez moment nie bedziemy zaktadaé (3.4) dla przy-
padku Neumanna, aby zobaczyé¢ jak ten warunek si¢ tutaj pojawia i dlaczego
jest potrzebny (przypominamy ze korzystaliSmy z niego juz przy dowodzeniu
dodatnioéci operatora h2,, cho¢ tam wystarczylo zatozy¢, ze ||f]| < 1). Ko-
rzystajac teraz gtownie z (3.9) i (3.11) otrzymujemy (wyprowadzamy te wzory
w dodatku A.2)

o = (93 Go(w?)g) = 152 (I Fll = 1) + im(hw) =7 Mo

+ (Aw)' 77 (2 — I)) + ON*77), (4.7)

— (Uagr, Go(w?)gn) = im(Aw) 7€ My + O(N*7), (4.8)

gdzie

My — M,
Z przeskalowanej postaci wzorow (3.13),(3.15) oraz ze skalowania (4.1), ana-
lizujac zaleznos¢ od A, widzimy ze aby dosta¢ skoriczona i niezerowa granice
skalowania powinni$my mie¢ 7 =~ . A?. Dla przypadku Dirichleta takie za-

—0

chowanie dostajemy automatycznie, jednak dla przypadku Neumanna musimy
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w tym celu zalozy¢ wlasnie (3.4). Bez tego zalozenia 7, = A (N). Od teraz

zakladamy wiec ponownie (3.4). Korzystajac z (4.7) i (4.8) dostajemy

Tw?) —i(\w)? (1 —emw>

ﬂ'Mo(l _ 62iaw) feiaw 1

(4.10)
+ (Aw) 7 (12 — Ij) x {macierz niezal. od A} + O(A*9).

W dodatku A.3 dowodzimy, Ze (normy rozumiane jako normy L? funkcji od
zmiennej p)

MA@ O || _ feonstA, (D) (4.11)
w? — p? w? — p? constA2 , (N) '
dodatkowo dla przypadku Neumanna mamy
1 ~ ~
A2 falp)  f0) 3
W wr < constAz. (N) (4.12)

Wykorzystamy teraz tylko nastepujacy wniosek wynikajacy (zob. dodatek A.4)
z (4.11)

1—0o

NAPA(@P) T M(pg)
a0t (w2 —p)(w? =) (W= p)(w’ =)

(4.13)

informacja o szybkosci odtwarzania tej granicy bedzie nam jednak potrzebna
pod koniec niniejszego rozdziatu. Korzystajac z (3.13), (3.15), (4.10) i (4.11)
otrzymujemy
l—0o
w (pg) >
r{1 = e (w2 = ) (07 = )

o

T 2y 2 _
s— lim (5] Ga(w?) — Go(w?) lo)

% [efzbqesz . ezawezbqesz + ezbqefsz _ ezawefzbqefsz}

)

gdzie wyrazenie w nawiasie kwadratowym powyzej pochodzi z wymnozenia

iaw ib
_elaw 1 e—zbq .

Postugujac sie nastepujacym wzorem dla rzeczywistego parametru & (w przy-
padku Neumanna ponizszy wzor nalezy rozumie¢ dystrybucyjnie; jest to trans-
formata Fouriera funkcji catkowalnej z kwadratem, cho¢ nie nalezacej do L' (R))

/ % dp = imw ™= [0(5)6151” + ae(—g)e—sz} , (4.14)
pe —w
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ktorego dowdd bazuje na prostym calkowaniu przez residua, wyliczamy trans-
formate Fouriera

(2| Ga(w?) = Go(w?) |') = % /eizpe”'zlq (p| GA(w?) = Go(w?) |q) dpdg
i dostajemy w przestrzeni potozen
s— lim (2] Gy (w?) = Go(w?) /)
X [09(—[) — e Mt g 4 )i w
— o 6(b— z’)emwei(b*'z/)w —0(—b+ Zl)eiawefi(bfz’)w}
+ [9(—5 + Z)e_i(b_z)w +o6(b— z)ei(b_z)w}
X [Uﬁ(b _ Z/)ei(b—z’)w + 0(—() + Z/)e—i(b—z’)w
— 0 0(—b — 2)et et _g(p 4 z/)em“’ei(b“/)w} } :
Korzystajac z reprezentacji polozeniowej swobodnej rezolwenty

(2| Go(w?) |2y = — [ 2 —2)eFF v g — z)ei(zl_z)w} , (4.15)

po prostych, choé¢ nieco Zmudnych, przeksztalceniach otrzymujemy (pierwsza
rownosé ponizej shuzy w tym momencie jedynie jako ,jznaczenie”, wkrotce wy-
kazemy jej prawdziwosc)

B
|Ga(w?) [2') = (2] GP(w?) |2)

S — hm

X(—oo,—b)(z)X(—oo,—b)(Z,)

(z
_ 2 / L —i(z+2' +a)w
{<z| Go(w?) ) + 05—
i i(z42'—a)w
+ [<z| Go(w?) |2') + 750 ¢ (z42"—a) } X (by+00) (2) X (b,400) (2)

{< Go(w?)|#')+ ; (cos(zw) cog(z’w) +sin(zw) sin‘(z’w) )] o (X ()

1 + O-e—zaw 1 _ O—e—zaw

gdzie xq(-) jest funkcja charakterystyczna zbioru 2. W kazdym z trzech obsza-
row powyzsza rezolwenta roézni sie od swobodnej rezolwenty jedynie o rozwigza-
nia réwnania jednorodnego (w? — h?)y = 0, a jednoczesnie spelnia nastepujace
warunki brzegowe

(£b] GP(w?) |2') = <|GB( %) [£b) =0, (D)

= <|GB ) 2)

o = 0. (N)

z| GB(w }z') L,
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Jest to wiec rzeczywiscie rezolwenta operatora [h5 ]2, a tym samym udowodni-
lismy (4.5).

Zobaczmy teraz jak ,szybko” osiggana jest granica ostrych warunkéw brzego-
wych. Korzystajac przede wszystkim z (4.10) i (4.11) dostajemy dla dowolnych
p,n € L*(R)

(1-10) O(N) + O(N*?), (D)

O(N7?). ) (4.16)

(. Gr(w?)n) = (2, GP(w?)n) +{

Przypadek Neumanna jest zatem jakosciowo nieco inny. Okazuje sie jednak, ze
dla ¢,n € D(h,) korzystajac z (4.12) mamy

(. Gaw?m) = (2, G (w?n) + LON) + O/, (N)  (4.17)

Kluczowa obserwacja prowadzaca do powyzszego wyniku polega na fakcie, ze
teraz p@(p), ¢7j(q) naleza do L*(R), wigc p i ¢ wystepujace w F, i F, mozemy
dotaczy¢ wlasnie do @ i 7, dzieki czemu mamy mozliwosé skorzystania ze wzoru
(4.12) zamiast z (4.11) (dla przypadku Neumanna). Widzimy takze, ze nalozenie
na model dodatkowego warunku Iy = 0 ma (oprécz innej wlasnosci, jak si¢ okaze
w rozdziale 8) zwiazek z ,szybkoscia” odtwarzania ostrych warunkow.



Rozdzial 5

Analiza spektralna

W niniejszym rozdziale analizujemy kwestie spektrum operatoréw h?,, ich sta-
ny zwiazane oraz niewlasciwe funkcje wlasne (stany rozproszeniowe). Wyniki
tego rozdzialu sa waznym elementem analizy rozpatrywanych modeli, bedzie-

my z nich korzysta¢ w nastepnych rozdziatach.

Dla k € R definiujemy

My, — M,
Ikz/kikgpdp7 (5.1)

ktora jest gladka funkcja na catej dziedzinie (poprawne zachowanie w zerze
wynika z parzystosci funkcji M) a jej warto$¢ w zerze jest w zgodzie z definicja
(4.9). Niektore wlasnosci tej funkeji mozna znalezé w dodatku A.5. Naktadamy
od teraz dodatkowe zatozenia na funkcje f, zadajac by

0<Iy, dak#0, (DN) (5.2)
I, < 1. (D)

W dodatku C dowodzimy niesprzecznosci warunkéw natozonych na f ((3.3)
i (5.2) oraz dodatkowo (5.3) dla przypadku Dirichleta i (3.4) dla Neumanna)
podajac pewna klase funkcji ktore je spetniajg. Zwracamy uwage, ze z ciagtosci
wynika iz Iy > 0. Na dalszy uzytek, dla k € R, definiujemy réwniez

_kC ¢~ My — k'O My, k(l4+o
Nk_w{a—i—/ " dq}—ﬂ( 5 —Ik>. (5.4)

Dla przypadku Dirichleta ostatnia rownosé jest oczywista, natomiast dla przy-
padku Neumanna wynika z nastepujacych przeksztalcen (w ostatnim przejsciu
ponizej korzystamy z (3.4))

e 1.2
/ M kMkd _P/

L dg = /M dq+k273/ 7d k2T,

31
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W rozdziale 3 pokazalismy, ze operatory h?, sa dodatnie. W reprezentacji poto-
zeniowej, poza ograniczonym podzbiorem R dzialaja one jak —%. Dostajemy
stad, ze ciagle spektrum kazdego z operatoréw h?, pokrywa cala dodatnia of,
a wiec spektrum jest zbiorem (0, 400).

Chcemy teraz rozwazy¢ kwestie widma dyskretnego operatora h2,. Szukamy
zatem rozwiazan réwnania wlasnego

h2. 0k = K2y, (5.5)

ktore spetniaja warunek ¢, € L?(R). Przyjmujemy, ze k > 0. Rozwigzujemy to
réwnanie w przestrzeni pedéw. Znajdujemy, iz rozwigzanie ma postaé

—ibp ibp
~ cpe +c_pe l—0 ~

gdzie state c1p musza spetniaé¢ odpowiednie warunki. Zat6zmy na razie, ze k > 0.
Wstawiajac te posta¢ rozwiazania z powrotem do rownania (5.5) otrzymujemy,
ze state c4p musza spetnia¢ nastepujacy uktad réownan

A B c
e

cos(a 1 M,
—0—1—77/ dp, B = 77/ Sy 2 dp (5.8)

gdzie

Korzystajac z (A.3), (A.6), (3. ) oraz z

cos(ap) T .
P/pQ — dep =% sin(ak) ,

otrzymujemy
A=nk "Ny, B=—nk ?M;sin(ak). (5.9)

Niezerowe rozwiazania ukladu (5.7) istnieja o ile A = £B, wtedy ¢, = Fc_y,
a (5.6) przyjmuje, odpowiednio, postac

R eibp T e—ibp 1o ~
Vi(p) = C—bﬂp 2 f(p)- (5.10)

Warunek @k() € L*(R) wymaga aby f(k:) = 0 (wtedy z parzystosci (zob.
dodatek A.1) takze f(—k) = 0) lub ¢ F ¢~®F = 0 (znaki w drugim warunku
odpowiednio do znakow w (5.10)). Kazdy z tych przypadkow pociaga B = 0.
Natomiast warunki (5.2) i (5.3) implikuja A # 0. Widzimy zatem iz dla k > 0 nie
ma stanow zwigzanych. Dla przypadku Dirichleta z k = 0, rozwiazanie (5.6) nie
moze nalezeé¢ do L2(RR) jako ze f(0) # 0 (zob. (3.3)). Dla przypadku Neumanna
z k = 0 dostajemy, ze A = 0 = B, zatem c4; sa dowolne. Wspotczynniki te
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dobieramy tak aby spetnié¢ warunek catkowalnosci z kwadratem rozwigzania, co

sprowadza sie do wyboru ¢_p = —cp. W ten sposob otrzymujemy
-~ sin(bp) ~
dop) =N ) fy () (5.11)

gdzie N jest dowolna stala (rownanie (5.5) bedac liniowym i jednorodnym mo-
ze wyznaczy¢ rozwiazanie jedynie z dokladnoscia do statej multiplikatywnej).
Wartos¢ N wyznaczamy z warunku normalizacyjnego funkcji @0. Mamy (normy
ponizej w sensie przestrzeni L?(R))

~ sin?(bp) M,
oll? = W2 [ 2=

oo 0o 5.12)
1 — cos(ap)) (M, — M sin?(b (
:|N|2{/< (o) 0 o>dp+2Mo/gp>dp}_
p p
0 0

Druga catka powyzej jest standardowa i wynosi %b. Korzystajac dodatkowo
z (A.6) oraz z definicji Iy otrzymujemy
> Lo

1ol = SINT™ (mMoa — Io) - (5.13)

7 zadania ||th]] = 1 dostajemy

2

2 _
|N’ N 7TMO(L*IQ '

(5.14)

Podsumowujac, dla przypadku Dirichleta nie ma stanéw zwiazanych, nato-
miast dla przypadku Neumanna jest jeden stan zwiazany, odpowiadajacy zero-
wej wartosci wlasnej, opisany przez (5.11) i (5.14).

Dla widma ciaglego bedziemy uzywaé formalizmu stacjonarnej teorii roz-
praszania (zob. np. [38]). Niewlasciwe funkcje wlasne stanéw rozproszeniowych
w reprezentacji pedowej maja, w standardowej notacji, postac (jako ze nie po-
winno to prowadzi¢ do niejasnosci, stosujemy tutaj to samo oznaczenie v co
dla stanu zwigzanego, ktory istnieje tylko dla k = 0 a wiec dla niego bedziemy
pisaé o)

{p| T(% + i0) | k)

{D\k(p):<p‘k+>:5(p_k)+ k2—p2+i0

: (5.15)

gdzie T'(w?) jest operatorem rozwazanym w rozdziale 3. Przyjmujemy iz zmien-
na k moze by¢ dowolng niezerows, liczba rzeczywista, gdyz kazdy punkt spek-
trum, tj. k2, posiada podwojna degeneracje odpowiadajaca fali nadbiegajacej
z lewej i z prawej strony, ktorym beda odpowiada¢ odpowiednio dodatnie i ujem-
ne k.






Rozdzial 6

Dopuszczalnosé modelu

W rozdziale tym pokazemy, iz zaproponowana w rozdziale 3 klasa modeli, oprocz
pokazanej w rozdziale 4 wlasnosci odtwarzania w odpowiedniej granicy skalo-
wania ostrych warunkéw brzegowych, spetnia réwniez warunki dopuszczalnosci
omdéwione w rozdziale 2.

Niech TR; oznacza lewe strony tych warunkow, tj. wzorow (2.26) i (2.27), dla
7 =017 =1 odpowiednio. Rozpisujac $lad po spektrum operatora h., dosta-
Jjemy

TR, = / (k| (how — B )BT (hsa — B ) |) dk
R
+ 159 (stzw.| (haa — ha)RD(haa — ha) stzw.)

gdzie |st.zw.) oznacza stan zwiazany obecny dla przypadku Neumanna. Ko-
rzystajac z rozkltadu spektralnego operatora hl (dla 7 = 0 bierzemy rozklad
jedynki) oraz z faktow, ze

<p’ hza - hz |k+> - (‘k‘ - \P’)&k(?) oraz <p‘ hza - hz ‘St~ZW'> = —\p’@o(p) 5

otrzymujemy

TR, = / D17 (1k] = Ip])* | (p) [k dp + 152 / Pl |do(p)*dp.  (6.1)
R2 R

Drugi czton jest ewidentnie skoriczony (korzystamy z postaci (5.11) funkcji 1p).
Zajmiemy sie teraz pierwszym cztonem, ktory oznaczamy TR?®. Na podsta-
wie (5.15) mamy

(Pl T(2 +0) k)

(1| = IpD)¥w(p) = Ip| + |k|

35
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Zmieniajac zmienne dla ujemnych argumentéw dostajemy

1Rz = [ 2 72 4 i0) )+ || T+ i0) -

| (p+ k)
+
2 2
+ [(=p| T +i0) [k)[ + |(=p| T(K? + i0) | k)| ] dkdp. (6.2)
Zaktadamy od teraz, ze k,p > 0. Chcac przeksztalcié odpowiednio powyzsza
funkcje podcatkows wprowadzimy teraz wygodna notacje macierzows. Zauwaz-
my wpierw, ze oznaczajac (wyjatkowo dla k € R)

s 1 el
M(k) = FlFyp = K M;, (w’ap ) >

oraz korzystajac z (3.14), mozemy zapisac
2
(| T(k? +0) [k)| = Tr [M(P)T (K + i0)M(k)T (k* + i0)] . (6.3)

Dostajemy na tej podstawie, iz funkcja podcatkowa w wyrazeniu (6.2) wynosi

o ™ [LOTH 0 LWT (R +i0)] (6.4)

gdzie

L(k) = M(k) + M(~k) = 2k, (;k) g@) |

Korzystajac dla w? = k? +140 z (3.8), (3.9) i (3.10) oraz rozpisujac catki podtug
znanej tozsamosci dystrybucyjnej —— = P% —imd(z), mozemy zapisac

#H0
T (k% +i0) = %(N(lﬁ) +il(k) ", (6.5)
gdzie
N(k) = % [a]l +7>/p/;/l_(p]32 dp} . (6.6)
Zauwazmy, 7e
-2 (3 9)

z A, B zdefiniowanymi w (5.8). Z (6.5) wynika

k) = E (T2 + 10— T2 +i0)7).

™
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Podstawiajac powyzsza zaleznosé do (6.4), a otrzymany wynik do (6.2), dosta-
Jjemy
TReE = 2 / M [iTr [L(p)T (K + 0)| |k dp. (6.7)
T (k)
IR+

Korzystajac z (5.9) dostajemy

, -1
) k" M. — sz M, ok
T (k* +1i0) = :

My e M, —iN,

Stad po prostych przeksztalceniach znajdujemy, ze

kl—l—a l—o+4T1 Mk _ ZNk _ Cos(ap)Mkei“k
ch——/ ——M,%R { . ]dkd . (6.8
(p+ k)2 (Mj — iNg)? — MZe2iak p. (68)
. : . C
Oznaczajac, dla prostoty zapisu, argument Re w powyzszym wzorze przez D
mamy
C = My[1 — cos(ap) cos(ak)] — i [Ny + My, cos(ap) sin(ak)] , (6.9)
D = M?(1 — cos(2ak)) — NE — i[2My Ny, + M7 sin(2ak)] . (6.10)
Mozemy zapisaé
C ReCRe D +TImCImD
—| = . A1
% |5] DP (o4

Wprowadzajac oznaczenia (pewne wlasnosci tych funkcji przedstawione sa w do-

datku A.6)
1
= — =M 6.12
=37 i O = Mesk, (6.12)
mozemy zapisaé
1 sz
D= 12 ok q,% ik (6.13)

a dzieki (A.17) oraz (A.19) dostajemy nastepujace oszacowanie

(14Fk)> %

1
—— < const(a) 12

|DJ?

Korzystajac z podstawowych wtasnosci funkcji trygonometrycznych oraz z faktu,
ze |Ni| < const k, otrzymujemy

| Re C|
| Im C|

constMy, |ReD
const(a)k, |[ImD

< const(a)k?
< const(a)k My, .

VANI/AN
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Podsumowujac te wyniki dostajemy

e k.1+0p170'+T 5 Ao
|TR2| < const(a) / W(l + k) My, My, dkdp < oo .
2

+

Widzimy zatem, iz proponowana klasa modeli rzeczywiscie spelnia warunki
(2.26) 1 (2.27).



Rozdzial 7

Skalowanie

Skalowanie zostalo zdefiniowane i skomentowane juz w rozdziale 4. W niniej-
szym rozdziale zobaczymy jak pod jego wplywem zmieniaja sie istotne dla nas
wielkosci.

Chcemy najpierw zobaczy¢ jak stany wtasne (niewtasciwe rozproszeniowe i stan
zwigzany) ukladu z przeskalowanym potencjatem wyrazaja sie poprzez stany
wtasne uktadu z pierwotnym potencjatem. Analize przeprowadzimy w reprezen-
tacji pedowej, zobaczmy wiec najpierw jak w tej reprezentacji skaluje sie sam
potencjal. Zwiazek jader w reprezentacjach polozeniowej i pedowej ma postaé
Vip,p') = 1/eipZV(z,z’)eip/z/dzdz'.
27

Z tego zwiazku oraz z postaci skalowania w przestrzeni potozen (4.3) po prostych
przeksztalceniach otrzymujemy (wyjatkowo zaznaczymy jawnie zaleznos$é od
odlegtosci pomiedzy plytami)

Vaa(p.p') = A7 1WVe (p, ). (7.1)
Oznaczmy teraz przez @kﬂ, A(p) reprezentacje pedowa stanu wlasnego (nie-

wlasciwego lub zwiazanego) uktadu z przeskalowanym potencjatem, do wartosci
wlasnej k2. Zachodzi zatem

TN / V(00 Dban (@)D’ = K2Danr(d).-

Jak wczesniej (dopisujemy tylko jawnie zaleznosé od a) %Zk;,a bedzie oznacza-
to rozwiazanie analogicznego réwnania z nieprzeskalowanym potencjatem. Po
prostych przeksztalceniach, podstawiajac m.in. ¢ = Ap, dostajemy

qzl/b\kﬂ,)\(%) + / ‘7% (%q,)Jk,a,/\(q)\/)dq, = )\21452121.37@7)\(%) .

39



40 Rozdzial 7. Skalowanie

Widzimy zatem, ze funkcja 12;{7(1’)\(%) spelnia to samo roéwnanie co funkcja
wAk&(q). Analizujac dodatkowo asymptotyke w przestrzeni potozeri, dostaje-
my wiec

Bran(p) = const dy, s (Ap)

Poniewaz uzywane réwnania na QZ sg jednorodne i liniowe, otrzymany wynik
jest poprawny tylko z doktadnoscia do statej multiplikatywnej. Ostateczna, po-
sta¢ skalowania stanéw wlasnych dostajemy z warunkéw normalizacji. Stany
rozproszeniowe normalizujemy do delty Diraca a stan zwigzany do jedynki. Po
prostych rachunkach dostajemy ostatecznie

Dran(p) = /\IZAk,g(/\P)a boar(p) = /\%Jo,g(/\]o)-

Korzystajac ze wzoru (6.1) oraz z powyzej wyprowadzonego skalowania
funkeji wlasnych, oznaczajac przeskalowana wersje wzoru (6.1) (dopisujemy jaw-
nie zaleznos¢ od a) poprzez TR 4 x, po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

TRya)=A"27 TR, a .

Widzimy stad, ze warunki dopuszczalnosci (2.26) 1 (2.27) sa spelnione réwniez
przez modele z przeskalowanym potencjalem, ale w granicy skalowania juz nie
(po raz kolejny przejawia sie tutaj niefizycznosé ostrych warunkow brzegowych).
Analogicznie dostajemy skalowanie energii

Ea ) = A 3e (7.2)

>|e

Wynika stad wniosek, iz w celu zbadania zachowania sie energii w granicy skalo-
wania, wystarczy rozwingé energie w szereg é az do rzedu a3 wlacznie (dalsze
wyrazy znikaja w granicy skalowania). Wyraz proporcjonalny do a3 nie zmienia
sie w wyniku skalowania.



Rozdzial 8
Energia

W rozdziale tym rozwijamy energie Casimira na jednostke powierzchni g, wzor
(2.28), w szereg a~! (a wiec dla duzych a) do rzedu a=3 wlacznie (zgodnie
z rozumowaniem z korica poprzedniego rozdziatu). Poczatkowo rachunki prowa-
dzimy réwnolegle dla obu przypadkoéw, a nastepnie analize rozdzielamy osobno
na przypadek Dirichleta i Neumanna — podrozdziaty 8.1 i 8.2 odpowiednio.
W ostatnim podrozdziale z wyznaczonej energii wyliczamy site Casimira.

Pokazemy najpierw, ze warunki (2.26) i (2.27) rzeczywiscie zapewniaja juz skon-
czono$¢ energii £, (wspomnieliSmy o tym pod koniec rozdziatu 2). W tym celu
zauwazmy, ze warunki te oznaczajg, iz A = hyq — hy 1 hli/ A sa operatorami
Hilberta-Schmidta. Stad oczywiscie A jest operatorem ograniczonym. Dostaje-
my zatem, ze Ah,A oraz A3 sg operatorami ze sladem (dla drugiego przypadku
korzystamy z faktu, iz przestrzen operatorow ze sladem jest obustronnym ide-
alem w przestrzeni operatorow ograniczonych). Tym samym dostajemy skori-
czonosé energii na jednostke powierzchni, poniewaz za (2.28) mozna ja zapisaé
jako g, = %Tr[Ath] + ﬁTr[AS] .

Wréémy teraz do postaci (2.28) wzoru na energie. Rozbijamy $lad na dwie
czesci (2AhA + Ah,,A) i rozpisujemy $lad z pierwszego sktadnika w bazie
operatora h,q, a z drugiego w bazie h,. Nastepnie wstawiamy rozktad spektralny
operatorow h, i h,, odpowiednio. W ten sposob otrzymujemy (por. réwniez
rozwazania przed wzorem (6.1))

T 2804 =2 [ Ipl(] = )16 0) dkdp-+ (1= o) [ 19 l0(r) Pdp.
R2 R
(8.1)

T [Aheod] = [ k(K = [p)* [ p) dkdp. (5.2
RQ

41



42 Rozdzial 8. Energia

Dostajemy zatem

ca= 5 [ Clpl+I) (k=191 4(0) Sz [ 1P0ew) . (33)
R2 R

Przyczynek od stanu zwiazanego (drugi czton powyzej) rozwazymy pod koniec
podrozdziatu 8.2 dotyczacego przypadku Neumanna, teraz zajmiemy sie pierw-
szym czlonem ktory oznaczmy 55.

Wykonujac analogiczne przeksztatcenia do tych pomiedzy wzorem (6.1) a (6.8)
z rozdziatu 6 (nalezy jedynie zastapi¢ |p|” przez 2|p| + |k| oraz uwzglednié¢ staty
czynnik przed caltka) otrzymujemy

1 [ kopl=o(2p + k) My, — iNy, — cos(ap) Mye™

g — _—_ M, R . dk dp .

F=gm | k2 P T (Mg — iNg? - Mg [T
B2

Korzystajac z (6.12) i (6.13) mozemy wyrazenie w nawiasie kwadratowym po-
wyzej zapisaé jako
iak‘) )

Stk
[...] = W(l — cos(ap)qre

Chcemy teraz rozwina¢ wyrazenie (1 — q,%e%“k)_1 W szereg geometryczny. Za-
uwazmy, ze co prawda go = 1, ale dla k¥ > 0 mamy |gx| < 1 (zob. (A.18)).
Zapiszmy calke po k jako granice e — 07 z calki po (e, +00). Rozwijajac w sze-
reg geometryczny

1 o jak\2
— = Z(qkeza ) n
1- (qkemk) n=0
1 oznaczajac
kp) = FETPT @ 4 R)
’ (p+k3?
mozemy zapisacé
Ezg—B—S hm M /X (k,p) ﬂ%e[skz qre inak — s cos(ap) Z qre m“k}dkdp.
m ne2Ng neaN—1

Powyzej, jak tez w calej pracy, N oznacza zbior liczb caltkowitych dodatnich,
natomiast No = N U {0}. Wprowadzamy oznaczenie

373
2
IR+

1
€oo = == / x(k, p) My, My |sy|*dk dp . (8.4)
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Do tego wyrazenia przyczynek daje pierwszy wyraz z pierwszej z sum powyzej,
ktory osobno wydzielamy. Ponadto zachodzi nastepujace oszacowanie (skoriczo-

na sume szacujemy przez nieskonczony szereg i korzystamy gtownie z (A.17)
i(A.20))

Z |qK elak\zn 7|Sk| < const M]f

—|qkl?

Ll {mZQ’ (D) (8.5)

o m>2, (N)

dzieki ktoremu, na podstawie twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej,
mozemy wyciagnaé sumy przed znaki catek. W ten sposob otrzymujemy

cg _ inak
R =e0o + e1_1)1%1+ Z /M i)‘ie/ ,D)skqpe" " dk dp
ne2N
(8.6)

li M, m/ k, neinak qk dp .
6_1{(% %10/ cos(ap) Re | x(k,p)srqie p

Jak wspomnielidémy juz we wstepie do niniejszego rozdziatu, dalsza analize prze-
prowadzimy osobno dla przypadku Dirichleta i Neumanna.

8.1 Przypadek Dirichleta

W tym przypadku x(k,p) jest proporcjonalne do k2, zatem kwadratowa osobli-
wos¢ w zerze w (8.5) znosi si¢ i wprowadzanie € > 0 okazuje si¢ niepotrzebne.
We wzorze (8.6) ktadziemy zatem e = 0. Ponadto dla przypadku Dirichleta nie
ma stanu zwigzanego, wiec €58 = g,.

Wprowadzamy nastepujgce nowe oznaczenia

Iy —1 - . -
= 7_‘,]\4—0 , a=a—qa, qk:qkewék

Zauwazmy, ze qpe'“* = §pe'®* oraz 8kcjk] b0 = 4, = 0. Wlasnosci te (szczegol-
nie ta druga) sa motywacja wprowadzenia tych nowych oznaczeri. W przypadku
Dirichleta skorzystamy z nich dopiero stosunkowo péZno, niemniej jednak okaza
sie one bardzo przydatne, a dla przypadku Neumanna, jak zobaczymy, wtasno-
§ci te (takie same mimo nieco innych oznaczen) sa jeszcze bardziej uzyteczne.
Zwracamy uwage, ze jest to tylko techniczna zmiana, nadal pojawiaé sie bedzie
takze symbol a, w ktoérej to zmiennej ostatecznie chcemy rozwinaé energie.

Korzystajac z faktu, ze (na)3e™@* = (—id),)3e™* i calkujac trzy razy przez
czedci catke po zmiennej k otrzymujemy

o0 o0
(nd)g/x(k7p)5k Gre" ™k = —i 4Mz - i/ai’ ((k, p)si @t e e
0
0 0
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Wyraz brzegowy, jako ze jest czysto urojony, zniknie po wzieciu czesci rzeczy-
wistej. Po tych przeksztalceniach dostajemy

€a = Eoo — Re Z / M, 8k (k,p)sk q};) ek dk: dp
GQ]N

z /M cos(ap 8k( (k,p)sk éjg)emakdk dp. (8.7)

ne2lN— 1

Niech teraz Q@ = {k,p > 0,k + p < 1}. Wyniki dodatku B.1 dowodza, ze
nastepujace trzy kolejno wykonane zmiany w powyzszym wyrazeniu na energie,
prowadza jedynie do zaniedbania cztonéw rzedu o(a=3):

(i) zastepujemy 813 (X(kvp)squ) poprzez SkQZagx(k,P);
(ii) zawezamy obszar catkowania do Q;
(ili) zastepujemy (na zawezonym obszarze) My,s,q) poprzez Mosoql = 1.

Po operacji (i), korzystajac z faktu ze §pe'®™ = ge*, wracamy w rozwazanych

catkach do ,zmiennych” bez tyld, dlatego w operacji (iii) nie ma juz tyld. Po
2

tych zmianach, uwzgledniajac fakt, ze 9px(k,p) = % oraz wyliczajac

czesé rzeczywista, otrzymujemy

2(k — 3p)
€4 = €oo —|— / ——— sin(nak)dk dp

k —
=3 > 3/ ( Sp cos(ap) sin(nak)dk dp +o(a™3). (8.8)
e T

Dla ustalonego a powyzsze calki sa ograniczone, gdyz mozemy oszacowad
| sin(nak)| < nak. Jak zobaczymy za chwile rowniez w granicy nieskoriczonego a
powyzsze calki maja skonczong warto$é, zatem sa one ograniczone jednostajnie
wzgledem a. Aby wyznaczyé czton oc a3 wystarczy wiec obliczyé wartogé tych
calek w tej granicy. Zdefiniujmy

p* 4p?
C(n,tl,a) = / — sin(nak + fap)dp dk , £=0,+1
b CEE ) A S
k+p<1
i zauwazmy, ze catka w pierwszej linijce (8.8) jest powyzsza calka dla ¢ = 0,
natomiast ta z drugiej linijki (8.8) wynosi 3 (C(n, —1,a)+C(n, 1,a)). Wykonujac
nastepujaca zmiane zmiennych r = a(k + p),t = k%p dostajemy

a

1
C(n,t,a) :/(t2—4t3)/%sin [r(n+t(l —n))]drdt.
0

0
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Dla ¢ > 0 mamy wszedzie n + t(£ —n) > 0, natomiast dla £ = —1 mamy

1, dla t < 1=,
sgn (n -+ t(¢ —n)) = NS
-1, dlat> 1.
Korzystajac dodatkowo ze znanego faktu
lim / sin(fr) dr =sgn T , (8.9)
a—00 r 2
0
otrzymujemy
) -3, dla ¢ =0,1,
lim C(n,l,a)=q . n3 3pd
e 51+ by — ) dlal=-1.

Uwzgledniajac te wyniki dostajemy

1 2 1 3n
T Lez;m?f’ +ne§4 <(n+ P (n+ 1)4) +ole™)
= €00 — 157(;;)&3 +o(a™?).
Poniewaz . .
S=at o(a™3),
ostatecznie mamy wiec
2
€0 = €00 = 7023 T o(a™®), (8.10)

gdzie e zostalo zdefiniowane w (8.4).

8.2 Przypadek Neumanna

Zasadniczo sposOb postepowania w tym przypadku jest taki sam jak dla przy-
padku Dirichleta, jednak rachunki okazuja si¢ by¢ teraz bardziej ztozone. Roz-
piszemy zatem tutaj doktadniej catkowania przez czesci ktore nalezy wykonaé.
Poniewaz definicja funkcji Ng, a przez to funkcja s i ostatecznie funkcja g
sa inne dla przypadku Neumanna, chcac osiagnaé pozadana wlasnosé ¢ = 0
wprowadzamy nieco inne definicje oznaczen z tyldami niz to mialo miejsce dla
przypadku Dirichleta, zachowujac jednak ten sam zapis:
Iy &

~ ~ Za
a=—— d=a—a« e = qpe’™” .
My’ 4 q
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Zauwazmy, ze jak wezesniej qze'®* = g€’ oraz, jak juz wspomnielismy, go = 0.
Do konca tego podrozdziatu prim bedzie oznaczal pochodng po k.

Rozwazmy najpierw nastepujacy fragment wyrazenia (8.6) (z suma i granica
po € mozemy oczywiscie z powrotem wejsé¢ pod catke po p)

Z(a,p) = lim Re Z / (k, p)spare™®dk . (8.11)
0t ne2N %

Zapisujac €% = (ina) 10 i calkujac raz przez czesci otrzymujemy dla
wyrazu brzegowego

1 1
wyr.brzeg. = z Eli%lJr x(€,p) Re [Z’se Z (qe wacy ]
- nEQ]N

= X(Sip) lim Jm [scIn (1 — g2e*@)], (8.12)

a e—0t

gdzie skorzystaliSmy z tozsamosci Y, cn %Q” =—-In(1-@Q), |Q| <1 (w dodat-
ku A.8 dyskutujemy kwestie galezi logarytmu oraz definicji argumentu gtéwne-
go). Rozpisujac dalej dostajemy

wyr.brzeg. = = 11%1+ [‘ﬁe sc - Arg (1 —G2e*™) + Jms.-In |1 — 2 2’“6” . (8.13)

a e—
. : . . . My — i1,
Funkcje sy, (zdefiniowana w (6.12)) mozemy zapisa¢ w postaci sy = — ——5—,
M + =21}
skad mamy
lim Res. = My, Jms, =~ el (8.14)

e—07t e—0
a wiec czeSé urojona zeruje sie co najmniej liniowo. Dla odpowiednio matych €
mamy
1> |1 —g2e* ™| > const(a)e,
gdzie pierwsza nieréwno$é wynika z faktu, ze lim,_, o+ G.‘® = 1, a druga wynika
z (A.19). Dostajemy wiec (dla odpowiednio malych €)

‘ln ’1 2 2zae| COIlSt(a) ]

| In (const(a) €)| < In
€

Wynika stad, ze drugi czton nawiasu kwadratowego w (8.13) znika w granicy.

W dodatku A.8 dowodzimy, ze lim, o+ Arg (1 — ¢2€*@€) = —Z otrzymujemy
wiec
brzeg. = P
WYT. L= )
Y 2a M,

Rozwazane wyrazenie (8.11) przyjmuje zatem postac

- p .. / znak
z = — — = lim R E (k dk .
@P)="ganty @ P 2 D)
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Zapisujac, jak wezesniej, eksponente za pomoca pochodnej, catkujemy wzgle-
dem niej kolejny raz przez czesci. Dla nowego wyrazu brzegowego dostajemy

1
WyI'.bI'ZGg.(Q) = a2 61_1)%1_‘_ Re ( (Evp)se + X(G,p)S;) Z 2 qg e
nEZlN

1 _
= =3 lim Rex(e,p)sedl D feimac,
a® e-0+ n€2]N

Wyrazenie z drugiej linijki powyzej wynosi zero, gdyz ¢, — 0 (co najmniej
liniowo, z gtadkosci), a sume mozemy zebraé¢ i oszacowa¢ podobnie jak przy
poprzednim wyrazie brzegowym. Poniewaz niezaleznie od € mamy

i ~n ein&e

1 1
3 <ﬁe€(2N),

mozemy wiec w wyrazeniu z pierwszej linijki wej$¢ z granica pod szereg. Za-
uwazmy dodatkowo, ze

lim Res. =0, oraz lim X' (k,p) = —3. (8.15)
e—0

e—0t

Zbierajac powyzsze uwagi, korzystajac takze z (8.14), otrzymujemy

b 3 r 72
Wb ) = g 2w ey
Dla Z(a,p) mamy wiec teraz
2
_ T T -
I(a,p) = — — lim % (k inak g
@)= =5aas, * s, a2 s ;N / Pudt) ¢

Analogicznie jak wczesniej catkujemy raz jeszcze przez czesci i dostajemy
nastepujacy wyraz brzegowy

1 . T " 1
wyr.brzeg.(3) = —3 lim Jm e [ng (x(ﬁ,p)se) q + ﬁx(e,p) seqr "
ne2lN
+ 2 ( ~ ~n—1 n—1 ~12 ~n—2
2 X(€,p)se qeqe 5 X(€,p)sedc "G 7| -

Wyrazy z drugiej linijki powyzej daja w granicy zerowy wkiad, gdyz szeregi daja
sie wyliczy¢ podobnie jak wezesniej a wyrazy te sa proporcjonalne do ¢, ktore
znika w zerze. Dla wyrazow z pierwszej linijki, analogicznie jak poprzednio,
mozemy z granicg wejs$é pod sume. W ten sposéb otrzymujemy

2
i(dg) Jim x(e,p) Im s

C 3 "
Wyr.brzeg.(3) = 8(a3) elirélJr Jm (X(QP)&)
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Drugi wyraz po prawej stronie powyzszego wzoru znika poniewaz s.q. w granicy
dazy do liczby rzeczywistej. Dla pierwszego wyrazu korzystajac z (8.14) i (8.15)
oraz wyliczajac, ze

1
lim Jms. 702, lim Jms” =0,
e—0t 7TMO e—0t

dostajemy ostatecznie

31p¢(3)

wyr.brzeg. gy = 471'&3]\/[8 .

(8.11) mozemy zatem zapisaé¢ w postaci

™o w2 +3IOC(3)
2aMy  8a2M, 47‘rc~L3]\42

I(aap) =

- indk
+ = eli%l+ NRe GZQ:N / (k,p) skq dk. (8.16)

Rozwazmy teraz analogiczne wyrazenie do (8.11) ale z suma po nieparzy-
stych liczbach naturalnych. Okazuje sie, ze zmiana ta prowadzi tylko do innych
wspotczynnikéw liczbowych przy poszczegélnych wyrazach. Poniewaz jednak
ostatecznie przy analizie energii pomijamy wyrazy szybciej gasnace niz a3
(a wiec réwniez szybciej gasnace niz @~2), a przy catkowaniu po p zachodzi

[e.e]

/Mp cos(ap)dp =0, /pMp cos(ap) dp = —
0 0

My

(@), (8.17)

(oba wyrazenia sa udowodnione w dodatku A.1 — wzory (A.3) i (A.7)) potrze-
bujemy wiec dla rozwazanego wyrazenia tylko wyrazu brzegowego proporcjonal-
nego do a~1 (pozostale wyrazy brzegowe po scalkowaniu z funkcja M, cos(ap)
beda gasty szybciej niz a=3). Dostajemy

oo
lim PRe k Gre"*dk =
et Z x(k,p)skdie
ne2lN—-1"%
- + {pozostate wyrazy brzeg. € O(a"2)}
2aM,

— lim Re / (K, " giniik g,
ne2lN— 1

Pierwszy wyraz brzegowy jest wiec taki sam jak w (8.16).
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Wracamy teraz do (8.6) i rozpisujemy ten wzor korzystajac z powyzszych
rezultatow. Wprowadzamy oznaczenie

oo

Cn = /pMp dp (8.18)
0

i przy catkowaniu po p wyrazoéw brzegowych korzystamy z (8.17) oraz z faktu, ze
Joo My dp = %, ktory wynika z normalizacji funkcji f (zob. (3.4)). Po wykonaniu
odpowiednich rachunkéow wzor (8.6) przyjmuje postac

Cu 1 IOC(B) _ 1 + 0(a73)

cg _
fa’ = f T GraM, | 18nacM, | SM@MI | 672G

a

oo o0

o i L

~ g3 Jm Re ) ﬁ//Mp81%<X(k,p)skq}§)em“kdkdp
- neaN " g

o0 o0
L i ; -
o S e 32 o5 [ [ et (et ey

(8.19)

Powyzszy wzor odpowiada wzorowi (8.7) z przypadku Dirichleta. Dalsze
postepowanie jest podobne do przypadku Dirichleta. Rozwazamy teraz dwie
ostatnie linijki powyzszego wzoru. Wyniki dodatku B.1 dowodza, ze

(i) zastapienie w nich 83 (x(k, p)skGy) poprzez skGrdix(k,p)

prowadzi jedynie do zaniedbania cztonéw rzedu o(a=3). Po tym zastapieniu,
korzystajac z faktu ze §pe'®* = e’ wracamy w rozwazanych catkach do
zmiennych” bez tyld. Przede wszystkim dzieki czynnikowi n=2 zachodzi osza-
cowanie

N 4 ‘

Z $|q%"62m“k| < const|qy|? Z n=3|qu"? < constM,§|sk|2((3)
n=1 neN

< const(1 + k)2 ME € LY(R,),

gdzie skorzystalismy z faktu, ze |gx| < 1 oraz z (A.17) dla n = 0. Mozemy zatem
wykonaé granice lim,_,y+ dostajac catke po calym R;. Mamy wiec

Cu L I3 1 B
cg _ . -
T G2l * 48ma2 M, - 8miasMg  6m2a’ +o(a™)
1 i A
_W%e 2 ﬁ/MPXW(kap)Skqﬂem“kdkdp

ne2N 2
R+

1 i ‘
bz Be Y 5 [ Mycosap)x" (k. p)sugie™ didp.
ne2lN—1 Ri
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Niech teraz, jak dla przypadku Dirichleta, Q = {k,p > 0,k + p < 1}. Wyniki
tego samego dodatku B.1 dowodzg, ze nastepne dwie kolejno wykonane zmiany

W powyzszym wyrazeniu na energie, prowadza jedynie do zaniedbania cztonéw
rzedu o(a=3):

(ii) zawezamy obszar catkowania do Q;

(iii) zastepujemy (na zawezonym obszarze) Mpsiq) poprzez Mysoqy = 1.

Po tych zmianach, uwzgledniajac fakt, ze 93 x (k, p) = —% oraz wyliczajac
czeS¢ rzeczywista, otrzymujemy
C 1 1p¢(3 1
208 — M 0¢(3) _ + O(CLiS)

@’ T oo ™ 67T2ELM0 RPTER VA 87r4a3M2 61203

(k + 5p)
3@3 Z n3/ e sin(nak) dk dp
neaN v )

(k
33 Z 3/ +5p cos(ap) sin(nak) dk dp. (8.20)
7T @ ean—1 ™

Powyzsze calki wyliczamy réwniez analogicznie do przypadku Dirichleta.
Funkcje C'(n, ¢, a) definiujemy w tym przypadku jako

n,t,a I (k p)] (k p) si(na ) ’
+p<1

Jej zwiazek z rozwazanymi catkami jest identyczny jak w poprzednim podroz-
dziale. Dostajemy tutaj

lim C(n,l,a) =

a—0o0

{’{;7 dla £ =0,1,
4
( 2+ (n+l)3 + (n+1)4) 5 dla f = —1.

Dla dwoch ostatnich linijek wzoru (8.20) otrzymujemy

1 4 < 1 3n ) B
— T H5<a3 — — + +ola
3m2a’ LGXQ:N n3 ne%\;l (n+1)3  (n+1)* (™)
§(4) -3\ _ 772 -3
Tom2a? T o) = ~{pgpa Tol7)-

Uwzgledniajac ten wynik dostajemy dla energii

8 — Cumr 1 _ i [ 1 1o¢(3) w? + 0((1_3) '

@ T GxZ0Mea | A8nMod? 672 StiMZ | 1440
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Wyliczmy teraz wktad do energii pochodzacy od stanu zwigzanego, tj. drugi
czlon we wzorze (8.3), ktory oznaczymy €3-?%-. Dla prostoty podamy jego roz-
winiecie takze w potegach a~! (zamiast w a~!). Korzystajac z (5.11) i (5.14)
dostajemy

[ee)
st.zw. 1

7 1
=~ [ pM, sin®(bp)dp = ———— —/ M d
€a BW(WMoaIO)O/p p sin”(bp) dp w2 0La [CM J pM, cos(ap) p],

gdzie w ostatniej rownosci skorzystalismy z (8.18) oraz z faktu wynikajacego
wprost z definicji a, arMy — Iy = wMpa. Pozostaty catke liczymy raz przez
czesei skad, korzystajac z (8.17), otrzymujemy

1 M, C 1
st.zw. 0 ~—3 M ~_3
= |loy+=22 =
Fa 6roaa | T el )} 6moMga  oras T o)
Dla pelnej energii mamy wiec
1 1 Io¢(3) w2 .
— Cg st.zw. _ R 3 .
fa=CatE o Rallpa? | @ l STiMZ | 1440 +ola™)

Na koniec wracamy do zmiennej bez tyldy. Korzystajac z zaleznosci

NSRBI G
&2—a2+7TM0a3+o(a ), d3—a3+o(a ),

otrzymujemy ostatecznie

1 I ¢(3) 1) 2 3
= S [ (821
fa = ot RMoa® | 8rPAMZa ( * Taas Tol) (820

8.3 Wyliczenie sily

Chcemy teraz wyznaczy¢ site na jednostke powierzchni. Korzystajac z wyzna-
czonej juz energii na jednostke powierzchni (wzory (8.10) i (8.21)) oraz z za-
leznosci sity od energii (wzor (2.29)) latwo wyliczymy szukane ci$nienie, o ile
tylko pochodna po a ze wszystkich pominietych cztonéw, nalezacych do o(a™3),
daje wyrazy nalezace do o(a~%). Wyniki dodatku B.2 dowodza, iz rzeczywiscie
tak jest. Odpowiednio dla przypadku Dirichleta i Neumanna, sita na jednostke
powierzchni wynosi zatem

2

___T —4
fo=~g0an Tol@™), 522)
F 1 N 31y <¢(3) 1> 72 +o(aY) '
= -] — ola
¢ 24rMoa®  872MZat \ 72 3/ 480a?






Rozdzial 9

Wtlasnosci lokalne

W tym rozdziale omawiamy pewne lokalne wtasnosci rozwazanego w niniejszej
rozprawie modelu. Po krotkim wprowadzeniu kilku oznaczen i faktéw, w pod-
rozdziale 9.1 pokazujemy, ze przy ograniczeniu sie do algebr obserwabli zlokali-
zowanych poza nosnikiem rozwazanej klasy potencjaléw, w granicy skalowania
stany prézni naszych modeli odtwarzaja stan prézni modelu z ostrymi warun-
kami brzegowymi na ptytach. W nastepnym podrozdziale rozwazamy lokalng
gestos$¢ energii wraz z jej granica skalowania.

Analizujemy sytuacje ptyt odlegtych o ustalona, niezmienng odlegtosé¢ a = 2b.
Jak wspomnielismy, jako algebre obserwabli przyjmujemy teraz lokalna algebre
pol zlokalizowanych poza nosnikiem potencjatu V. Dla pierwotnego (nieprze-
skalowanego) modelu oznacza to ze w kierunku z nosnik pél jest poza zbiorem
(=b— R,—b+ R)U (b— R,b+ R) (w pozostalych kierunkach nie naktadamy
zadnych ograniczen na no$nik), natomiast w granicy skalowania A — 01 kazdy
noénik nie dotykajacy plyt, tj. lezacy poza plaszczyznami z = +b jest dozwo-
lony. Pola o takich no$nikach naleza takze do algebry p6l w modelu z ostrymi
warunkami brzegowymi w z = +b, mozemy wiec dla takiej algebry rozwazac
takze sytuacje ostrych warunkéw Dirichleta badz Neumanna. Oznaczmy przez
Dy, przestrzen gladkich funkcji na R? o zwartym nogniku lezacym poza plasz-
czyznami z = +b. W granicy skalowania naszych modeli oraz w modelu ostrych
warunkéw brzegowych, rozwazang algebra bedzie wiec algebra Weyla oparta na
przestrzeni symplektycznej Dy @ Dy, (por. rozdzial 2, szczegdlnie (2.11)). Taka
przestrzen symplektyczna i algebra nie sa niezmiennicze ze wzgledu na ewo-
lucje. Ich wybo6r ma stuzyé mozliwosci lokalnego poréwnania naszego modelu
z modelem ostrych warunkéw.

Przy pomocy hamiltonianu kierunku z, hZ, zdefiniowanego poprzez wzor
(4.4), definiujemy pelny hamiltonian ostrych warunkow

B2 = \/(hy ®id)? + (id ©hE,)2,

53
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gdzie —hi jest dwuwymiarowym laplasjanem w kierunkach z-y (réwnoleglych
do ptyt). Pelny hamiltonian h, jest zdefiniowany wzorem (2.25).

Stany w podejsciu algebraicznym zdefiniowane sa jako unormowane funkcjo-
naly liniowe na algebrze obserwabli (wartosé¢ takiego funkcjonatu dla pewnego
argumentu — liczba zespolona — interpretowana jest jako wartos¢ oczekiwana
danej obserwabli na rozwazanym stanie). Stany podstawowe rozwazanego w tej
pracy modelu oraz modelu z ostrymi warunkami brzegowymi, odpowiednio, ma-
ja jako funkcjonaly na algebrze posta¢ (zob. [30] podrozdzial 5.2.3 lub dodatek
A w [7])

wa(W (V) =exp [~ 1llia(MI?], ws (W(V)) =exp [~ ¢l (V] (9.1)
gdzie
Ga(V) = b0 —ingV2u, GE(V) = [BB)P —i[nB) P (92)
Stany podstawowe w, ) przeskalowanych modeli zdefiniowane sg analogicznie za
pomoca operatorow g x.
9.1 Lokalna granica stanéw

W niniejszym podrozdziale dowodzimy, ze przeskalowane stany podstawowe na-
szego modelu odtwarzaja w stabej granicy skalowania stan podstawowy modelu
z ostrymi warunkami brzegowymi, tzn.

lim we\(W(V)) = wg’ (W(V)). (9.3)

A—0

Korzystajac z (2.3) i (9.2) mamy, ze ||jo(V)||? = (v, hav) + (u, b, tu), zatem
aby udowodnié (9.3) wystarczy pokazac, iz dla dowolnych ¢, ¥ € Dy zachodzi

lim (.7 30) = (o, [0 w). (9.4)

A—0t

Dla takich v (i odpowiednio matych \) mamy

230 = [hP)%0 = WP = —Ad. (9.5)

Zachodzi wiec (¢, hg \¥) = —(¢, hgj\Aw) i analogicznie dla h2. Poniewaz jed-
nak AD;, C Dy, dostajemy stad iz wystarczy wykazaé (9.4) jedynie dla dolnych
makéw. Dodatkowo D, C D(h]"/?) (dokladnie dla h]'? @ id, ale bedziemy

uzywac skrotowego zapisu), zachodzi zatem

(.l y) = (b PR AW PR ) = (h 0, 0Ph SRR )
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i analogicznie dla h2. Wystarczy wykaza¢ wiec, iz (w sensie stabej granicy ope-
ratorowej)
. 1/2;-1,1/2  ;1/21;, B1—1,1/2

W /\lfgl+ h“haah)”=h[7[hg ] Ry
Zauwazmy, ze niezaleznie od A mamy ||hi/2h;§hi/ 2“ < 1, wystarczy wiec wy-
kaza¢ powyzsza rownosé dla funkcji o postaci o(Z) = ¢ (Z1)¢.(2), ktorych
(skoniczone) kombinacje liniowe tworza zbior gesty (zob. dodatek A.9). Korzy-
stajac z reprezentacji spektralnej operatora h; dostajemy

1/2, —1,1/2 ﬁJ_ —T S~ o
(gp, nY/ haj\hL/ ¢> = / (SOZ, M%) PLFYL(BL) dpy .
loczyn skalarny pod calka jest, niezaleznie od A, ograniczony przez ||, ||||v:|l,

mozemy zatem wej$é z granica limy_,g+ pod caltke. Dla dowolnego ustalonego
|7 |
za,>\+ﬁf
rozdziatu 4 wzor (4.6) (silna zbieznosé implikuje staba), dostajemy dla dowol-
nych ¢, ¢, z L*(R)

i Pl )= (v 7| )
Z z - Z z )
SRRV S U AR s

co koriczy dowod (9.3).

|p| funkcja jest ciagla i ograniczong funkcjg h,, ) zatem na mocy

9.2 Lokalna gestos$é energii

Stan w, (inaczej niz stan w?) jest zdefiniowany na catej algebrze (2.15) (ktorej
podalgebra jest aktualnie rozwazana algebra). Gestosé¢ energii w tym stanie jest
dana w calej przestrzeni poprzez procedure rozszczepienia punktowego (point-
splitting)

£.(@) = I Tu(,7)

gdzie T, (&, ) jest jadrem dystrybucji, ktora bedziemy tak samo oznaczaé (jed-
nak argumenty zamiast wspolrzednych beda funkcjami), zdefiniowanej przez

Ta(e:¥) = 1(p, (ha = )¥) + 3 (Vep, (hg' = h™H) V), (96)
gdzie drugi czton nalezy rozumieé¢ dodatkowo jako iloczyn skalarny gradientow.
Powyzsza posta¢ wynika z pracy [7], rozdzial 6. Dokladniej, £,(Z) to wartosé
oczekiwana operatora H (Z) ze wzoru (6.2) cytowanej pracy, wyliczona na stanie
Q,. Korzystajac ze wzoru (6.4) tego artykutu (ktadziemy w tym wzorze m =0
gdyz rozpatrujemy bezmasowe pole), dostajemy dla jadra

Tup, ) = 5 (%, (2(0,0)2(,0) + 2(0, T) - (0, Vo))

- é(Q (@(p,0)® (2, 0) + ®(0, Vip) - 2(0, ﬁiﬁ))ﬂ) :
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Na podstawie wzorow (6.5) i (6.6) z |7] dostajemy juz stad postac (9.6).

Symetria translacyjna w kierunkach réwnolegtych do plyt (zmienne doty-
czace tych kierunkéw bedziemy oznaczaé¢ z indeksem dolnym L, gdyz sa to
kierunki prostopadle do wyr6znionej osi z — normalnej do ptyt) wymaga aby
zalezno$¢ T, od T,y byta jedynie poprzez ich réznice ¥, — ¢ . Usuniecie
rozszczepienia punktowego w tych kierunkach moze byé osiagniete albo przez
wziecie granicy £, — ¢ — 0 albo przez scatkowanie transformaty Fouriera
w tych kierunkach z T, po calym zakresie zmiennej fourierowskiej. Wybieramy
ten drugi sposéb. Pochodne w kierunkach prostopadtych do osi z, wynikajace
z gradientOow, przerzucamy za pomocs calkowania przez czesci. Transformata
Fouriera jadra w tych kierunkach ma postaé¢ (x,y sa teraz zmiennymi w kierun-
ku prostopadlym do plyt)

1

= 4TT2/eiﬁl'(fL_Zﬁ)f‘a(ﬁl,x,y)d2pl ’

To(Z1,2,91,Y)

gdzie skorzystaliémy juz ze wspomnianej symetrii translacyjnej. Wprowadzajac

oznaczenie
Tza(x7 y) = . hHL Ta(fj_, €, :'jJ_a y)
Yyir—xy

i wykonujac omoéwione powyzej przeksztalcenia dostajemy
Ea(z) = th%Tza(xa Y),

gdzie

Talot) = 10 [ { (01102 + D)2 = (2 + 52)172)0)
+ 52 (0, (W2 + 52) 72 = (W2 + 52) )
+ (02 + 7D = 02+ 5D TV) a9

Prim w ¢/,1)/ oznacza pochodng po argumencie. Przy wyliczeniu powyzszej
calki pomocne sa nastepujace elementarne calki (¢,d sa dodatnimi staltymi,

ap=|pL])
J{(e+2) (0 52) 452 (4 57) = (4 52) ] s
= 2% {2 (c+p2)%— 3ey/e+p? —2 (d+p2)

/[(cﬂ?f)é - (d+ﬁf)%] d*p = —27 (Ve - V) .

(NI
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Z (9.7) dostajemy zatem

1

12 (hga - hz)d)) - 7(90/7 (hza - hz)?//) :

T, ) = -

Gy

Funkcje probne maja nadal no$nik poza z = +b, tak wiec, podobnie jak wcze-
éniej (zob. (9.5)), dla odpowiednio matych A mamy h2, v = h%y, otrzymujemy
wiec

Tea(p, ) = _i(% (hza hz)wﬁ) - (Solv (hza — hz)d/) . (9-8)

247 87

Rozwazmy zatem najpierw ogolne wyrazenie (1, (h.q —h2)§), z 1, € gtadkimi
o no$niku poza z = +b. Dla ¢ > 0 zachodzi tozsamosé¢

[e.o]

2 c?
c=_ |z
mJ) 4T

0

korzystajac wiec z twierdzenia spektralnego dostajemy

/h2 +T2

i analogicznie dla h,. Mamy stad

h2, h? 2 71 1 1 )
h§a+r2_h§+r21dT_7r/[r2h2 ] K

za z
0

{G(—?j) - Gg(—rz)} r2dr.

Rozwazane wyrazenie przyjmuje zatem postac

mw

(n, (hzq — / — Go(=r?)]€)r2dr. (9.9)
0

W celu wyznaczenia jadra catkowego [G(—r?) — Go(—7%)](z,y), liczymy trans-
formate do przestrzeni potozen z jadra (3.15):

G~ Gol= () = = [ v Toap ) [ TL_g
r o(=r)(@y) =5 [e p2+r2p r e q+r2q
Powyzsze caltki fourierowskie liczymy przez residua domykajac kontury od dotu
albo od gory, tak aby dosta¢ znikanie calek po odpowiednich tukach. Korzy-
stamy przy tym z oszacowania dla funkeji f analogicznego do (A.4) (zamiast
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czynnika 2R w wykladniku w tym wzorze, bedzie teraz czynnik R) oraz z za-
chowania eksponent wystepujacych w liczonych catkach (ktore ostatecznie daja
odpowiednie znikanie). Przyktadowo mamy

. fT —o o
/eilqy 7z +qr2 dqg = m'*lTr*l%f(ir)

([X(MR’OO) W) + X(-verp-m) )] e+ ox (o bop) (y)e(y+b)r)
: Y
X(b+ Roo) ()Y + 0 [X (b rb-R) () + X(—o0,-b—r) (y)] WD)

gdzie, jak w rozdziale 4, xq(-) jest funkcja charakterystyczna zbioru €. Poniewaz
na konicu bedziemy usuwaé rozszczepienie punktowe, zakladamy wiec od razu

A B),gdzieAiB

7e x iy sa w tym samym regionie. Oznaczajac T (—r?)

~\B 4

sg funkcjami r, dostajemy

[G(=1%) = Go(=r)](,9) = —r5 | (ir)

e~ l# T [ Acosh(ar) + B , dlaz,y >b+ R lub z,y< —-b— R,
X
e~ [Acosh ((x + y)r) + oBcosh ((z —y)r)], dlaz,ye (-b+R,b—R).

Wstawiamy to jadro do (9.9), po czym otrzymane wyrazenie wykorzystujemy
do wyliczenia (9.8) (dobierajac odpowiednio funkcje 7 i £). Pochodne z funkcji
probnych przerzucamy na jadro catkujac przez czesci. Przy oznaczeniu

(90/’ (hza — hZ)¢/) = (p, W),

jadro W (z,y) przyjmuje postaé

oo
W(z,y) = 2/r3"]f(ir)|2><{ » e~ letylr [Acosh(ar) + B } ar.
J e " [Acosh ((x + y)r) — oBcosh ((z — y)r)]
gdzie gérny i dolny przypadek dotycza tych samych zakreséow z i y jak w po-
przednim wzorze. Podobnie dla iloczynu skalarnego w pierwszym cztonie w (9.8)
(jedyna zmiana to przeciwny znak przy wyrazeniu proporcjonalnym do oB). Po
usunieciu rozszczepienia punktowego otrzymujemy zatem

ga($) = 3}1_% Tza(xv y)

7 - 9e~2lelr h B dla|z| > b+ R,
fi /T3_U|f(iT)|2X _6 (ACOS (ar) + ) dr a ‘x’ +
67 e~ (2Acosh(2zr) — oB) dla |z| <b—R.

0
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Chcemy teraz rozwazy¢ granice skalowania tej gestosci energii w przypad-
ku przeskalowanego modelu. Dzieki odpowiedniemu zachowaniu funkcji podcat-
kowej mozemy, dzieki twierdzeniu Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej, wejsé
z granicg limy_,g+ pod znak catki. W przeskalowanym modelu zalezno$é¢ od A
zyskuja A, B oraz f. Korzystajac z (4.10) (dla w = ir) oraz z (4.2) dostajemy

)\T)O' 1 _67047’ ~
Th(—r?) ~ o )2~ ATOM.
A= )Aﬁ0+ TMy(1 —e=20m) \ —e™ " 1 RN A0+ 0

Przypominamy, ze nosnik przeskalowanego potencjatu zawiera sie w zbiorze
(=b— AR,—b+ AR) U (b — AR,b+ AR), zatem w granicy skalowania (A — 07)
wszystkie © # +b sa dozwolone. Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy
stad

oo g~ Zlela)r dla 2] > b,
lim &, )\(I‘) = —72/ 6(2$—a)r + e—(2x+a)r + ge—2ar T3d7”,
A—0* 6= J T dla |z <b.

Catka w gornym przypadku jest elementarna. Do policzenia catki w dolnym
przypadku korzystamy z reprezentacji catkowej funkcji dzeta Hurwitza. Dla
s,u € C takich, ze Res > 11 Rewu > 0 zachodzi (zob. [41])

x 1 T lemut
C(s,u) = = — dt,
T;)(u—l-n)s F(S)O 1—et

skad otrzymujemy dla G > 0

1] rde20r 1 By 1&
- dr = 4,%) = = -4,
6) 1—e2ar ™ (2a)4C< ’a) 16 2 (8 +an)

0 n=0

Korzystajac z powyzszych uwag po prostych przeksztatceniach dostajemy

g
—_—— dl b
1672(ja] —b)3 & fzl > b,
2= b ={ , .
- 4 2 —_ 4 )
1440a ne(@Z 1) 1672 (nb — z)
(9.10)

gdzie 27 + 1 oznacza zbior liczb nieparzystych. Podsumujmy powyzszy wynik:
dla funkcji prébnych ¢ o zwartym no$niku poza x = £b zachodzi

lim [ Ean(@)e(e)ds = [ €8 (@)p(a)da.

Przeksztalémy teraz energie £°(x) do nieco innej postaci. W tym celu

oznaczmy
o

B —
£5(x) = 167224

dla x #0. (9.11)
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Wzér (9.10) mozemy teraz zapisaé jako

EL(x) =EP(x+b)+EP(x—b) + EL (2), (9.12)
gdzie
o
ga,int('r) = 7'('2 o (913)
T 14400 2 Tom2(np — a1 M lel <

ne(2Z+1)\{1,-1}

Jak latwo zobaczy¢ EB,  (z) = a*F(Z), dla pewne]j ograniczonej na modul

a,int
i catkowalnej funkcji F. 5fmt( ) daje wiec skoriczony przyczynek do energii
oraz znika dla a — oo. Dla duzych odleglo$ci pomiedzy plytami energia jest
wiec skoncentrowana w pierwszych dwoch czlonach (9.12) (ktore sa rozbiezne
na plytach). £8(z) ma wiec interpretacje gestoici energii wokot pojedynczej
plyty, natomiast £’ B . (r) moze by¢ postrzegana jako lokalna, poza samymi pty-
tami, gesto$¢ energii oddzialywania. Wycatkowana po x € R gestos¢ ta nie
da globalnej energii oddzialywania, gdyz obowiazuje ona wtasnie jedynie poza
plytami (wyprowadzajac ja pomineliSmy obszar zasiegu potencjatu). Dla po-
roOwnania z globalng energia wyznaczona w poprzednim rozdziale wykonajmy
jednak wspomniane catkowanie. Zauwazmy, ze dla |x| < b szereg mozemy cal-

kowaé¢ wyraz po wyrazie, gdyz (zakres sumowania jak w (9.13))

Z (nb ) < W Z \n\ < const € L' ((—b,b)) .

Po prostych rachunkach otrzymujemy

71_2

alnt = /5a int () dr = 114023 (9.14)

zaréwno dla przypadku Dirichleta i Neumanna.



Rozdzial 10

Podsumowanie 1 dyskusja
uzyskanych wynikow

Model

Zamierzeniem niniejszej rozprawy byla analiza pewnej klasy modeli aproksymu-
jacych ostre warunki brzegowe, stuzgcych jednocze$nie do opisu efektu Casimi-
ra w tradycyjnej konfiguracji dwoch réwnolegtych plyt. Modele te z zatozenia
mialy stuzyé bardziej analizie teoretycznej niz opisowi realistycznego uktadu
zwiazanego z tym efektem. Opis przewodzacych ptyt za pomoca nielokalnego
potencjatu wynika wtasnie juz z samej analizy dopuszczalnych idealizacji, a nie
z zamiaru modelowania sytuacji skonczenie szerokich ptyt, czy ich skonczonego
przewodnictwa.

Przypomnijmy, ze zaproponowana klasa modeli jest zgodna ze wspomnia-
nymi dopuszczalnymi idealizacjami obowiazujacymi przy modelowaniu m.in.
efektu Casimira, zwiazanymi z algebraiczna struktura kwantowej teorii pola,
a podanymi przez A. Herdegena w [7, 8| (zob. takze rozdzial 2 niniejszej pra-
cy). Oznacza to, ze uklad w obecnosci plyt jest opisywany w tej samej algebrze
Weyla co swobodne pole, a oddzialywanie wprowadzone przez nielokalny poten-
cjal modelujacy ptyty nie wyprowadza poza reprezentacje prézniowa tej alge-
bry (doktadnie rzecz biorac, reprezentacje prozniowe dla dowolnych odlegtosci
pomiedzy pltytami — dowolne a — sa unitarnie réwnowazne reprezentacji proz-
niowej swobodnego pola). Dzieki tej wlasnosci opis efektu Casimira za pomoca
tych modeli jest od samego poczatku wolny od wszelkich rozbieznosci oraz nie
pojawia sie w zadnym momencie potrzeba dodatkowego ad hoc poprawiania Zle
zdefiniowanych wielko$ci. Jednoczesnie, wybrana konkretna klasa nielokalnych
potencjaléow jest na tyle prosta, ze umozliwia przeprowadzenie rygorystycznych
rachunkow.

61
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Odtwarzanie ostrych warunkéw brzegowych

Rozwazane modele, po przeskalowaniu, odtwarzaja w granicy skalowania ostre
warunki brzegowe Dirichleta i Neumanna. Bedac bardziej precyzyjnym, udo-
wodniona zostata zbieznos¢ odpowiednich rezolwent w sensie normy Hilberta-
Schmidta (wzoér (4.5)). Whasnosé ta implikuje zbieznosé wzgledem normy dowol-
nych ciaglych, znikajacych w nieskoriczonosci funkeji od hamiltonianéw (pierw-
szej kwantyzacji) uktadu z potencjalem i ostrymi warunkami brzegowymi lub
analogicznie silng zbiezno$é dla dowolnych cigglych i ograniczonych funkcji.
Nosnik nielokalnych potencjatéw jest pod Scista kontrola i w granicy skalowania
kurczy sie do plaszczyzny na ktorej zadane sa ostre warunki. Ponadto poka-
zany zostal pozytywny zwiazek podklasy modeli dla ktérych zachodzi Iy = 0
z szybszym odtwarzaniem warunku Neumanna (por. wzor (4.17)).

Energia globalna

Rozwiniecie energii globalnej, zdefiniowanej jako wartos¢ oczekiwana swobodne-
go hamiltonianu wyliczona na stanie podstawowym uktadu z ptytami (zob. wzor
(2.22)), dla duzych wartosci parametru a, wykazuje szereg ciekawych wlasno-
$ci. Przede wszystkim pojawia sie tradycyjny wyraz Casimira, —ﬁ, ktory
w przypadku Dirichleta (wzor (8.10)) jest pierwszym niezerowym wyrazem za-
leznym od a i jedynym proporcjonalnym do a3. Tym samym potwierdza to
duza uniwersalnosé tego typu zachowania (jest to wynik dla catej, dos¢ szero-
kiej, klasy modeli — zob. dodatek C).

Przypadek Neumanna (wzor (8.21)) wykazuje jednak znaczaco inne zacho-
wanie. W ogoélnosci zmianie ulega nawet wyraz proporcjonalny do a3, choé¢
jednak istnieje cala szeroka (nieskoriczona — zob. dodatek C) podklasa mo-
deli dla ktorych wyraz ten ma postaé¢ tradycyjnego wyrazenia Casimira, tak
jak w przypadku Dirichleta. Jest to ta sama podklasa (charakteryzowana spet-
nianiem dodatkowego warunku Iy = 0), ktora zostala powiazana z wtasnoscia
szybszego odtwarzania, w granicy skalowania, ostrego warunku Neumanna. Nie-
usuwalng wtasnoscia, dla catej klasy modeli w przypadku Neumanna, jest jednak
pojawienie sie dodatkowego, dodatniego cztonu proporcjonalnego do a2, Tym
samym potwierdzony zostal analogiczny wynik z pracy [8] (sama dodatniosé
tego czlonu w cytowanej pracy nie jest tak oczywista jak w naszym podejsciu,
jednak jest ona wspominana — zob. tamze, str. 270). Stala My wystepujaca
w mianowniku omawianego cztonu jest wielko$cig zalezng od danego mode-
lu. Przy rozmyciu warunkéw brzegowych pojawienie sie zaleznosci energii od
danego modelu jest naturalne (por. [4]), a jako wyjatkowe nalezy postrzegaé
zachowanie uniwersalne (np. jak to z przypadku Dirichleta). Zwracamy uwage,
ze dla stalej My zachodzi oszacowanie (zob. (A.5) oraz warunek (3.4))

<. (10.1)
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Wspotezynnik stojacy przy a=2, tj. (48w My) ™!, dla ustalonego R, nie moze wiec
by¢ dowolnie maty.

WspominaliSmy juz o niefizycznosci warunkoéw Dirichleta i Neumanna. Jed-
nym z jej przejawoéw jest rozbiezno$é energii Casimira w granicy skalowania.
Chcac jednak nawiaza¢ do energii wyznaczonej (po odpowiednim odjeciu roz-
bieznosci) przez H. Casimira mozemy, dla podklasy modeli dla ktorej w przy-
padku Neumanna zachodzi Iy = 0, napisa¢ (por. wzory (7.2), (8.10), (8.21))

i ( oo l1—0 1 ) 2
m | &g\ — ~5 — = -7
Aoot AT )3 2 487 Moha? 144043

gdzie jak zawsze 0 = 1 odpowiada przypadkowi Dirichleta, zas ¢ = —1 Neu-
manna.

Wlasnosci lokalne

Rozpatrywane modele, dzieki przestrzennemu zlokalizowaniu rozwazanych po-
tencjatoéw, umozliwity analize wtasnosci lokalnych. Na algebrach pol zlokalizo-
wanych poza nosnikiem potencjalow (tj. dla funkcji probnych poza tym obsza-
rem) mozemy rozwazaé zarowno swobodny stan prozni, jak i stany podstawowe
naszych modeli oraz stan podstawowy uktadu z ostrymi warunkami na pty-
tach. W restrykcji do tych algebr stany podstawowe naszych modeli daza stabo,
w granicy skalowania, do stanu podstawowego modelu z ostrymi warunkami.
Lokalna gesto$é energii jest poprawnie zdefiniowana w rozwazanych mode-
lach w calej fizycznej przestrzeni poprzez procedure rozszczepienia punktowego
(point-splitting). Dokladniej rozwazylismy jednak tylko gesto$¢ energii w ob-
szarze poza nosnikiem potencjalu opisujacego plyty, ktéry w granicy ostrych
warunkow brzegowych dopuszeza wszystkie punkty poza z = +b (por. poczatek
rozdziatu 9). W granicy skalowania gesto$¢ energii dla tego obszaru wyraza sie
wzorem (9.10) (niezaleznym od wyjsciowego modelu). Po odseparowaniu (zob.
dyskusja pod koniec rozdzialu 9) i odjeciu rozbieznych (co znowu pokazuje
niefizycznosé ostrych warunkow) przyczynkow energii pola zwigzanej z obecno-
$cia pojedynczej ptyty — EB(-), otrzymalismy skonczona i catkowalng gestosé
energii oddziatywania Sfint(-) (wzor (9.13)). Energia ta w obszarze pomiedzy
plytami ma postaé sumy wartosci statej i funkcji zaleznej od odleglosci od plyt,
ktora dla przypadku Dirichleta przyjmuje wartosci ujemne, a dla Neumanna do-
datnie (doktadnie przeciwne). Wycalkowana po calej przestrzeni (w kierunku
prostopadtym do ptyt) daje energie na jednostke powierzchni (zob. wzor (9.14))

B ?

Baint =~ {14507
Wynik ten obowiazuje dla obu przypadkéw, Dirichleta i Neumanna.
Przypominamy, iz przy wyprowadzeniu tej energii pomineliémy najpierw
energie z obszaru nosnika potencjatu, a nastepnie odjeliSmy jedynie wyrazy
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zwigzane z obecnoscig pojedynczych ptyt. Nieobecnosé, dla przypadku Neu-
manna, zadnej pozostatosci zwiagzanej z cztonem z globalnej energii proporcjo-
nalnym do a~2 (zob. (8.21)) oznacza, iz czton ten pochodzi jakby ,z wnetrza’
ptyt. Tym samym zrozumiala jest zaleznosé¢ tego wyrazu od modelu, tj. od spo-
sobu opisania plyt za pomoca danego potencjatu. Widzimy tutaj takze jak duza
jest roznica pomiedzy energia globalng a lokalna — wyliczong z pominieciem
obszaru oddzialywania z potencjatem.

Poréwnanie z literatura

Istnieje szereg pozycji w literaturze dotyczacych zastosowania nielokalnych po-
tencjatow do opisu efektu Casimira (zob. np. [47, 48, 49]), nie jest nam jednak
znane (poza praca [31], na ktorej tutaj bazujemy) takie podejscie — stosowa-
ne w niniejszej rozprawie, ktére korzysta z nielokalnych potencjatéw w ramach
ujecia algebraicznego teorii kwantowej.

Oproécz tego, w cytowanych powyzej publikacjach nie pojawia sie¢ doktadna
analiza odtwarzania ostrych warunkéw brzegowych przez modele z nielokalnymi
potencjatami analogiczna do tej z rozdzialu 4. Rozwiniecie energii Casimira,
analogiczne do tego z rozdziatu 8, jest réwniez nieobecne. Niespotykana wydaje
sie takze przeprowadzona w niniejszej rozprawie analiza lokalnych wtasnosci
modeli z nielokalnymi potencjatami. Ponizej osobno dyskutujemy rézne wyniki
dotyczace gestosci energii pomiedzy plytami z ostrymi warunkami brzegowymi,
jednak wszystkie cytowane tam prace wychodzg od razu od ostrych warunkdw,
a nie — jak w naszym podejsciu — od nielokalnych potencjatléw ktore dopiero
w odpowiedniej granicy odtwarzaja te warunki.

Oczywiscie w literaturze znajduja sie takze ciekawe, nowe rezultaty nie ob-
jete w niniejszej rozprawie. Na przyktad w [48] autorzy otrzymuja wynik, ze dla
uktadu dwoch réwnoleglych plyt z nielokalnym potencjatem (opartym o funkcje
gaussowska) w granicy zerowej odlegtosci pomiedzy plytami zanika sita Casi-
mira. Wynik ten jest znacznie rézny od tradycyjnego wzoru na site Casimira,
a ponadto jest on poza naszym aktualnym zasiegiem, gdyz zalozyliSmy ze b > R
— zob. (3.3). Autorzy cytowanej pracy uzyskuja takze rezultat, iz dla matych
wartosci zmiennej £, gdzie € jest zwiazany z szerokoscia potencjalu, natomiast
a z odlegtoscia pomiedzy plytami, poprawki do energii sg nieanalityczne w tej
zmienne;j.

W literaturze nie tylko same metody i podejscia do efektu Casimira znacznie
r6znig sie od siebie, ale takze same wyniki bywaja sprzeczne ze soba. Przyjrzyj-
my si¢ dwom réznym rezultatom dotyczacym gestosci energii pomiedzy plytami
7 ostrymi warunkami brzegowymi. Nasz wynik — funkcja £2(-), wzor (9.10) —
dokladnie pokrywa si¢ z gestoécia energii (T°°)(-) wyliczong w publikacji [42]
(wzory (2.27)—(2.29)), dla przypadku Dirichleta (tylko taki zostal przedstawio-
ny w cytowanej pracy). Inny wynik natomiast znajduje sie w pracach [46] i [23]
(dotyczy on takze tylko warunku Dirichleta, przypadek Neumanna nie zostal
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w tych publikacjach rozwazony). Wszystkie cztony, poza tym ktory daje osta-
tecznie tradycyjny wyraz Casimira, nalezaloby przemnozy¢ przez stala ,,—2”.
Operacja ta dotyczy wzoru (2.12a) w [46] i przedostatniego wzoru na str. 2882
w [23| (w ostatnim wzorze na tej stronie jest drobna pomytka zwiazana z btedna
wartoscia (4), poprawna wartos¢ daje oryginalny czton Casimira). Niezgodnosé
dotyczy wiec takze samego znaku energii. Powyzsze rozbieznosci potwierdzaja
dodatkowo potrzebe bardziej uporzadkowanego opisu efektu Casimira i zwrdce-
nia uwagi na zasadnosé¢ stosowanych modeli, o czym pisaliSémy juz w rozdziale 1.

Pole elektromagnetyczne, ograniczenia modeli i problemy otwar-
te

W niniejszej pracy rozwazaliSmy pole skalarne. Do poréwnania z do$wiadcze-
niem potrzebujemy natomiast wyniku dla pola elektromagnetycznego. Mozna
jednak wykazac (zob. [8] rozdz. 7), ze w rozwazanej sytuacji energia pola elek-
tromagnetycznego jest réwna sumie energii pola skalarnego dla przypadku Diri-
chleta i Neumanna. Sita Casimira dla pola elektromagnetycznego, przewidywa-
na przez podklase rozwazanych tutaj modeli dla ktorej w przypadku Neumanna
Iy = 0, wynosi wiec (korzystamy z (8.22))

EM _ 1 _ 2
a 24w Moa3  240at

+o(a™?).

Na postawie (10.1) dostajemy stad, ze

1 72\ 1
My (L ™)1 4
« 2l a0 atole )

gdzie czynnik liczbowy w nawiasie jest $ciSle dodatni. Oznacza to, ze jesli po-
minaé¢ dodatkowe cztony (o(a~?) powyzej) przewidywana sita jest odpychajaca.
Wynik ten stanowi podstawowsg stabo$é¢ rozwazanej klasy modeli. W naszych
modelach przyjeliSmy potencjal opisujacy ptyte jako jeden z najprostszych (tzw.
operator rzedu jeden), pozostaje kwestia otwarta zbadanie modeli z bardziej zto-
zonymi potencjatami (np. skoriczonego rzedu wiekszego niz jeden). Wydaje sie
ponadto, iz mocno ograniczajacym zatozeniem bylo niedopuszczenie do prze-
krywania sie no$nikow potencjalow dla poszczegdlnych plyt (warunek R < b
w (3.3)). Ostabienie tego warunku jest wiec kolejnym problemem otwartym
czekajacym na rozwiazanie.

Zwracamy uwage na oczywisty fakt, ze jesli w danym doswiadczeniu nie
mierzy sie catkowitej sity Casimira, a tylko wspotczynnik liczbowy wystepuja-
cy przy a~* (por. dyskusja pod koniec rozdz. 7 w [8]), wtedy przewidywania
rozwazanych w niniejszej rozprawie modeli z podklasy z Iy = 0 beda zgodne
z wynikami takiego eksperymentu dokladnie w takim samym stopniu jak np.
oryginalny wynik H. Casimira z [1].



66 Rozdzial 10. Podsumowanie i dyskusja

W kwestii geometrii innych niz dwie réwnolegle ptyty udato sie juz nam,
wraz z A. Herdegenem, uzyskaé¢ znaczace wyniki dla odtwarzania przez modele
z nielokalnym potencjatem warunku Dirichleta na sferze. Opis efektu Casimira
dla sfery i innych geometrii w ujeciu algebraicznym pozostaje jednak nadal
kolejnym problemem otwartym.



Dodatek A

Uzyteczne wlasnosci

W tym dodatku przytaczamy pewne bardziej techniczne fakty, z ktérych korzy-
stamy w glownej czesci pracy. Pracujemy tutaj przy zalozeniach (3.3), (3.4),
(5.2) 1 (5.3), chyba Ze wprost przyjmiemy co innego.

A1l

Zbierzmy najpierw kilka zwigzkéw i wlasnosci dotyczacych funkeji f, f, M oraz
M. Dla funkcji z przestrzeni L?(R) zachodzi oczywiscie || f|| = ||f||. Funkcje f
w sposOb naturalny rozszerzamy do funkcji na catym C poprzez

~

flw) = e W f(x)dr, weC.

1
Vo
Jako transformata Fouriera funkcji gtadkiej o zwartym nosniku jest to funkcja
m.in. catkowita (zob. np. [40] str. 174 tw. 5). Parzysto$¢ f przenosi sie na
parzystos¢ f rowniez dla zespolonych argumentéw. Dla p € R zdefiniowaliSmy
Mp = M(p) = |f(p)|?. Poniewaz f jest funkcja Schwartza, wiec jej transformata
f jako funkcja na R réowniez. Stad takze M (jako funkcja na R) jest funkcja
Schwartza. Zdefiniujmy M jako odwrotng transformate Fouriera funkcji M,
a wiec

&

eP*M(p)dp, zcR. Al
)= o= (A1)

Parzystos¢ M przechodzi réwniez na M. Zachodzi takze

(p) dp r(? f) == [T =) ay
—(F+f)(@). (4.2)

M(x)=

m/

/

a+~ ~\
aw

67
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Jako splot funkcji o zwartym nosniku, M ma réowniez zwarty nosnik, ktory
zawiera sie w (—2R, 2R). Dla a > 2R zachodzi wiec

/cos(ap)M(p) dp = /ei“pM(p) dp = \/Z [M(a) + M(—a)] =0, (A3

Chcemy teraz rozszerzy¢ funkcje M na caty zbior C z zachowaniem analitycz-
nosci. Dla w € C definiujemy

M(w) = M, TWEN () da .

1
=—— e
V2T /
Poniewaz M jest transformats Fouriera funkcji gtadkiej o zwartym nosniku
zawierajacym sie w (—2R, 2R), wiec (jak juz to widzieliémy przy okazji funkcji
f) jest to funkcja catkowita. Na podstawie twierdzenia Paleya-Wienera (zob.

tw. IX.11 w [37]) zachodzi ponadto oszacowanie

const(N)e2El Imwl

)| < oy

(A4)

~

dla dowolnego N € Niw € C. Mozna pokaza¢ rowniez, ze miedzy M (w) a f(w)
zachodzi zwigzek

M (w) = f(w)f(w).

Wyprowadzimy teraz gorne oszacowanie na My. Z definicji mamy

2
R
< |1, (A.5)
T

My = ]\/12? [ fa)ds g ;ﬂ\/: f(z)da

gdzie w ostatniej nieréwnosci skorzystaliSmy z nieréwnosci Schwarza.
Chcemy teraz pokazaé, ze (jak zawsze dla a > 2R)

et M A6

Obliczamy te catke metoda residuéw. Rozpisujac cos(ap) = %(ei“p + e*m”),
calke z pierwsza eksponenta domykamy od gory, z druga od dotu. Korzystajac
z faktu, ze % jest funkcja analityczna, dostajemy zerowy wktad od residu-
6w. Pozostaje wiec wykazaé jedynie znikanie catek po tukach. Dla ustalonego k
i odpowiednio duzego na modut w mamy

Mw_Mk

oz gz | S const(k) (| M| + const) .

Korzystamy nastepnie z oszacowania (A.4) oraz z zalozenia a > 2R, co daje
odpowiednie zachowanie na tuku i koriczy dowod.
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Udowodnimy teraz, ze

[e.o]

M,
/pMp cos(ap) dp = 0 (@), (A7)
0
(A.7) dostajemy
_ MO / A
pM,, cos(ap)dp = ——5 +a™> | (2M, + p M})) sin(ap) dp .
0 0

Korzystajac z lematu Riemanna-Lebesgue’a dla catki po prawej stronie powyz-
szego wzoru dostajemy

[e.o]

/ pM) cos(ap) dp = —
0

My

? + o(a_3) .

Korzystajac z zaleznosci

1 1 -_3
ﬁ:?—FO(a ),

otrzymujemy (A.7).

A.2

Wyprowadzamy tutaj wzory (4.7) i (4.8). Rozwazmy najpierw (4.7) dla przy-
padku Dirichleta. Mamy

_ M _ My, — M . _
<9A7G0(w2)g>\) =A l/wa_)\ppzdp:)\ l/qup_pQOdp—ZW()\w) lMo,

gdzie przy ostatniej réwnosci wykonaliémy standardowe catkowanie przez resi-
dua. Pozostaje pokazaé, ze

My
w2 —p2 dp:I0+O()\)7

gdzie Iy jak w (4.9). Wprowadzajac nowa zmienng u = Ap, rozpiszmy roznice

MAp M, — My u?
e = (W_UZH du

Mu — MO Aw
= )\w/ T g o2 du. (A.8)

Popatrzmy na powyzsza catke jak na iloczyn skalarny dwoéch funkcji. Z uni-
tarnosci transformaty Fouriera iloczyn ten jest réwny iloczynowi skalarnemu
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transformat Fouriera tych funkcji. Dla jednej z tych funkcji, wykonujac proste
catkowanie przez residua, otrzymujemy (por. wzor (4.14) dla o = 1)

1 / izu AW d i
e U= —
V2T Nw? — u? V2T

Calke z drugiej linijki (A.8) mozemy zatem zapisaé jako

[0(2)e® 4 0(—x)e 0]

l —izu M, — My iAwx —iAwz
= // e — du {O(x)e +0(—x)e }dm . (A.9)

Korzystajac z faktu, ze Jmw > 0 zauwazmy, ze dla wyrazenia w nawiasie kwa-
dratowym powyzej mamy oszacowanie |[...]| < 2. Funkcja % natomiast,
jest gladka i calkowalna, dzieki czemu jej transformata Fouriera jest funkcja
catkowalna (por. [40] str. 166 tw. 1). Mamy wigc, ze wyrazenie (A.9) jest na
modul szacowane od gory przez stala, a to oznacza, ze (A.8) jest na modut
szacowane przez A const, co konczy dowod (4.7) dla przypadku Dirichleta.

Dla przypadku Neumanna otrzymujemy

2M
(9A7G0( )g)\ —)\/ P )‘pd

Korzystajac dla pierwszej calki z prawej strony powyzej ze wzoru (3.4), a druga
rozwijajac w A jak dla przypadku Dirichleta przed chwila, otrzymujemy (4.7)
dla przypadku Neumanna.

Wzor (4.8) otrzymujemy dokonujac zmiany zmiennych

oy —1
mp )\p 1— OM)\pd eza)\ uul—aMu

(Uag, Go(w?)gr) = A~ / w? — 2 gz — gz

korzystajac z (3.11), a nastepnie rozwijajac My, w szereg Taylora wokol zera.

A.3

Udowodnimy teraz oszacowania (4.11) i (4.12). Zaczniemy od (4.11) w przypad-
ku Dirichleta. Zachodzi

A
FOw) - ﬁ/’W€A§M& (A.10)
0

skad dostajemy, ze

F(pe)|de .

< const(w) A

A
[ Frwom -
0

o\y
=

p2
w? — p?

1W—ﬂ®F

w2 — p?
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Korzystajac m.in. z nieréwnosci Schwartza, dla ostatniej calki powyzej mamy
(ponizsze normy nalezy rozumieé¢ jako normy L?, wszystkie poza ostatnia doty-
cza funkcji zmiennej p)

2

< [ 17 @Ol @) dsas

(0,2)2

A
[ 177 we)\de
0

< HJ?HH2 / (€)1 2dedE < const,

(0,2)2

co koriczy dowdd. Te same rozwazania pokazuja poprawnosé szacowania (4.12).
Dowod przypadku Neumanna w (4.11) jest zasadniczo taki sam, nalezy tylko
zamiast (A.10) skorzystac z

A
Fow) = fo) =p [ F'we)ds.
0

A4

Przytaczamy tutaj podstawowy fakt wykorzystany przy wyprowadzeniu wzoru
(4.13). Niech dla funkcji catkowalnych z kwadratem, zaleznych od parametru A,
zachodzi (nie piszemy argumentéw funkcji, a normy sa normami L?)

li -l =0, 1l —nl=0. A1l
Jimflox = o Jim s =7 (A.11)
Zakladamy, ze funkcje o, n sa takze catlkowalne z kwadratem. Wtedy

lox@m—pn| = [[(px—w)@ma+e@m—n)|| < ol llex—ell+llell lnn—nl

< const(HsO)\ =l + [lnx — 77”) oo+

zatem
@ ®” - (,0®” — 0.
” A A ” N

Przy wyprowadzaniu wzoru (4.13) przyjmujemy @) = n\ oraz ¢ = 17, wiec
zalozenia (A.11) sa spelnione dzieki (4.11).

A.5

Rozwazymy teraz pewne wlasnosci funkeji I, zdefiniowanej wzorem (5.1). Po-
kazemy najpierw, ze dla pewnego 0 < ¢y < 1 zachodzi (stala R zwiazana jest
z nosnikiem funkcji f, zob. (3.3))

I(] < 27TRMO(1 - 60) 5 <A12)
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Korzystajac z (5.12) i (5.13) mamy dla b > R

(e}

s 02

bp) M,

4/Sm(f)pdp:27rbMofo.
p

0

Poniewaz catka powyzej jest funkcja ciggla w b, powyzsza réwnos$é¢ zachodzi
rowniez gdy podstawi¢ b = R. Wtedy korzystajac ze Scistej dodatniosci lewej
strony otrzymujemy (A.12).

Udowodnimy teraz nastepujace dalsze oszacowania

const (k)

I, > 12 , k> ks, (A.13a)
const

I < ——, k>0, A.13b

PN 11 k)2 ( )

dla dowolnego k., > 0. W otoczeniu zera, druga z tych nieré6wnosdci jest trywial-
na, gdyz I jest gladka. Zakladamy dalej k > 0. Mozemy zapisa¢

My — M M
L= [ 2" Pgp = — /71’61_
k /pz_kz p=-P 22

Traktujemy I, jako warto$¢ dystrybucji wyliczong na funkcji probnej M, prze-
chodzimy nastepnie do przestrzeni potozen i korzystajac z

—zpm
77/ . sin(k|z|),
k
dostajemy
%2 [e.e]
I, = Tw /sm dx . (A.14)
0

Calkujac przez czesci otrzymujemy

2 [ - 7

=Y {M(O) + / N () cos(kz)dz| (A.15)

(A.13b) jest juz oczywiste z tej postaci, jako ze M’(z) € L' (R, ). Oszacowanie
(A.13a) powyzej pewnego K > 0 dostajemy na podstawie lematu Riemanna-
Lebesgue’a. Pomiedzy zerem a K dostajemy udowadniany wynik dzieki zatoze-
niu (5.2) i ciagtosci .

Dla pochodnej z funkcji I, korzystajac z faktu, ze

Oy, cos(kx) = k120, cos(kx)
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i calkujac raz przez czedci otrzymujemy

I, = —\22? [2M(0) + / (M’(:c) — xM”(:z:)) cos(ka;)d:v] .
0

Postepujac analogicznie dostajemy w ogdlnosci dla n-tej pochodnej

n 1 o o0 n . - .
I = 2 [COM(O) +/COS(ka)Z%}Cﬂlx]M(]H)(“’)dx] ;
0 J=

gdzie ¢; sa pewnymi stalymi. Stad, jako ze I, jest gtadka oraz M € C°(R),
dostajemy oszacowanie

const

(n)
I < ,
| (14 k)nt2

11t k>0, (A.16)

A.6

Rozwazmy teraz funkcje si zdefiniowana w (6.12). Pokazemy ponizej ze jest to
gladka funkcja, dla ktorej zachodzi nastepujace oszacowanie dla n-tej pochodne;j
(n = 0 jest takze dopuszczalne i oznacza brak pochodnej)

15| < const(n) (1+ k)~ | k>0, (A.17)

Zauwazmy najpierw, ze w otoczeniu zera wyrazenie |sg| = |M) — iNg| ™! jest
ograniczone przez stala, gdyz My > 0. Poza tym otoczeniem, korzystajac z (5.3)
dla przypadku Dirichleta oraz z (A.13a) dla przypadku Neumanna, mamy

|Mj, —iNg| 7! < |N| 7! < const k77 .

Dla k£ > 0 zachodzi zatem

1 const
|My, —iNg| ~ (L+ k)’

|sk| =

co na mocy gtadkoéci funkcji My, i N wystarcza do gtadkosci sg i jednoczesnie
dowodzi (A.17) dla n = 0. W celu udowodnienia (A.17) dla pozostalych war-
tosci m zauwazmy najpierw, ze \N,gn)\ < const(1 + k)_(”+1), dla n > 1, poza
n = 1 w przypadku Dirichleta kiedy mamy |N;| < const. Ostatnie szacowa-
nie jest trywialne, natomiast poprzednie dostajemy z (A.16) oraz z obserwacji,
iz |N,§n)| < Const|I]in_1)| + const k:|I,gn)|. W ponizszych rozwazaniach niech %
oznacza pewna funkcje (za kazdym razem moze to by¢ inna funkcja), ktora wraz
z jej dowolnymi pochodnymi szacuje sie przez funkcje Schwartza. Mamy
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zatem

| ,| < const
S — -
k1S (1+k)1+a

Jak tatwo sprawdzi¢ dla j,¢ € N zachodzi

Zatem kolejne pochodne z funkcji s}, albo generuja cztony oznaczane tutaj przez
Wi, (sa to wyrazenia ktore m.in. sa proporcjonalne do pochodnych z funkeji My,)
albo prowadza do zastapienia pochodnej Ny znajdujacej sie w liczniku przez po-
chodnag o jedng wyzsza lub tez — pomijamy kwestie statych multiplikatywnych
— prowadza do przemnozenia wczesniej wystepujacego cztonu przez wyrazenie
N, (M}, — iNy)~t. Dwie ostatnie operacje, zaréwno dla przypadku Dirichleta
jak i Neumanna, daja przy szacowaniu co najmniej czynnik const(1 + k)_l, co
konczy dowodd szacowania (A.17).

Z (A.17) wynika, ze qr = sxpM}y i wszystkie jej pochodne szacuja sie na
modut przez funkcje Schwartza. Zauwazmy dodatkowo, ze dla k > 0 zachodzi

gl <1 (DN). (A.18)

2

Poniewaz |qx|? = %, do dowodu tej wlasnosci wystarczy pokazaé, ze N,f
k k

jest scisle dodatnia dla k > 0, co wynika wprost z definicji funkcji Ny (wzor

(5.4)) oraz z zalozen (5.2) i (5.3).

A.7

Udowodnimy teraz nastepujace oszacowanie, ktére zachodzi dla obu przypad-
kéw, Dirichleta i Neumanna:

1 1+k

’ < const(a)T ,

—_— k>0. (A.19)
1= (greik?

Dla k = 0 mamy 1 — (go)? = 0, ale pochodna z mianownika

d Ak:2 . I(] 1+0'
Bl ia -9 0
i (1= ()] o (o= a5 * 2 70

dzigki (A.12), co dowodzi zachowania w otoczeniu zera. Poza tym otoczeniem,
korzystajac glownie z (A.13), dostajemy

1 1 M2 + N?
—7 S 5 = k +2 k< const,
’1 _ (qkemk) ’ 1-— |qk| Nk;
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Zauwazmy dodatkowo, ze dla k > 0 zachodzi

1 14+ k™ {m=2, (D) (4.20)

— 5 < const———
1— g ~ km m>2, (N)
gdzie przypadek Neumanna zalezy od zachowania I w zerze (jesli Iy # 0 to
m = 2, natomiast m = 2 4 4r gdy I k: . k? r > 1 jako ze I jest parzysta
—0

— por. (B.9)).

A.8

Rozwazamy tutaj kwestie zespolonego logarytmu pojawiajacego sie w (8.12), je-
go gatezi oraz wyboru argumentu gtéwnego. Wyliczamy nastepnie granice argu-
mentu wystepujacego w (8.13).

Dla w € C takich ze |w| < 1 rozwazmy

Z%n:fln(lfw).

neN

Lewa strona tej rownosci jest jednoznacznie zdefiniowana na obszarze dopusz-
czalnych w. Co wiecej, widzimy ze dla 0 < w < 1 lewa strona jest liczba dodatnig
(w szczegolnosci rzeczywista), zatem jako gataz logarytmu musimy wybraé ga-
taz (wartosé) gtowna. Zmienna 1 —w przyjmuje swoje wartosci w kole o srodku
w 11 jednostkowym promieniu, zatem Arg{l —w)e(-3,%).

Wyznaczmy teraz lim,_ g+ Arg (1—g2e@). W tym celu zauwazmy najpierw,
ze

: ~2 2iae\ _ 1; _~ lae ~ tae\] _ 13 _~ lae
Elir(r)lJrArg(l—qge )_eli%lJrArg[(l Gee") (1+gee )]—eli%lJrArg(l gee" ),

gdyz lim._o+ (14 Gee'®) = 2. Rozpisujac definicje odpowiednich funkcji z kto-
rych implicite sktada sie powyzsze wyrazenie ktorego argument gtéwny chcemy

wyznaczy¢, dostajemy dla czesci rzeczywistej i urojonej

2 .
- id €[ 1.9 91 — cos(ae) _ sin(ae)
Re (1 — Gee'™) = 7 [w 112 4 M g7 NI, ] ,
~ M., i
Jm (1 — ge'™) = —6/// {ME sin(ae) — 7L cos(ae)} ,

gdzie

M= M? + En212.
Dla czesci rzeczywistej wystarczy zauwazyé, ze w granicy zeruje sie ona co
najmniej jak €2. Dla czeéci urojonej mamy

lim e ' Jm (1 — G.e") = —My ' (aMy — 7' 1p) <0,

e—0t
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gdzie przy ostatniej nieréwnosci skorzystalismy z (A.12). Widzimy wiec, ze dla
odpowiednio malych € czesé urojona jest ujemna oraz w granicy € — 0" zeruje
sie liniowo. Na podstawie wczesniejszych rozwazan dostajemy wiec

lim A 1_~22¢ae:_ﬁ.
Jip Arg (1 @26 = —3

A9

Pokazemy tutaj, ze dla ograniczonych operatoréw na przestrzeni Hilberta, jesli
A, sa ograniczone na modul niezaleznie od n, to staba zbieznosé¢ A, do A na
gestym podzbiorze, oznaczmy go przez &, implikuje zbieznosé¢ dla dowolnych
elementéw przestrzeni. Oznaczmy AA, = A, — A.

Zaktadamy, ze dla p,n € 2 zachodzi lim,, (¢, AA,n) = 0 oraz ze nieza-
leznie od n mamy oszacowanie ||A,|| < const. Niech teraz ¢, n beda dowolnymi
elementami przestrzeni Hilberta, a ,, n,, elementami &, dla ktorych zachodzi
lim;,— 00 ¢m = ¢ 1 podobnie dla 7, i n (istnienie takich ¢, i 1, zapewnia
zalozenie o gestosci Z). Oznaczmy dodatkowo Ay, = ¢ — ., 1 podobnie dla
Anpy,. Mamy

(0, AAD)| = [(¢ — @m + ©m, AAR (N — T + 1)) |
< [IIAsomIIHAAnIHIAnmII + 1Aem A A 7m | 4 lom | IIA AR Anm |

+ ‘(@m’AAnnm”] < ConSt(HA‘PmH + HAan) + [(Pm, AAnmm)| -

Korzystajac z zatozen dostajemy, ze dla odpowiednio duzych n i m wyrazenie
w ostatniej linijce powyzej jest dowolnie male, co koriczy dowod.



Dodatek B

Pewne szacowania

W tym dodatku dowodzimy pewnych oszacowan, z ktérych korzystamy w roz-
dziale 8 przy liczeniu energii (operacje (i) — (iii)) oraz silty. W calym obecnym
dodatku prim w przypadku funkcji jednej zmiennej oznacza pochodna po argu-
mencie, a w przypadku funkcji dwdch zmiennych oznacza pochodna po zmienne;j
k. % oznacza pewna funkcje Schwartza zmiennej k (za kazdym razem moze
to by¢ inna funkcja). Dla j € {2,3}, N; oznacza zbior liczb naturalnych nie
mniejszych niz j. Rozwazamy jednoczesnie zaréwno przypadek Dirichleta jak
i Neumanna, chyba ze zaznaczymy inaczej. Réwnoczesnie przypominamy, ze
niektore funkcje (przede wszystkim x(k, p), Sk, gk, Gx) maja inng postac dla kaz-
dego z tych przypadkow. Pracujemy tutaj takze przy zalozeniach (3.3), (3.4),
(5.2) 1 (5.3), chyba ze wprost przyjmiemy co innego.
Dla jasnos$ci wywodu zdefiniujmy jawnie szereg wyrazen.

1! .~
%Zm/’[kww)x%mﬁwwm,

ne2N

= Re Z n~ / X" (k,p)sk g, ek d dp
ne2lN \Q

Es(a) = Re Z in~ / "k, p) {M Skqr — 1] ek dk dp
ne2lN

= Re Z in”3 {/X"’(k‘,p)ei”akdkdp— lim /X"'(k,p)ei”a/kdkdp} ,
Q Q

ne2N

E5(a) = Re Z in”3 / M,, cos(ap) [(X(k,p)sk ‘jl?)m

ne2lN—-1 2
]R+

X" (k, p)sk Q’Z} ek dl dp,

77
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Es(a) = Re Z in 3 / M, cos(ap) X" (k, p)sk ¢ ™ dk dp,

n€21N71 ]Ri\Q
E7(a) = Re Z in=3 / X" (k,p) cos(ap) [Mpsk qr — 1} ek qk dp
ne2N—-1 Q

Es(a)=Re Y in”° /X/”(k:,p)cos(ap)em“kdkdp
ne2N—1 o

— lim /X”’(k,p) cos(a'p)e™ Fdk dp }
a’—0o0 a

gdzie Q = {k,p > 0,k + p < 1} (jak w rozdziale 8). Dla uproszczenia czesto

bedzimy pomija¢ jawny zapis argumentu funkcji F;, j =1,...,8.

E1, B, E3, B4 pomnozone przez —(373a3) ™! oraz Es, Fg, E7, Es pomnozone
przez (3%3&3)_1 sa wyrazeniami, ktére — przy wyznaczaniu energii w rozdziale
8 — przyjeli$my iz naleza do o(a=3). Przy wyznaczaniu sity w podrozdziale 8.3
przyjelismy dodatkowo, ze pochodna po a z tych wyrazeri nalezy do o(a™*%).
W niniejszym dodatku uzasadnimy te czynnosci, do czego wystarczy pokazaé
ze

d%Ej(a) co(a™l), j=1,...,8.
Zauwazmy, ze w przypadku Neumanna granica lim,_,5+ we wzorze (8.19) moze
by¢ wykonana jeszcze przed operacja (i) ze strony 49, dlatego powyzej zdefinio-
wana wielko$é¢ Fq dotyczy takze przypadku Neumanna. Mozliwos¢ wykonania
wspomnianej granicy wynika z oszacowan w B.1 (i) ponizej, ktore beda obo-
wigzywaly na calym Ry. W podrozdziale 8.2 usuneliSmy te granice dopiero
po operacji (i), gdyz wtedy bylo to prostsze do wykazania, a nie chcieliSmy
pozostawi¢ uzasadnienia tej czynnosci az do niniejszego dodatku.

Podstawowym narzedziem tego dodatku bedzie nastepujacy prosty lemat.
Niech ¢, dlan € A4 C N, beda zespolonymi funkcjami mierzalnymi na D C R.
Jesli 3, c 4 len(k)] jest catkowalna na D, to

E;(a) € o(a®) oraz

lim 3 / en(R)e™ Rk = 0. (B.1)
“ OOnE/VD

Dowadd. Korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej i z za-
lozenia lematu dostajemy

> /!cn<k)ldk=/ > Jen(k)|dk < oo

TLEL/VD D neN

Mamy wiec, ze [p, [cn(k)|dk € €1(A). Korzystajac znowu ze wspomnianego
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twierdzenia Lebesgue’a otrzymujemy

lim ) / cn (ke dk = Z lim / k)™ R dk; .

TLGJV D

7 zalozenia trywialnie wynika, iz dla kazdego n € .4 zachodzi c,(-) € L*(D),
a stad na mocy lematu Riemanna-Lebesgue’a dostajemy

lim | cn(k)e™dk =0,

a—0o0
D
co konczy dowod.
B.1
W tej czesci dowodzimy, ze
Ej(a) € o(a®), j=1,...,8. (B.2)

Zauwazmy, ze dla j = 4,8 dostajemy trywialnie te wlasnos$¢ (granice wyste-
pujace w Ey i Eg sa skoniczone, wyliczamy je w rozdziale 8). Dla pozostatych
E;, na podstawie lematu (B.1), aby udowodni¢ (B.2) wystarczy sprawdzié¢ czy
odpowiednie funkcje spetniaja zatozenie tego lematu. Bedziemy rozwazaé petne
wyrazenia a nie tylko czes¢ rzeczywista (zob. definicje E;), co oczywiscie impli-
kuje odpowiednie zachowanie w szczegolnosci dla czesci rzeczywistej (pomijamy
takze czynnik multiplikatywny 7).

(i) j=1

Dla tego przypadku mamy rozwazy¢ funkcje
(k) =~ imak / M, (b)) = X"k p)sici ] dp. (B3)

Korzystajac z wlasnosci funkeji si i gx przedstawionych w A.6, po stosunkowo
prostych przeksztalceniach, otrzymujemy (przypominamy ze |gx| = |qx|)

2 .
‘( (k,p)sedr)” — X" (k, p)stk‘ (7% +n72) Sl D 10X (K, p)|
=0

1
+n 2 (n=1) Ll Y 187x(k, p)|+n 2 (n=1)(n=2)| @ lar|" > [swx (K, p)|
j=0
(B.4)

gdzie potega n — 3 (i caly ostatni czlon-sktadnik powyzej) wystepuje tylko dla
n > 3. W wyrazie proporcjonalnym do n~3 potega |gx| jest o jeden nizsza gdyz
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jedno |gy| oszacowalismy przez .#%. Pochodne |§,| wlaczylismy do .7}, wszedzie
oprocz ostatniego cztonu. Jak tatwo sprawdzié¢ zachodzi takze

@C=j)+0) (2-j)(1-0)
2 P 2

\6kx(k p)| < const p , j=0,1,2, (B.5)

a stad mamy dla 57 =0,1,2

1 00
(2—j5)(1+o) )(1 o) (2-5)(1-0) >(1 o
/ x(k,p)|ldp < constk™ 2 e / / ’ dp]
0 0 1
(2— )(1 a) (2— )(1 o)

<constk = [l (1+k~ )+M]<constk = In(1+k1).

(B.6)
(2-— J)(1+0')

Korzystajac z powyzszych oszacowan iz (A.17), weiagajac czynnik k do

. (dla wszystkich cztonéw poza ostatnim ponizej) oraz pamietajac ze |qx| < 1
dostajemy

len (k)| < In(1+ kil) [Yk (n*?’ +n24nt (]qk|"*2 + !qk|"73)>

+ constﬂ]cjﬂ?’\qk]”_ﬂ . (B.7)
(1+ k)

Z powyzszego oszacowania wida¢ juz, ze skonczona suma z ¢, (k) jest funkcja
catkowalna (ostatni czlon w nawiasie kwadratowym zachowuje sie w nieskon-
czonosci jak funkcja Schwartza, dzieki np. §.). Zatem, jako ze

1

> 7 (|ak" 7 + gk ) < const Y n7Hgi|™ < constIn T g
ne2Ny S
dostajemy
Z |en (k)| <In (1+ kil) {yk + S n b 4 const kT Ak
1—|qxl? (1+ k)7 1— |qx|?

ne2lNg ( )
B.8

Dla przypadku Dirichleta oraz Neumanna z Iy # 0 caltkowalnosé prawej strony

powyzszej nieréwnosci po catym R wynika juz z oszacowania (A.20), z faktu ze

e T 0 (zob. uwagi na poczatku podrozdzialow 8.1 i 8.2) co najmniej liniowo
—0

jako ze gy jest gladka oraz z szacowania |q,| < % (por. dodatek A.6). Przy-

padek Neumanna z Iy = 0 poza otoczeniem zera traktujemy jak przed chwila
przypadek z Iy # 0, pozostaje wiec sprawdzi¢ tylko zachowanie w (dodatnim)
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otoczeniu zera. Jesli Ikk ~ k% r > 1 (I jest parzysta), to wtedy (teraz gdy
—0

Iy = 0 mamy Gy = qx)

M/ Ny, — M N! N?
/ ARV kiVE 2r 2 k 4r+2
= — ~ k 1-— =——F"r - ~ k
e O iR 1o oraz |q| M2+ N2 kot ;
(B.9)
zatem )3
A TS P (B.10)

1-—’qu k—0+

Rowniez w tym przypadku dostajemy wiec, ze prawa strona (B.8) nalezy do
LY(R4). Ciag funkcji (B.3) rzeczywiscie zatem spelnia zalozenie lematu (B.1),
co na jego mocy dowodzi (B.2) dla j = 1.

(i) j=2
Analogicznie jak wczesniej, korzystajac z lematu oraz z oszacowania

const
’Mpxﬂl(k’p)Squ‘ < WMpyk € Ll (]R‘?i‘\ Q) s
dowodzimy (B.2) dla j = 2.

(i) j=3
Korzystajac z twierdzenia Taylora mamy

M, = My + Ri(p), |Ri(p)| <p sup |Mgl,

0<é<p
oraz
spai = Mg '+ Ra(k),  |Ra(k)| <k sup |(syap)'|-
0<n<k
Zachodzi

sup |M{| <const, sup |(s,q)’| < const(l+n),
0<e<1 0<n<1

dostajemy wiec

|Mpsigi; — 1| = My ' [Ri(p)| + Mo| Ra(k)| + | Ra(p)|| Ra (k)]
< const p + const(1 + n)k + const(1 + n)pk. (B.11)
Korzystajac dodatkowo z faktu, ze kx"(k,p),px” (k,p) sa catkowalne na ,

dostajemy juz, ze zalozenie lematu jest spelnione réwniez w tym przypadku, co
koniczy dowod (B.2) dla j = 3.

(iv) j=5,6,7
Stosujemy tutaj nastepujaca modyfikacje lematu (B.1).
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Niech ¢,, dlan € 4 C N, beda zespolonymi funkcjami mierzalnymi na zbiorze
D C R2 Jesli 3, 4 |en(k,p)| jest calkowalna na D, to

lim Z /cn(k,p)emakeiiapdk: dp=0. (B.12)
“ OO’I’LG/VD

Analiza funkcji F; dla j = 5,6,7, korzystajac z powyzszej modyfikacji lematu,
przebiega analogicznie do tej przeprowadzonej weze$niej dla j = 1,2, 3.

B.2

W tej czesci dowodzimy, iz

d

%Ej(a) coa™l), j=1,...,8. (B.13)

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej funkcji (klasy C') zaleznej od iloczynu
dwoch zmiennych, f = f(a&), zachodzi

0uf(a€) = ~€0cf (ag). (B.14)

Przedstawimy najpierw ogblny schemat. Jesli dla pewnej funkcji F
Ei@) = Y [ Flnk,p)e ddp,
n

to korzystajac z (B.14) dostajemy (mozna pokaza¢ na podstawie oszacowan
z niniejszego dodatku, ze wejscie z pochodng pod znak sumy i calki ponizej jest
uprawnione)

d 1 .

—Ei(a) =~ /F n, k, p)kdpe™*dk dp .

da J( ) a; ( ) p) k P

Calkujac przez czesci (wzgledem zmiennej k) otrzymujemy

1 1 .
dian(a) = a;/{wyr.brzeg.}d - ;/[F(n, k,p)+kE'(n, k,p)em ™ dk dp
= 12/{wyr brzeg.}dp — lE‘(a) 1 Z/kF’(n k,p)e™*dk dp
a‘s ' ' a’ a4 T ’
(B.15)
i j=1
W tym przypadku nieco modyfikujemy powyzszy schemat.
4 Bia) = L) = tore Y /F( k. p)ke ™ dk d
dala—dala_a n,rk,p k€ P,

ne2N 2
]R+
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gdzie w tym przypadku
5 N\ " ~
F(nkop) = in M, | (d(ep)on i) = X" (k. p)on a8

Calkujemy teraz przez czesci wzgledem zmiennej k (jak w schemacie). Wyrazy
brzegowe w tym przypadku znikaja, dostajemy wiec

d 1 1 o
—Fi(a) = —5E1(a) — = Re Z / kE'(n, k,p)e™*dk dp.

da ”GQJNRi

Dzieki (B.2) otrzymujemy juz, ze a~'FEi(a) € o(a™!), a do drugiego cztonu sto-
sujemy lemat (B.1). Postepujemy analogicznie do czesci B.1. Wystarczy spraw-
dzié, czy funkcje

cn(k) = in*3e*mak/Mpk8k [(X(k,p)sk(j,?)m — X’”(k,p)sk(jﬂ dp  (B.16)
0

spelniaja zalozenie lematu. Podobnie jak w czesci (i) w B.1, po pewnych prze-
ksztalceniach dostajemy tutaj

3
- < (P +n kA 19X (k. p)|

=0

Oh | (e, p)siait)"” = X" (k, p) s

2

+ 17 kT [lan "+ gl + a1 Y 108k, p)
=0

+ const k[|qk|“—3(|q;|3|<skx<k,p>)’| + 1k 21| skx (k. p)])

+ !%I"“lldklﬂ%x(hp)l] + k" skx(k,p)|,  (B.17)

gdzie potegi n — 3 in —4 (i cate cztony w ktorych wystepuja) obecne sa tylko
dla n > 4. Oprocz (B.6) dla j =0, 1,2, mamy teraz takze

const

i (B.18)

/Mplai’x(k,p)ldp <
0

Korzystajac z tych oszacowan po wycatkowaniu po p i wysumowaniu po n otrzy-
mujemy (skoriczona suma prawej strony (B.17) jest calkowalna na calym R4
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mozemy wiec ograniczy¢ si¢ do sumy po n € 2N3)

1
—1
kin(1+ k1)

-+ const
1 — |qx|?

[ (15l + sl 2%) + (12412107 + 1341 ) el 6]

kln(l+k~1)
(1 —lal?)”

Poza otoczeniem zera, przede wszystkim dzieki (A.20), jest to funkcja catko-
walna. Pozostaje zbada¢ zachowanie w zerze. Dzieki zerowaniu sie (co najmniej
liniowo) g, dla k — 0% dostajemy réwniez catkowalno$é na otoczeniu (dodat-
nim) zera dla przypadku Dirichleta oraz Neumanna z Iy # 0. Jesli, w przypadku
Neumanna, [ ~ ) k% r > 1, to korzystajac z (B.9) i (B.10) dostajemy

—0

+ const |G| sk KT, (B.19)

k|q;c|3 ~ 2r—1 k|q;g|4 ~ 4r—1 k|q§€|2|qg N 2r—2
o~ , —— o~ , ——L ~ Lk , r>1.
1 —|qx|? k—o+ 1 —|qx|? k—o+ 1 —|qg|? k—o0+

(B.20)

Wyrazenie w drugiej linijce (B.19) jest wiec catkowalne na otoczeniu zera (przy-
pominamy, ze teraz gdy Iy = 0 zachodzi ¢ = qx). Jednak dla ostatniego cztonu
w (B.19) mamy
k | Q;g |4 ~ k—.?)
(1 Jasf2)” 400

Ostatecznie wiec stosujemy lemat do catego wyrazenia w (B.19) dla przypadku
Dirichleta i Neumanna z Iy # 0 oraz do cztonéw z pierwszych dwoch linijek
(B.19) dla przypadku Neumanna z Iy = 0 i dostajemy w ten sposob, dla tych
cztonéw, zadany wynik. Pozostato rozwazy¢, jedynie dla przypadku Neumanna
z Iy = 0, wyrazenie ktore zostalo oszacowane przez ostatni czton w (B.19).
Przeanalizujemy je dokladniej jeszcze raz, gdyz jak sie okaze powyzsze szaco-
wanie jest za grube, a rozwazane wyrazenie jest jednak catkowalne réwniez na
otoczeniu zera. Wroémy jeszcze przed wykonanie granicy z . Mamy

oo 0O
lim n//Mpx(k:,p)ksquﬂqﬁem“kdk dp
e—0t
ne2lNy 0 €
1 [eolNe e}
= 5o lm D / Myx(k, p)kspqidy Ore' ™% dkdp = ... (B.21)
TV neNo g e

catkujac przez czesci oraz korzystajac z dokonanych juz analiz cztonéw ,pro-
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porcjonalnych” do n® otrzymujemy

14 cliae e

€5¢q,
— lim qi/Mpx(e,p)dp
0

a e—0+ 1 — g2e?iac

— lim Z //MpX k p kskq” 1q;€5 z(n+4)akdkdp+0(a,1) -
ne2N

(B.22)

korzystajac z (B.6) i (B.20) dostajemy znikanie wyrazu brzegowego (pierwszy
czton powyzej); dla drugiego cztonu wykonujemy jeszcze raz analogiczne kroki
jak przed chwila i otrzymujemy

oo oo
“aim Y n [ [ Mk pksiald SO dkdp - ofa)
TV neaNg ) L

Wyrazenie to rzeczywiscie nalezy do o(a™!), gdyz na podstawie omawianych juz
szacowan mamy

6 @i
MpX(ka p)ksqu eGmk Z nqneznak
ne2lNg

2 2iak
6 6iak 2qe 1/m2
’ ettt ———— c L'(RY).

x(k, p)kskq), :
pX(k,p) (1 _qge2zak)2

Udowodnilismy zatem (B.13) dla j = 1.

(i) j=2
Postepujemy tutaj wedlug schematu (B.15). Czlon z wyrazem brzegowym wy-
nosi tutaj

I Re Z in~ /M pIX"(1—p,p)s1pdi_, eme=p) gy
ne2lN

Poniewaz x"'(1 — p, p) < const, zatem korzystajac z lematu (B.1) dostajemy iz
powyzsze wyrazenie nalezy do o(a™!). Dzieki (B.2) mamy a='Es(a) € o(a™?),
pozostaje zatem rozwazy¢ ostatni wyraz w (B.15), ktory tutaj przyjmuje postacé

—79% Z in~ / Mok [X" (k, p)srq]e™*dk dp . (B.23)

ne2N \Q

Szacujac
const . const

koix(k,p)| < ———, |k x(k,p)| <

: (B.24)
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dostajemy
| My (X" (k, p)srat] | < My [(k +p)72 + (L4 m)(k +p)7'] € LY(RE\ Q).

Stosujac wiec do (B.23) lemat (B.1) otrzymujemy, ze (B.23) nalezy do o(a™1).
W ten sposob wykazalismy (B.13) dla j = 2.

(i) j=3

Podobnie jak powyzej, stosujac schemat (B.15) i analogiczne rozumowanie, dzie-
ki lematowi (B.1), dla wyrazu brzegowego dostajemy

a” ! Re > in” / X" (1 =p,p)[Mps1—p g1, — 1]eme=Pldp € o(a™?).
ne2IN

Dzieki (B.2) otrzymujemy takze, ze a~'E3(a) € o(a™!), pozostaje zatem roz-
wazy¢ ostatni wyraz w (B.15), ktory teraz przyjmuje postaé

- E)‘{e Z in~ /ka '”(k‘ p) [Mpskay — 1}} nak gk dp . (B.25)
ne2lN

Korzystajac przede wszystkim z oszacowan (B.11) oraz (B.24) dostajemy, ze
wyrazenie (B.25) nalezy do o(a™!). Wykazalismy zatem (B.13) dla j = 3.

(iv) j=4
Oznaczmy dla wygody

Ci = Re Z in=3 lim [ x"(k,p)e™™dk dp,

a—o0
ne2N

Q
gdzie, jak caly czas, Q = {k,p > 0,k +p < 1}. Korzystajac z rozdzialu 8 mozna
wyliczy¢ ta stala (wynosi ona g((3)(3 — o)), jednak jej konkretna wartos¢ nie
ma tutaj znaczenia. Mamy zatem

Ey(a)=-C1— Y n~ /X'" k,p) sin(nak)dk dp .
n€2N

Tym razem stosujemy schemat (B.15) tylko czesciowo, mianowicie tylko jego
pierwsza linijke. Podobnie jak wczesniej, czton z wyrazem brzegowym nalezy
do o(a™1). Pozostaje wiec zbadaé¢ wyrazenie

a! >on” /8k [k X" (k,p)] sin(nak)dk dp . (B.26)

ne2N

Korzystajac z faktu, ze

2 3
p _oq_ P

(k+p)* (k+p)®

X///(k7p) — 60_
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oraz 9 9 1
kp™~ p"T p
O——=—(m—-1 +m ,
G~ VG T M ey

wyliczajac ponizsza calke niemalze identycznie jak w rachunku wyznaczenia
funkcji C'(n, ¢, a) z podrozdzialu 8.1 (stosujemy taka sama zmiane zmiennych,
korzystamy rowniez ze wzoru (8.9)), dostajemy

1
k m—
allrgoﬂ sin(nak)@k(k]:_p dk dp = ;TO/ m— Dt 2 mt™ ) dt = 0.

Stad wynika, ze wyrazenie (B.26) nalezy do o(a~!). Udowodniliémy wiec (B.13)
dla j = 4.

(v) j=5
Korzystajac z (B.14) (dla & = k oraz dla £ = p) mozemy zapisaé

d

%E5(a) = By 1(a) + E55(a),

gdzie dwa nowe oznaczenia maja postaé

"
Bi@=a'se Y it | pMp[(x(k,mSqu) —X’”(k,p)sw’ﬁ]
n€2N-1 R2
:

gimnak Op cos(ap)dk dp,

n
Ejya)=a~'Re ) in_?’/Mpk [(x(k,p)skd?) —x”’(k,p)skdﬂ
ne2N-1
2

x cos(ap)Ope™Fdk dp .

Rozwazmy najpierw wyrazenie Eé’l(a). Calkujac przez czesci — wyraz brzego-
wy znika — dostajemy

Ej,(a) = a” ' Es(a)

n
vartme 3w oo, {0ty | (xtkp)at) - )t

ne2N—1 5
R+

x ek cos(ap)dk dp. (B.27)

Na mocy (B.2) pierwszy czlon (prawa strona pierwszej linijki powyzej) na-
lezy do o(a™1). Dla drugiej linijki, gdy pochodna dziala na M, to powstale
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tak wyrazenie réwniez nalezy do o(a™!) dzieki lematowi (B.12) oraz oszacowa-
niom z B.1 (i), ktore pozostaja w mocy jesli w miejsce funkeji M, wystepujacej
w (B.6) wziaé pM}’7 tutaj teraz obecne. Natomiast w przypadku gdy pochodna
dziala na nawias kwadratowy korzystamy z szacowania (por. (B.4))

‘pa [ (k,p)siap)” — X" (k, p)Ska”

2
< (07 4+ n7?) Fla" e Y 18,00 x (K, p)]
5=0

1
+n7%(n— DSl al" Y 10,00 x(k, p)|
=0

+n7%(n = 1)(n = 2)|GPla"plsedpx (k. p)| . (B.28)
Dla pochodnych z funkcji x mamy

@2=)+0) (2=j)(1=0)
2 2

p
k+p
Widzimy zatem, ze postepujac analogicznie do B.1 (i), korzystajac jednakze
z lematu (B.12) zamiast (B.1), otrzymujemy wynik Ejf (a) € o(a™).

Analiza wyrazenia Ef 5(a) przebiega analogicznie do tej z B.2 (i), korzysta-
my jednak teraz z lematu (B.12). Pokazalismy wiec (B.13) dla j = 5.

pld,dx(k, p)| < const ., j=0,1,2. (B.29)

(vi) 7=6,7
Bazujac na rozwazaniach z B.2 (ii) oraz uwzgledniajac odpowiednie zmiany,
podobnie jak to mialo miejsce w B.2 (v) w stosunku do B.2 (i), dostajemy
(B.13) dla j = 6.

Analogicznie postepujemy w stosunku do E7. Korzystajac dodatkowo z no-
wych oszacowan

const const
’p 8P82X(k7 p)| <

2 pdx(k, p)| <
Uit p)? lpOpx(k,p)| i

otrzymujemy (B.13) dla j = 7.

(vii) j=8
Analogicznie jak w B.1 (iv) zapiszmy Fg(a) w postaci
Eg(a) = —Co — Z /X”/ k,p) cos(ap) sin(nak) dk dp ,
ne2lN—-1

gdzie Cy jest pewng stata. Mamy zatem

%Eg(a) = Z /x”’ (k, p)[sin(nak) p 9, cos(ap)

ne2lN-1
+ cos(ap) k O sin(nak)] dk dp .
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Calkujac przez czesci — wyrazy brzegowe naleza do o(a~!) — dostajemy
d _ _
oBs(a)=a"t > n 3/ [0 (X" (k. p)) + Ok (kX" (k. )) |
Q

ne2lN—1

x cos(ap) sin(nak) dk dp + o(a™1).
Jak tatwo sprawdzi¢ zachodzi

3y (pX"' (k. p)) + Ok (kX" (k,p)) = 0.

Pokazalismy wiec (B.13) dla j = 8.






Dodatek C

Klasy modeli

Rozwazane w tej pracy modele sg okreslone przez funkcje f na ktére natozylismy
warunki (3.3) i (5.2) oraz dodatkowo warunek (5.3) dla przypadku Dirichleta
i (3.4) dla Neumanna. W niniejszym dodatku dowodzimy niesprzecznosci tych
zatozen znajdujac pewne klasy funkcji f dla ktorych sg one spetnione. Rozwa-
zamy rowniez kwestie klasy funkcji f dla ktorych dodatkowo zachodzi Iy = 0.
Zmnaczenie tej dodatkowej wlasnosci zostalo omoéwione w rozdziale 10.

Zauwazmy najpierw, ze wystarczy spetni¢ warunki (3.3) i (5.2), gdyz wtedy
przemnazajac funkcje f przez odpowiednia stata czynimy juz zadosé pozostatym
dwém warunkom. Jako funkcje f przyjmujemy aktualnie dowolna niezerowa,
parzysta, gtadka funkcje, o nosniku zawartym w (—R, R) (R < b), ktora dodat-
kowo jest nieujemna i malejaca dla dodatnich argumentow. Warunki (3.3) sa
teraz trywialnie spelione. Dla rozwazanej funkcji f mamy rowniez (zob. A.1),
ze M jest parzysta, ma zwarty no$nik oraz na podstawie (A.2) jest nieujemna.
Ponadto dla > 0 rézniczkujac (A.2) dostajemy

Vo (z /f (@ —y dy_/f

2/f —fly+x) dy—/f flly =) = fly+2)]dy <0,

(y)
<0 >0

wiec M rowniez jest malejaca dla dodatnich argumentow. Dla k # 0 zachodzi

/M’ = ¥1(0).

zatem 7z (A.15) wynika ze I, > 0 dla k # 0, co konczy dowdd (5.2).
Dla kazdej funkeji f z klasy rozwazanej powyzej, nieujemnosé M implikuje
ze Iy > 0 (zob. (A.14)). Rozszerzymy teraz rozwazana wczesniej klase funkceji

‘/M’ cos(kx)dz
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tak aby mozliwe byly takze modele z Iy = 0. Dla f nalezacej do wczedniej
rozwazanej klasy definiujemy nows, funkcje

fr(2)=f() —pu(fz=r)+ fz+7)),

gdzie p > 017 > R > 0 sa parametrami. Jak latwo sprawdzi¢ funkcja ta jest
parzysta, ma zwarty no$nik oraz dla p # % zachodzi f7(0) # 0. Dla zmniejszenia
jej nosnika mozna uzy¢ np. skalowania z rozdziatu 7. W ten sposob sprawdzi-
lismy dla tej funkcji warunki (3.3). Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

—

M, ]fr(p)IQ =(1-2u cos(rp))2Mp.

Chcemy teraz wyznaczy¢

M — M
I":/ik Ldp.

7 racji parzystosci, zaktadamy teraz k > 0. Mamy
MJ — M = (1= 2jcos(rp))* (M, — M)
+[(1—2u cos(rk‘))2 —(1—2u cos(rp))Q]Mk.

Korzystajac z (A.6) dostajemy

M, — M,
/p];—kzp(l — 2pucos(rp))*dp = (1+ 2) I,

Nastepnie, dzieki

cos(rp) sin(rk)
dp = —m——=
7)/p?—k:? b Tk

otrzymujemy

(1 — pcos(rk)) .

(1-2u cos(rk:))2 —(1-2p cos(rp))2 B sin(rk)
/ o dp = —4mp A

Zbierajac powyzsze fakty dostajemy

in(rk
I = (1+ 202) T — A 2208

(1 — pcos(rk)) My .

Dobieramy teraz p tak aby Ij = 0. Dostajemy w ten sposoéb rownanie kwadra-
towe na u . Dla odpowiednio duzego r (np. r = 3R jest juz wystarczajace),
dzieki (A.12), wyr6znik tego réwnania jest dodatni i dostajemy rozwiazania

2mrMo £/ (2nr Mo — o) — 313

H A Mo + 210



93

Oba te rozwigzania sa dodatnie. Wybieramy p_, ktére jest mniejsze od % oraz
dazy do zera dla r dazacego do nieskoriczonosci. Bedziemy dalej pomijaé¢ dolny
indeks w p—, nalezy jednak pamietaé, ze od teraz p = p—. Skoro I§ = 0, mamy
wiec (1 + 2u?) Iy = 4mru(1 — )My i stad mozemy zapisaé

17 = dmrp(1 — )My 2 [1— n(rk)E(R)]

Iy
gdzie
_ sin(rk) 1 — pcos(rk) _ IgMy,

Zauwazmy, ze 1(0) = 1 = £(0). Pozostalo wykaza¢ warunek (5.2), a wiec ze
I > 0 dla k # 0, na co wystarcza pokazac¢ ze n(rk)é(k) < 1 dla k # 0.
Rozwazmy najpierw funkcje 1. Oznaczmy x = rk i zaté6zmy = > 0 jako ze n jest

parzysta. Dla « € (0,%) mamy na podstawie standardowych szacowan funkcji

)
trygonometrycznych
sinx z? 1— pcosx W 9
<l—— oraz ——— <1 — —x°.
x ™ 1—p 2(1 — )

Niech r bedzie na tyle duze aby zachodzilo (zawsze jest to mozliwe)

I 1
72(1_M)<3—7T. (C.1)

Mamy wtedy n(x) < 1 (na rozwazanym obszarze). Jak latwo sprawdzi¢, dla
x > 0 zachodzi

11+p
L - —. C.2
nw) < (€2)
Z tego oszacowania, korzystajac z (C.1) dostajemy n(z) <1 dlaz > 7.

Rozwazmy teraz funkcje &, znowu z parzystosci, dla dodatnich argumen-
toéw. Zauwazmy, ze £ przyjmuje nieujemne wartosci. Poniewaz M}, jest funk-
cja Schwartza, a dla I mamy (A.13a), istnieje wiec K > 0 takie, ze dla
k > K zachodzi £(k) < 1. Zalozmy teraz, iz £”(0) < 0 (wrécimy pdzniej do
tego zalozenia). Poniewaz ¢ jest ciagla, parzysta, £(0) = 1, £(0) = 0 oraz
€"(0) < 0, to istnieje ko > 0 (mozemy przyja¢ ze kg < K) takie, ze dla
k € (0,ko) zachodzi (k) < 1. Z ciaglosci istnieje &nae > 0 dla ktorego ma-
my £(k) < &maa dla k € (ko, K). Musimy teraz jedynie poprawi¢ szacowanie
funkcji n dla k € (ko, K). Z (C.2) dostajemy, ze dla r odpowiednio duzego
mamy 7(rk) < fmﬁ, co koriczy dowod wlasnosei n(rk)é(k) < 1 dla k # 0.

Pozostalo tylko pokaza¢ ze mozna spelnic zatozenie £”(0) < 0. Nie potrafimy
w tym momencie pokazac ze zatozenie to spetnione jest przez petna klase funkcji,
rozwazymy jednak pewna szczegblna klase. Niech f bedzie postaci f(z) = c\/g
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na (—R,R), ¢ = const € C\ {0}, a poza tym obszarem zero. Po prostych
przeksztalceniach otrzymujemy wtedy

osin?(Rk)

|c|? 1 — cos(2Rp)
ok pp—k)

M = Iy =——7"7P
k= el T2k p*(p— k)
Calkujac przez residua dostajemy

2 13 2Rk — sin(2Rk)
(2Rk)3

Ik = 47T‘C‘

Standardowe rozwiniecie daje

2 "
() = —2R2 oraz M7(0) 2R2,
Iy 5

zatem, jako ze

B M”(O) I"(0)

S My, Ly

otrzymujemy £”(0) < 0. Funkcja f uzyta tutaj nie jest gtadka, jednak poniewaz
My, i I, sa cigglymi funkcjonatami f, mozna wygladzi¢ odpowiednio te funkcje
nie naruszajac otrzymanych wynikéow.

¢"(0)
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