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Omawiaj¡c cel i wyniki ww. prac b¦d¦ staraª si¦ podkre±li¢ kluczowe elementy tych prac,
redukuj¡c jednocze±nie ilo±¢ wzorów i szczegóªów technicznych do niezb¦dnego minimum. Mam
nadziej¦, »e spowodowana tym strata matematycznej ±cisªo±ci zostanie zrekompensowana lepsza
czytelno±ci¡ tekstu, a matematyczn¡ ±cisªo±¢ mo»na b¦dzie w ka»dym momencie odzyska¢ si¦gaj¡c
do oryginalnych prac.

Efekty nieliniowe w równaniach Einsteina z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡

W mojej ocenie najwa»niejszymi pracami cyklu s¡ prace [3] (wspóªautor: Piotr Bizo«) oraz [1]
(wspóªautor: Maciej Maliborski), dotycz¡ce rozwi¡za« równa« Einsteina z ujemn¡ staª¡ kosmolo-
giczn¡. Praca [3] wskazuje na niestabilno±¢ rozwi¡zania anty- de Sittera (AdS) równa« Einsteina.
Niestabilno±¢ ta polega na tym, »e dowolnie maªe, generyczne zaburzenie rozwi¡zania AdS ko-
lapsuje grawitacyjnie tworz¡c czarn¡ dziur¦. Praca [1] wykazuje, »e ujemna staªa kosmologiczna
umo»liwia istnienie globalnie regularnych (bez osobliwo±ci), periodycznych w czasie, stabilnych
rozwi¡za« równa« Einsteina. Wedªug mojej wiedzy jest to pierwsze doniesienie w literaturze na
temat istnienia tej nowej, zaskakuj¡cej klasy rozwi¡za« równa« Einsteina.

Rozwi¡zanie AdS jest maksymalnie symetrycznym rozwi¡zaniem pró»niowych równa« Einsteina
z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡. Czasoprzestrze« AdS mo»na wi¦c traktowa¢ jako jedno z podstawo-
wych rozwi¡za« równa« Einsteina, analogiczne do czasoprzestrzeni Minkowskiego (maksymalnie
symetrycznego rozwi¡zania pró»niowych równa« Einsteina bez staªej kosmologicznej) i czasoprze-
strzeni de Sittera (maksymalnie symetrycznego rozwi¡zania pró»niowych równa« Einsteina z do-
datni¡ staª¡ kosmologiczn¡).

Z naszej codziennej perspektywy kluczowym rozwi¡zaniem jest niew¡tpliwie czasoprzestrze«
Minkowskiego, jako tªo dla otaczaj¡cych nas zjawisk. Czasoprzestrze« de Sittera jest prawdopodob-
nie istotna z kosmologicznego punktu widzenia, poniewa» ostanie pomiary akceleracji rozszerzania
si¦ Wszech±wiata (uhonorowane nagrod¡ Nobla z �zyki w 2011) wskazuj¡ na dodatni¡ warto±¢
staªej kosmologicznej. Natomiast rozwi¡zanie AdS staªo si¦ niezmiernie modne w ostatnich 15-tu
latach z powodu tzw. korespondencji AdS/CFT [22, 23], czyli hipotezy o dualno±ci pomi¦dzy roz-
wi¡zaniami klasycznych równa« Einsteina z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡ (tzn. o asymptotyce AdS),
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Rysunek 1: Promie« horyzont vs. amplituda danych pocz¡tkowych. Kolejne (od prawej do lewej)
zera tej funkcji odpowiadaj¡ warto±ciom krytycznym amplitudy; dla tych warto±ci w czasie n-tej
implozji rozwi¡zanie zmierza lokalnie do krytycznego rozwi¡zania Choptuika [28].

a konforemn¡ kwantow¡ teori¡ pola, przy silnym sprz¦»eniu wielu stopni swobody, zde�niowan¡
na brzegu czasoprzestrzeni AdS.

Z punktu widzenia ogólnej teorii wzgl¦dno±ci (OTW) maj¡c rozwi¡zanie równa« Einsteina,
kluczowe jest pytanie o jego stabilno±¢, czyli o to czy maªe zaburzenie danego rozwi¡zania w chwili
pocz¡tkowej pozostaje maªe w przyszªo±ci. Stabilno±¢ czasoprzestrzeni Minkowskiego i de Sittera
zostaªa dowiedziona w pracach, odpowiednio [24] i [25]. Natomiast stabilno±¢ rozwi¡zania AdS
pozostaje nadal otwartym problemem matematycznym, co ciekawe prawie zupeªnie ignorowanym
przez ostatnie 15 lat aktywno±ci zwi¡zanej z korespondencj¡ AdS/CFT. Czasoprzestrze« Min-
kowskiego jest stabilna dzi¦ki swojej strukturze kauzalnej i mo»liwo±ci wypromieniowania energii
(zaburzenia) do (zerowej) niesko«czono±ci. Natomiast w przypadku struktury kauzalnej czaso-
przestrzeni AdS zerowa niesko«czono±¢ jest czasow¡ hiperpowierzchni¡, do której promieniowanie
dochodzi w sko«czonym czasie wªasnym obserwatora znajduj¡cego si¦ wewn¡trz przestrzeni AdS.
W przypadku badania ewolucji zaburzenia rozwi¡zania AdS, wymaga to okre±lenia warunków,
które zaburzenie ma speªnia¢ na tej hiperpowierzchni. Te (�zycznie) dyktowane warunki mog¡
wyklucza¢ mo»liwo±¢ wypromieniowania energii i tym samym pozbawi¢ rozwi¡zanie AdS mecha-
nizmu zachowania stabilno±ci. Zbadanie tego problemu i ch¦¢ porównania z asymptotycznie pªa-
skim przypadkiem [6] byªy wªa±nie motywacj¡ do podj¦cia pracy [3]. W tej pracy badamy prosty
model bezmasowego pola skalarnego (jako modelu materii) minimalnie sprz¦»onego z grawitacj¡
z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡, przy upraszczaj¡cym zaªo»eniu sferycznej symetrii. W analogicz-
nym modelu bez staªej kosmologicznej (asymptotycznie pªaskim) Christodoulou wykazaª dyspersj¦
dla "maªych" danych pocz¡tkowych [26] i kolaps grawitacyjny do czarnej dziury dla "du»ych"
danych pocz¡tkowych [27], z kolei Choptuik, badaj¡c granic¦ pomi¦dzy tymi dwoma scenariu-
szami odkryª uniwersalne (niezale»ne od rodziny danych pocz¡tkowych), krytyczne rozwi¡zanie
rozdzielaj¡ce kolaps od dyspersji [28] i w ten sposób zapocz¡tkowaª badanie zjawisk krytycznych
w kolapsie grawitacyjnym. Wracaj¡c do pracy [3]: przyjmujemy ansatz na posta¢ sferycznie za-
burzonego rozwi¡zania AdS sparametryzowany przez dwie funkcje metryczne (oznaczane w pracy
jako A i δ), a nast¦pnie z równa« Einsteina oraz równania ruchu dla bezmasowego pola skalarnego
(oznaczanego przez φ) otrzymujemy zamkni¦ty ukªad równa«. Rozwi¡zanie AdS jest oczywi±cie
rozwi¡zaniem tego ukªadu przy φ = 0, A = 1 i δ=const. Wªa±ciwe postawienie zagadnienia po-
cz¡tkowego dla zaburzenia rozwi¡zania AdS wymaga dookre±lenia warunków na zachowanie pól
A, δ, i φ w niesko«czono±ci, która jest punktem osobliwym naszego ukªadu. Fizycznie naturalnym
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warunkiem jaki tu narzucamy jest warunek sko«czonej caªkowitej masy rozwi¡zania oraz gªadko-
±ci funkcji w niesko«czono±ci. W uproszczeniu mo»na powiedzie¢, »e warunki te sprowadzaj¡ si¦
do tego aby funkcje A, δ i φ odpowiednio szybko osi¡gaªy warto±ci odpowiadaj¡ce rozwi¡zaniu
AdS. Warunki te powoduj¡, »e brzeg AdS staje si¦ idealnie odbijaj¡cym lustrem dla pola skalar-
nego, uniemo»liwiaj¡c relaksacj¦ zaburzenia do rozwi¡zania AdS. Nast¦pnie przygotowujemy dane
pocz¡tkowe w postaci zwartego pakietu pola skalarnego i numerycznie symulujemy ich ewolucj¦
czasow¡. Pierwszym problemem jaki badamy jest krytyczny kolaps grawitacyjny. Ustalamy rodzi-
n¦ danych pocz¡tkowych (w pracy przyjmujemy φ = 0 i gaussowski rozkªad p¦du pola w chwili
pocz¡tkowej) i zmieniamy jeden z parametrów danych (w pracy jest to amplituda rozkªadu p¦du).
Dla du»ych amplitud, przy implozji przez centrum AdS (sferyczna symetria), cz¦±¢ materii kolap-
suje do czarnej dziury o masie b¦d¡cej jakim± uªamkiem caªkowitej masy rozwi¡zania. Nast¦pnie
zmniejszaj¡c amplitud¦ danych mo»emy mas¦ powstaj¡cej czarnej dziury uczyni¢ dowolnie maª¡,
a» dochodzimy do krytycznej warto±ci amplitudy, rozdzielaj¡cej kolaps przy implozji przez cen-
trum od dyspersji do niesko«czono±ci. Otrzymane w ten sposób rozwi¡zanie krytyczne jest lokalnie
identyczne z rozwi¡zaniem krytycznym Choptuika [28] w analogicznym modelu (bezmasowe pole
skalarne) w przypadku asymptotycznie pªaskim, poniewa» lokalnie, na maªych skalach staªa ko-
smologiczna nie ma znaczenia. Dalsze zmniejszenie amplitudy powoduje, »e »adna cz¦±¢ zaburzenia
nie zostaje grawitacyjnie zªapana i zaburzenie ucieka do niesko«czono±ci. Tu pojawia si¦ ró»nica
pomi¦dzy czasoprzestrzeni¡ asymptotycznie pªask¡, w której nast¦puje relaksacja do rozwi¡zania
Minkowskiego [6], a czasoprzestrzeni¡ o asymptotyce AdS, w której zaburzenie dochodzi do nie-
sko«czono±ci (brzegu AdS) w sko«czonym czasie, tam zostaje odbite i wraca do centrum z now¡
mo»liwo±ci¡ kolapsu. Istotnie okazaªo si¦, »e takie zaburzenie kolapsuje w czasie drugiej implo-
zji przez centrum (po jednym odbiciu od brzegu AdS). Zmniejszaj¡c amplitud¦ mo»emy uczyni¢
czarn¡ dziur¦ powstaj¡c¡ w czasie drugiej implozji dowolnie maª¡ i ponownie odnale¹¢ krytyczne
rozwi¡zanie Choptuika rozdzielaj¡ce tym razem kolaps przy drugiej implozji przez centrum od
dyspersji. Post¦puj¡c analogicznie dla drugiego i kolejnych odbi¢ od brzegu, dochodzimy w ten
sposób do niesko«czonego ci¡gu amplitud krytycznych, które prowadz¡ do krytycznego rozwi¡za-
nia Choptuika w pierwszej, drugiej, trzeciej i kolejnych implozjach pola skalarnego przez centrum
sferycznej symetrii. To zachowanie ilustruje rysunek 1. Dopasowanie pot¦gowej zale»no±ci amplitu-
dy krytycznej ε∗(n) ∼ n−α rozdzielaj¡cej kolaps od dyspersji w czasie n-tej implozji przez centrum
sugeruje powstanie czarnej dziury dla dowolnie maªego zaburzenia rozwi¡zania AdS. Wyznacza-
nie zale»no±ci ε∗(n) jest jednak bardzo kosztowne numerycznie, a dla n ∼ 1000 wydaje si¦ wr¦cz
niewykonalne wi¦c numeryczne wykazanie niestabilno±ci AdS wymaga mocniejszego argumentu.
Takim argumentem jest zachowanie skalara krzywizny. W centrum skalar krzywizny dany jest
wzorem R = − (∂tφ)2 + RAdS (gdzie RAdS jest staª¡, ujemn¡ krzywizn¡ rozwi¡zania AdS). Maªe
zaburzenie rozwi¡zania AdS w postaci zwartego pakietu falowego imploduje przez centrum - ucieka
do niesko«czono±ci - odbija si¦ od brzegu - imploduje, itd. w postaci zwartego pakietu. W czasie
ka»dej implozji przez centrum mierzymy osi¡gni¦te maksimum (∂tφ)2. Wynik dla czterech ró»nych
maªych amplitud (ε) skaluj¡cych si¦ jak

√
2 jest przedstawiony (w skali liniowo-logarytmicznej) na

rysunku 2a (w oznaczeniach pracy [3] Π = A−1 eδ ∂tφ, co w centrum sferycznej symetrii redukuje
si¦ do ∂tφ). Mówimy, »e amplitudy s¡ maªe w tym sensie, »e w pocz¡tkowym okresie maksima osi¡-
gane przez (∂tφ)2 w czasie kolejnych implozji skaluj¡ si¦ liniowo z ε2, co ze wzgl¦du na nieliniowo±¢
problemu nie zachodzi dla du»ych danych pocz¡tkowych. Jak wida¢ na rysunku 2a w pocz¡tko-
wym okresie nie dzieje si¦ nic nadzwyczajnego, a badaj¡c przestrzenne pro�le rozwi¡zania mo»na
przekona¢ si¦, »e zaburzenie porusza si¦ praktycznie bez zmiany ksztaªtu. Jednak po czasie, któ-
ry skaluje si¦ z grubsza jak 1/ε2 osi¡gane maksima (∂tφ)2 zaczynaj¡ (wykªadniczo) rosn¡¢, a»
do powstania horyzontu w czasie, który równie» skaluje si¦ z dobrym przybli»eniem jak 1/ε2. Te
cechy s¡ podkre±lone na rysunku 2b, gdzie (∂tφ)2 i t zostaªy przeskalowane do (∂tφ)2 /ε2 i ε2t,
powoduj¡c naªo»enie si¦ wszystkich czterech krzywych z rysunku 2a na jedn¡ krzyw¡, uniwersaln¡
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Rysunek 2: (a) Maksima osi¡gane przez Π2(t, 0) ≡ (∂tφ(t, 0))2 przez rozwi¡zania startuj¡ce z
maªych danych pocz¡tkowych, których amplitudy w chwili pocz¡tkowej skaluj¡ si¦ jak

√
2. Po

wykonaniu od 53 (ε = 22/3 6/π) do 476 odbi¢ (ε = 6/π) wszystkie rozwi¡zania ostatecznie kolapsuj¡.
(b) Krzywe z rysunku (a) po przeskalowaniu ε−2Π2(ε2t, 0).

dla wybranej rodziny danych pocz¡tkowych. Wªa±nie ta uniwersalno±¢ ewolucji (w ramach danej
rodziny danych pocz¡tkowych) jest naszym kluczowym argumentem numerycznym: oczekujemy,
»e dowolnie maªe zaburzenie rozwi¡zania AdS zacznie rozwija¢ nieliniow¡ niestabilno±¢ w czasie
skaluj¡cym si¦ z kwadratem amplitudy danych pocz¡tkowych. Argumenty numeryczne s¡ popar-
te heurystycznym rachunkiem perturbacyjnym. Tego typu rachunek, w którym perturbacyjnym
parametrem jest amplituda zaburzenia, byª wcze±niej z sukcesem zastosowany w naszych pracach
dotycz¡cych relaksacji do rozwi¡za« statycznych w czasoprzestrzeniach asymptotycznie pªaskich.
W liniowym rz¦dzie rachunku otrzymuje si¦ zlinearyzowane równanie falowe na ustalonym tle (tu-
taj AdS), którego rozwi¡zanie jest wyznaczone jednoznacznie przez zadane dane pocz¡tkowe; w
wy»szych rz¦dach otrzymuje si¦ kolejne poprawki do metryki (dane przez równania zwyczajne,
które mo»na ªatwo formalnie scaªkowa¢) oraz niejednorodne równanie falowe na ustalonym (zli-
nearyzowanym) tle dla kolejnych poprawek do rozwi¡zania peªnego równania falowego, w którym
niejednorodno±¢ dana jest przez poprawki wyliczone w ni»szych rz¦dach. Liniowe równanie falowe
na ustalonym tle AdS zostaªo dokªadnie zbadane w pracy Ishibashi i Walda [29]. W szczególno±ci
funkcje wªasne zlinearyzowanego problemu tworz¡ ukªad zupeªny, a odpowiadaj¡ce im spektrum
cz¦sto±ci wªasnych skªada si¦ z nieparzystych liczb caªkowitych wi¦kszych od 1: ωj = 3 + 2j, z
caªkowitym j ≥ 0. Kluczow¡ cech¡ tego spektrum jest to, »e jest ono równomiernie rozªo»one
na osi rzeczywistej. W zwi¡zku z tym je±li Ω jest zbiorem cz¦sto±ci harmonicznych obecnych w
danych pocz¡tkowych to w rz¦dzie ε3 ka»da cz¦sto±¢ postaci |ωj1 + ωj2 − ωj3|, gdzie ωji ∈ Ω jest
wzbudzana rezonansowo. Cz¦±¢ z tych rezonansów mo»e by¢ skompensowana przez odpowiedni¡
(zale»n¡ od amplitudy danych pocz¡tkowych) modulacj¦ cz¦sto±ci, ale cz¦±¢ pozostaje i prowadzi
do rezonansowego transferu (zachowanej) energii pomi¦dzy modami. Prowadzi do do przepªywu
energii do coraz wy»szych cz¦sto±ci, a co za tym idzie to koncentracji energii na coraz mniejszych
skalach przestrzennych i ostatecznie do kolapsu grawitacyjnego. Jako przykªad rozwa»yli±my (nie-
generyczne) dane pocz¡tkowe startuj¡ce z jednego modu, dla których rezonans daªo si¦ usun¡¢,
a ewolucja numeryczna nie prowadziªa do powstania czarnej dziury (teraz interpretujemy to nu-
meryczne rozwi¡zanie jako zaburzenie stabilnego rozwi¡zania periodycznego o asymptotyce AdS
[1]), oraz dane pocz¡tkowe startuj¡ce z (dowolnej) liniowej kombinacji dwóch modów, co prowa-
dzi do nieusuwalnego rezonansu, a ewolucja numeryczna przypomina ewolucj¦ zwartych danych
pocz¡tkowych i prowadzi do kolapsu grawitacyjnego.
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Wyniki pracy [3] zostaªy uogólnione na wy»sze wymiary w pracy [2] oraz zainicjowaªy dalsze
badania problemu w naszej grupie badawczej i na ±wiecie (w ci¡gu dwóch lat od ukazania si¦ w
arXiv praca [3] zebraªa przeszªo 50 cytowa« wg. bazy INSPIRE). Numeryczne wyniki [3] zostaªy
potwierdzone w pracy [30] i rozszerzone na przypadek skalarnego, bezmasowego pola naªadowanego.

W dalszej perspektywie wa»ne wydaje si¦ wyj±cie poza sferyczn¡ symetri¦. Ostatecznym celem
byªaby tu dªugo-czasowa stabilna ewolucja w osiowej symetrii, zako«czona wg. naszych oczekiwa«
dynamicznym uformowaniem si¦ czarnej dziury. Pewnym maªym krokiem w tym kierunku jest do-
skonaªa praca Bantilana, Pretoriusa i Gubsera [31], w której badana jest relaksacja zdeformowanej
rotuj¡cej czarnej dziury, jednak st¡d jeszcze daleka droga do dªugo-czasowej stabilnej ewolucji i
oczekiwanego kolapsu prowadz¡cego do dynamicznego powstania czarnej dziury. Mo»na natomiast
stosunkowo ªatwo uzyska¢ w peªnych nieliniowych równaniach czªon, który odpowiada barierze cen-
tryfugalnej [5, 32], czyli "wypycha" kolapsuj¡ce pole z centrum i w ten sposób symulowa¢ pewne
aspekty niesferycznego kolapsu grawitacyjnego. Podobny mechanizm "wypychania" pola z centrum
wyst¦puje w modelu grawitacyjnego kolapsu w 4 + 1 wymiarach, opartego na ansatzu [33], który
wªa±nie przygotowujemy do publikacji.

Kolejnym tematem zapocz¡tkowanym prac¡ [3] i s�nalizowanym w pracy [1] jest poszukiwanie
rozwi¡za« periodycznych w czasie o asymptotyce AdS. Heurystyczne argumenty oparte na rachun-
ku perturbacyjnym analogicznym do [3] zasugerowaªy, istnienie takich rozwi¡za« dla pró»niowej
grawitacji w 3 + 1 i 4 + 1 wymiarach z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡ [34] oraz ich stabilno±¢ [35]. W
pracy [1] podali±my dwie niezale»ne metody: perturbacyjn¡ i numeryczn¡, konstrukcji periodycz-
nych w czasie rozwi¡za« równa« Einsteina w naszym uproszczonym modelu samograwituj¡cego,
bezmasowego pola skalarnego w sferycznej symetrii oraz przedstawili±my numeryczn¡ ewidencj¦ ich
stabilno±ci. Metoda perturbacyjna jest metod¡ typu Poincaré�Lindstedt, wykorzystuj¡c¡ swobod¦
wyboru perturbacyjnych poprawek do cz¦sto±ci i staªych caªkowania w równaniach perturbacyjnych
do systematycznego usuwania czªonów wiekowych (secular terms), których pojawienie si¦ psuªo-
by periodyczno±¢ rozwi¡zania. Przedstawiamy równie» ewidencj¦ na niezerowy promie« zbie»no±ci
szeregu perturbacyjnego. Metoda numeryczna jest oparta na nowym (w stosunku do pracy [3])
sformuªowaniu wi¦zu na funkcj¦ metryczn¡ A, które umo»liwiªo skonstruowanie metody pseudo-
spektralnej wyliczania prawych stron równa« dynamicznych dla pola skalarnego. Dzi¦ki temu mo-
»emy otrzyma¢ (nieliniowe) równania na wspóªczynniki rozwini¦cia rozwi¡zania periodycznego na
funkcje harmoniczne w czasie i funkcje wªasne operatora falowego dla metryki AdS w przestrzeni,
a nast¦pnie rozwi¡za¢ je stosuj¡c algorytm Newton�Raphson. Te dwie zupeªnie niezale»ne metody
prowadz¡ do idealnie zgodnych wyników, co utwierdza nas w przekonaniu, »e regularne, perio-
dyczne w czasie rozwi¡zania równa« Einsteina z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡ rzeczywi±cie istniej¡.
Porównanie otrzymanych rozwi¡za« z numeryczn¡ ewolucj¡ ich danych pocz¡tkowych i otrzymana
zgodno±¢ s¡ silnym argumentem za stabilno±ci¡ otrzymanych rozwi¡za« (brak zgodno±ci nie ozna-
czaªby, »e rozwi¡zania periodyczne zostaªy ¹le wyznaczone, a jedynie dowodziª ich niestabilno±ci).
Podobne argumenty numeryczne na rzecz stabilno±ci gwiazd bozonowych zostaªy podane w pracy
[36]. Wyniki prac [3, 1, 35, 36] sugeruj¡, »e podczas gdy sama przestrze« AdS jest niestabilna
wzgl¦dem kolapsu grawitacyjnego, to zaburzenie jej w odpowiedni sposób (przez np. rozwi¡zanie
periodyczne lub gwiazd¦ bozonow¡) przeciwdziaªa niestabilno±ci.

Ciekawym problemem mo»e by¢ zbadanie konsekwencji niestabilno±ci rozwi¡zania AdS oraz
istnienia rozwi¡za« periodycznych o asymptotyce AdS w kontek±cie hipotezy AdS/CFT.

Omawiaj¡c niestabilno±¢ AdS warto te» wspomnie¢, »e przypadek 2 + 1 wymiarowej grawitacji
z ujemn¡ staª¡ kosmologiczn¡ [37, 38] jest przypadkiem szczególnym. Ze wzgl¦du na przerw¦ w
spektrum dopuszczalnych mas czarnych dziur w przypadku maªych danych pocz¡tkowych rezo-
nansowy przepªyw energii do coraz wy»szych cz¦sto±ci nie mo»e zako«czy¢ si¦ powstaniem czarnej
dziury i pytanie o ko«cowy stan ewolucji pozostaje otwarte.

Wyniki prac [3, 1] byªy wielokrotnie prezentowane na arenie mi¦dzynarodowej zarówno przez
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Piotra Bizonia (Zurich, Edinbourgh, Wiede«, Oberwolfach, Cambridge, GR20 Warszawa), Macieja
Maliborskiego (GR20 Warszawa, Zakopane) jak i przeze mnie (Lizbona, Praga, Leiden, Benasque,
Cambridge) i spotykaªy si¦ zwykle z du»ym zainteresowaniem.

Relaksacja do rozwi¡za« statycznych i nieliniowe ogony

Wykonanie pracy [3] byªo mo»liwe dzi¦ki wcze±niejszym do±wiadczeniom zdobytym przy badaniu
relaksacji do rozwi¡za« statycznych w pªaskiej czasoprzestrzeni [4]�[11]. Nieliniowe równania falowe
mog¡ posiada¢ stabilne rozwi¡zania statyczne. W przypadku istnienia takich rozwi¡za« ciekawym
problemem jest proces relaksacji maªego zaburzenia do rozwi¡zania statycznego. Linearyzacja rów-
nania wokóª rozwi¡zania statycznego prowadzi do liniowego równania falowego z potencjaªem po-
chodz¡cym od rozwi¡zania statycznego. Pozostaje jednak pytanie, czy rozpraszanie zaburzenia na
potencjale w zlinearyzowanym równaniu falowym wystarcza do opisu relaksacji; inaczej czy czªony
nieliniowe rzeczywi±cie mo»na zaniedba¢. Jako przykªad rozwa»my równanie falowe w 3 wymiarach
z potencjaªem V i kubiczn¡ pot¦gow¡ nieliniowo±ci¡:

∂2t F −∆F + V F + F 3 = 0.

Przyjmijmy, »e potencjaª jest sferycznie symetryczny V = V (r), nieujemny i spadaj¡cy do zera
jak 1/r3 dla du»ych r. W chwili pocz¡tkowej zadajemy zwarte, sferycznie symetryczne dane po-
cz¡tkowe na powierzchni Cauchy i zastanawiamy si¦ który z wyrazów (potencjaª czy nieliniowo±¢)
ma decyduj¡cy wpªyw na zachowanie rozwi¡zania w pewnej sko«czonej odlegªo±ci robs od ±rodka
symetrii, dla dªugich czasów, tzn. t >> robs. Potencjaª jest odpychaj¡cy oraz nieliniowo±¢ jest nie-
ogniskuj¡ca, wi¦c dla ka»dego sko«czonego r rozwi¡zanie zmierza do zera dla t→∞. Istotnie, dla
czasów po±rednich rozwi¡zanie maleje wykªadniczo (ta faza ewolucji jest zdominowana przez mody
kwazinormalne), a dla dªugich czasów ujawnia si¦ spadek pot¦gowy (cz¦sto okre±lany jako pot¦go-
wy ogon rozwi¡zania). Mody kwazinormalne s¡ dobrze zrozumianym liniowym efektem zwi¡zanym
z rezonansami potencjaªu V . Poniewa» w fazie pot¦gowego spadku pole jest jeszcze mniejsze ni» w
fazie modów kwazinormalnych, mo»na oczekiwa¢, »e równie» ta faza jest dobrze opisana przybli-
»eniem liniowym. Takie podej±cie okazuje si¦ jednak zbyt naiwne - w tym modelowym równaniu o
dªugo-czasowa asymptotyka jest dyktowana przez kubiczn¡ nieliniowo±¢. Heurystycznie mo»na to
zrozumie¢ w nast¦puj¡cy sposób. W przybli»eniu liniowym sygnaª dochodz¡cy dla du»ych czasów t
do obserwatora znajduj¡cego si¦ w odlegªo±ci robs od ±rodka symetrii pochodzi w pierwszym przybli-
»eniu od pojedynczego rozproszenia na potencjale. Poniewa» sygnaª ten sp¦dziª z grubsza czas t/2
uciekaj¡c pocz¡tkowo w kierunku niesko«czono±ci i czas t/2 wracaj¡c do centrum po rozproszeniu
na potencjale, rozproszenie nast¡piªo w odlegªo±ci r ≈ t/2 od centrum, gdzie amplituda potencjaªu
zachowuje si¦ jak 1/r3 ∼ 1/t3. Poniewa» amplituda sygnaªu w robs jest wprost proporcjonalna do
amplitudy potencjaªu w punkcie rozproszenia daje to pot¦gowy 1/t3 spadek rozwi¡zania. Teraz
musimy porówna¢ dwa czªony: czªon liniowy V F oraz czªon kubiczny F 3 = F 2 F , a wi¦c V w sto-
sunku do F 2. Ogólne rozwi¡zanie swobodnego równania falowego maleje jak 1/r na sto»ku ±wiatªa.
Dlatego na sto»ku mamy do porównania V ∼ 1/r3 w stosunku do F 2 ∼ 1/r2. Zatem na sto»ku
to F 2 maleje wolniej i ustala pot¦gowy spadek ogona na 1/t2, podczas gdy liniowy ogon pot¦gowy
maleje jak 1/t3! Pomimo tego prostego przykªadu pokazuj¡cego mo»liwo±¢ zdominowania dªugo-
czasowej asymptotyki rozwi¡za« przez efekty nieliniowe ich rola a» do ukazania si¦ cyklu prac
[4]�[11] byªa zupeªnie ignorowana. Wydaje mi si¦, »e dobrym przykªadem tego stanu rzeczy i jego
przyczyn, jest problem dªugo-czasowej ewolucji maªych zaburze« statycznych rozwi¡za« równa«
Einsteina bez staªej kosmologicznej. W 1972 roku Price [39] argumentowaª, »e dla pola skalarnego
ewoluuj¡cego na ustalonym tle czarnej dziury Schwarzschilda w 3 + 1 wymiarach, `-ty multipol
zanika jak 1/t3+2`. To przewidywanie zostaªo potwierdzone numerycznie przez Gundlacha, Price'a
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i Pullina (GPP) w 1994 [40]. Jednocze±nie z prac¡ [40] pojawiªa si¦ praca [41] tych samych auto-
rów, w której badali peªn¡ nieliniow¡ ewolucj¦ samograwituj¡cego pola skalarnego przy zaªo»eniu
sferycznej symetrii. Zarówno dla du»ych danych pocz¡tkowych, które kolapsowaªy tworz¡c czarn¡
dziur¦, jak i maªych danych pocz¡tkowych ulegaj¡cych dyspersji, GPP obserwowali numerycznie
w dªugo-czasowej asymptotyce powstawanie pot¦gowego ogona malej¡cego jak ∼ 1/t3, a wi¦c z
wykªadnikiem przewidywanym przez liniow¡ analiz¦ Price'a. Pomimo braku przewidywa« co do
amplitudy tego ogona jak równie» faktu, »e powstawaª on równie» dla maªych danych pocz¡tko-
wych, dla których prawdopodobnie przez caªy czas ewolucji czasoprzestrze« bardziej przypominaªa
rozwi¡zanie Minkowskiego (dla którego w 3 + 1 wymiarach obowi¡zuje zasada Huyhensa, a wi¦c
nie ma pot¦gowych ogonów) ni» Schwarzschilda, GPP zinterpretowali zgodno±¢ otrzymanego wy-
kªadnika z prawem Price'a jako potwierdzenie stosowalno±ci zlinearyzowanego przybli»enia Price'a.
Ta stosunkowo ostro»na interpretacja byªa nast¦pnie z rosn¡c¡ pewno±ci¡ powtarzana w kolejnych
cytowaniach ich pracy [42, 43]. Jednak ju» sami GPP otrzymuj¡ wyniki, które wskazuj¡, »e pra-
wo Price'a nie zawsze si¦ stosuje. W rozdziale 5 pracy [41] badaj¡ interesuj¡cy model testowego
pola skalarnego ewoluuj¡cego na tle pola samograwituj¡cego. Dla pola testowego jest to problem
liniowy, wi¦c ma dla niego sens rozwini¦cie multipolowe i badanie ogona dla ka»dego z multipoli
osobno. Zastosowanie prawa Price'a w przypadku multipoli ` = 1, 2, 3 daje wykªadniki ogonów 5,
7, 9, podczas gdy GPP otrzymuj¡ numerycznie warto±ci odpowiednio 3.95, 5.94, 8.34.

Poprawn¡ interpretacj¦ numerycznych wyników [41] podali±my w pracach [6, 4]. W przypadku
maªych danych pocz¡tkowych (tzn. takich które nie kolapsuj¡) obserwowany przez Gundlacha,
Price'a i Pullina ogon pot¦gowy ma ±ci±le nieliniowy charakter. W pracy [6] podajemy wzór na
amplitud¦ i wykªadnik tego ogona. W przypadku czarnej dziury ogon pot¦gowy ma dwa skªadniki:
liniowy (przewidziany przez Price'a) oraz nieliniowy. W 3+1 wymiarach oba te ogony malej¡ jak
1/t3, wi¦c bez przewidywania na ich amplitudy nie mo»na ich rozró»ni¢. Natomiast nieliniowy ogon
powinien by¢ dobrze widoczny w procesie relaksacji samograwituj¡cego pola skalarnego do czarnej
dziury Schwarzschilda w d = 3 + 2`, ` ≥ 1 wymiarach przestrzennych. Oczekujemy wtedy, »e
nieliniowy ogon ∼ 1/t3`+3 [6] b¦dzie dominowaª nad ogonem liniowym ∼ 1/t6`+4 [9]. W przypadku
pola testowego na tle pola samograwituj¡cego amplitudy i wykªadniki ogonów dla pola testowego s¡
podane w pracy [4]. Otrzymane numerycznie przez GPP wykªadniki (3.95, 5.94, 8.34) odpowiadaj¡
liczbom 4, 6 i 8. Jednak jak dobrze wida¢ na tym przykªadzie cz¦±ciowa koincydencja numeryczna
w 3+1 wymiarach podpieraj¡ca (nieuzasadnion¡) wiar¦ w skuteczno±¢ linearyzacji skierowaªa opis
dªugo-czasowej asymptotyki na manowce. Wróc¦ teraz do chronologicznego opisu prac [4]�[11].

Nieliniowy ogon (tzn. dominuj¡ca rola efektów nieliniowych w procesie relaksacji do rozwi¡-
zania statycznego) zostaª odkryty w pracy [11], badaj¡cej dªugo-czasow¡ asymptotyk¦ sferycznie
symetrycznych rozwi¡za« w modelu Skyrme'a. Kolejny przykªad dominuj¡cej roli nieliniowo±ci zo-
staª podany w pracy [10] badaj¡cej relaksacj¦ klasycznego pola Yanga-Millsa na ustalonym tle
czasoprzestrzeni Minkowskiego i Schwarzschilda. W przypadku modelu Skyrma i relaksacji do
rozwi¡zania pró»niowego oraz relaksacji pola Yanga-Millsa na tle czasoprzestrzeni Minkowskiego
rachunek perturbacyjny pozwoliª na wyliczenie zarówno pot¦gowego wykªadnika jak i amplitudy
pot¦gowego ogona, a nast¦pnie przewidywania rachunków analitycznych zostaªy z du»¡ dokªadno-
±ci¡ potwierdzone w symulacjach numerycznych.

W kolejnych pracach [9, 8, 7] usystematyzowali±my nasze podej±cie perturbacyjne. Zapropo-
nowane przez nas rozwini¦cie perturbacyjne rozwi¡zania mo»na stosowa¢ zarówno do liniowych
równa« falowych z potencjaªem (wtedy parametrem perturbacyjnym staje si¦ amplituda poten-
cjaªu) jak równie» do semiliniowych równa« falowych typu �d+1φ = φp w d + 1 = 3 + 2` + 1
wymiarach, gdzie ` ≥ 0 (wtedy parametrem perturbacyjnym staje si¦ amplituda danych pocz¡tko-
wych). Ograniczamy si¦ do nieparzystej liczby wymiarów przestrzennych poniewa» tylko dla takiej
liczby obowi¡zuje zasada Huyhensa, tzn. dla swobodnego równania falowego dane pocz¡tkowe
propaguj¡ si¦ wzdªu» charakterystyk, wi¦c niezerowe pole poza obszarem wyznaczonym przez cha-
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Rysunek 3: Obszar caªkowania we wzorze na rozwi¡zanie równania �d+1φ = S, wraz z no±nikiem
rozwi¡zania pierwszego rz¦du rachunku w przypadku zwartych danych pocz¡tkowych.

rakterystyki dla zwartych danych pocz¡tkowych musi by¢ efektem rozpraszania pola na potencjale
lub nieliniowo±ci. Dla parzystej liczby wymiarów przestrzennych zasada Huyhensa nie obowi¡zuje
i rozwi¡zanie swobodnego równania falowego propaguje si¦ wewn¡trz caªego obszaru wpªywu da-
nych pocz¡tkowych. Zakªadamy równie» sferyczn¡ symetri¦ rozwi¡zania, ale warto pami¦ta¢, »e
istnieje prosty zwi¡zek pomi¦dzy sferycznie symetrycznymi rozwi¡zaniami równania falowego w
d + 1 = 3 + 2` + 1 wymiarach i rozwi¡zaniem dla `-tego multipola w 3 + 1 wymiarach 1. Dlate-
go wiele interesuj¡cych równa« ewolucyjnych w 3 + 1 wymiarach (np. badanych w [11, 10]) jest
równowa»nych skalarnym równaniom falowym w wy»szych wymiarach w sferycznej symetrii.

W pierwszym rz¦dzie rachunku perturbacyjnego otrzymuje si¦ swobodne równanie falowe, któ-
rego rozwi¡zanie jest wyznaczone jednoznacznie przez zadane dane pocz¡tkowe. W kolejnych rz¦-
dach otrzymuje si¦ niejednorodne równania falowe, z zerowymi danymi pocz¡tkowymi i ¹ródªami
zale»nymi od ni»szych rz¦dów rachunku perturbacyjnego. Tak wi¦c do otrzymania wiod¡cej dªugo-
czasowej asymptotyki rozwi¡zania potrzebne s¡ tylko dwa elementarne narz¦dzia − ogólne sferycz-
nie symetryczne rozwi¡zanie swobodnego równania falowego oraz wzór Duhamela (d = 3 + 2`):

• Je±li �d+1φ = 0 to

φ(t, r) =
1

rl+1

l∑
k=0

(2l − k)!

k!(l − k)!

(
a(k)(t− r)− (−1)ka(k)(t+ r)

)
(2r)l−k

,

gdzie generuj¡ca rozwi¡zanie funkcja a jest wyznaczona jednoznacznie przez dane pocz¡tko-
we.

• Je±li �d+1φ = S i φ speªnia zerowe dane pocz¡tkowe to

φ(t, r) =
1

2`+3r`+1

t+r∫
|t−r|

dv

t−r∫
−v

du (v − u)`+1P`(µ)S(v, u),

1Je±li φ jest sferycznie symetrycznym rozwi¡zaniem równania falowego w 3 + 2` + 1 wymiarach to r` φ jest

rozwi¡zaniem równania falowego w 3 + 1 wymiarach dla `-tego multipola.
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gdzie P` oznacza `-ty wielomian Legendre'a, a µ jest pewn¡ ustalon¡ funkcj¡ punktu obserwacji
(t, r) i zerowych zmiennych caªkowania (v, u). Obszar caªkowania, wraz z no±nikiem rozwi¡zania
pierwszego rz¦du rachunku dla zwartych danych pocz¡tkowych jest schematycznie przedstawiony
na rysunku 3.

W pracy [9] przeanalizowali±my wykªadnik i amplitud¦ pot¦gowego ogona dla sferycznie syme-
trycznego rozwi¡zania liniowego równania falowego z potencjaªem

V (r) =
ε

rα

(
1 +

β

rγ

)
+ o

(
1

rα+γ

)
, α, γ > 0 .

W generycznym przypadku, kiedy liniowy w ε ogon 1/tα+2` pochodzi od wiod¡cego czªonu (1/rα)
w potencjale, odtworzyli±my wynik [44, 45], natomiast w szczególnym przypadku nieparzystego
α, 3 ≤ α ≤ d − 2, kiedy liniowy w ε ogon od czªonu 1/rα to»samo±ciowo znika, nasza metoda
pozwoliªa na wyznaczenie dla tego czªonu wykªadnika i amplitudy anomalnego (rz¦du ε2) ogona
1/t2α+2`−2. W tym szczególnym przypadku dªugo-czasowa asymptotyka jest zdeterminowana dla
α − 2 < γ przez ogon rz¦du ε2 od wiod¡cego czªonu 1/rα w potencjale natomiast dla α − 2 ≥ γ
przez ogon rz¦du ε od pod wiod¡cego czªonu 1/rα+γ w potencjale (oczywi±cie o ile α + γ nie jest
liczb¡ nieparzyst¡ z przedziaªu 3 ≤ α+γ ≤ d−2). Z tym wªa±nie przypadkiem mamy do czynienia
w przypadku ogonów dla równania falowego na ustalonym tle czarnej dziury Schwarzschilda w
nieparzystej liczbie d ≥ 5 wymiarów przestrzennych. Nasza analiza jest silnym argumentem jak
uogólni¢ prawo Price'a [39], mówi¡ce »e w liniowym przybli»eniu zaburzenie multipolowe o indeksie
` zanika na zewn¡trz czarnej dziury Schwarzschilda w 3 + 1 wymiarach jak 1/t3+2`, na wy»sze
nieparzyste wymiary przestrzenne.

W pracy [8] stosuj¡c te same metody otrzymali±my wykªadniki i amplitudy ogonów dla semi-
liniowych równa« falowych. Pokazali±my, »e dla �d+1φ = φp (α∂tφ+ β∂rφ)q w d + 1 = 3 + 2` + 1
wymiarach istniej¡ szczególne warto±ci parametrów p, q, α, β dla których ogon pot¦gowy maleje
szybciej ni» dla przypadków generycznych. Dzieje si¦ tak w szczególno±ci dla kwadratowej nieli-
niowo±ci, która pojawiªa si¦ w pracy [10].

�cisªy matematyczny dowód naszych asymptotycznych przewidywa« w przypadku d = 3 zostaª
podany w pracy [7].

Najwa»niejszym zastosowaniem metod opisanych powy»ej byªa peªna nieliniowa analiza proce-
su relaksacji samograwituj¡cego pola skalarnego do rozwi¡zania Minkowskiego w d+1 = 3+2`+1
wymiarach (` ≥ 0). W pracy [6] podali±my zarówno wykªadniki jak i amplitudy nieliniowych
ogonów dla czasowej i zerowej asymptotyki, a nast¦pnie potwierdzili±my te przewidywania nume-
rycznie. Spodziewamy si¦, »e w przypadku pola skalarnego kolapsuj¡cego do czarnej dziury warto±ci
wykªadników nieliniowych ogonów s¡ takie same jak w przypadku relaksacji do rozwi¡zania Min-
kowskiego. Zatem w d = 3 + 2` wymiarach przestrzennych w przypadku ` = 0 (d = 3) zarówno
ogon liniowy jak i nieliniowy zanikaj¡ jak 1/t3. Ta numeryczna koincydencja spowodowaªa, »e efek-
ty nieliniowe w dªugo-czasowej asymptotyce rozwi¡za« równa« Einsteina pozostawaªy przez dªugi
czas niezauwa»one [41, 42, 43]. Natomiast w przypadku ` ≥ 1 (nieparzyste d ≥ 5) oczekujemy, »e
ogon liniowy b¦dzie zanikaª jak 1/t6`+4 [9], natomiast ogon nielinowy b¦dzie zanikaª jak 1/t3`+3

[6], dominuj¡c dªugo-czasow¡ asymptotyk¦.
Ciekawym uogólnieniem bezmasowego pola skalarnego jako modelu materii w równaniach Ein-

steina s¡ mapy falowe sprz¦gni¦te z grawitacj¡. S¡ to mapy U : M −→ N pomi¦dzy czasoprze-
strzeni¡ (M, gαβ) a riemanowsk¡ rozmaito±ci¡ (N , GAB), b¦d¡ce punktami krytycznymi dziaªania:

S =

∫
M

(
R

16πG
− λgαβ∂αUA∂βU

BGAB

)
dv .

Tutaj R oznacza skalar Ricciego metryki gαβ, G - staª¡ grawitacji, λ - staª¡ sprz¦»enia mapy, a dv
jest elementem obj¦to±ci w czasoprzestrzeni (M, gαβ). Dla ekwiwariantnych map falowych indeks
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` mapy gra rol¦ podobn¡ do multipolowego indeksu w rozkªadzie pola skalarnego na harmoniki
sferyczne, ale dzi¦ki temu, »e tensor energii p¦du dla takiej mapy nie zale»y od k¡tów, mapa
mo»e by¢ konsystentnie sprz¦»ona przez równania Einsteina z sferycznie symetrycznymi metrykami
gαβ. Linearyzacja takich równa« prowadzi do pojawienia si¦ bariery centryfugalnej `(` + 1)/r2

wypychaj¡cej pole z obszaru centralnego. Dlatego mapy falowe byªy u»ywane jako prosty model
niesferycznego kolapsu grawitacyjnego [46]. W pracy [5] zbadali±my dªugo-czasow¡ asymptotyk¦
w tym modelu dla maªych danych pocz¡tkowych (ulegaj¡cych dyspersji). Z pomoc¡ rachunku
perturbacyjnego otrzymali±my amplitudy i wykªadniki pot¦gowych ogonów takich rozwi¡za« w
czasowej i zerowej niesko«czono±ci, a nast¦pnie potwierdzili±my te przewidywania numerycznie.

5. Omówienie pozostaªych osi¡gni¦¢ naukowo-badawczych

• Pozostaªe prace wykonane po otrzymaniu stopnia doktora nauk �zycznych, nie
wchodz¡ce w skªad cyklu zaprezentowanego w poprzednim rozdziale. W pracach
[13, 14, 15] zajmowaªem si¦ wyznaczaniem modów kwazinormalnych. Znajomo±¢ parametrów
modów kwazinormalnych obiektów astro�zycznych jest bardzo istotna: teoretycznie pozwala
zarówno zidenty�kowa¢ obiekt astro�zyczny (np. odró»ni¢ czarn¡ dziur¦ od gwiazdy neu-
tronowej) jak równie» okre±li¢ parametry obiektu (np. mas¦ i kr¦t). W pracy [14] podaªem
uogólnienie metody Leavera [47] wyznaczania modów kwazinormalnych za pomoc¡ uªamków
ªa«cuchowych, w przypadku kiedy wymagane jest przedªu»enie analityczne pomi¦dzy obsza-
rami zbie»no±ci szeregów reprezentuj¡cych rozwi¡zanie w otoczeniu punktów wyznaczajacych
asymptotyki rozwi¡za« (które z kolei prowadz¡ do kwantyzacji modów kwazinormalnych). W
pracach [13, 15] wyznaczone mody kwazinormalne sªu»yªy do opisu po±redniej asymptotyki
dla symulowanych numerycznie modelowych ukªadów (odpowiednio: pola Yanga-Millsa na tle
czarnej dziury Schwarzschilda oraz pró»niowego kolapsu grawitacyjnego w 9-ciu wymiarach
czasoprzestrzennych, przy upraszczaj¡cych zaªo»eniach o symetrii ukªadu).

Praca [12] jest (mam nadziej¦) pedagogicznym opisem technik numerycznych wykorzystanych
w badaniu turbulentnej niestabilno±ci czasoprzestrzeni AdS [2, 3].

W pracy [16] badaªem numerycznie charakterystyki pewnych obserwabli w teorii ªadunku
Staruszkiewicza [48] w celu wyró»nienienia w ramach tej teorii wyró»nionych warto±ci staªej
struktury subtelnej. Te badania nie przyniosªy pozytywnych rezultatów, ale trudno si¦ temu
dziwi¢ bior¡c pod uwag¦ skal¦ trudno±ci badanego problemu.

• Prace wykonane przed otrzymaniem stopnia doktora nauk �zycznych. W pracach
wykonanych przed i w ramach doktoratu [17]-[21] zajmowaªem si¦ badaniem efektywnych
modeli dla chromodynamiki kwantowej.

• Wyst¡pienia konferencyjne i referaty.

wyst¡pienia dotycz¡ce niestabilno±ci czasoprzestrzeni AdS lub rozwi¡za« periodycznych o
asymptotyce AdS na konferencjach:

� Holography: From Gravity to Quantum Matter, Cambridge, 16-20.09.2013, referat Time-
Periodic Solutions in an Einstein AdS � Massless Scalar Field System

� Gravity - New perspectives from strings and higher dimensions, Benasque, 14-26.07.2013,
referat Turbulent Instability of Anti-de Sitter Space

� NR/HEP2: Spring School, Lizbona, 11-14.03.2013, wykªady Turbulent Instability of
Anti-de Sitter Space i Time-Periodic Solutions in an Einstein AdS � Massless Scalar
Field System
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� Holographic Thermalization, Lejda, 8-12.10.2012, referat Turbulent Instability of Anti-de
Sitter Space

� Relativity and Gravitation 100 years after Einstein in Prague, Praga, 25-29.06.2012,
zaproszony wykªad plenarny Turbulent Instability of Anti-de Sitter Space

� stringtheory.pl/2012, Wrocªaw, 13-15.04.2012, referat Turbulent Instability of Anti-de
Sitter Space

� Central European Relativity Seminar in Cracow, Kraków, 02-04.02.2012, referat Turbu-
lent Instability of Anti-de Sitter Space

� Seminar on Mathematical Relativity, Wiede«, 27-29.01.2011, referat Numerical investi-
gation of a perturbed AdS spacetime

oraz referaty w NCBJ wWarszawie (pa¹dziernik 2012), Instituto Superior Técnico w Lizbonie
(pa¹dziernik 2011) i Albert Einstein Institute w Golm (maj 2011)

wyst¡pinenia dotycz¡ce relaksacji do rozwi¡za« statycznych i nieliniowych ogonów na konfe-
rencjach:

� Spanish Relativity Meeting ERE 2009, Bilbao 07-11.09.2009, referat Non-linear e�ects
in late-time asymptotics for self-gravitating massless �elds

� 12th Marcel Grossmann Meeting, Pary», 12-18.07.2009, referat Non-linear e�ects in
late-time asymptotics for self-gravitating massless �elds

� 49th Cracow School of Theoretical Physics, Zakopane, 31.05-10.06.2009, referat Non-
linear E�ects in Late-Time Asymptotics for Self-Gravitating Massless Fields

oraz referaty w Albert Einstein Institute w Golm (maj 2009) i Friedrich-Schiller-Universität
w Jenie (maj 2007)

• Udziaª w grantach.

� Grant NCN DEC-2012/06/A/ST2/00397 Czasoprzestrzenie asymptotycznie anty-de Sit-
tera, turbulencja i korespondencja AdS/CFT 04.04.2013-03.04.2016, wykonawca

� Grant NCN NN 202 030740 Globalna dynamika rozwi¡za« równa« Einsteina i innych
geometrycznych, nieliniowych równa« ewolucyjnych 30.05.2011-29.05.2014, wykonawca

� Grant MNII NN 202 079235 Analiza nieliniowej stabilno±ci stacjonarnych rozwi¡za«
równa« Einsteina i innych nieliniowych równa« falowych 08.10.2008-07.10.2010, wyko-
nawca

� Grant KBN 1 P03B 012 29 Czarne dziury, osobliwo±ci i kolaps grawitacyjny 18.11.2005-
17.11.2008, wykonawca

� Grant KBN 2 P03B 048 22 Funkcje falowe mezonów w modelu pró»ni instantonowej
01.02.2002-28.02.2003, kierownik grantu

• Wyró»nienia.

� stypendium JM Rektora UJ 2004/2005,

� nagroda zespoªowa (wraz z Piotrem Bizoniem) JM Rektora UJ 2011

• Parametryczne podsumowanie wszystkich moich prac.
Dane wg. bazy Web of Knowledge na dzie« 21.11.2013:
cytowania 289 (bez autocytowa« 255), h-index 10, liczba cytowa« do poszczególnych prac
jest podana w spisie literatury (pozycje [1]-[21]).

12



• Dydaktyka. Prowadziªem ¢wiczenia do nast¦puj¡cych wykªadów: mechanika klasyczna, me-
chanika kwantowa, elektrodynamika klasyczna, OTW i klasyczna teoria pola, matematyczne
metody �zyki, termodynamika, matematyka dyskretna. Obecnie prowadz¦ kurs (wykªad i
¢wiczenia) z mechaniki kwantowej dla studentów bio�zyki i �zyki medycznej.

Kraków, 21.11.2013
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