Autoreferat

1. Imie i Nazwisko.

Andrzej Rostworowski

2. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe.

e Stopien doktora nauk fizycznych w zakresie fizyki (z wyro6znieniem), Uniwersytet Jagielloniski,
Krakow, 2003 r.
Tytul rozprawy: Funkcje falowe mezonéw w efektywnym modelu QCD
Promotor: prof. dr hab. Michat Praszalowicz

e Stopien magistra fizyki (z wyrdznieniem), Uniwersytet Jagiellonski, Krakow, 1997 r.
Tytut rozprawy: Proba opisu protonu w modelu dipoli QCD
Promotor: prof. dr hab. Michal Praszatowicz

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych
e 2006 — obecnie: adiunkt, Uniwersytet Jagiellonski
e 2003 — 2006: asystent, Uniwersytet Jagielloriski
e 1998 — 2002: doktorant, Uniwersytet Jagiellonski

e 1997 — 1998: asystent-stazysta, Uniwersytet Jagielloniski

4. Wskazanie osiggniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14
marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach
i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.)

Moim osiggnieciem naukowym, ktore przedstawiam jako podstawe postepowania habilitacyj-
nego, jest monotematyczny cykl prac zatytutowany "Efekty nieliniowe w dlugo-czasowej
asymptotyce rozwigzan réwnan Einsteina i innych modelowych, nieliniowych réwnan
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Omawiajac cel i wyniki ww. prac bede staral sie podkresli¢ kluczowe elementy tych prac,
redukujac jednoczesnie ilo§¢ wzoréow i szczegbétow technicznych do niezbednego minimum. Mam
nadzieje, ze spowodowana tym strata matematycznej Scistoéci zostanie zrekompensowana lepsza
czytelnoscia tekstu, a matematyczna Scistos¢ mozna bedzie w kazdym momencie odzyskac siegajac
do oryginalnych prac.

Efekty nieliniowe w réwnaniach Einsteina z ujemng stalg kosmologiczng

W mojej ocenie najwazniejszymi pracami cyklu sg prace [3] (wspotautor: Piotr Bizon) oraz [1]
(wspotautor: Maciej Maliborski), dotyczace rozwiazan rownan Einsteina z ujemng stata kosmolo-
giczna. Praca |3] wskazuje na niestabilno§¢ rozwigzania anty- de Sittera (AdS) rownan Einsteina.
Niestabilnos¢ ta polega na tym, ze dowolnie male, generyczne zaburzenie rozwiazania AdS ko-
lapsuje grawitacyjnie tworzac czarng dziure. Praca [1] wykazuje, ze ujemna stata kosmologiczna
umozliwia istnienie globalnie regularnych (bez osobliwosci), periodycznych w czasie, stabilnych
rozwigzan rownan Einsteina. Wedlug mojej wiedzy jest to pierwsze doniesienie w literaturze na
temat istnienia tej nowej, zaskakujacej klasy rozwigzan réwnan Einsteina.

Rozwigzanie AdS jest maksymalnie symetrycznym rozwigzaniem proézniowych rownan Einsteina
z ujemny stala kosmologiczna. Czasoprzestrzen AdS mozna wiec traktowaé¢ jako jedno z podstawo-
wych rozwigzan rownan Einsteina, analogiczne do czasoprzestrzeni Minkowskiego (maksymalnie
symetrycznego rozwigzania prozniowych rownan Einsteina bez stalej kosmologicznej) i czasoprze-
strzeni de Sittera (maksymalnie symetrycznego rozwiazania prozniowych rownan Einsteina z do-
datnia stala kosmologiczna).

7 naszej codziennej perspektywy kluczowym rozwiazaniem jest niewatpliwie czasoprzestrzen
Minkowskiego, jako tto dla otaczajacych nas zjawisk. Czasoprzestrzen de Sittera jest prawdopodob-
nie istotna z kosmologicznego punktu widzenia, poniewaz ostanie pomiary akceleracji rozszerzania
sie Wszechswiata (uhonorowane nagroda Nobla z fizyki w 2011) wskazuja na dodatnia wartosé
statej kosmologicznej. Natomiast rozwigzanie AdS stalo sie niezmiernie modne w ostatnich 15-tu
latach z powodu tzw. korespondencji AdS/CFT [22, 23|, czyli hipotezy o dualnosci pomiedzy roz-
wigzaniami klasycznych rownar Einsteina z ujemna stala kosmologiczng (tzn. o asymptotyce AdS),
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Rysunek 1: Promieni horyzont vs. amplituda danych poczatkowych. Kolejne (od prawej do lewej)
zera tej funkcji odpowiadaja wartosciom krytycznym amplitudy; dla tych wartosci w czasie n-tej
implozji rozwiazanie zmierza lokalnie do krytycznego rozwiazania Choptuika [28|.

a konforemng kwantowa teoria pola, przy silnym sprzezeniu wielu stopni swobody, zdefiniowang
na brzegu czasoprzestrzeni AdS.

7 punktu widzenia ogolnej teorii wzglednosci (OTW) majac rozwiazanie rownan Einsteina,
kluczowe jest pytanie o jego stabilnosé, czyli o to czy male zaburzenie danego rozwigzania w chwili
poczatkowej pozostaje male w przysztosci. Stabilno$¢ czasoprzestrzeni Minkowskiego i de Sittera
zostala dowiedziona w pracach, odpowiednio |24| i |25]. Natomiast stabilnosé¢ rozwiazania AdS
pozostaje nadal otwartym problemem matematycznym, co ciekawe prawie zupetnie ignorowanym
przez ostatnie 15 lat aktywno$ci zwiazanej z korespondencja AdS/CFT. Czasoprzestrzen Min-
kowskiego jest stabilna dzieki swojej strukturze kauzalnej i mozliwosci wypromieniowania energii
(zaburzenia) do (zerowej) nieskoriczonosci. Natomiast w przypadku struktury kauzalnej czaso-
przestrzeni AdS zerowa nieskoniczono$¢ jest czasowa hiperpowierzchnia, do ktérej promieniowanie
dochodzi w skoriczonym czasie wlasnym obserwatora znajdujacego si¢ wewnatrz przestrzeni AdS.
W przypadku badania ewolucji zaburzenia rozwiazania AdS, wymaga to okre$lenia warunkéw,
ktore zaburzenie ma spelnia¢ na tej hiperpowierzchni. Te (fizycznie) dyktowane warunki moga
wykluczaé¢ mozliwosé wypromieniowania energii i tym samym pozbawi¢ rozwigzanie AdS mecha-
nizmu zachowania stabilnosci. Zbadanie tego problemu i che¢ poréwnania z asymptotycznie pla-
skim przypadkiem [6] byly wlasnie motywacja do podjecia pracy [3]. W tej pracy badamy prosty
model bezmasowego pola skalarnego (jako modelu materii) minimalnie sprzezonego z grawitacja
z ujemny stala kosmologiczna, przy upraszczajacym zaltozeniu sferycznej symetrii. W analogicz-
nym modelu bez stalej kosmologicznej (asymptotycznie ptaskim) Christodoulou wykazal dyspersje
dla "matych" danych poczatkowych [26]| i kolaps grawitacyjny do czarnej dziury dla "duzych"
danych poczatkowych [27], z kolei Choptuik, badajac granice pomiedzy tymi dwoma scenariu-
szami odkryl uniwersalne (niezalezne od rodziny danych poczatkowych), krytyczne rozwiazanie
rozdzielajace kolaps od dyspersji [28] i w ten sposob zapoczatkowal badanie zjawisk krytycznych
w kolapsie grawitacyjnym. Wracajac do pracy [3]: przyjmujemy ansatz na posta¢ sferycznie za-
burzonego rozwigzania AdS sparametryzowany przez dwie funkcje metryczne (oznaczane w pracy
jako A i ¢), a nastepnie z rownan Einsteina oraz rownania ruchu dla bezmasowego pola skalarnego
(oznaczanego przez ¢) otrzymujemy zamkniety uktad réwnan. Rozwiazanie AdS jest oczywiscie
rozwiazaniem tego uktadu przy ¢ = 0, A = 1 i d=const. Wlasciwe postawienie zagadnienia po-
czatkowego dla zaburzenia rozwigzania AdS wymaga dookreslenia warunkéw na zachowanie pol
A, 4§, 1 ¢ w nieskoniczonosci, ktora jest punktem osobliwym naszego uktadu. Fizycznie naturalnym



warunkiem jaki tu narzucamy jest warunek skonczonej catkowitej masy rozwigzania oraz gtadko-
sci funkeji w nieskoriczonosci. W uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze warunki te sprowadzaja sie
do tego aby funkcje A, 0 i ¢ odpowiednio szybko osiggaly warto$ci odpowiadajace rozwigzaniu
AdS. Warunki te powoduja, ze brzeg AdS staje si¢ idealnie odbijajacym lustrem dla pola skalar-
nego, uniemozliwiajac relaksacje zaburzenia do rozwiazania AdS. Nastepnie przygotowujemy dane
poczatkowe w postaci zwartego pakietu pola skalarnego i numerycznie symulujemy ich ewolucje
czasowa. Pierwszym problemem jaki badamy jest krytyczny kolaps grawitacyjny. Ustalamy rodzi-
ne danych poczatkowych (w pracy przyjmujemy ¢ = 0 i gaussowski rozktad pedu pola w chwili
poczatkowej) i zmieniamy jeden z parametrow danych (w pracy jest to amplituda rozkladu pedu).
Dla duzych amplitud, przy implozji przez centrum AdS (sferyczna symetria), cze$¢ materii kolap-
suje do czarnej dziury o masie bedacej jakim$ utamkiem catkowitej masy rozwigzania. Nastepnie
zmniejszajac amplitude danych mozemy mase powstajacej czarnej dziury uczyni¢ dowolnie mata,
az dochodzimy do krytycznej wartosci amplitudy, rozdzielajacej kolaps przy implozji przez cen-
trum od dyspersji do nieskoriczono$ci. Otrzymane w ten sposob rozwigzanie krytyczne jest lokalnie
identyczne z rozwiazaniem krytycznym Choptuika [28] w analogicznym modelu (bezmasowe pole
skalarne) w przypadku asymptotycznie plaskim, poniewaz lokalnie, na malych skalach stata ko-
smologiczna nie ma znaczenia. Dalsze zmniejszenie amplitudy powoduje, ze zadna czes¢ zaburzenia
nie zostaje grawitacyjnie zlapana i zaburzenie ucieka do nieskoriczono$ci. Tu pojawia si¢ réznica
pomiedzy czasoprzestrzenia asymptotycznie ptaska, w ktorej nastepuje relaksacja do rozwigzania
Minkowskiego [6], a czasoprzestrzenia o asymptotyce AdS, w ktorej zaburzenie dochodzi do nie-
skoriczonosci (brzegu AdS) w skonczonym czasie, tam zostaje odbite i wraca do centrum z nowa
mozliwoscia kolapsu. Istotnie okazalo sie, ze takie zaburzenie kolapsuje w czasie drugiej implo-
zji przez centrum (po jednym odbiciu od brzegu AdS). Zmniejszajac amplitude mozemy uczyni¢
czarng dziure powstajaca w czasie drugiej implozji dowolnie mata i ponownie odnalezé krytyczne
rozwigzanie Choptuika rozdzielajace tym razem kolaps przy drugiej implozji przez centrum od
dyspersji. Postepujac analogicznie dla drugiego i kolejnych odbié¢ od brzegu, dochodzimy w ten
sposob do nieskonczonego ciggu amplitud krytycznych, ktore prowadza do krytycznego rozwigza-
nia Choptuika w pierwszej, drugiej, trzeciej i kolejnych implozjach pola skalarnego przez centrum
sferycznej symetrii. To zachowanie ilustruje rysunek 1. Dopasowanie potegowej zaleznosci amplitu-
dy krytycznej €*(n) ~ n~* rozdzielajacej kolaps od dyspersji w czasie n-tej implozji przez centrum
sugeruje powstanie czarnej dziury dla dowolnie maltego zaburzenia rozwiazania AdS. Wyznacza-
nie zaleznosci €*(n) jest jednak bardzo kosztowne numerycznie, a dla n ~ 1000 wydaje sie wrecz
niewykonalne wiec numeryczne wykazanie niestabilno$ci AdS wymaga mocniejszego argumentu.
Takim argumentem jest zachowanie skalara krzywizny. W centrum skalar krzywizny dany jest
wzorem R = — (9;¢)° + Raas (gdzie Ragg jest stala, ujemna krzywizng rozwigzania AdS). Male
zaburzenie rozwiazania AdS w postaci zwartego pakietu falowego imploduje przez centrum - ucieka
do nieskonczonosci - odbija sie od brzegu - imploduje, itd. w postaci zwartego pakietu. W czasie
kazdej implozji przez centrum mierzymy osiggniete maksimum (@tgb)Q. Wynik dla czterech r6znych
matych amplitud () skalujacych sie jak /2 jest przedstawiony (w skali liniowo-logarytmicznej) na
rysunku 2a (w oznaczeniach pracy [3] II = A~!e’ 9,6, co w centrum sferycznej symetrii redukuje
sie do 0,¢). Mowimy, ze amplitudy sa mate w tym sensie, ze w poczatkowym okresie maksima osig-
gane przez (8,5@5)2 w czasie kolejnych implozji skalujg sie liniowo z €2, co ze wzgledu na nieliniowos¢
problemu nie zachodzi dla duzych danych poczatkowych. Jak wida¢ na rysunku 2a w poczatko-
wym okresie nie dzieje sie nic nadzwyczajnego, a badajac przestrzenne profile rozwiazania mozna
przekonaé sie, ze zaburzenie porusza si¢ praktycznie bez zmiany ksztattu. Jednak po czasie, kto6-
ry skaluje sie z grubsza jak 1/¢2 osiagane maksima (9,¢)° zaczynaja (wykladniczo) rosna¢, az
do powstania horyzontu w czasie, ktory rowniez skaluje si¢ z dobrym przyblizeniem jak 1/&2. Te
cechy sa podkreslone na rysunku 2b, gdzie (8,6)° i t zostaly przeskalowane do (9,¢)° /e2 i €2t,
powodujac nalozenie si¢ wszystkich czterech krzywych z rysunku 2a na jedng krzywa, uniwersalng
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Rysunek 2: (a) Maksima osiagane przez I12(t,0) = (9;¢(t,0))* przez rozwiazania startujace z
malych danych poczatkowych, ktorych amplitudy w chwili poczatkowej skaluja sie jak /2. Po
wykonaniu od 53 (¢ = 2%/%6/7) do 476 odbi¢ (¢ = 6/7) wszystkie rozwiazania ostatecznie kolapsuja.
(b) Krzywe z rysunku (a) po przeskalowaniu e 2I1?(€%t, 0).

dla wybranej rodziny danych poczatkowych. Wtagnie ta uniwersalnosé¢ ewolucji (w ramach danej
rodziny danych poczatkowych) jest naszym kluczowym argumentem numerycznym: oczekujemy,
ze dowolnie mate zaburzenie rozwigzania AdS zacznie rozwija¢ nieliniowa niestabilno$¢ w czasie
skalujgcym sie z kwadratem amplitudy danych poczatkowych. Argumenty numeryczne sg popar-
te heurystycznym rachunkiem perturbacyjnym. Tego typu rachunek, w ktérym perturbacyjnym
parametrem jest amplituda zaburzenia, byt wczesniej z sukcesem zastosowany w naszych pracach
dotyczacych relaksacji do rozwigzan statycznych w czasoprzestrzeniach asymptotycznie ptlaskich.
W liniowym rzedzie rachunku otrzymuje sie zlinearyzowane rownanie falowe na ustalonym tle (tu-
taj AdS), ktorego rozwigzanie jest wyznaczone jednoznacznie przez zadane dane poczatkowe; w
wyzszych rzedach otrzymuje sie kolejne poprawki do metryki (dane przez réwnania zwyczajne,
ktore mozna tatwo formalnie scatkowac) oraz niejednorodne réwnanie falowe na ustalonym (zli-
nearyzowanym) tle dla kolejnych poprawek do rozwiazania pelnego réwnania falowego, w ktorym
niejednorodnos¢ dana jest przez poprawki wyliczone w nizszych rzedach. Liniowe rownanie falowe
na ustalonym tle AdS zostalo dokladnie zbadane w pracy Ishibashi i Walda [29]. W szczegdlnosci
funkcje wlasne zlinearyzowanego problemu tworzg uktad zupelny, a odpowiadajace im spektrum
czestosci wlasnych sktada si¢ z nieparzystych liczb catkowitych wiekszych od 1: w; = 3 + 27, z
catkowitym 7 > 0. Kluczowa cecha tego spektrum jest to, ze jest ono réwnomiernie roztozone
na osi rzeczywistej. W zwiazku z tym jesli 2 jest zbiorem czestosci harmonicznych obecnych w
danych poczatkowych to w rzedzie €® kazda czestosé postaci |w;, + wj, — wj,|, gdzie w;, € Q jest
wzbudzana rezonansowo. Cze$¢ z tych rezonanséw moze by¢ skompensowana przez odpowiednig
(zalezna od amplitudy danych poczatkowych) modulacje czestosci, ale cze$é pozostaje i prowadzi
do rezonansowego transferu (zachowanej) energii pomiedzy modami. Prowadzi do do przeptywu
energii do coraz wyzszych czestosci, a co za tym idzie to koncentracji energii na coraz mniejszych
skalach przestrzennych i ostatecznie do kolapsu grawitacyjnego. Jako przykltad rozwazylismy (nie-
generyczne) dane poczatkowe startujace z jednego modu, dla ktorych rezonans dalo sie usungé,
a ewolucja numeryczna nie prowadzila do powstania czarnej dziury (teraz interpretujemy to nu-
meryczne rozwiazanie jako zaburzenie stabilnego rozwiazania periodycznego o asymptotyce AdS
[1]), oraz dane poczatkowe startujace z (dowolnej) liniowej kombinacji dwoch modow, co prowa-
dzi do nieusuwalnego rezonansu, a ewolucja numeryczna przypomina ewolucje zwartych danych
poczatkowych i prowadzi do kolapsu grawitacyjnego.



Wyniki pracy [3] zostaly uogélnione na wyzsze wymiary w pracy [2| oraz zainicjowaly dalsze
badania problemu w naszej grupie badawczej i na $wiecie (w ciagu dwoch lat od ukazania sie w
arXiv praca [3] zebrala przeszto 50 cytowan wg. bazy INSPIRE). Numeryczne wyniki [3] zostaly
potwierdzone w pracy [30] i rozszerzone na przypadek skalarnego, bezmasowego pola natadowanego.

W dalszej perspektywie wazne wydaje sie wyjscie poza sferyczng symetrie. Ostatecznym celem
bytaby tu dtugo-czasowa stabilna ewolucja w osiowej symetrii, zakoniczona wg. naszych oczekiwan
dynamicznym uformowaniem sie czarnej dziury. Pewnym matym krokiem w tym kierunku jest do-
skonala praca Bantilana, Pretoriusa i Gubsera [31], w ktorej badana jest relaksacja zdeformowane;j
rotujacej czarnej dziury, jednak stad jeszcze daleka droga do dlugo-czasowej stabilnej ewolucji i
oczekiwanego kolapsu prowadzacego do dynamicznego powstania czarnej dziury. Mozna natomiast
stosunkowo tatwo uzyska¢ w pelnych nieliniowych réwnaniach czton, ktéry odpowiada barierze cen-
tryfugalnej [5, 32|, czyli "wypycha" kolapsujace pole z centrum i w ten sposob symulowaé¢ pewne
aspekty niesferycznego kolapsu grawitacyjnego. Podobny mechanizm "wypychania" pola z centrum
wystepuje w modelu grawitacyjnego kolapsu w 4 + 1 wymiarach, opartego na ansatzu [33|, ktory
wlasnie przygotowujemy do publikacji.

Kolejnym tematem zapoczatkowanym praca [3] i sfinalizowanym w pracy [1] jest poszukiwanie
rozwigzan periodycznych w czasie o asymptotyce AdS. Heurystyczne argumenty oparte na rachun-
ku perturbacyjnym analogicznym do [3| zasugerowaly, istnienie takich rozwiazan dla prozniowej
grawitacji w 34114+ 1 wymiarach z ujemna stata kosmologiczna [34| oraz ich stabilnos¢ [35]. W
pracy [1] podalismy dwie niezalezne metody: perturbacyjna i numeryczna, konstrukeji periodycz-
nych w czasie rozwigzan rownan Einsteina w naszym uproszczonym modelu samograwitujacego,
bezmasowego pola skalarnego w sferycznej symetrii oraz przedstawiliSmy numeryczna ewidencje ich
stabilnosci. Metoda perturbacyjna jest metoda typu Poincaré—Lindstedt, wykorzystujaca swobode
wyboru perturbacyjnych poprawek do czestosci i statych catkowania w rownaniach perturbacyjnych
do systematycznego usuwania cztonoéw wiekowych (secular terms), ktorych pojawienie sie psuto-
by periodycznosé¢ rozwiazania. Przedstawiamy réwniez ewidencje na niezerowy promien zbieznosci
szeregu perturbacyjnego. Metoda numeryczna jest oparta na nowym (w stosunku do pracy [3])
sformutowaniu wiezu na funkcje metrycznag A, ktére umozliwito skonstruowanie metody pseudo-
spektralnej wyliczania prawych stron rownan dynamicznych dla pola skalarnego. Dzieki temu mo-
zemy otrzymaé (nieliniowe) réwnania na wspolezynniki rozwiniecia rozwiazania periodycznego na
funkcje harmoniczne w czasie i funkcje wlasne operatora falowego dla metryki AdS w przestrzeni,
a nastepnie rozwigzaé je stosujac algorytm Newton-Raphson. Te dwie zupelnie niezalezne metody
prowadzg do idealnie zgodnych wynikéw, co utwierdza nas w przekonaniu, ze regularne, perio-
dyczne w czasie rozwigzania réwnan Einsteina z ujemna stata kosmologiczna rzeczywiscie istnieja.
Poroéwnanie otrzymanych rozwigzan z numeryczng ewolucja ich danych poczatkowych i otrzymana
zgodnos¢ sa silnym argumentem za stabilnoscia otrzymanych rozwiazan (brak zgodnosci nie ozna-
czalby, ze rozwiazania periodyczne zostaly zle wyznaczone, a jedynie dowodzit ich niestabilnosci).
Podobne argumenty numeryczne na rzecz stabilnosci gwiazd bozonowych zostaly podane w pracy
[36]. Wyniki prac [3, 1, 35, 36] sugeruja, ze podczas gdy sama przestrzen AdS jest niestabilna
wzgledem kolapsu grawitacyjnego, to zaburzenie jej w odpowiedni sposob (przez np. rozwiazanie
periodyczne lub gwiazde bozonowa) przeciwdziala niestabilnosci.

Ciekawym problemem moze by¢ zbadanie konsekwencji niestabilnosci rozwigzania AdS oraz
istnienia rozwiazan periodycznych o asymptotyce AdS w kontekscie hipotezy AdS/CFT.

Omawiajac niestabilno$é¢ AdS warto tez wspomnie¢, ze przypadek 2 + 1 wymiarowej grawitacji
z ujemny, stala kosmologiczng |37, 38| jest przypadkiem szczegblnym. Ze wzgledu na przerwe w
spektrum dopuszczalnych mas czarnych dziur w przypadku malych danych poczatkowych rezo-
nansowy przepltyw energii do coraz wyzszych czestosci nie moze zakonczy¢ sie powstaniem czarnej
dziury i pytanie o koncowy stan ewolucji pozostaje otwarte.

Wyniki prac [3, 1] byly wielokrotnie prezentowane na arenie miedzynarodowej zar6wno przez
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Piotra Bizonia (Zurich, Edinbourgh, Wiederi, Oberwolfach, Cambridge, GR20 Warszawa), Macieja
Maliborskiego (GR20 Warszawa, Zakopane) jak i przeze mnie (Lizbona, Praga, Leiden, Benasque,
Cambridge) i spotykaly sie zwykle z duzym zainteresowaniem.

Relaksacja do rozwigzan statycznych i nieliniowe ogony

Wykonanie pracy [3] byto mozliwe dzieki wezesniejszym doswiadcezeniom zdobytym przy badaniu
relaksacji do rozwiazan statycznych w plaskiej czasoprzestrzeni [4]-[11]. Nieliniowe réwnania falowe
moga posiadaé stabilne rozwiazania statyczne. W przypadku istnienia takich rozwigzan ciekawym
problemem jest proces relaksacji malego zaburzenia do rozwigzania statycznego. Linearyzacja row-
nania woké! rozwigzania statycznego prowadzi do liniowego réwnania falowego z potencjatem po-
chodzacym od rozwigzania statycznego. Pozostaje jednak pytanie, czy rozpraszanie zaburzenia na
potencjale w zlinearyzowanym réwnaniu falowym wystarcza do opisu relaksacji; inaczej czy czlony
nieliniowe rzeczywiscie mozna zaniedba¢. Jako przyklad rozwazmy réwnanie falowe w 3 wymiarach
z potencjatem V' i kubiczna potegowsq nieliniowoscia:

O’F — AF +V F+ F? =0.

Przyjmijmy, ze potencjal jest sferycznie symetryczny V = V(r), nieujemny i spadajacy do zera
jak 1/r3 dla duzych r. W chwili poczatkowe] zadajemy zwarte, sferycznie symetryczne dane po-
czatkowe na powierzchni Cauchy i zastanawiamy sie ktory z wyrazow (potencjal czy nieliniowosé)
ma decydujacy wplyw na zachowanie rozwigzania w pewnej skoniczonej odlegtosci rys od Srodka
symetrii, dla dlugich czasow, tzn. ¢t >> r,s. Potencjal jest odpychajacy oraz nieliniowo$¢ jest nie-
ogniskujaca, wiec dla kazdego skoficzonego r rozwiazanie zmierza do zera dla t — oco. Istotnie, dla
czasOw posrednich rozwiazanie maleje wyktadniczo (ta faza ewolucji jest zdominowana przez mody
kwazinormalne), a dla dtugich czasow ujawnia sie spadek potegowy (czesto okreslany jako potego-
wy ogon rozwiazania). Mody kwazinormalne sa dobrze zrozumianym liniowym efektem zwigzanym
z rezonansami potencjalu V. Poniewaz w fazie potegowego spadku pole jest jeszcze mniejsze niz w
fazie modow kwazinormalnych, mozna oczekiwaé, ze réwniez ta faza jest dobrze opisana przybli-
zeniem liniowym. Takie podejscie okazuje si¢ jednak zbyt naiwne - w tym modelowym réwnaniu o
dhugo-czasowa asymptotyka jest dyktowana przez kubiczna nieliniowosé. Heurystycznie mozna to
zrozumie¢ w nastepujacy sposob. W przyblizeniu liniowym sygnal dochodzacy dla duzych czasow ¢
do obserwatora znajdujacego sie w odlegtosci s 0d §rodka symetrii pochodzi w pierwszym przybli-
zeniu od pojedynczego rozproszenia na potencjale. Poniewaz sygnal ten spedzit z grubsza czas t/2
uciekajac poczatkowo w kierunku nieskoriczonosci i czas t/2 wracajac do centrum po rozproszeniu
na potencjale, rozproszenie nastapito w odlegtosci r & /2 od centrum, gdzie amplituda potencjatu
zachowuje sie jak 1/r3 ~ 1/t3. Poniewaz amplituda sygnalu w 7., jest wprost proporcjonalna do
amplitudy potencjalu w punkcie rozproszenia daje to potegowy 1/t3 spadek rozwiazania. Teraz
musimy poréwnaé dwa cztony: czlon liniowy V F oraz czlon kubiczny F? = F? F, a wiec V' w sto-
sunku do F2. Ogolne rozwiazanie swobodnego rownania falowego maleje jak 1/7 na stozku $wiatla.
Dlatego na stozku mamy do poréwnania V ~ 1/r3 w stosunku do F? ~ 1/r?. Zatem na stozku
to F'? maleje wolniej i ustala potegowy spadek ogona na 1/t?, podczas gdy liniowy ogon potegowy
maleje jak 1/t3! Pomimo tego prostego przykladu pokazujacego mozliwosé zdominowania dtugo-
czasowej asymptotyki rozwigzan przez efekty nieliniowe ich rola az do ukazania sie cyklu prac
[4]-|11] byla zupelnie ignorowana. Wydaje mi sie, ze dobrym przyktadem tego stanu rzeczy i jego
przyczyn, jest problem dtugo-czasowej ewolucji matych zaburzen statycznych rozwiazan roéwnan
Einsteina bez statej kosmologicznej. W 1972 roku Price [39] argumentowal, ze dla pola skalarnego
ewoluujacego na ustalonym tle czarnej dziury Schwarzschilda w 3 + 1 wymiarach, /-ty multipol
zanika jak 1/t3%%. To przewidywanie zostato potwierdzone numerycznie przez Gundlacha, Price’a
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i Pullina (GPP) w 1994 [40]. Jednoczesnie z praca [40] pojawita sie praca [41] tych samych auto-
row, w ktorej badali pelna nieliniowa ewolucje samograwitujacego pola skalarnego przy zatozeniu
sferycznej symetrii. Zaréwno dla duzych danych poczatkowych, ktére kolapsowaly tworzac czarng
dziure, jak i maltych danych poczatkowych ulegajacych dyspersji, GPP obserwowali numerycznie
w dlugo-czasowej asymptotyce powstawanie potegowego ogona malejacego jak ~ 1/t3, a wiec z
wykladnikiem przewidywanym przez liniowa analize Price’a. Pomimo braku przewidywan co do
amplitudy tego ogona jak réwniez faktu, ze powstawal on réwniez dla malych danych poczatko-
wych, dla ktorych prawdopodobnie przez caty czas ewolucji czasoprzestrzen bardziej przypominata
rozwigzanie Minkowskiego (dla ktorego w 3 + 1 wymiarach obowiazuje zasada Huyhensa, a wiec
nie ma potegowych ogonéw) niz Schwarzschilda, GPP zinterpretowali zgodno$¢ otrzymanego wy-
ktadnika z prawem Price’a jako potwierdzenie stosowalnosci zlinearyzowanego przyblizenia Price’a.
Ta stosunkowo ostrozna interpretacja byta nastepnie z rosnaca pewnoscia powtarzana w kolejnych
cytowaniach ich pracy [42, 43]. Jednak juz sami GPP otrzymuja wyniki, ktore wskazuja, ze pra-
wo Price’a nie zawsze sie stosuje. W rozdziale 5 pracy [41] badaja interesujacy model testowego
pola skalarnego ewoluujacego na tle pola samograwitujacego. Dla pola testowego jest to problem
liniowy, wiec ma dla niego sens rozwiniecie multipolowe i badanie ogona dla kazdego z multipoli
osobno. Zastosowanie prawa Price’a w przypadku multipoli ¢ = 1,2, 3 daje wykltadniki ogonow 5,
7, 9, podczas gdy GPP otrzymuja numerycznie wartosci odpowiednio 3.95, 5.94, 8.34.

Poprawna interpretacje numerycznych wynikow [41] podaliémy w pracach [6, 4]. W przypadku
malych danych poczatkowych (tzn. takich ktore nie kolapsuja) obserwowany przez Gundlacha,
Price’a i Pullina ogon potegowy ma $cisle nieliniowy charakter. W pracy |6] podajemy wzor na
amplitude i wyktadnik tego ogona. W przypadku czarnej dziury ogon potegowy ma dwa sktadniki:
liniowy (przewidziany przez Price’a) oraz nieliniowy. W 341 wymiarach oba te ogony maleja jak
1/t3, wiec bez przewidywania na ich amplitudy nie mozna ich rozrézni¢. Natomiast nieliniowy ogon
powinien by¢ dobrze widoczny w procesie relaksacji samograwitujacego pola skalarnego do czarnej
dziury Schwarzschilda w d = 3 + 2¢, ¢ > 1 wymiarach przestrzennych. Oczekujemy wtedy, ze
nieliniowy ogon ~ 1/t3%3 [6] bedzie dominowal nad ogonem liniowym ~ 1/t54 [9]. W przypadku
pola testowego na tle pola samograwitujacego amplitudy i wyktadniki ogonéw dla pola testowego sa
podane w pracy [4]. Otrzymane numerycznie przez GPP wyktadniki (3.95, 5.94, 8.34) odpowiadaja
liczbom 4, 6 i 8. Jednak jak dobrze wida¢ na tym przyktadzie czeSciowa koincydencja numeryczna
w 3+ 1 wymiarach podpierajaca (nieuzasadniona) wiare w skuteczno$¢ linearyzacji skierowala opis
dtugo-czasowej asymptotyki na manowce. Wroce teraz do chronologicznego opisu prac [4]-[11].

Nieliniowy ogon (tzn. dominujaca rola efektow nieliniowych w procesie relaksacji do rozwia-
zania statycznego) zostal odkryty w pracy [11], badajacej dlugo-czasowa asymptotyke sferycznie
symetrycznych rozwigzan w modelu Skyrme’a. Kolejny przyktad dominujacej roli nieliniowosci zo-
stal podany w pracy [10] badajacej relaksacje klasycznego pola Yanga-Millsa na ustalonym tle
czasoprzestrzeni Minkowskiego i Schwarzschilda. W przypadku modelu Skyrma i relaksacji do
rozwigzania prozniowego oraz relaksacji pola Yanga-Millsa na tle czasoprzestrzeni Minkowskiego
rachunek perturbacyjny pozwolil na wyliczenie zaré6wno potegowego wykladnika jak i amplitudy
potegowego ogona, a nastepnie przewidywania rachunkoéow analitycznych zostaly z duza doktadno-
Scig potwierdzone w symulacjach numerycznych.

W kolejnych pracach [9, 8, 7| usystematyzowaliSmy nasze podejscie perturbacyjne. Zapropo-
nowane przez nas rozwiniecie perturbacyjne rozwigzania mozna stosowa¢ zaré6wno do liniowych
rownan falowych z potencjatlem (wtedy parametrem perturbacyjnym staje sie amplituda poten-
cjatu) jak rowniez do semiliniowych réwnan falowych typu Qg1 = P wd+1 =3+2(+1
wymiarach, gdzie £ > 0 (wtedy parametrem perturbacyjnym staje sie amplituda danych poczatko-
wych). Ograniczamy sie do nieparzystej liczby wymiaréw przestrzennych poniewaz tylko dla takiej
liczby obowigzuje zasada Huyhensa, tzn. dla swobodnego réwnania falowego dane poczatkowe
propaguja sie wzdhuz charakterystyk, wiec niezerowe pole poza obszarem wyznaczonym przez cha-
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Rysunek 3: Obszar catkowania we wzorze na rozwiazanie rownania [z 1¢ = S, wraz z nosnikiem
rozwigzania pierwszego rzedu rachunku w przypadku zwartych danych poczatkowych.

rakterystyki dla zwartych danych poczatkowych musi by¢ efektem rozpraszania pola na potencjale
lub nieliniowosci. Dla parzystej liczby wymiaréw przestrzennych zasada Huyhensa nie obowiazuje
i rozwigzanie swobodnego réownania falowego propaguje sie wewnatrz calego obszaru wplywu da-
nych poczatkowych. Zakltadamy rowniez sferyczng symetrie rozwigzania, ale warto pamietaé¢, ze
istnieje prosty zwigzek pomiedzy sferycznie symetrycznymi rozwiazaniami réwnania falowego w
d+ 1= 3+ 20+ 1 wymiarach i rozwigzaniem dla /-tego multipola w 3 + 1 wymiarach *. Dlate-
go wiele interesujacych réwnan ewolucyjnych w 3 + 1 wymiarach (np. badanych w [11, 10]) jest
rownowaznych skalarnym réwnaniom falowym w wyzszych wymiarach w sferycznej symetrii.

W pierwszym rzedzie rachunku perturbacyjnego otrzymuje sie swobodne réwnanie falowe, kto-
rego rozwiazanie jest wyznaczone jednoznacznie przez zadane dane poczatkowe. W kolejnych rze-
dach otrzymuje sie niejednorodne réwnania falowe, z zerowymi danymi poczatkowymi i Zrédtami
zaleznymi od nizszych rzedéw rachunku perturbacyjnego. Tak wiec do otrzymania wiodacej dtugo-
czasowej asymptotyki rozwigzania potrzebne sa tylko dwa elementarne narzedzia — ogdlne sferycz-
nie symetryczne rozwiazanie swobodnego rownania falowego oraz wzor Duhamela (d = 3 + 2/):

o Jesli Lyp10=0to
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gdzie generujaca rozwiazanie funkcja a jest wyznaczona jednoznacznie przez dane poczatko-
we.

o Jesli Uy 10 = S i ¢ spelnia zerowe dane poczatkowe to

t+r t—r

1
o) = ey [ o [ duo =) PGS0

jt=r] v

1Jegli ¢ jest sferycznie symetrycznym rozwigzaniem réwnania falowego w 3 + 2¢ 4+ 1 wymiarach to rf¢ jest
rozwigzaniem réwnania falowego w 3 + 1 wymiarach dla ¢-tego multipola.



gdzie P, oznacza (-ty wielomian Legendre’a, a p jest pewng ustalong funkcja punktu obserwacji
(t,r) i zerowych zmiennych calkowania (v,u). Obszar calkowania, wraz z nosnikiem rozwiazania
pierwszego rzedu rachunku dla zwartych danych poczatkowych jest schematycznie przedstawiony
na rysunku 3.

W pracy [9] przeanalizowalismy wyktadnik i amplitude potegowego ogona dla sferycznie syme-
trycznego rozwigzania liniowego rownania falowego z potencjatem

1
V<T)_r%(1+%>+0(ra+~,)’ a,v>0.

W generycznym przypadku, kiedy liniowy w € ogon 1/t pochodzi od wiodacego cztonu (1/r%)
w potencjale, odtworzyliSmy wynik [44, 45|, natomiast w szczegolnym przypadku nieparzystego
a, 3 < a < d-— 2, kiedy liniowy w € ogon od cztonu 1/r* tozsamosciowo znika, nasza metoda
pozwolita na wyznaczenie dla tego cztonu wyktadnika i amplitudy anomalnego (rzedu €*) ogona
1/t2072622 W tym szczegolnym przypadku diugo-czasowa asymptotyka jest zdeterminowana dla
a — 2 < 7 przez ogon rzedu €2 od wiodacego cztonu 1/r®* w potencjale natomiast dla o — 2 > v
przez ogon rzedu € od pod wiodacego cztonu 1/r*™ w potencjale (oczywiscie o ile a + 7 nie jest
liczba nieparzysta z przedzialu 3 < a++v < d—2). Z tym wlasnie przypadkiem mamy do czynienia
w przypadku ogonéw dla réwnania falowego na ustalonym tle czarnej dziury Schwarzschilda w
nieparzystej liczbie d > 5 wymiaréw przestrzennych. Nasza analiza jest silnym argumentem jak
uogolni¢ prawo Price’a [39], mowiace ze w liniowym przyblizeniu zaburzenie multipolowe o indeksie
¢ zanika na zewnatrz czarnej dziury Schwarzschilda w 3 + 1 wymiarach jak 1/t372¢ na wyzsze
nieparzyste wymiary przestrzenne.

W pracy [8] stosujac te same metody otrzymalismy wyktadniki i amplitudy ogonow dla semi-
liniowych rownan falowych. Pokazalismy, ze dla Oy, 19 = ¢ (adsp + 0,¢) wd+1=3+20+1
wymiarach istnieja szczegdlne warto$ci parametrow p, q, o, § dla ktorych ogon potegowy maleje
szybciej niz dla przypadkow generycznych. Dzieje sie tak w szczegdlnosci dla kwadratowej nieli-
niowosci, ktora pojawita sie w pracy [10].

Scisly matematyczny dowod naszych asymptotycznych przewidywan w przypadku d = 3 zostal
podany w pracy [7].

Najwazniejszym zastosowaniem metod opisanych powyzej byta pelna nieliniowa analiza proce-
su relaksacji samograwitujacego pola skalarnego do rozwigzania Minkowskiego w d+1 =3+2(+1
wymiarach (¢ > 0). W pracy [6] podaliémy zaréwno wykladniki jak i amplitudy nieliniowych
ogondéw dla czasowej i zerowej asymptotyki, a nastepnie potwierdziliSmy te przewidywania nume-
rycznie. Spodziewamy sie, ze w przypadku pola skalarnego kolapsujacego do czarnej dziury wartosci
wykladnikéw nieliniowych ogonéw sg takie same jak w przypadku relaksacji do rozwigzania Min-
kowskiego. Zatem w d = 3 + 2¢ wymiarach przestrzennych w przypadku ¢ = 0 (d = 3) zardéwno
ogon liniowy jak i nieliniowy zanikaja jak 1/t3. Ta numeryczna koincydencja spowodowala, ze efek-
ty nieliniowe w dlugo-czasowej asymptotyce rozwiazan rownan Einsteina pozostawaly przez diugi
czas niezauwazone [41, 42, 43]. Natomiast w przypadku ¢ > 1 (nieparzyste d > 5) oczekujemy, ze
ogon liniowy bedzie zanikal jak 1/t [9], natomiast ogon nielinowy bedzie zanikal jak 1/t3¢3
[6], dominujac dtugo-czasowa asymptotyke.

Ciekawym uogolnieniem bezmasowego pola skalarnego jako modelu materii w rownaniach Ein-
steina sg mapy falowe sprzegniete z grawitacja. Sa to mapy U : M — N pomiedzy czasoprze-
strzenia (M, gos) a riemanowska rozmaitoscia (N, Gap), bedace punktami krytycznymi dzialania:

S—/ ( al —)\gaﬁaaUAagUBGAB> dv .
M

167G

Tutaj R oznacza skalar Ricciego metryki g,5, G - stala grawitacji, A - stala sprzezenia mapy, a dv
jest elementem objetosci w czasoprzestrzeni (M, g,p). Dla ekwiwariantnych map falowych indeks
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¢ mapy gra role podobna do multipolowego indeksu w rozkladzie pola skalarnego na harmoniki
sferyczne, ale dzieki temu, ze tensor energii pedu dla takiej mapy nie zalezy od katéw, mapa
moze by¢ konsystentnie sprzezona przez réwnania Einsteina z sferycznie symetrycznymi metrykami
Jap- Linearyzacja takich rownan prowadzi do pojawienia si¢ bariery centryfugalnej ¢(¢ + 1)/r?
wypychajacej pole z obszaru centralnego. Dlatego mapy falowe byly uzywane jako prosty model
niesferycznego kolapsu grawitacyjnego [46]. W pracy [5]| zbadalismy dtugo-czasowa asymptotyke
w tym modelu dla malych danych poczatkowych (ulegajacych dyspersji). Z pomoca rachunku
perturbacyjnego otrzymalismy amplitudy i wyktadniki potegowych ogonoéw takich rozwiazan w
czasowej i zerowej nieskoriczonosci, a nastepnie potwierdziliémy te przewidywania numerycznie.

5. Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

e Pozostale prace wykonane po otrzymaniu stopnia doktora nauk fizycznych, nie
wchodzace w sklad cyklu zaprezentowanego w poprzednim rozdziale. W pracach
[13, 14, 15| zajmowalem sie wyznaczaniem modow kwazinormalnych. Znajomosé parametrow
modow kwazinormalnych obiektow astrofizycznych jest bardzo istotna: teoretycznie pozwala
zarowno zidentyfikowaé obiekt astrofizyczny (np. odrézni¢ czarna dziure od gwiazdy neu-
tronowej) jak rowniez okregli¢ parametry obiektu (np. mase i kret). W pracy [14] podalem
uogolnienie metody Leavera [47] wyznaczania modow kwazinormalnych za pomoca utamkow
tancuchowych, w przypadku kiedy wymagane jest przedtuzenie analityczne pomiedzy obsza-
rami zbiezno$ci szeregéw reprezentujacych rozwigzanie w otoczeniu punktow wyznaczajacych
asymptotyki rozwiazan (ktore z kolei prowadza do kwantyzacji modéw kwazinormalnych). W
pracach [13, 15] wyznaczone mody kwazinormalne stuzyly do opisu posredniej asymptotyki
dla symulowanych numerycznie modelowych uktadéw (odpowiednio: pola Yanga-Millsa na tle
czarnej dziury Schwarzschilda oraz prozniowego kolapsu grawitacyjnego w 9-ciu wymiarach
czasoprzestrzennych, przy upraszczajacych zatozeniach o symetrii uktadu).

Praca [12] jest (mam nadzieje) pedagogicznym opisem technik numerycznych wykorzystanych
w badaniu turbulentnej niestabilnosci czasoprzestrzeni AdS |2, 3.

W pracy [16] badalem numerycznie charakterystyki pewnych obserwabli w teorii tadunku
Staruszkiewicza [48] w celu wyrdznienienia w ramach tej teorii wyroznionych wartosci stalej
struktury subtelnej. Te badania nie przyniosty pozytywnych rezultatow, ale trudno sie temu
dziwi¢ biorgc pod uwage skale trudnosci badanego problemu.

e Prace wykonane przed otrzymaniem stopnia doktora nauk fizycznych. W pracach
wykonanych przed i w ramach doktoratu [17]-[21] zajmowalem sie badaniem efektywnych
modeli dla chromodynamiki kwantowej.

e Wystapienia konferencyjne i referaty.
wystapienia dotyczace niestabilnosci czasoprzestrzeni AdS lub rozwiazan periodycznych o
asymptotyce AdS na konferencjach:
— Holography: From Gravity to Quantum Matter, Cambridge, 16-20.09.2013, referat Time-
Periodic Solutions in an Finstein AdS — Massless Scalar Field System

— Gravity - New perspectives from strings and higher dimensions, Benasque, 14-26.07.2013,
referat Turbulent Instability of Anti-de Sitter Space

— NR/HEP2: Spring School, Lizbona, 11-14.03.2013, wyktady Turbulent Instability of
Anti-de Sitter Space i Time-Periodic Solutions in an Einstein AdS — Massless Scalar
Field System
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— Holographic Thermalization, Lejda, 8-12.10.2012, referat Turbulent Instability of Anti-de
Sitter Space

— Relativity and Gravitation 100 years after Einstein in Prague, Praga, 25-29.06.2012,
zaproszony wyktad plenarny Turbulent Instability of Anti-de Sitter Space

— stringtheory.pl/2012, Wroctaw, 13-15.04.2012, referat Turbulent Instability of Anti-de
Sitter Space

— Central Furopean Relativity Seminar in Cracow, Krakéw, 02-04.02.2012, referat Turbu-
lent Instability of Anti-de Sitter Space

— Seminar on Mathematical Relativity, Wieden, 27-29.01.2011, referat Numerical investi-
gation of a perturbed AdS spacetime

oraz referaty w NCBJ w Warszawie (pazdziernik 2012), Instituto Superior Técnico w Lizbonie
(pazdziernik 2011) i Albert Einstein Institute w Golm (maj 2011)

wystapinenia dotyczace relaksacji do rozwiagzan statycznych i nieliniowych ogonéw na konfe-
rencjach:

— Spanish Relativity Meeting FRE 2009, Bilbao 07-11.09.2009, referat Non-linear effects
i late-time asymptotics for self-gravitating massless fields

— 12th Marcel Grossmann Meeting, Paryz, 12-18.07.2009, referat Non-linear effects in
late-time asymptotics for self-gravitating massless fields

— 49th Cracow School of Theoretical Physics, Zakopane, 31.05-10.06.2009, referat Non-
linear Effects in Late-Time Asymptotics for Self-Gravitating Massless Fields

oraz referaty w Albert Einstein Institute w Golm (maj 2009) i Friedrich-Schiller-Universitét
w Jenie (maj 2007)

e Udzial w grantach.
— Grant NCN DEC-2012/06/A /ST2/00397 Czasoprzestrzenie asymptotycznie anty-de Sit-

tera, turbulencja i korespondencja AdS/CFT 04.04.2013-03.04.2016, wykonawca

— Grant NCN NN 202 030740 Globalna dynamika rozwigzan réownan Einsteina i innych
geometrycznych, nieliniowych rownan ewolucyjnych 30.05.2011-29.05.2014, wykonawca

— Grant MNII NN 202 079235 Analiza nieliniowej stabilnosci stacjonarnych rozwigzan
rownan Finsteina 1 innych nieliniowych rownan falowych 08.10.2008-07.10.2010, wyko-
nawca

— Grant KBN 1 P03B 012 29 Czarne dziury, osobliwosci i kolaps grawitacyjny 18.11.2005-
17.11.2008, wykonawca

— Grant KBN 2 P03B 048 22 Funkcje falowe mezonow w modelu prizni instantonowej
01.02.2002-28.02.2003, kierownik grantu

e Wyréznienia.
— stypendium JM Rektora UJ 2004,/2005,

— nagroda zespolowa (wraz z Piotrem Bizoniem) JM Rektora UJ 2011

e Parametryczne podsumowanie wszystkich moich prac.
Dane wg. bazy Web of Knowledge na dzien 21.11.2013:
cytowania 289 (bez autocytowan 255), h-index 10, liczba cytowan do poszczegélnych prac
jest podana w spisie literatury (pozycje [1]-[21]).
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e Dydaktyka. Prowadzitem ¢wiczenia do nastepujacych wykltadow: mechanika klasyczna, me-

chanika kwantowa, elektrodynamika klasyczna, OTW i klasyczna teoria pola, matematyczne
metody fizyki, termodynamika, matematyka dyskretna. Obecnie prowadze kurs (wyktad i
¢wiczenia) z mechaniki kwantowej dla studentow biofizyki i fizyki medycznej.

A h(/lv\—v\ Rc'ﬂ'twcvcuv{w'

Krakow, 21.11.2013
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